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VALUATION p-ADIQUE DES ZEROS ET POLES DE LA FONCTION ZETA
D'UNE_VARIETE ALGEBRIQUE SUR UN CORPS FINTI.

Pierre BERTHELOT

On se propose d'exposer ici un résultat conjecturé par Katz, et prouvé par

Mazur ([9], [(10]).

1. Polygone .de Newton et polygone de Hodge.

1.1. Fixons un nombre premier p, une puissance q = pa de p, et notons k le corps
fini & q éléments, ks son exténsion de degré s. Soit XO une variété algébrique pro-
jective et lisse sur le corps k ; pour tout entier s » 1, soit Ns le nombre de
points de Xo rationnels sur ko . La fonction zé&ta de XO est alors la série formezle

a coefficients entiers

(1.1.1) 3Xo(t) = exp(

e

s
Nst /s).

w
[}

Il est bien, connu (la premiére démonstration en est due & Dwork Lu]) que cette
série formelle est une fraction rationnelle, quotient de deux polyndmes & coeffi-
cients entiers. En particulier, ses zéros et ses pGies sont algébriques sur @ , et

on peut donc chercher & estimer leur valuation p-adique.

Des formules de rationnalité plus précises peuvent &tre obtenues en utilisant
des théories cohomologiques définies sur la catégorie des k-variétés projectives et
lisses, & valeur dans la catégorie des K-algébres graduées anti-commutatives de di-
mension finie, K é&tant un corps de caractéristique O, vérifiant un certain nombre
de propridtés standard : dualité de Poincaré, formule de Kiinneth, etc... (i.e. des .
théories cohomologiques qui soient des cohomologies de Weil au sens de [7]).

Soient alors f 1'endomorphisme de Frobenius de Xo , défini. par 1'élévation & la

X
° a : a

puissance p-idme des coordonnées, et £X sa puissance a-idme ; iX est alors un
o

k-endomorphisme de Xo , et donne par fonctorialité un endomorphisme Fi de 1l'espace

vectoriel de cohomologie Hl(Xo), pour tout i. On montre alors que
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2n (_1)i+1
(1.1.2) S, (6) = T det(1-F.t) ,

o i=0
n étant la dimension de Xo .

Comme nous cherchons des estimations p-adiques sur les racines, de polyndmes
det(1—Fit), il est naturel de choisir une théorie cohomologique qui nous donne des
espaces vectoriels, sinon sur , du moins sur une extension convenable de Qp .
Nous prendrons donc la c¢ohomologie cristalline, qui associe a toute k-variété pro-
jective et lisse des modules de cohomologie, de type fini, sur l'anneau W = W(k)
des vecteurs de Witt de k- le fait de disposer de modules sur W au lieu de n'avoir
que des vectoriels sur son corps des fractions K jouant de plus un rdle essentiel
dans les estimations de diviFibilité qui suivront. Rappelons que si Xo provient par
réduction modulo p d'un schéma projectif et lisse X sur W, il existe alors un iso-

morphisme canonique

(1.1.3) . (x ) —>— g, 00, ,.)

cris' "o = X/W

ol Hg}is désigne la cohomologie cristalline, et g*(X, D.k/w) 1'hyper—cohomologie

X/W ;
ment & W ("cohomologie de De Rham" de X relativement & W).

sur X du complexe f des formes différentielles'algébriques sur X, relative-

'1.2. Nous fixons maintenant un entier m, et &tudions l'action de Frobenius sur le

module H:ris(x?). Soit P le polyndme (& coefficients dans W) det(t.1—Fm). Nous
appelerons polygone de Newton (en degré m) de Xo le polygone de Newton du polyndme

Pm N normalisévparlla condition v(q) =1 : rappelons que si Pm = 1;'3 + a1tﬂ—1 +oo0y

ce polygone est l'enveloppe convexe des points de coordonnées (i,v(ai)), que les
pentes des segments qui le composent sont les valuations des racines de Pm (i.e.

des valeurs propres de Fm)’ le nombre de racines ayant une valuation donnée étant
égal a4 la longueur de la projection horizontale du segment de pente &gale & cette

valuation :
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s; = nombre de racines de valua-

'
'

'

?

; tion o . .
' i

|

'

"

|

:

Considérons d'autre part les k-espaces vectoriels de cohomologie

®ix ,a

o ; /k)’ oll Il; /x est le module des formes différentielles de degré i
o

sur XO relativement & k, et posons

(1.2.1) B, = dim_ Hm'i(}(o A ).

i
X /k
o

Nous appelerons polygone de Hodge (en degré m) de Xo le polygone obtenu en

portant bout & bout des segments de pente i et de projection horizontale ﬁi

Le polygone de Newton et le polygone de Hodge sont alors liées par la

J

Conjecture 1.3. (Katz). Le polygone de Newton de Xo est situé au dessus du polygone
de Hodge de Xo .

Cette conjecture avait &té prouvée par Dwork pour les hypersurfaces (cf. [5]).
Pour donner une idée du type de renseignements qu'elle implique, indiquons les co-

rollaires suivants :
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Corollaire 1.L4. L'endomorphisme Fm posséde au plus ﬁo valeurs propres gui sont des

unités p-adigues ; s'il en possdde ho , les valeurs propres restantes sont toutes

divisibles par q, et il en existe au plus 51 dont le quotient par q soit une unité

p-adique, etc...

Corollaire 1.5. Supposons_que Bi = 0 pour i< k ; alors toutes les valeurs propres

de Fm sont divisibles par qk

1.6. Supposons maintenant que Xo provienne par réduction modulo p d'un schéma X

projectif et lisse sur W, et posons

i

X/ ) s

hi = rang, Hm_i(X,ﬂ ) = dimK Hm—i(XK ,Q

i
XK/K
ol X, est la K-variété déduite de X par le changement de base de W & K. On peut
alors former & l'aide des hi le polygone de Hodge de X, par la méme construction

qu'en 1.2.

Conjecture 1.7. (Katz). Sous les hypothéses de 1.6, le polygone de Newton de Xo est

situé au dessus du polygone de Hodge de X.

Les Bi et les hi sont 1iés gréce aux suites exactes

.

(1.7.1) o0 —»Hj(x,n;/w) ® k— HJ(XO a )i(o/k) —-.Tor‘;’(ﬂ']”(x,n;/w),k) — o,

valables pour tout j, et qui montrent que

=

(1.7.2) h, €

pour tout i. Le polygone de Hodge de X est donc situé au dessus de celui de Xo , et

la conjecture 1.7 est alors plus forte que la conjecture 1.3.

Notons enfin que la dualité de Poincaré et le théoréme de Lefschetz fort per-
mettent de montrer immédiatement que sous les hypothdses de 1.6 les points les plus

4 droite du polygone de Newton de XO et du polygone de Hodge de X coiIncident.
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On a alors :

Théoréme 1.8 (Mazur). Si X provient par réduction modulo p d'un schéma projectif

i

; J
et lisse sur W, tel que les H (X,(lx/w

) soient des W-modules libres, la conjecture

de Katz est vraie.

i
X/W
suite exacte (1.7.1),.si bien que les conjectures 1.3 et 1.7 sont identiques. Par

On remarquera que lorsque les HY (X, Q ) sont libres, Ei = hi d'apres la

contre, ces conjectures n'ont pas encore &té prouvées dans le cas général ; un bon
point de départ devrait &tre d'essayer d'adapter les méthodes de Mazur en termes de
catégories dérivées, afin de tenir compte des phénoménes 1iés i la présence de tor-

. J i
sion dans les HY(X,Q X/W)'

2. Nombres de Hodge et pentes d'un F-cristal.

Nous allons maintenant donner une idée de la démonstration de Mazur. La pre-

midre étape va &tre de réinterpréter les polygones de Newton et de Hodge.

2.1. On suppose désormais que les hypothéses de 1.8 sont vérifiées. Posons
_ . . . . P J i .
M Hcris(xo) H (X,(lx/w) ; la liberté des HY(X,Q X/W) entraine alors que M est
aussi un W-module libre. L'endomorphisme de Frobenius £X définit, gréce & la fonc-
o

torialité de la cohomologie cristalline, un endomorphisme F de M, semi-linéaire par
rapport 4 l'automorphisme de Frobenius ¥ de W. Il est de plus facile de vérifier,
3 1'aide de la dualité de Poincaré, que F est un endomorphisme injectif. La donnée
d'un module libre M sur W, muni d'un endomorphisme injectif, semi-linéaire par rap-
port & ¥ , sera appelée un F-cristal (sur k) ; cette définition ne suppose évi-

demment pas que k soit fini, et reste valable pour tout corps parfait k de caracté-

ristique p.

L'endomorphisme F s'étend en un endomorphisme du K-espace vectoriel MK = MOWK,
ol K est le corps des fractions de W. Soit A 1'anneau (non commutatif) des poly-
ndmes en 1'indéterminde T, & coefficients dans K, la régle de commutation de T avec
les éléments de K étant donnée par T.a = ¥ (a).T pour tout a € K. On peut alors
considérer MK , muni de l'endomorphisme F, comme un A-module, et sa structure en

tant que A-module est donnée par :



12 P. BERTHELOT

Théordme 2.2 (Dieudonné-Manin [8)). Soient k un corps algébriquement clos, (M,F) un

F-cristal sur k.

i) Il existe une suite de nombres rationnels

r1/s1 < r2/52 < ven < ry/sl ,

avec ri > 0, si » 1, et_un isomorphisme de A-modules

S. r.
(2.2.1) (M, F) == @ a/a(r’-p"),
i=1

les nombres r, et s; étant uniquement déterminés par ces conditions.

~

ii) §'il existe un F-cristal (MO,F) sur le corps fini gq 3 q = p* 8léments,

tel gue (M,F) = (MO(® W(F )W(k), F), alors les ri/si sont les valuations p-adiques
=q

(normalisées par v(q) = 1) des valeurs propres de 1'endomorphisme W(Eq)—linéaire FZ

de M0 , le nombre de valeurs propres de valuation ri/s:.l étant s

Si (M,F) est un F-cristal sur un corps parfait k, de cl8ture algébrique k, on

appelle pentes de (M,F) les nombres ri/si intervenant dans la décomposition (2.2.1)

de M ® w( W(k) ; l'entier s; est appelé multiplicité de la pente ri/si . A tout

k)

F-cristal, on associe un polygone de Newton, obtenu en portant bout & bout des

segments de pente ri/si (en ordre croissant), dont la projection horizontale ait

(x ),

pour longueur s; - I1 résulte de l'assertion ii) que dans le cas ol M = eris‘Xo

le polygone de Newton du F-cristal M est le polygone de Newton de Xo défini en 1.2.

2.3. Soient (M,F) un F-cristal sur un corps parfait k, et H le module déduit de M

en faisant l'extension des scalaires Y : W —3W. ?uisque F est semi-linéaire par
rapport & Y , il se factorise en un homomorphisme W-linéaire F' : H — M.

Puisque W est un anneau principal, nous pouvons appliquer & F' le théoréme des
facteurs invariants, et choisir des bases de H et M telles que la matrice de F' pour
ces bases soit une matrice diagonale dont les coefficients soient des puissances de
p. Le nombre hi de coefficients égaux Q_pi ne dépend pas des bases choisies, et

sers appelé i-idme nombre de Hodge abstrait du F-cristal (M,F). On peut encore cons-—
truire un polygone de Hodge au moyen des hi , en suivant la méthode de 1.2. On

obtient alors :
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Proposition 2.4. Soit (M,F) un F-cristal sur un corps parfait k. Le polygone de
Newton de (M,F) est situé au dessus du polygone de Hodge de (M,F).

Pour vérifier 2.4, on peut supposer k algébriquement clos. Montrons d'abord

que la premiére pente du polygone de Newton est au moins égale & celle du polygone

de Hodge. Si r1/s1 est la premiére pentebdu polygone de Newton, il existe un &1&-
) : s r
ment x de M, qu'on peut supposer n'appartenant pas a pM, tel que F 1(x) =p X .

D'autre part, si b est la premiére pente du polygone de Hodée, F est divisible par

r bs

b s
P ; on obtient donc p 1x €p 1.M, d'ol bs1 gr, ,etbs r1/s1 . On considére

1
alors pour tout i la puissance extérieure i-iéme Ai(M), qui est de fagon naturelle
un F-cristal ; il est facile de vérifier que la premiére pente de son polygdne de
Newton est 1'ordonnée du point d'abcisse i sur le polygone de Newton de (M,F), et
que celle de son polygone de Hodge est l'ordonnée du point d'abcisse i sur le poly-—

gone de Hodge de (M,F), d'ol le résultat.

Pour prouver le théoréme 1.8, on est donc ramené & prouver :

Théordme 2.5 (Mazur). Sous les hypothéses de 1.8, les nombres de Hodge abstraits hi

du F-cristal M = H'(X, 0]

H X/W) ant égaux aux nombres de Hodge‘hi de X

° .

3. Jauges.

Pour relier les nombres de Hodge abstraits de M aux nombres de Hodge de Xo .
Mazur introduit sur M une structure ressemblant un peu & celle de module filtré, et

pour laquelle nous allons donner quelques définitions. générales.

3.1. Une jauge est un couple (&,r), ol &: N — N est une fonction déeroissante,

telle que pour tout i on ait &(i) - &(i+1) <1, et r est un entier tel que ¢&(r) =0.
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L'ensemble des jauges est muni de la relation d'ordre partiel définie par
(E,r) s (E',r') si et seulement si € (i) € €' (i) pour tout i, et r € r'. Il est
facile de voir que toute famille de jauges bornée posséde un Sup, et toute famillede
jauges poss&de un Inf, pour cette relation d'ordre. On définit en outre un opéra-
teur de translation sur 1l'ensemble des jauges de la fagon suivante : soit ]j la

fonction définie sur N, égale & 1 pour i < j, et & O pour i » j ; la translatée

T(¢,r) d'une jauge (&,r) est alors la jauge (6+1r , T+1).

+1

Soient comme plus haut k un corps parfait de caractéristique p, et W 1'anneau
des vecteurs de Witt de k. Un W-module jaugé est la donnée d'un W-module M, et, pour
toute jauge (£,r), d'un sous-todule M(E,r) de M, de fagon & vérifier les propriétés

suivantes

i)  M(0,0) =M ;
ii) si (€,r) ¢ (&',r'), alors M(&',r') € M(€E,r)

iii) 1l'application (&,r) —> M(&,r) transforme les Sup en intersections et

les Inf en sommes ;

iv) pour toute jauge (&é,r), M(T(&,r)) = p.M(E,r).

3.2 Supposons maintenant donné un homomorphisme W-linéaire F' : H —> M, injectif,
entre deux W-modules libres de méme rang. On définit les nombres de Hodge hi de F'
au moyen du théoréme des facteurs invariants, selon la méthode de 2.3. On définit
d' autre part une filtration décroissante du k-espace vectoriel H = H/pH par des

sous—espaces vectoriels

0OcH ¢ ... cH. ¢...c H =H ,
m J o

en prenant pour ﬁs 1'image dans H du sous-module F'_T(F'(H) la) pJM) de H. Il est

alors évident que

V= Am T /0
by dlmk Hi/Hi+1
3.3. On se place toujours sous les hypothéses de 3.2, et on suppose données une

filtration décroissante de H par des sous—modules Hi , facteurs directs dans H, et
une structure de module jaugé sur M. On va énoncer des conditions reliant la fil-
tration de H 3 la structure de module jaugé de M. Donnons auparavant quelques dé-

finitions.
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Pour tout entier j, on pose
(3.3.1). <j>=idnf v _(p'/i!) si j » 1,<j>=0si j= 0,
iy
vp désignant la valuation p-adique, normalisée par vp(p) = 1.

Soient d'autre part (&,r) et (€',r) deux jauges, et j un entier ; on dira que
(£',r) est une augmentation simple de (£,r) en j si €'(i) = &(i) pour i # j, et
£ (3) = € @G)+1.

La premiére condition que nous introduisons est alors
A) Pour tout entier r, et toute jauge (£,r') telle que

a) rer',

a') pour tout i, &(i)s < r-iy,

alors

(3.3.2) F'(H) © M(&,r') .

Supposons la condition A) vérifide, et soient (£,r) et (&',r) deux Jjauges
telles que
b) pour tous i g i', &(i) - £(i') & <i'-id>,

b') il existe un entier j tel que (£',r) soit une augmentation simple de

(&,r) en J.
I1 est alors facile de voir, en appliquant (3.3.2) aux jauges (mﬁr), avec
% = Max(0, & - €(j)), et (q',r), avec o= Max(0, &'- ¢£(j)), que 1'homomorphisme

&(3)

P F' définit un homomorphisme

(3.3.3) pé HY/HY, > M(E,r)/M(E",r)

! o= " ' = H. . . iti 'é .
avec Hj Hj/PHj s HJ+1 HJH/pHJ+1 La seconde condition s'énonce
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B) L'homomorphisme (3.3.3) est un isomorphisme.

On montre alors

Proposition 3.4. Si les Hi sont facteurs directs dans H, et si F' vérifie les con-

ditions A) et B), la réduction modulo p de la filtration de H par les H, est la fil-

tration de H par les ﬁi définie en 3.2 ; en particulier

! = 41 f. =
hi = dim Hi/Hi+1 rang, Hi/Hi+1 .

L. Retour au cas géométrigue.

Nous allons maintenant éclairer un peu le mystére entourant les définitions

du paragraphe précédent en les appliquant au cas ol M = gm(X,Q.X/w

), F' étant la
linéarisé de l'action de Frobenius comme en 2.3.

L.1. Donnons d'abord quelques compléments sur la cohomologie cristalline (voir [1],
[21). Supposons que X_ se plonge comme sous-gchéma fermé dans un schéma Y lisse

’ . +
sur W ; soit Yn la réduction de Y modulo pn 1. On peut alors calculer la cohomo-

logie cristalline de Xo au moyen du plongement de Xo dans Y. Rappelons qu'on ap-

pelle puissances divisées sur un idéal I d'un anneau commutatif R la donné€e d'une
famille d'applications Xi de I dans I (i»1), vérifiant des propriétés analogues

a celles des applications x —— xl/i! en caractéristique O ; de telles applications
n'existent pas en général lorsque R n'est pas de caractéristique O, et, lorsqu'elles
existent, elles ne sont pas nécéssairement uniques. Néanmoins, il existe une R-
algdbre D(I), et un idéal T e D(I), muni de puissances divisées, contenant I.D(I),
universels pour les homomorphismes d'anneaux envoyant I dans un idéal muni de
puissances divisées, L'idéal pW de W posséde des puissances divisées car les élé-

~

. ments pl/i! de K appartiennent & pW, et on imposera dans la suite Que les puis-

S

sances divisées de I, lorsque R est une W-algébre, soient compatibles & celles de
pW.

Soit alors 1 1'idéal de X, dans Y . On peut former le faisceau Q(;n) sur Yn’

et on fait agir les W-dérivations de Qy sur p(ln) par la relation
n

d({i(x)) Ui;1(x) d(x). On obtient de la sorte un complexe Q(In)®(l&n/wn

n+1

(avec Wn = W/P W), et il existe un isomorphisme canonique
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(h.1.1) B, 2o 1m g7y, L D

n

I
*n

Soient maintenant Xo et Xé deux variétés projectives et lisses sur k, et T
un morphisme de Xé dans’X0 5 semi-linéaire par rapport & un automorphisme ¥ de k ;
supposons XO et Xé plongés dans des W-schémas lisses Y et Y', et supposons qu'il
existe un morphisme g de Y' dans Y, semi-linéaire par rapport au relévement Y de V¥
sur W, et induisant f sur Xé et XO . Alors g définit par fonctérialité un homomor-—

phisme

(h.1.2) lim H (Y , Q(;n)‘sn}n/w ) —> lim (Y, D(I')eQ

et, via 1l'isomorphisme (L4.1.1), 1'homomorphisme (L4.1.2) donne l'action de f sur la

cohomologie cristalline.

Plagons nous dans les hypothéses de 1.8. Nous pouvons utiliser pour calculer
la cohomologie cristalline de XO d'une part le reldvement de X0 en X, pgojectif et
lisse sur W, d'autre part le plongement de Xo dans l'espace projectif P° = P conte-
nant X. D'autre part, 1l'endomorphisme de Frobenius de l'espace projectif sur k peut
se relever en un endomorphisme de l'espace projectif sur W, en prenant un systéme de
coordonnées projectives, et l'application définie en élevant les coordonndes projec—
tives 2 la puissances p~ilme. L'opérateur de Frobenius sur la cohomologie cristal-
line se d&duit donc simplement par passage & 1'hyper-—cohomologie(et & la limite pro-
ject%ve)du morphisme de complexes
(k.1.3) D(I )9Q’, i £ D(I Q' P -—-»Q'X . ,

n' 'n n 'n n' 'n

ol F provient du relévement choisi de Frobenius sur l'espace projectif.

4.2. Supposons toujours les hypothéses de 1.8 vérifides. Soient M = gm(X,Q'X/w),

H = M® ww, W étant considéré comme W-algdbre par le reldvement ‘¢ de 1'automorphisme
de Frobenius de k. On munit alors H de la filtration Hi déduite de la filtration de

Hodge Mi sur M. Rappelons que cette derniére est définie comme suit : si ‘tr(Qi/W)

_ . P ~ » 2 N 2z
est le sous—complexe de Q2 X/W égal a {)X/W en degrés >,r, et 4 O en degrés < r, Mr
est 1'image dans M de g&(x,'cr(ﬂi/w)). On peut également la calculer en utilisant

1'isomorphisme
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'

(X, nx/w) -——+1m g(p, , DI, e Q’

).
Pn/wn

Soient J 1'idéal"a pulssances d1v1sees engendre dans I par 1'idéal J de X dans
n+
P, gn sa réduction modulo p 1, et pour tout k soit §£ Xl 1'idéal de,Q(;n) engendré
par les sections de la forme Ki (x1) v Ki Ixj), les x5 étant des sections de
" 1 Ll

leye
=

et i1 +ooot+ ij » k. On filtre alors le comﬁlexe Q(;n)Q Q:P e par les sous-
/My

N . ~ ,
complexes Fllr(Q(ln)® Q Pn/w ) donnés en degré i par

Filr(-D‘-In"’“li»n/wn’ = 39 preal i

4.3. Munissons maintenant M d'une structure de module jaugé. Pour cela, on associe

3 toute jauge .(€ ,r) un sous—complexe Q°'( &,r) de Ili/w défini en degré i par

P6(i)+i Q i, p&(i—1)+i—1

i .o
Qe ,x) X/W dﬂ.x/w siigr,

i r i ..
Q7 (&,r) =p O"X/W . siis>r.
On pose alors

M(&,r) = H(X, Q" (&,r)).

On montre que les M( & ,r) sont bien des sous-modules de M, et qu'ils munissent

M d'une structure de module jaugé.

4.4, Vérifions alors que les conditions de 3.4 sont satisfaites. D'abord, les H.

sont facteurs directs de H. En effet, l'hypoth&se que les H (X

iy o s
{lx/w) sont libres

entraine que la suite spectrale

EP9q

v Ea g ) = g, Qx/w)

~

dégénére (en tensorisant par K, on se raméne 3 un théoréme de dégénédrescence en

caractéristique zéro ddl 3 Deligne [3]), de sorte que
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=~ i, 0l ).

(h.k.1) Hi/H. X/

i+1
Vérifions ensuite la condition A). Soient donc r un entier. et (&,r') une
jauge vérifiant les conditions a) et a') de 3.3. Calculons l'image par le morphisme
(4.1.3) du sous-complexe Fil (D(I )@ Q * ). Pour toute section x de D(I_), on =
==, pn/wn ='=n
F(x) = ¥ mod. p ,

puisque F induit Frobenius en caractéristique p. Par suite,

(L.k.2) Fla(x)) = a(F(x)) = p.x* 'a(x) =0 mod. p.

D'autre part, soit y une section de J . Alors ¥P = p! Kp(y), de sorte que

F(y) = 0 mod. p ; on en déduit pour tout i

P, (v) = 8, (F(3)) = & (ey') =yl plyan

Comme, pour i1 +...+ ij > Kk,

i i,
1,. J/s 4y s
vp(p /111) oo+ vp(p /1j.) » <k” ,

il en résulte que

(h.4.3) F(gn[r—i].g(ln)).c p<r—i>

D(T)
Les relations (4.4.2) et (4.4.3); et la condition a'), montrent donc que

D(I )8Q: ) dans l'image de Q (E,r') dans

\ - R
1 homomorph]l.sme (4.1.3) envoie Fllr(__ I, Pn/wn

at

X /W Par passage a 1'hypercohomologie et & la 1imite', on en déduit la condi-
n' 'n

tion A).

~

Reste 3 montrer la condition B). Soient (&,r) et (&',r) deux jauges vérifiant
les conditions b) et b') de 3.3. Les relations précédentes et la condition b)
montrent que p S(J)F envoie Filj(Q(ln)® 0 ) dans 1'image Q‘(E,,r)n de Q'(¢,r)

P_/W
dans Q n n

XplWy ) .
D'autre part, d8s que n est assez grand, le complexe quotient Q (é,r)n7 (OO ,r)z'1
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est isomorphe au complexe

0—... >0 >Qd  jaqd

1 Jj
—
x /2% x /x aa y
[e] o)

—_—— —>

DY

O/k

dont les objets de cohomologie sont réduits au faisceau §J(QX /k) placé en degré j.
o

On en déduit que 1'homomorphisme

8o . s . g NP
P F.hHM%Wﬂ%MR—ﬁQWﬂJQQJ%

est nul sauf en degré j, ol il induit un homomorphisme

J J (e
(4.4.%) Oy po—EQ O
o [o]

-semi-linéaire par rapport i 1'endomorphisme de Frobenius de Xo : par construction,

1'image d'une forme a;dx1 AN oo A dxj est la forme

(h.k.5) aP 57 ver xg_ AX, A eee A dxj

Si on note Xip)

défini par 1'automorphisme de Frobenius de k, et f : XO - X£p> le morphisme cano-

nigue, 1'homomorphisme (4.L.L) peut encore s'interpréter comme un homomorphisme

la variété déduite de XO par le changement de base k —> k

linéaire sur Xép)
(4.L.6) ay @), — £y )
o [}

et d'aprés (4.4.5), ce dernier n'est autre que l'inverse de 1'isomorphisme de

Cartier (voir par exemple [6]). Mais par ailleurs,

M(E,r)/M(E",r) = H'(X, O (€,r)/ 0" (¢',r)), car
gi(x, Q(,r))c QF(X, Q (&',r)) pour tout i, done

M(e,r)/M(E",r) = E (X, B QY ).
o Xo/k

i

X/W

spectrale correspondante entrainent que le quotient Hé/Hj

D'autre part, la liberté des HJ(X,Q ) et la dégénerescence de la suite

+1 est isomorphe a

“m-j(x(p) Qj ). Le fait que (3.3.3) soit un isomorphisme résulte donc par
>
ol
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o1

passage a la cohomologie de ce que (L4L.4.6) est 1'inverse de 1'isomorphisme de

Cartier, d'ol la condition B).

M

(2

(3]

fu)

(5]

(€]

[7]

()

19l

(o]

Nous pouvons alors appliquer 3.4 3 M; ce qui donne le théoréme 2.5.
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