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SUR L'OPERATEUR a3 (1), (2)

par Bohumil YENKL et Giuliano SORANI

I - Ce que je dirai dans cet exposé a été l'objet d'un travail en collaboration
avec B, Yenkl, Ia partie 2 a déja été publide en [7] tandis que la partie 3 parait

ici pour la premidre fois,

Soit M une variété complexe, dimCM =n , On considdre sur M 1'opérateur
différentiel complexe 30 et 1'opérateur différentiel réel aa® ou a® = V;1(3_a).
Des groupes de cohomologie de M , liés & ces opérateurs, ont déja été considérés
par J. Frenkel et F. Norguet [8], A. Aeppli [1], A. Andreotti et F. Norguet [2],

B. Bigolin [3] et il y a plusieurs relations entre ces groupes et les groupes de co-

homologie de M & coefficients complexes.

Soit A?’q le faisceau des germes des formes différentielles o , & valeurs
complexes, de type (p,q) sur M et soit Aé)'q = {a,=c¢1 + a2€Ap’q®Aq’p|a2=E1}
le faisceau des formes différentielles réelles. les opérateurs 30 et dd® sont
des applications

83 : AP*Y _,Ap+1.q+1

p+1,q+1

c Pyq
-4

dd :%
et, pour tout p,q » 0 , on a deux suites exactes de faisceaux

0 pPrd _y 4Psd O3 prlyarl d pe2,q4l o Dil 042

[¢]
pPrd p,q dd - p+l,q+1 4, p+2,q+! p+1,q+2
0= B —’AR —_ — A @%

qui définissent les faisceaux g?’q et jﬁ’q . De fagon naturelle on a les groupes
- 1,q=
A5’ = Ker d en r(m,a%%) /o3r(u,a> 14"
et

P PsQy 4. C p=1,q=1
Ap*% = Ker d en T(M,a2"%) /aa’r(m,ar ) L

(1) Exposé par G, Sorani

(2) lavoro eseguito con contributo del C.N.R, nell'ambito del Gruppo Nazionale per

le Strutture Algebriche e Geometriche e loro applicazioni,
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les groupes A;:'q sont trés importants car, pour p=q , ils contiennent

les classes de Chern raffinées des fibrés vectoriels holomorrhes sur M [4].

les groupes Ag’q sont 1liés aux groupes de cohomologie de Aeppli qui sont dé-

finis comme
ve'% = Ker 33 en r(m,a%'%) for(m,a%" 1) 4 3p(u,aP %)
et, sous certaines hypothéses, aux groupes de la cohomologie ordinaire B*(M,c) .
En effet, au moyen de la théorie des faisceaux et de certaines propriétés de
la cohomologie on a les résultats suivants :
THEOREME 1, [3] Si M est une variété de Stein on a

verd = 5> (o)

P,q
AC

[}

g™u,c) .

THEOREME 2. [3] Si M est une variété k#hlérienne compacte on a
verd = wi(m,ef) = 57 %m,0)

Pyq
C

[H]

A B4(m,ef) = 8*%m,0) .

I1 y a d'autres résultats sur la finitude des groupes Ag’q et V(I;,q pour

les variétés compactes et pour les variétés fortement k-pseudoconvexes qu'on peut

trouver aussi dans [3].

Pour obtenir des résultats plus généraux, c'est-a-dire valables si M est une
variété ouverte mais non Stein ou si M est une variété compacte mais non k&hlé-
rienne, nous avons construit la résolution de Spencer des faisceaux -Ep,q et _I:;"q
et cherché & calculer directement la cohomologie de M & valeurs dans ces fais=
ceaux, Il faut remarquer que, dans les deux cas, il suffit de calculer le premier

1
groupe de cohomologie H1 (M,-) et que 1'ona H (M,gp’q) = A(1;>+1,q+1 .

Nous utilisons la théorie des espaces d'Hilbert et la technique de Hbrmander
appliquée aux résolutions de Spencer des faisceaux gp,q' et zn?’q . Dans cet ex-
posé je considére seulement la résolution du faisceau %?,q ; on peut obtenir 1'au-

tre en laissant tomber des conditions purement algébriques,

Tout d'abord quelques rappels de la théorie générale des opérateurs différen-
tiels lindaires, Pour tout fibré vectoriel E sur M on note par Jk(E) le fibré
vectoriel des jets d'ordre k des sections différentiables (C”) de E ., C'est-

a-dire en tout point x € M on identifie deux sections différentiables de ‘E si



81

leurs séries de Taylor cofncident jusqu'a l'ordre k . Une classe d'équivalence
est appelée un jet d'ordre k et on note par J’k(E)x 1'espace vectoriel de ces

classes d'équivalence. Alors J, (E) = y J (E) .
' k xm K%
Au niveau des faisceaux des germes des sections il y a une application canoni-

que

3 :Q’—»Jk(E) ,

qui & toute section s de E et point x € M fait correspondre le jet d'ordre k

de s en x , Il y a une projection naturelle

p ¢ 5 (B) -3 (E)
et

Ker 1 =EQ® Sk(‘l‘*)

oh S dénote le k-idme produit symétrique du fibré cotangent T* = T*(M) . D'oh

une suite exacte
0-E@ (™) -3 (8) »3_ (E) =0 .
k k=1
I1 s'ensuit 1l'existence d'un opérateur différentiel d'ordre un
D: g (B) @A ™~ (B) @ATH
avec la propriété que la suite

E - Jk(E) -3 (E) @ ™

est toujours exacte, Si g est une section de .Ik(E) Q@A™ ona
Do = dpkc - 80

oW & est le différentiel formel défini de la manidre suivante : sur un ouvert U

1 n . .
de M , ol X ,...,x sont des coordonnées locales, soit ¢ = {ca||a|<k} , Ol

J . .
o = (a1,...,an) y o] = @+ e t@ 0 = {ca|1s3gm = dim B} et
J J 4 ir
%=Oﬁ0mﬁ.“idx Aveondx ;
1 r
alors
. o3
(6d)a = I &x"Ao,,,
J=1 J
ot a+l, = (a .oy a, + 1,a o ) On a D2 =0
j > 1,. X) j“1, J. ) j+1’-..' n . = .

Maintenant soient E, F deux fibrés vectoriels sur M . Un opérateur diffé-

rentiel linéaire d'ordre k, P, est une application de faisceaux P : E->F qui se
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factorise & travers Jk(E) dans le sens qu'il existe un unique morphisme de fibrés

vectoriels f : Jk(E) -+ F tel que le diagramme

3, (B)

8N
E—>F

commute .,

Pour tout opérateur différentiel P : E - F On appelle prolongement d'ordre

1 de P 1la composition

;
E-5E -5 5(7)

Un systéme d'équations & dérivées partielles d'ordre k induit par P sur M

est le noyau Rk du morphisme f
(1,1) 0-R ~J(E)~>F

(Rk doit &tre un sous-fibré de Jk(E)). Une solution de Rk sur un ouvert Uc M

est une section u de E telle que jk(u) est une section de Rk' sur U

la projection P induit une projection

B Ry 70

qu'on appelle aussi P soit gk son noyau, On a donc une suite exacte

(1,2) 0-g ~R =R _, =0 .

On pose

r T .
(1,3) C =R ®N™/o(g, @A ™)

P o
évidemment on a Ck = Rk .

Maintenant, si P est le faisceau des getrmes des solutions de 1'équation
Pu=0 , on a une suite

(I,4) O»BAQIZR_Q;R..,BQEI)'-‘O .

Cette suite n'est pas toujours exacte et le probléme de son exactitude est, en gé-
néral, difficile et je ne veux pas le considérer ici. Si la suite (I,4) est exacte

elle est la résolution de Spencer du faisceau P .

Dans notre cas l'opérateur différentiel d'ordre deux dd® se factorise i tra-

vers J, AP , on a le diagramme commutatif
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p,q) p+1,9+1

O——)R 57 (a — A

2

jz]
%71

p,q PyQq Pyq
- - R - R 0
(1,6) O=gpy "R "l ™

et, pour 1 » 0 , les suites exactes

Comme en (I,3) on pose

xr Pyq r p,q r-1

P =R A T*/8 A ™

g =B ® /_(g3 ® )
et on peut montrer [5] que si A : Rf’q -»R;’q est un scindage de la suite (I,6)
alors on a

r ~
(1,7) By (P4 @A ™) ® 8(el T @A) .
’

Il s'ensuit

PROPOSITION 1, Pour tout p,q >0 , la suite

(1,8) O»Pp’q P 23 .35 Lo
. _Piq =P,q =P,q

est une résolution exacte du faisceau Pp,q

. . L r
1'isomorphisme (I,7), 8i u= (p,r)) € Ep,q on a

(1,9) Du = D(p,n) = (D p = m,D (D p = n))

en faisceaux fins, En outre, & cause de

U D =d-86\ .
- [e]

A ce moment je veux faire une remarque qui servira & montrer la nature du fais-
ceau 2;’0 . Pour tout opérateur différentiel linéaire, d'ordre k , involutif, &
coefficients constants P : E »F il y a une unique résolution exacte de Spencer du
faisceau § des solutions de 1'équation homogéne Pu = 0 ., Ia résolution du fais=
ceau §_1 des solutions de 1'équation iju =0 , correspondant au l-idme prolon=-
gement de P est aussi exacte et a la méme .cohomologie pour tout 1 30 . Ona

alors

PROPOSITION 2. la résolution (I,4) de 2;’0 est un quotient de la résolution de De
Rham du faisceau R et du prolongement d'ordre un de la résolution de Dolbeault du

faisceau @ .

2 - Nous supposons maintenant que M est une sous-variété complexe d'une variété



complexe M' telle que dimCM = dimCM' =n , et le bord bl est ¢ . Dans ce
cas tous les fibrés vectoriels et les faisceaux considérés sont définis sur M' et

de la proposition 1 on tire que

1 DPyq 1 0 ~  PH1 041
2,1 H (M',P = Ker D en I(M',2 )/DP(M',P- ) = A
(2,1) (ur,2p"") ( ,_p,q/D( 2 2 _

On peut montrer que, sous certaines conditions, ce groupe est isomorphe & un
espace harmonique construit & partir de la résolution (1,8). le point crucial est
alors de déterminer dans quelles conditions on peut résoudre le probléme de Neumann
pour 1l'opérateur aa® . Comme les calculs sont trés longs, ici je peux donner seu-

lement des indications et énoncer les résultats,

Soit < , > un produit scalaire par rapport & une métrique Hermitienne et soit

(, )(P =f <, > e-q’*(1) le prcduit global sur M ., Par rapport & ce produit soit
M

D* 1l'adjoint formel de 1'opérateur D ., On note par 1.’1 1l'espace des sections

’ -
de EL q sur M qui se prolongent différentiablement & travers le bord bM et
’
soit I\I1 le sous-espace de 1.5; q des éléments u € l.’; a qui satisfont les condi-
’ ’
tions au bord .
(pv,u) = (v,D*u) pour tout v € 7° ,
9 ? Pyq
(2,2)
(ov,D*u) = (v,D*Du) pour tout v € 3 .
(] (] Pyq

2,1 1
Soit L (P 1'espace des sections u € P telles que (uyu) < + .
(_p'q"P) pa <p,q q (upu) L

’
Si r est une fonction sur M' qui définit le bord bM , c'est—a-dire r < 0
sur M, r >0 sur M =M ,r =0 et dr£0 sur bM , et si E est un vecteur

tangent & bM 1la forme quadratique
(2,3) - < Jor,EAE >

s'appelle la forme de levi, On a alors

PROPOSITION 3., Si la forme de levi (2,3) a2 au moins n-2 autovaleurs.positives ou

au moins 3 autovaleurs négatives sur b on _peut résoudre le probléme de Neumann
) ¢ 1 .
1! rate D en P .
B Pyq

C'est--dire que l'espace 31 ={uc¢€ N |Du = D*u = 0} est ferné dams

2,1 . . 2,1 2,1
L (2 ) et qu'il existe un, opérateur borné N : L°(P L tel
(-p.q’q' E P (‘p.q’q’) - Qp.q'v) e e

son domsine est dans N' et
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i) NE=HN ou H: L2(P1 q,cp) "3.1 est la projection orthogonale,
?
ii)  tout élément u € L2 (P1 q,«p) s'éerit comme
1]

u = DD* NMu + D* DNMu + Hu
ol tous les termes sont mutuellement orthogonaux,

iii) DN =0ND .

De la proposition 3 on a

COROLIAIRE, Si la variété ouverte M c M' gst fortement pseudoconvexe on peut ré-
soudre le probléme de Neumann pour l'oE'rateur ddc .

3 = Supposons maintenant que M soit une variété complexe compacte, On considére la

‘ . 1 . .
résolution (I,8) et le groupe H (M,_PII;’q) . Pour étudier ce groupe on a besoin d'une
description précise du faisceau P .

. ~P,q

N

n
Par rapport & la métrique de M soit w1,...,w un repere orthonormal sur un

ouvert UcC M , Une section u

(pym) de P1 stéerit comme (on supprime les
~P,q

signes de somme)

£ -4
(3,1) P=pu 4 pp W,
= w‘ ‘wj+ 511\ 'j+ qml/\mj+ K)'l/\"j
‘ﬂ—'ﬂla A 'ﬂ“ W TIlJ T]l-j w
ou, si 1'on pose
1M *
W =W AeeoAW ’ LR SR CPPLS ip\<n ’
J J
J 1 . .
W =W ,\_...Awq , 1~<J1 <eool Jq\<n ’

Oon a

~ RN sIn o7 Eaola o’
Pp=P1T,p ¥ A D *+ P17, W o+ PIT K, WAL

k I J k I J kT J
+pTJ,k,1w RE AW +pI5,k’lm RQuw AT +pf,J,E,1w RT A w
avec P7 = 61 , et
_ Foua g F® ot N
o3 T 1Tk, 403 R SV e

et des expressions analogues avec

"l‘j = nlj ’ nij = nzj
Comme la variété M est compacte on a un isomorphisme

1

1 1
(3,2) BME®) =8 =fuer | m=Du=o} .

. . . i
Ici D a l'expression (1,9) et, si A = (AJ.k) est 1'expression locale du scindage



A ,ona ])0 =d - A ; un calcul facile montre que l'on a D: = = *¥@* - ¥A* et
que
(3,3) u = (D%(p + D*n) , = p = D¥n) .
Meintenant si u = (p,n) € E1 les conditions Du = 0 et D*u = 0 entrafnent
= R
Dp=m, Dfp==D"n ;
il s'ensuit que pour tout élément u = (p,n) harmonique on a
2
- D* =
(3,4) (DOD; + ¥ Do)p D¥n + D D¥°n = 0
et qu'il suffit de calculer le "laplacien" Uo = DOD‘; + D‘SDo sur p donné par
(3,1).
Si == T wk est la 1-forme d'une-connection associée & la métrique le diffé-

rentiel covariant a 1'expression
. s L . .
le=dml+n1.'wAwJ+1r%—Ek
Jk
si 1'on pose
: . . X . . X
Vw1='1'].' wJAw +T3.'—m‘]/\m
il est facile de voir que 1l'on a
i i i,k 3
= - T
ow (n,jk 3 o A w

- i i _k J
bw:njEmAw ,

Je pose maintenant
u _r u
Pe|r ‘(""1/‘3“’1)*' T Pu Pyl ‘(bpt/m" )+ Tax oy
(52 r T u r) u T
pl|r|f‘ ..(b pl/bm Ow)+(b1:lr/bm Pt n‘r(bpu/bm)+

u 3 > u 3 bu 8 u S u
T pu/m1>+“r? pl/w YT Ter Py T Ter s Py 2

et une expression analogue pour pz IT . le calcul, que je vous montre seulement

|x
pour le terme Py w'e , donne

£ u £ u -
(3,5) Do le = (pllrl; - p”;lr - prl.f‘|l +(6Ar;‘ /Ow )pu -(6!\11‘ /éw )pu +

u T u a u u u s u
o), - - - - - A= - - - — - -
+(Alr /bw )pu + Arr pu|l * Arl pu‘r + Alr pr|u Arr pz lu * Arr pl lu Alr Ars f

s u s u s .u s u s u s £\-
-A, Agz ey * Ag by Py g, Als Py~ A,Er Az ey~ A Agey+ pr(OTE; /aw>



- P (OT bwr>+ T + [L-—s - - v - H_-S- - S - u g
// p pr £ “sr puIr Tzr pllr sr + pllr Tsr Arz pu T:; -
u s u
-2, T, A T - - A% S )t
& Pr ; P lsr vz e Top * Aze T ts Az; Pu Tsr)w .

A ce point on considdre les opérateurs

r T
Vr = b/éw + ﬂ:r I} Vr = b/bw + nf )
N 4 T
D = 3w - AL , D_ = 3/0% = A
r _r
Dr = d/ow + m, - Ar , D = d3/om + e = Az

et les courbures

R, =V.V -V Vv_

Tr r r r r
et

6. =D.D -D D.

fr “r-=r T =T

ou O s'appelle la courbure de 1l'opérateur aa® . Alors on peut regrouper les

termes de (3,5) et écrire

£

£ 8
(3,6) c:o pl w = (_DID— p + 8 p. =R~ ps F o) w

£rr s lrr

ol les points dénotent des termes qu'on peut contrller.
Maintenant on définit les formes quadratiques
8(p,p) = (8p,p) et R(p,p) = (Rp,yp)
et on pose
K(a,u) = 8(p,p) = R(p,p) + 8(n,n) = Rn,n)
ol .g et g sont les formes quadratiques © et R appliquées au produit inté-

rieur de 1 et 3/0w’ . Alors de (3,4) et (3,6) on peut conclure, comme en (51,

PROPOSITION 4. Si la forme guadratigue X(u,u) est suffisamment positive, c'est—
3-dire si la courbure de 1'cpérateur aa® est suffisamment positive par rapport &

la _courbure de la métrique de M , alors

H(M PoCI):O .

I1 faut remarquer qu'avec la méme technique on peut démontrer que, sous les
mémes hypotheéses, toute la cohomologie s'annule en degrés positifs, Il serait inté-
ressant d'avoir des exemples de variétés complexes compactes dans lesquelles ceci

se pfoduit.
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(2]
(3]
(4]
(5]
(é]

(7]
(e]
(9]
[10]
(11]
[12]
[13]
(14]
[15]
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