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SUR LES VARIETES ALGEBRIQUES CONMPLETEMENT REGULIERES

par Ermanno MARCHIONNA

19/ Nous exposons ici quelques propriétés des variétés algébrigues norﬁlales
qui sont complétement régulidres ; les démonstrations relatives seront publiées
dans notre travail [13] a4 paraitre. Pour rendre plus clair l'exposé, il est conve
nable de faire quelques rappels sur les index d'irrégularité d'un diviseur et sur

les irrégularités d'une variété normale,

Soit Vd une variété algébrique irréductible de dimension d ) 2 appartenant

; supposons que V., so0it une

& un espace projectif complexe Sr de dimension r 4

variété (localement) normale au sens de Zariski.

Soit D un diviseur de la variété, c'est-a-dire un cycle de dimension d-1 au

sens de Zariski-Weil (hypersurface virtuelle de Severi).
Considérons d-1 hypersurfaces Em1 , Em2,...,Emd : découpées sur Vd par d-1

formes génériques de 1'espace ambiant Sr , ayant les ordres m1, Moyenslly 4 -

Considérons aussi la sous-variété normale :

wd—h=Em1n Em2 n-.. nEmh , (h=1,2,...,d-1) .

Soit

. W

m I d=-h

(D) = |D+E_ + ... + E
h 4 n

le systéme linéaire découpé sur wd—h par le systéme linéaire complet

ME + ...+E | tracé sur V_ .
m1 mh d

Indiquons par ah[D] le défaut du systéme (Dh) , (= dimIDhl- dim(Dh)) ,

lorsque les ordres m sont éssez-élevés, c'est-&-dire plus grands qu'un certain
entier A[D] défini en [11] , qui dépend seulement du systime complet |D| et de

la variété Vd .

On démontre que l'entier non négatif ch[D] dépend seulement du systéme [D|
et pas méme des hypersurfaces Em'que 1'on a employées dans la définition (cfr.[11],
1
n.8).
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Nous disons que o“[D] est 1'W™> index d'irrégularité du diviseur D et du
systéme |D] . -
Indiquons maintenant par K un diviseur du systeme canoni%ue de Vd , et con-

sidérons les genres géométrique et arithmétique de Vd :

P(Vy)

Pa(Vd)

dim| K| + 1

s(k) + 1+ (-1,

o 6(K) est la dimension virtuelle du systéme |K| . On appelle irrégularité

d-dimensionnelle de V. , (ou derniére irrégularité), l'entier relatif

d
1y = F,(vy) - B (V)
Envisageons encore la sous-variété W =E n...nE_ , et soit
d-h m, mh
q@hwmh)=Péw¢h)'PJw¢ﬁ

sa derniére irrégularité. On démontre que, si l'on choisit les ordres Myyeeeyy

assez élevés (> A[K]) , 1l'entier qd(wd_h) dépend seulement de la variété LA

et pas méme des hypersurfaces E ,...,Emh que IMon a employées dans la définition,
ny ;
(w

On dit alors que est 1'irrégularité de dimension d-h de la

U W)

variété Vd ; elle sera indiquée par On vérifie trés facilement que

Q4-n *
q1=09 q2>o-

On démontre (cfr. [11], n.24) que
q,, +4q = oh[x] (b=1,2 d-1)
d-h d=-h+1 . YA Sy :

Dans le cas ou Vd est non singuliére, 1l'entier oh[K] est égal au nombre 84n
des formes différentielles du degré d-h , linéairement indépendantes, qui sont
attachées & la variété A (cfr. Hodge [6]) ; on peut aussi améliorer la présenta-
tion géométrique des irrégularités en supprimant, par exemple, les restrictions sur
les ordres des hypersurfaces Ej ,...,Emhque 1'on a employées dans la définition
1
de qd—h .
20/ Introduisons maintenant le diviseur 2 , zéro de 1l'équivalence linéaire

sur Vd . Nous disons que Vd est régulidre d'index 1 , si

o'[z] =0.
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On prouve gque a, =0 => 01[Z] =0 . Pour d =2 on démontre aussi que
01[Z] =0 => a4, = 0.
(La double implication vc1[Z] =0 = q, = 0 est certainement vraie méme pour

d > 2, lorsque V_, est non singulidre).

d
Considérons la sous-variété de Vd .
Van = VaM Sy
ou Sr h est un sous-espace génerique de dimension r-h de l'espace ambiant Sr .

Indiquons par Z . V le zéro de l'équivalence linéaire sur V et -pour

d-h d-h
rendre homogénes les notations— indiquons par Z . Vd le zéro Z de Vd . Nous

disons qu'une variété normale Vd (de dimension d > 2) est réguliére d'index

h (1<hg d-1), si les conditions suivantes sont satisfaites :

1
o2 .V pql=0
1 2 _
o2+ Vool =02 Vg ppl =0
(1) 01[2 v 1= cz[z v 1= 03[2 v ]1=0
* d-h+3 * Td-h+3 * d-h+3
1 2 - h=1
o[z . Vd—1] =g [2. Vd—1] =...=0¢ [2. Vd—1] =0
1 2 h-1 h
ofz.v] =d[2.V] =...=0 [2.V]=0[2.V]=0

(Pour h = 1 on trouve encore la définition de variété réguliére d'index 1). Dans

le cas ou Vd est non singuliére les conditions (1) sont surabondantes, Il suffit

de supposer que soient satisfaites les conditions de la dernieére ligne :

(2) o'[2] = o°[2] = ... = o[z] = 0,
qui sont équivalentes aux conditions
UG =93% -0 =Gy =9y =0
=0

' —‘— i = = =
c'est-a-dire 61 8y =... &,

dim HS[Vd , QO(D)] , (ol HE[Vd , QO(D)] est le s== groupe

en outre, comme o [D]

de cohomologie de V., & coefficients dans le faisceau des germes des fonctions

d
méromorphes qui sont multiples du diviseur - D ; cfr. Hodge [6]) , on peut donner

aux conditions (2) la forme cohomologique

(3) dim H1[Vd , @°(2)]... = din H'h[Vd , 2%(z)] = 0.
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Je ne sais pas si.1'on peut réduire les conditions (1) méme dans le cas d'une

Vd singuliére.

On vérifie que, si une variété normale Vd (singuliére ou non) de dimension

d > 2 est régulidre d'index h > 1 , alors la sous-variété Em -section de V

d
par une forme générique d'ordre m arbitraire- est régulidre d'index h-1 .

30/ Une variété normale Vd qui soit régulidére d'index h = d-1 est dite

complétement régulidre ; pour une telle variété on peut démontrer les propriétés

sulvantes :

de V sont nulles,

I) Les irrégularités A » Qg 1eeer 9y g 0 Yy a

II) On a Pa(Vd) = pa(Vd) , ol pa(Vd) est le genre arithmétique virtuel de V,

d I
(=17 (vy,0)- 1} , ayant indiqué par 2¢(V  , £) 1le
polyndme caractéristique de Hilbert attaché & Vd) .

] o B 3
(c'est-a-dire pa(Vd)

III) Pour h = 1,2,...,d-1 , et pour tout entier g » O , indiquée par E la sec-

tion hyperplane générique de Vd , on a

ch[K +4E] =0

IV) Pour h = 1,2,...,d=1 , et pour tout entier relatif 4 , on a

*
d-h
ch[K -2 E] =0 B

[¢ E]

Pour d > 2 on peut ajouter que la sous-variété Em , section d'une variété
Vd complétement régulidre par une hypersurface générique de l'espace ambiant Sr ,

est elle aussi complétement réguliére ; en particulier les sous-variétés V ,

d-1
Vd—2 yeeay V2 , sections respectives de Vd par des sous-espaces génériques
Sr—1 , Sr_2 Yooy Sr-d+2 sont complétement réguliéres.

(*) Iorsque Vd est non singuliére, les propriétés II, III, IV sont bien connues

et sont valables méme si Vd n'est pas complétement régulidére ; en plus la pro-
priété III est généralisée par le "théoréme de régularité de 1l'adjoint & un systéme
ample" (Kodaira-Spencer) ; et la propriété IV est valable aussi en remplacant le
diviseur E par un diviseur D quelconque (théordéme de dualité de Serre-Hodge H

efr. [6]).
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4°/ Les variétés réguliéres d'index h ont des liens tres profonds avec les

variétés qui sont (h+1) - fois de premidre espbéce au sens de Dubreil. Soit W. une

d
variété pure (mdme réductible, mais dépourvue de composants multiples) appartenant
& l'espace Sr ; soit wd_1 la section de Wd par un hyperplan générique Sr 1

La variété Wd est de premiére espéce si une hypersurface quelconque de Sr—1 qui

contient W est découpée sur S par une hypersurface de S_ contenant W
d-1 (%) r-1 r d

(mais pas 1'espace Sr 1) . On dit que wd est (h+1) - fois de premidre espice
si Wd et ses sections par des sous-espaces génériques S
des variétés de premiére espece ; si W

r-1’ sr—2""’sr-h sont

4 est d-fois de premiére espéce, on dit

qu'elle est complétement de premiére espece.
Nous avons démontré les propriétés suivantes.
Soit Vd une variété irréductible normale (singulidre ou non) de dimension d ) 2 .

Si V, est une variété (h+1) - fois de premidre espéce (1 ¢ b < d) , elle

est réguliére d'index h .

La propriété réciproque n'est pas vraie, cependant si Vd est réguliére d'in-

dex h on peut trouver une variété VE , modéle birationnel birégulier de Vd ,

qui est (h+1) - fois de premidre espéce.

En particulier, si Vd est complétement de premidre espdce, elle est compld-

tement réguliére ; et si Vd est complétement réguliére elle admet un modéle bira-

tionnel complétement de premiére espéce.

Ces résultats généralisent des propriétés que nous avons déja étudiées en [9]
lorsque Vd est non singulidre, propriétés qui sont analogues & des théorémes dé-
montrés par Serre [15], Dubreil [2] dans un ordre d'idées tout & fait différent

(cfr. aussi Gasapina [4]).

Considérons maintenant une variété irréductible normale Vd qui soit (h+1) -

fois de premitre espéce (Vd est aussi (k+1) - fois de premidre espdéce pour tout

k < h). Indiquons par H une sous-variété pure de Vd , ayant la codimension 1 ;

H pourra &tre supposée méme réductible, mais sans composants multiples.

En utilisant des résultats que nous avons établi en [12] , on peut démontrer

que H est une variété h-fois de premiére espéce au sens de Dubreil si, et seule-

(%) si Wd est une variété irréductible normale, la propriété qu'elle soit de pre-
miére espdce est équivalente & la propriété qu'elle soit arithmétiquement normale ;
cela signifie que la totalité des hypersurfaces da'ordre £ de l'espace ambiant

découpe sur Wd un systéme linéaire complet pour tout £=1,2, 3 ...



50

ment si, pour tout entier relatif £ on a (sur Vd) :
1 2 h
(4) o[£ EH = [£BH =...=c¢[£EH =0.

Donc, les conditions pour que H soit h-fois de premiére espéce semblent en
nombre infini, mais en fait, on peut remplacer les (4) par un nombre fini de condi-

tions numériques essentielles.

50/ Une variété irréductible vy (d » 2) normale de premidre espéce, est com-
plétement de premiére espéce si et seulement si les conditions suivantes sont sa-
tisfaites ([12], Cor. 36) :

I) V, est complétement réguliére.

*

II) Pour tout entier £ > O on a

o'[£ E] = 02[1 E] = ... =rod_1[l E].=0 .

En s'appuyant sur ce critére et sur un théoréme de G. Gherardelli [5] sur

les courbes intersections complétes de deux surfaces de l'espace S on peut dé-

3 ’

montrer qu'une variété irréductible normale Vd , (m8me singulidre, d > 1) , est

l'intersection compléte de deux hypersurfaces d'un espace Sd+2 de dimension

r = d+2 si, et seulement si :

I) vy est une variété de premidre eépéce.

1I) Vd est une variété sous—canonique, c'est-a-dire qu'il existe un entier rela-

tif v tel que le diviseur v E est linéairement équivalent & un diviseur

canonique K de Vd .

III) V, est complétement régulidre.

h
IV) Dans lecas y >0, ona o[£ E] =0 pur h=1,2,...,d1; 0<£<v.
Un théoréme analogue sur les Vd non singuliéres intersections complétes a
été donné par Gasapina [4] ; une proposition plus fine a été établie par Serre

“(cfr. [16], p. 14 ; Serre retrouve aussi, & la page 15, le théoréme de Gherardelli).
’
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