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INTRODUCTION

LORENZEN a donné, en 1939, une forme axiomatique & la théorie des idéaux sur un
groupe abélien ordonné. On connait son importance pour 1'étude de la divisibilité
dans un corps commutatif relativement 3 un ordre de ce corps. K.E. AUBERT a déve=
loppé, en 1957, une théorie des idéaux, les x-systémes, sur un demi-groupe commu-
tatif n'ayant pas nécessairement d'élément unité et n'étant pas ﬁécessairement un
semi-groupe. Appliquée au cdne positif d'un groupe ordonné, la notion de x-systéme
d'AUBERT est plus géndrale que celle de r-systéme de LORENZEN. Dans le cas non
commutatif, AUBERT a proposé une axiomatique prolongeant celle qu'il avait donnée
dans le cas commutatif. Mais cette derniére généralisation présente des inconvéni-
ents, par exemple 1'ensemble des idéaux bilatéres (au sens ordinaire) d'un anneau
non commutatif ne constitue pas, en général, un x-systéme bilatére. L'objet dupre-
mier chapitre de ce travail est de donner une axiomatique qui prolonge au cas non
commutatif la théorie (commutative) d'AUBERT, et qui soit applicable aux systémes

d'idéaux usuels (idéaux d'un demi-groupe, d'un demi-anneau, d'un anneau, ...).

Un a-systéme 3 gauche sur un demi-groupe D est défini par une applicationm,

X =——6——= X, de l'ensemble des complexes de D dans lui-méme telle que
XCX,X€Y —— XC ¥, XY c DY I XY, DXC X. Une telle application est une
opération de fermeture. Ayant défini 1'union et la multiplication des a-idéaux, un
a-systéme 3 gauche, ordonné par inclusion est un demi-anneau, un demi-groupe ordon-
né quasi-entier 3 gauche, résidué 3 droite, un gerbier complet (un demi-groupe ré-
ticulé, résidué 3 gauche si le demi-groupe D posséde un &lément permis 3 droite).
C'est pourquoi les structures ordonnées et la résiduation joueront un rdle impor-

tant dans la suite.

Les demi-groupes appelés ''renversables d'un coté"(un demi-groupe D est renversa-
ble & gauche si XDYC XY \UDXY , ¥ X, Y C D)ont des propriétés qui, du point de
vue de la théorie des a-idéaux, les rapprochent beaucoup des demi-groupes commuta-
tifs., C'est pour les demi-groupes renversables d'un c6té que la notion de x-systé&-
me bilatére coincide avec la notion de a~systéme bilatére. Les demi-groupes multi=
plicatifs des anneaux sous-commutatifs, €tudiés par BARBILIAN, sont renversables
d'un coté.

On sait que 1'étude des anneaux de DEDEKIND estfacilitée par 1'introduction des
idéaux fractionnaires. Ceci nous a conduit (chapitre 2) 3 associer @ un a-systéme

vS‘-défini sur un demi-groupe D un a-systéme "S-fractionnaire" sur un demi-groupe
de fractions 3 droite de D pour un complexe S. Nous avons été contraint. d'imposer
as et 5.51 un certain nombre de conditions. Pour pouvoir faire intervenir la ré-
siduation, qui jouera un rdle important, nous nous restreindrons dans les chapitres

3 et 4 aux a-idéaux S-fractionnaires qui sont "S-réguliers".
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Dans les chapitres 3 et 4, nous nous sommes proposé d'étendre les notions d'an-
neau de DEDEKIND et d'anneau de KRULL. Un demi-groupe unitaire D, non nécessaire-
ment commutatif, est dit.S‘é-dedekindien (Sl—: a-systéme bilatére sur D, S: comple-
xe de D) si l'ensemble des a-idéaux entiers S-réguliers est un demi-groupe de DEDE-
KIND (c'est-d-dire un demi-groupe ordonné entier oli tout &élément s'écrit d'une ma-
niére unique sous la forme d'un produit fini d'éléments maximaux deux & deux permu-—
tables). Cette définition généralise celle d'un anneau de DEDEKIND. Un demi-groupe
unitaire D, non nécessairement commutatif, est dit.s‘L-normal si 1'équivalence d'
ARTIN, CZ dans l'ensemble des a-idéaux S-réguliers, r(§¥ ), est réguliére pour la
multiplication et si le demi-groupe-quotient r(ﬁ;‘ )/CZ.est un demi-groupe de DEDE-
KIND. Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau integre,ﬁi-le a-systéme
formé par les idéaux de 1'anneau, S 1l'ensemble des &léments non nuls de 1'anneau,

D estszié—normal si, et seulement si, 1'anneau considéré est un anneau de KRULL.

La définition d'un demi-groupe-ja%;normal généralise également celle de la S-norma-
1ité donnée par GUERINDON dans le cas des anneaux commutatifs. Ceci nous a amené i
établir certains résultats concernant les demi-groupes réticulés et résidués, en

-

particulier & établir des conditions assurant la permutabilité des &€léments maxi-
maux dans un demi-groupe entier, i examiner les propriétés de 1'équivalence d'ARTIN
dans un gerbier non entier oii la multiplication n'est pas supposée commutative.
Nous avons obtenu des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un demi-groupe
soit —dedekindien GJ>¢’-norma1) prolongeant les conditions connues pour qu'un
anneau soit un anneau de DEDEKIND (de KRULL). Des exemples de demi-groupes non com=—
mutatifs J’E-dedekindiens ou.}#é-normaux, et des contre-exemples, terminent le cha-

pitre 4.

La terminologie suivie dans ce travail est celle utilisée dans les "Legons sur la
théorie des treillis, des structures algébriques ordonnées et des treillis géométd~
ques" de Mme DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT.

J'adresse mes vifs remerciements i M. LESIEUR, professeur 3 la Faculté des Scien-
ces d'ORSAY, rapporteur de cette thése, et 3 M. GUERINDON, professeur i la Faculté
des Sciences de RENNES, dont les conseils et les encouragements mbnt &été précieux.
Je remercie &galement M. BRILLOUET, doyen de la Faculté des Sciences de NANTES, qui
m'a fait 1'honneur de présider mon jury, et M. PETRESCO, professeur i la Faculté

des Sciences de NANTES qui a bien voulu me donner mon second sujet.



CHAPITRE I

Axiomatique des a-idéaux

B

1. Définition des a-idéaux et propriétés de fermeture.

B T T N T Y e e LR S

Dans toute la suite nous désignerons par D un demi-groupe multipli-atif, par
9’(1)) 1'ensemble des parties de D, par 9'(D) 1'ensemble des complexes ou parties
non vides de D, par X.Y ou XY l'ensemble des &léments de D de la forme xy, avec
Xx€X, y €Y, X et Y étant deux complexes de D.

Les symboles & et 2 seront utilis&s pour des inclusions au sens large, C et

D étant réservés aux inclusions strictes.

Définition 1.1. Nous appellerons "a-opération 3 gauche" (resp. "a-opération 3
droite’ "a-opération bilaté@re") une application

£: xe G —e—— TG )

satisfaisant aux axiomes suivants:

(A1) XcX, ¥ xee'(v) s
(a2) XgY=— XY , V¥ x,qu'(D)
(gA3) XcX,vxedm,

(resp. (dA3) XpeX, VXe?‘(D) ,
@3 TIDWDEcX,vxe T M ).
(a4) IYcDYUXKY , ¥ X, YeF' (D).

Une a-opération bilatére est 3 la fois une a-opération & gauche et une a-opéra-

tion 3 droite. Si D est commutatif, les trois notions se confondent.

Définitions 1.2. £ étant une a-opération 3 gauche définie sur D, 1'image X du

complexe X sera appelée le "a-id@al 3 gauche engendré par X". Le complexe X consti-

tue un "générateur" du a-idéal X.
L'ensemble Stdes a-idéaux gauche définis par f est un "a-systéme 3 gauche défi-

ni sur D", ou un "systéme de a-idéaux 3 gauche défini sur D".

~

Dans un a-systéme 3 gauche Shun a-1déal ¥ tel que X D c_:'i sera appelé un "a-idé-
al bilatére" de S4 (cf Remarque 4.5).

Remarques 1.1.
a) Le a-idéal engendré par le complexe {x} réduit 3 un seul &lément sera
noté X au lieu de {x} .
b) Un a-idéal 3 gauche est un idéal 3 gauche (au sens ordinaire) du demi-
groupe D.

c) Le a-idéal engendré par D est égal 3 D. Il sera noté D.
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Définitions 1.3.
a) 1l'application

X€ $'(D) —e— X =D
est une a-opération bilatére. Le a-systéme qu'elle définit sera appelé le "a-systé-
me impropre".

b) L'application qui, au complexe X associe 1'idéal i gauche X (au sens
ordinaire d'idéal 3 gauche dans un demi-groupe) est une a-opération 3 gauche. Le
.a-systéme qu'elle définit sera appelé le'H-syst@me 3 gauche" et X sera le "d-idéal
3 gauche" engendré par X.

c) Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, 1'application qui,
au complexe X associe 1'idéal 3 gauche X (au sens ordinaire d'idéal i gauche dans
un anneau) est une a-opération 3 gauche et le a-systéme qu'elle définit sera appelé
1le "k-systéme a‘ggpche".'i est le "k-idéal & gauche" engendré& par X.

d) On définit de méme le "d-systéme 3 droite’ le "d-systéme bilatére", le
‘k-systéme 3 droite", le k-systéme bilatdre".

Remarque 1.2. Si D contient un &lément unité 3 droite, noté e, et si X contient
un &lément inversible 3 gauche par rapport i e, X = D. Par suite:

a) Si D est un groupe (pour la loi de demi-groupe) le a-systéme impropre
(qui est &galement le d-systéme) est le seul a-systéme que l'on puisse définir sur
D.

b) Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un corps, le a-systéme impropre
et le d-systéme bilatére(qui est &galement le k-systéme bilat@re) sont les seuls
a-systémes que 1l'on puisse définir sur D.

Remarque 1.3. La conjonction des axiomes (Al) et (A2) est &quivalente i la con-
jonction des axiomes (Al), (A2a) et (A2b), ol

(A22) XCY —=EC¥  vx,ve &'D
a2v) X=X, vyxe @' ().

Une a-opération 3 gauche est donc une application de fermeture sur E?'(D).

I1 en résulte les conséquences suivantes:

a) (ii)itl étant une famille non vide de a-idéaux, dont l'intersection
est non vide , ( 1\ ii est un a-idéal.

b) Le a-idéal engendré par le complexe X est l'intersection des a-idéaux
contenant X.

c) (}(1)1‘I étant une famille non vide de complexes dont 1'intersection est
non vide {) X; est contenu dans () ii.
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d) (3{'1) Lel étant une famille non vide de a-idéaux

121: 1x1=LIJ§1'

Définition 1.4. (X,)
—==tmctoom 2.3 Wyilier > =
rons "union" de la famille (Xi)’ et nous noterons\/ Xi , le a-idéal Uxi
i i

étant une famille non vide de a-idéaux, nous appelle-

Définition 1.5. (ii)iél étant une famille finie non vide de a-idéaux, nous appel-
lerons "somme" de la famille ()-(i) 1'union des a-idéaux de cette famille.

si I=1{1,2, ... , n} la somme de la famille ()-{1) sera notée X, , ou encore
i=1

1 2

L'addition des a-idéaux est une opération associative, commutative, idempotente.

X, +%, +...+X .
n

Elle posséde également les propriétés suivantes:

C)X+Y’§<==>'i§ ,

>l

DX+ EMD =X et XTME+T =X .
Proposition 1.1. La relation d'ordre définie sur un a—systéme-*par 1'inclusion
des a-idéaux ( X <Y —X 5‘7) munitﬂ-d'une structure de demi-treillis complet.

La borne supérieure d'une famille ()-ii)1€I non vide de a-idéaux est l'union\/)—(i.
i
Le a-idéal D est 1'élément universel de ce demi-treillis.

S'il existe un élément commun 3 tous les a-idéaux du systéme (condition réalisée,
en particulier, dans un a-systéme 3 gauche si D contient un &lément permis & droite
cf proposition 2.6) la relation d'ordre précédente donne 3 HA-une structure de
treillis complet.

Proposition 2.1. Compte tenu de (Al) et (A2) 1'axiome (gA3) est &quivalent 3 1'a-
xiome

(gA'3) Dxgx ,WVx epn.
Les axiomes (gA3) et (Al) impliquent (gA'3). Inversement (gA'3), (Al) et (A2)
donnent

pX = p(LJ@p =L U Jx =% .
xeX

x€X xeX
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Proposition 2.2. Compte tenu des axiomes (Al), (A2), (gA3), l'axiome (A4) est
8quivalent 3 1'axiome
(a'4) X¥= XDYUIXY, VX, uﬁ’- ) .

Les axiomes (Al), (A2), (gA3) donnent fﬁ?g }'fD‘f_a}-ﬁ et ﬁgﬁ , donc
XDY (JXY = XDY + XY C XY . De plus (A2) et (A4) donnent XY ¢ XDY LUXY, de sorte

que (A'4) est vérifié. Inversement si (A'4) est satisfait, il en est de méme de
(A4) d'aprés (Al).

Remarques 2.1. Si D contient un &élément unité (d'un seul cOté ou bilatére) 1'axi-

=

ome (A4) est équivalent 3 chacun des axiomes suivants:

XY ¢ XY ou XY = TDY .

Si D est commutatif, (A4) est équivalent 3 chacun des axiomes

T X ou X¥ = ¥ .
(voir aussi Proposition 7.3.)

Définition 2.1. Nous appellerons "produit" de deux a+deaux X et Y , pris dans

cet ordre, et nous noterons XoY, le a-idéal X ¥ .

L'axiome (A4) s'énonce alors

X ‘-I'g XY = XDY + XY , dans le cas général ,

X ?c__‘_ XY = XDY , si D contient un élément unité d'un c8té ou
bilatére ,

X¥c X¥ = XY, si D est commutatif.

Remarque 2.2. Dans un a-systéme & gauche)",

a) DX =DXgX,

b) XD = XD,

¢) DX=DX=X=DX, si D posséde une unité & gauche ,
d) }-{gioD = XD, si D posséde une unité i droite,

e) X + X.D est le a-idéal bilatére engendré par X dans .}’—, autrement
dit 1l'intersection des a-idéaux bilatéres de j"contenant X .

Proposition 2.3. La multiplication des a-id@aux est une opération associative.

Les a-idéaux Xo(¥oZ) et (Xo¥)oZ sont égaux au a-idéal engendré par le complexe
XYZ L XDYZ LJXYDZ \ U XDYDZ .
La multiplication définit donc une structure de demi-groupe sur un a-systéme.

C'est d'elle qui s'agira quand un a-systéme sera considéré comme demi-groupe.
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Proposition 2.4. La multiplication vérifie la propriété de distributivité généra-

=

le 3 gauche et & droite par rapport 3 l'union.

Les a-idéaux Xo (\/ 3-{1) et \/(5{,?]..) sont &gaux au a-idéal engendré par
i i

i
L'iJ (XDYiUXYi). De méme les a-idéaux (\/ ii YoX et \/(?io)-{) sont &gaux au
i i
a~-idéal engendré par J (YiDX uyix) .
i
L'addition et la multiplication des a-idéaux définissent donc sur un a-systéme

une structure de demi-anneau.

Proposition 2.5. Un a-systéme 3 gauche -9" est un demi-groupe ordonné, quasi-entier
3 gauche. C'est aussi un gerbier complet. De plus, si D posséde un &lément permis &

droite, ﬁ' est un demi-groupe réticulé.

En effet, X
De plus, XoY

C ¥ implique XZ€ Y Z et ZXRg Z¥ , donc XoZ € YoZ et Zo}-{g_ Zo.Y .
cbd

ngY. Les propositions 1.1., 2.3. et 2.4, permettent d'achever

la démonstration.

Proposition 2.6. S'il existe dans D un &lément permis i droite, w , le a-idéal

w engendré par w dans un a-systéme 3 gauche est tel que
’ Vi ’
> V )-{’

» Y X.

Proposition 2.7. Dans un a-systéme 3 gauche ou 3 droite

o

o
~ N~

I M1 €1
g1 + I
el X
I

(2]
]
€1

o Weo

a) XDoY =XDY =XDY=XDY¥=XDY,
b) Xo¥oZ =X Y Z .
Dans un a-systéme 3 gauche X YC XY =X ¥ .

Ce sont des conséquences de la définition 2.1. et du fait qu'une a-opération est
une application de fermeture.

~

Proposition 2.8. Un a-systéme d gauche est un demi-groupe résidué 3 droite.

_9(‘ étant un gerbier complet quasi-entier 3 gauche X.°Y existe quels que soient
X et Y. De plus X.°Y est 1'union de 1'ensemble non vide des Z tels que YoZC X
(cf [13], p.158, th.4).

Remarque 2.3. X.'Y est contenu dans 1'ensemble Ed(}_(,i) des x tels que Y Xc X.
Mais 1'égalité n'a pas nécessairement lieu (cf remarque 3.3. chapitre 2).

De fagon précise il y a équivalence entre les trois propriétés

(voir aussi proposition 5.4.).
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-

Remarque 2.4. Un a-systéme & gauche n'est pas nécessairement résidué & gauche

(cf Remarque 3.3. chapitre 2). De fagon précise:

Proposition 2.9. Un a-systéme d gauche est résidué i gauche si, et seulement si,
quels que soient X et ¥, 11 existe au moins un &lément x € D tel que x Y c X. Le
résiduel %’ .Y est alors égal 3 1'ensemble E (X Y) des x € D tels que x YC X.

La condition est nécessaire: Si X°.Y existe, tout x de X* .Y est tel que X gi

La condition est suffisante: Etant donnés X et Y, supposons l'existence de x € D

tel que x ?_c_ X. Alors XoY = x ‘fg X. Comme de plus un a-systéme & gauche est un
gerbier complet X*.Y existe quels que soient X et Y. Le résiduel X*Y est 1'union de

1'ensemble non vide des Z tels que Zefg X (cf [13] , page 158, th.4).

D'autre part-ﬁ‘ étant supposé résidué a gauche, x Y c X implique i,?g)’i, soit
Xex c X*.Y; nous avons Eg(i,?) C X*.Y, d'ol 1'égalité, car nous avons vu que
X*.Y &tait contenu dans Eg()_(,i).

Corollaires.

a) Si D contient un &lément permis 3 droite, un a-systéme 3 gauche est ré-
sidué 3 gauche.

b) Un a-systéme bilat@re est résidué 3
a-systéme X.'Y = Ed(}_(,‘}) et X°.Y = Eg()_(,f).

gauche et 3 droite. Dans un tel

=

Remarque 2.5. Si D contient un &lément permis 3 droite, un a-systéme 3 gauche est

un treillis complet et un demi-groupe réticulé résidué; nous avons donc:
*( V I) = MK 'Y, et X (\/Yi) M PAAL

Proposition 2.10. D ayant un élément permis 3 droite, w ,9" étant un a-systéme 3

gauche défini sur D, distinct du a-systéme impropre, si 1l'ensemble des a-idéaux
distincts de w est un demi-groupe vérifiant la regle de simplification d droite, le
a-systéme 4 est bilatere.

S1X#w . Y4o s Z = (XoY)'. Y, nous avons XoY = ZoY , comme XoY est distinct
de w , 11 en est de méme de Z, de sorte que Z = X. Or, tout résiduel i gauche est
un a-idéal bilatére de )", X est donc bilatére et S est un a-systéme bilatére.

Par exemple, 'si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau non commutatif,
l'ensemble des k-idéaux 3 gauche distincts de 1'idéal nul ne constitue pas un semi-

groupe s'il existe un k-idéal 3 gauche non bilatére.
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3. a-systémes de caractére fini.

T L T e L T T LT SRR S

Définition 3.1. Un a-systéme est dit de "caractére fini" si
g-____Ji, VeSS
Ye F(x)
q(x) désignant 1l'ensemble des complexes finis de X.

Remarque 3.1. }étant un a-systéme de caractére fini, si x é\/ !-{1, il existe
iel

une partie finie J de I telle que x e\/ X
ieJ

Proposition 3.1. Un a-systéme est de caractére fini si, et seulement si, 1'en-

1

semble des a-idéaux forme une famille U-inductive.

La démonstration, indépendante de (A4), peut se faire comme dans [4], p. 10 th.6

-

Proposition 3.2. Si D contient un &lément permis i droite un a-systéme & gauche
sur D, de caractére fini, est un treillis faiblement M-continu, autrement dit, si

(ii) {1 ©St ume chalne croissante de a-idéaux
e N F =N EANT
N0y Ip =Ya&nip .
C'est une conséquence de la proposition 3.1l. et de la distributivité de 1l'inter-

section par rapport 3 la réunion en théorie des ensembles.

Proposition 3.3. Si)"est un a-systéme de caractére fini, distinct du a-systéme
impropre, A un a-idéal de .9" admettant un générateur fini, A n'étant pas minimal
dans >4 , tout a-idéal appartenant 3 1'ensemble W des a~-idéaux strictement contenus

dans A est contenu dans un &lément maximal de W

I1 suffit d'appliquer le théoréme de Zorn, Wétant inductif puisque.9‘-forme une
famille L) -inductive.

En particulier, sig'est de caractére fini, distinct du a-systéme impropre et si
D , considéré comme a-idéal, admet un générateur fini, tout a-idéal distinct de D
est contenu dans un a-idéal maximal (en appelant "a-idéal maximal" un &lément maxi-

mal de 1l'ensemble des a-idéaux distincts de D).

Proposition 3.4. Si)‘est un treillis modulaire, M un a-idéal maximal ne conte-
nant pas le a-idéal A, le a-idéal A (MM est maximal dans 1'ensemble des a-idéaux

strictement contenus dans A.

S'11 existait un a-idéal X tel que A NM cX ¢ A, la modularité de%donnerait
ANE+ M) =X+ (A NM), autrement dit A = X, d'ol contradiction.

Proposition 3.5. Dans un a-systéme 3 gauche les conditions suivantes sont &quiva-
lentes:

a) condition de chalne ascendante (CA): toute chalne de a-idéaux stricte-
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ment croissante est nécessairement finie,

b) condition maximale (CM): tout ensemble non vide de a-idéaux contient au
moins un élément maximal,

c) conditions de caractédre fini et de la base finie (CF et BF): le a-sys-

téme est de caractére fini et tout a-idéal admet un générateur fini.

(CA) et (CM) sont équivalentes: c'est une propriété des ensembles ordonnés.

(CA) = (CF et BF): Si X € g'(D), on peut former une chafne strictement crois-
sante de a—idéau}: de 1la fagon-suivante: X)=x,, oi x € X; si )-(1 # X, }_12= {_xl,xz] ,
ol x,e& X, x, & X, 5 81X, + X, X3 = 1x1,x2,x3}oﬁ x5 € X, X, ¢x2 , et ainsi de
suite, Si (CA) est vérifiée, la ehalne est finie, X admet un générateur fini, d'od

(BF). De plus le a-systéme est de caractére fini puisque {_xl,xz,...,xn}c_:x.

(CF et BF)=——(CA): soit )-tlc. )-(2 C... an C ... une chalne strictement crois-
sante de a-idéaux. Si (CF) est vérifiée, ..94- est U-inductif, donc X = X en posant
X= Ln" in' De plus le fait que X admette un générateur fini implique que la chalne
est finie.

Définition 3.2. Un a-systéme a gauche 9"qui satisfait aux conditions &quivalen-
tes (CA), (CM), (CF et BF) sera dit "nmthérien'. Nous dirons aussi que D est

".7“ -nethérien" .

Cette définition est moins restrictive que celle choisie par AUBERT (cf [4] p.25)

dans le cas des x-systémes.
Définition 3.3. Un a-idéal est dit "fini" s'il admet un générateur fini.

La somme de deux a-idéaux finis est un a-idéal fini.

Remarques 3.2.

a) Un a-idéal d'un a-systéme de caractére fini n'est pas nécessairement
fini. Par exemple si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau le k-systéme
3 gauche est de caractére fini (cf Proposition 6.1) mais n'est pas nécessairement
nathérien.

b) Un a-systéme ol tout a-idéal est fini n'est pas nécessalrement de ca-
ractére fini, donc pas nécessairement nethérien. Par exemple, O et a &tant deux
éléments distincts d'un ensemble infini D muni d'une structure de demi-groupe en
posant xy = O, V¥x, yeD, 1'application
X {0}, si X est fini et si a & X,

. -
==#p
xe g .(D) X D, si X est infini ou si a € X,

définit sur D un a-systéme dans lequel tout a-idéal est fini mais qui n'est pas de

caractére fini. De fagon précise nous avons:

Proposition 3.6. Un a-systéme ol tout a-idéal est fini est de caractére fini si,
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et seulement si, de tout générateur d'un a-idéal on peut extraire un générateur fi-

ni de cet a-idéal.

La condition est &videmment suffisante. Pour établir qu'elle est nécessaire, il
suffit de remarquer que (CF et BF) implique (CA) et que le raisonnement de la pro-
position 3.5. (pour &tablir que (CA) == (CF et BF)) montre que de tout généra-

teur on peut extraire un générateur fini.

4. L'ensemble des a-systémes définis sur un demi-groupe D.

B e e e e R T O

Dans ce paragraphe, nous ferons intervenir plusieurs a-systémes. Nous noterons
xa,xb, cee 3 Xi’ ... les a-idéaux engendrés par le complexe X dans les a-systémes
-, Oy, ... ;9‘-1 s +ee o La notation g—[+, o] signifie que 1'addition et la
multiplication dans le a—systémesl'sont notées respectivement + et o.

Définition 4.1. .9‘— et Wétant deux a-systémes définis sur D,.9‘ est dit "plus

fin" que @’, ouPest dit "moins fin" que-9,',si X, & X pour tout complexe X.

Le d-systéme & gauche et le a-systéme impropre sont respectivement le plus fin et

le moins fin des a-systémes 3 gauche que 1l'on puisse définir sur D.

Un a-systéme 3 gauche n'est pas nécessairement de caracté@re fini (cf remarque 3.
2b.). Comme le a-systéme impropre et le d-systéme 3 gauche sont de caractére fini,
‘un a-systéme moins fin ou plus fin qu'un a-systéme de caractére fini n'est pas né-

cessairement de caractére fini.
Un a-systéme moins fin qu'un a-systéme neethérien est neethérien.

Proposition 4.1. Pour que.)“soit plus fin que @’il faut et i1 suffit que
(Xb)a = X, , autrement dit que W&oit contenu dans S .

£ [17] , p. 18)

Corollaire. Un a-systéme moins fin qu'un a-syst@me 3 gauche et qu'un a-systéme a
droite est un a-systéme bilatére. En particulier un a-systéme moins fin qu'un a-

systéme bilatére est bilatére.

Proposition 4.2. Si 9" est plus fin que W, Xa = Y.a implique Xb = Yb .
(£ [17) , p. 18).

Proposition 4.3. Si .9‘"est plus fin que Ji’et sl tout a-idéal de%est fini, i1

en est de méme de tout a-idéal de W

xb étant un a-idéal de Wil existe un complexe fini Y tel que Xb = Ya’ Alors
Ygxb donne ngxb , mais S¥ &tant plus fin queﬁ, X = Yang’ donc Xb = Yb
et Xb est fini.

Remarque 4.1. Si _9‘-[-0-, o] est plus fin que %[T, *J nous avons
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Bty €XTY et X oY CX *Y,,
les égalités pouvant avoir lieu ou non. Il en résulte que si"est plus fin que
&, ﬂ'n'est pas nécessairement un sous-demi-treillis de S

Théoréme 4.1. L'ensemble Tg des a-systémes 3 gauche que 1l'on peut définir sur D,

ordonné par la relation

_}4' < %/ @%est plus fin que ﬂé/,

est un treillis complet. Le a-systéme impropre en est 1'é€lément universel, le

-

d-systéme 3 gauche en est 1'élément nul.

Pour démontrer ce théoréme, il suffit, puisque T contient un &lément universel,

de montrer que Tg est un M -demi-treillis complet (cf [13], p. 35).

Soit ()‘i—.)iel une famille non vide de a-systémes d gauche sur D, le a-idéal en-
gendré par X dams 1 étant noté Xi, et soit f 1'application:

f: Xé@'(D)

Cette application est une a-opération & gauche. En effet:
(a1) xcx, Vi implique XCX
(A2) Xc¢ ¥ implique successivement X¢c Y1 , Vi , puis Xi gYi, Vi, et
enfin XCY .
(8A3) DX=D.(MVX) € M) € NX =X.
(a4) XY = (Nx) (NY) g NEY) , or XY, € (xo¥ uxy)
que r\xiyig (XDY UXY)j . Vj, et par suite

X iel Xi :

impli-
3 P

XY € M EYUXY), = XDYUXY,
g 1t 5 ]

donc XY € XDY UXY .

Le a-systéme 3@ gauche -}‘défini par cette a-opération est plus fin que chaque
«.94—1 puisque )'ngi , Vi . D'autre part, sidyest un a-systéme a gauche plus fin
que chaque.ﬁ-‘- N xb est contenu dans chaque Xi’ donc dans X et W est plus fin que
ﬁ'. Tg est bien un () -demi-treillis complet, et par suite un treillis complet.

Remarque 4.2. .}(’et ﬁétant deux a-systémes 3 gauche sur D, posons

X =% 2 Xon = [X(Zn-l) ]b et Xons1) = [x(Zn)]a pour n 2 1,

X =\ ) X(n) . L'application: Xé@(n) ==——0—> X est une a-opération
n 2l
& gauche et le a-systéme qu'elle définit est le plus fin des a-systémes 3 gauche

moins fins que }"et W C'est donc la borne supérieure de ﬂet % dans le
treillis T, ( cf (4], p. 16).

I1 en résulte en particulier que Xa = X.b implique X = Xa = X.b .
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Remarques 4.3.

a) un raisonnement analogue montre que les ensembles T il et T des a-systé-
mes & droite et des a-systémes bilat&res que 1l'on peut définir sur D sont des
treillis complets.

b) Si Tdng désigne l'ensemble des a-systémes tels queﬂ\/@’, ol
} € Td et @GTg , le corollaire de la proposition 4.l. montre que TdV 1‘g = T.

c) T est un sous-treillis complet de Td et de Tg .

Théoréme 4.2. L'ensemble F_ des a-systémes 3 gauche de caract&re fini que 1'on

peut définir sur D, ordonné par la relation

‘_}‘—5_.0:3/ @ﬂplusfinqueﬁ,

est un treillis complet. Le a-systéme impropre en est 1'élément universel, le d-

systéme 3 gauche en est 1'élément nul.

Soit (-c" ) 1er une famille non vide de a-systémes 3 gauche de caractére fini. Il
suffit pour démontrer le thé&oréme, d'&tablir que le a-systéme -9(' oi X = .:I;-I,xi .
défini au théoréme 4.1. est de caractére fini. Si(T) est une chalne croissante de

a-idéaux de$4r, nous avons, en effet, Ux 3 - U (ﬁ (XJ) ) = h(U(xj)

k|
Comme les .9" sont de caractére fini L-j(}( ) est un a-idéal de ’M_i’ donc de-g-
V i, et par suite LJ().(T) est un a-idéal de )‘, ce qui montre que .%est de ca-

ractére fini.

Proposition 4.4. ("e‘-i)iel &tant une famille non vide de a-systémes 3 gauche de
caractére fini définis sur D, X un complexe de D, U l'ensemble des suites
u= (“1’ Ugsees 5 U, «e.) définies dans I, si 3 toute suite u € U nous associons
le complexe u(X) défini par

u(X) = |n>1’u (X) , 0o u (X) =X, u, , un(X) = [un-l(x)]un pour n 2 1

(Yu désignant le a-idéal engendré par Y dans .9“-1 ), 1l'application
n n

xe & o) —o— = Juwm

uel
est une a-opération 3 gauche et le a-systéme qu'elle définit est la borme supérieu-

dans les treillis T et F .

re des
i g g

Cette proposition généralise dans le cas des a-systémes de caractére fini la re-

marque 4.2.

(A1: XCu (®) , Vo, WYu implique XCcuX) , VYu donc Xc? .
(A2a) XcY implique u (X) € u (Y), W, Vu, donc u(X) cu(¥), Yu, et enfin
X [y Y .

(A2b): Soit Y = {y1, ¥2, «+s, ¥p } un complexe fini de ‘)?. I1 existe une suite
2
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u) € U et un entier n, tel que y, € ujnj (X). Si v est une suite de U commengant par

3

1 1 1 2 2
uy s Uy s eee ,unl, Uy g e ,unz, coe ,uz , 1

P
nous avons yjé vq(X). W j,olq= oy 4my 4o 4 n, +1, et ngq(X), donc
wv " % L_Tl
Yig [vq(x)]i - vq(x) CX . Mais '41 étant de caractére fini (X)i e ® Yi’

v w “
de sorte que (X)i:‘i‘ et (X) " X . Ceci ayant lieu pou&tout i de I implique
W\ “n
successivement un(‘i} - Y , Yn , Vu, u(‘la =X, Vu et X = X.

(gA3): Si x e g‘, il existe une suite u € U et un entier n tel que x € un(x),
“w o on
d'od Dxg Doy (D) Cu () X, et DX X .

(A4): si x e ‘i‘et ye ?, 11 existe deux suites u et v de U et deux entiers m et
n tels que x € um(x) et yEvn(Y). Si w est une suite de U dont les m+n premiers
termes Sont Uj,Uys eey Ups Vis Vo ees V, ceci implique x € wmm(x) et

n’
yEW m(Y) , donc
™ N
xy€w (D Mev (XYLXY) eXYUXy,
“a TN
et finalement X Y ¢ XDY LUXY .

L'application X —-0——)‘2 est bien une a-opération 3 gauche. Le a-systéme@'
qu'elle définit est moins fin que chaque d-i car xi <_:‘1’{‘, Vi . st eest un a-sys-
téme & gauche moins fin que chaque Ai’ x1¢_:xc (xc étant le a-idéal engendré
par X dans 83. pour tout 1 €I implique u (X)X  , VYn, Vu, puis u(X) gxc,Vu,
et finalement ngc . @'est donc bien la borne supérieure de la famille (-S‘i)
dans le treillis Tg.

Enfin West un a-systéme de caractére fini. 51(;?:1) est une chafne croissante de
a~idéaux de dk c'est aussi une chalne croissante de a-idéaux de %, donc LnJ;(a
est un a-idéal de S
ce qui montre que W est de caractére finl et que W est aussi la borne supérieure

de la famille LP‘]) dans le treillis F_ .

, et ceci quel que soit i, par suite c'est un a-idéal de W,

Remarque 4.4. (9"1) 1€l étant une famille non-vide de a-systémes & gauche de ca-
ractére fini, la démonstration précédente montre que, s’'il existe un complexe X tel
que X = X1 N Y i, ce complexe est tel que X = '3'{‘ . Comme un a-idéal de West un
a-idéal de chaque _ﬂ- » 11 8' ensuit que nous pouvons définir” comme le a-systéme
a gaﬁche défini par 1'application X =Quem) \}?- . Y, €(X) étant 1'ensemble

Y€ e(X)
des complexes Y de D tels que XC Y = Yi quel que soit 1 € I.

Théoréme 4.3. Le treillis 1?'8 est un sous-treillis complet du treillis Tg.

Ceci résulte des démonstrations faites pour le théoréme 4.2. et la proposition
4.4,

Proposition 4.5. L'ensemble des a-syst&mes 3 gauche ncethériens définis sur D
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forme un treillis qui est un sous-treillis de Fg. C'est aussi un demi-treillis com-~
plet.

s15‘- et O/sont deux a-systémes noethériens définis sur D, 5(—\//5 et ﬂ/\”
les bornes supérieure et inférieure de .9"et @’ dans le treillis Fs(ou dans le
treillis TS)’ ﬂv@’est noe thérien puisque moins fin que .ﬁ(- De plus si X est le
a-idéal de SAA Pr engendré par X, X est égal a xahxb. Or, de X nous pouvons ex-
traire (proposition 3.6.) deux complexes finis Y et Z tels que Y, = Xa, Zb = Xb.
Nous avons alors (YUZ) =X et (YUJZ) = xb , d'od YUZ = X et tout a-idéal

a a b
de 94/\ West fini. Comme un tel a-systéme est de caractére fini, ‘Si/\ ﬁest nee-
thérien. :

Définition 4.2. .N‘étant un a-systéme 3 gauche, nous appellerons "a-systéme bila-
tére associé 554-" le plus fin des a-systémes bilatéres mecins fins que ,9‘-,

Proposition 4.6. Si @[T, lt] est le a-systéme bilaté@re associé au a-systéme 3

gauche ;ﬂ' [+, o] , Nous avons

a) X, =X, +X.D=@xUMD, ,

b) beYb-xb+Yb et xble -xb.,Yb .
(ﬂ est un sous-demi-treillis de,ﬂ‘, un sous-treillis si D contient un &lément
permis & droite).

a) L'application: X —0— X, = X, + X0 D est une application bilatére. La vé-
rification des axiomes (Al), (A2), (A3) est immédiate, celle de (A4) se fait en re-
marquant que:

X.be = (Xa + Xag D) (Ya + Ya° D) c (Xa + Xa. D)o(Ya“' Ya° D) =

= xa° Ya + xa° Ya"D = (XDYL.IXY)a + (XDYL.JXY)ao D = (XDY UXY)b.

b) Le a~systéme Wdéfini par cette application est moins fin que .}G. De plus, si
re est un a-systéme bilatére moins fin queﬂ, nous avons, en notant xc le a-idéal
engendré par X dans E » X, € X , d'ol XDg X DX, , de sorte que X = (X\UJXD) agxc
et eest moins fin que . Ainsi (Best le a-systéme bilatére associé 5-»‘1-.

) X,TY, = @uUy, = {xun Llxuno]}, -
= (XLx), + (YUD) =X +7Y .

De plus X, # Y, = (XDY), + (X¥), = (XDY)_ + (XDY)_o D + (X¥), + (X¥) oD =
-xa'Ya+xa° Ya°D.xb°Yb .
Remarques 4.5. Pour qu'un a-idéal d'un a-systéme 3 gauche 5" soit bilatére (cf dé-
finition 1.2.) il faut et il suffit qu'il appartienne au a-systéme bilatére associé

3 St

Si 9"est le d-systéme 3 gauche, le a-syst@me bilatére associé & -g'n'est autre
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que .le d-systéme bilatére. Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, le
a-systéme bilatére associé au k-systéme 3 gauche n'est autre que le k-systéme bila-
tére.

Proposition 4.7. (L) &tant un a-systéme & gauche défini sur un demi-groupe D con~
tenant un élément permis 3 droite et (15) le a-systéme bilatére associé, si (L) vé-
rifie la condition de chalne ascendante ou la condition de chalne descendante af~ '
faiblie, ou si ({;) vérifie la condition de chafnes finies, (L) est une (150-&13&-
bre de LESIEUR et CROISOT.

Les conditions (A), (B), (C),(D) de [19], p.81, ou [}0], p. 25, sont en effet

réalisées.

(voir aussi propositions 5.6. et 5.7.).

5. Demi-groupes renversables i gauche.

mwmmmma -~ ovmomn LT TR

Dans ce paragraphe nous allons définir une classe particuliére de demi-groupes

présentant de 1'intér@t du point de vue des a-systémes d'idéaux.
Définition 5.1. Un demi-groupe D sera dit "renversable 3 gauche" si

XDYQ{XY}UDXY ’szyeD'

I1 revient au méme de dire que D est renversable 3 gauche si, et seulement si

XY CXYUDXY , ¥ X,Y € 3’(0).

On définirait de méme un demi-groupe renversable & droite. Par exemple:

a) Un demi-groupe commutatif est renversable 3 droite et @ gauche.

b) Un demi-groupe tel que Dx £ xD, V x € D, est renversable & droite.
(si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau sous-commutatif, c'est-d-dire
d'un anneau tel que ba= ax admette au moins une solution dans D, quels que soient
a et b dans D, (cf [5] , p.39 , ou [9] , p. 566), D est renversable & droite car
DxcxD , Vx €D).

c) Un antisemigroupe 3 droite (demi-groupe dans lequel xy = x, \/x,y) ou
un antisemigroupe 3 gauche (xy =y, Y X,y) est renversable 3 gauche et 3 droite.

d) Un demi-groupe globalement idempotent (D.D = D), rectangulaire (au sens
de KIMURA) est renversable a4 gauche et 3 droite car dans un tel demi-groupe
Xyz = Xz , \f X,¥,2 (cf [lé) s p. 14.05).

e) Le cone positif d'un groupe ordonné est un demi-groupe renversable 3
gauche et 3 droite (cf paragraphe 4. chapitre 2).

Remarques 5.1.

a) Si D possé&de un élément unité, D est renversable 3 gauche si, et seule-
ment si, aD € DaD = Da, Va € D.
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b) Si D poss&de un &lément unité, D est renversable i gauche et 3 droite
si, et seulement si, Da = aD = DaD , Y aen.

Proposition 5.1. D poss@dant un &lément unité i droite, e, il y a &quivalence

entre
a) D est renversable & gauche,

b) tout a-systéme 3 gauche est bilatére,

c) le d-systéme 3 gauche est bilatére.

a) ==3b): En prenant Y = {e}, la condition de renversabilité 3 gauche donne
XD € X UDX , et par suite XoD = XD X\JDX = X .

b) ==> ¢): résultat trivial.

c)==3a): Si le d-systéme 3 gauche est bilatére, nous avons
(X LUDX)D C XUnX, d'ol XDY € (XUDX)DY € (X LJDX)Y = XY UJDXY .

Remarque 5.2. Si D posséde un &lément unité 3 gauche, nous avons les implications
b) ==Y c) ==)a) , (si le d-idéal 3 gauche engendré par X est bilatére, DXD est
contenu dans DX, d'oll XDY € DXDY ¢ DXY, et c) implique a)). En prenant pour D un

antisemigroupe 3 gauche, on voit que a) n'implique pas nécessairement b).

Remarque 5.3. Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau unitaire, les
propriétés de la proposition 5.1. sont encore &quivalentes 3

d) le k-systéme 3 gauche est bilatére.

Proposition 5.2. D &tant un demi-groupe quelconque, X=—=—0==9X une application
de fermeture définie sur g(D) telle que # = ¢ , il y a &quivalence entre les qua-'
tre propriétés

B1) x¥cx,¥Vx,veSm,

2 EED-E&D,Vxre $'m),
®3) EEDcEED ,V5redm,
@) EED =&Y,V 1eS .

Il y a également équivalence entre les quatre propriétés
cny ™, V xreFm ,
@ E&D=-EED,Yxre P W,
(3 E&DcERYD ,Yxredm,
" S _
@ E&ED-E&D,Yxre P .

(Les ensembles ES(X’Y) et Ed(X,Y) ont été définis dans lawoposition 2.9. et dans
la remarque 2.3.).
Il suffit de démontrer 1'équivalence des quatre propriétés (B).

8(1‘(,1() =2, 512Z= ¢, (B2) est vérifiée
, zgzg(i,?) d'oll 1'égalité (B2).
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(B2) smumlp (B3): Z = E;(X,Y) ¢ @ implique successivement YZ c X, YZ ck,
Y ;zg(z’r,z) = Eg(}-{,i) » YZgX et enfin E (X,Y) ¢ E4(X,V).

81 zZ=¢ , (B3) est vérifiée car, par hypothése, g=9.

(83) == (B4): E,(X,Y) g B (X,Y) c B, XD = E,&D.
(B4) =) (B1): XY c XY implique Y ¢ Ed(ﬁ,x) , donc

YcE(XY,X) = E,(R,X) , d'adXVICXY .

Remarque 5.4. Si 1'on suppose en outre que l'application de fermeture est une
a-opération 2 gauche, X.'Y est contenu dans E d(}-(,?) (cf remarque 2.3.), et si de
plus D contient un &lément permis 3 droite, X°,¥ est &gal 3 Eg(l-(,‘?) (cf proposi-
tion 2.9.).

Si D est commutatif, on retrouve le th&oréme 3 de (4], Pe 7.

Proposition 5.3. Il y a &quivalence entre
a) D est renversable & gauche,
b) Dans tout a-syst&me 3 gauche sur D, X Yc XY, ¥X, Y€ Q '(p),
c) Dans le d-systéme 3 gauche sur D, X Y; Xv,¥x, Y€ g’(D),
d) Tout a~-systéme 3 gauche sur D possi@de 1l'une des propriétés (B) et 1l'une
des propriétés (C) de la proposition 5.2.,
e) Le d-systéme 3 gauche sur D possdde l'une des propri&tés (B) et 1'une
des propriétés (C) de la proposition 5.2..
(En considérant que @ engendre un a-id&al 3 @).

Nous utiliserons le

Lemme 5.1. En supposant seulement que 1'application X===@ue=}X est une applica-
tion de fermeture, il y a &quivalence entre
a) X Y ¢ ¥,
b) XYCXY et XYEXY .

I1 suffit de vérifier T que b) implique a). cﬁ implique X ?;X Y, donc
?c_:xv;x‘z, soit XY =X Y, d'od ngii X Y XY , et par suite

Xy
X¥cX¥=X¥.
Démonstration de la proposition 5.3.
a)==2b) car nous avons X ¥ ¢ XDYIXY C DXY LIXY = XY
b)=—=pc): évident
c) ==sa): X YC XY implique XY = XY (= XDY + XY) , donc XDY ¢ XY, soit
XDYC XY = XYLJDKY

a)===d): car a) implique b) qui implique (Bl) et (Cl).

d) ==e): évident
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e) ——pa): les conditions (Bl) et (C1l) impliquent c), d'aprés le lemme 5.1.
donc a).

Proposition 5.4. S1i D possdde un &lément unité & gauche il y a &quivalence
entre
a) D est renversable 3 gauche,
b) X.'Y = Ed(i,f) dans tout a-systéme 3 gauche sur D,
c) X.'¥ = Bd(i,i) dans le d-systéme 2 gauche sur D.

a)=—pb) d'aprds la remarque 2.3. car ¥ x g X implique ¥ xg Txc¥ x ¢ X.

b) mmp c) : Evident.

c)=m=pa): D ayant un &lément unité 3 gauche, D¥x = ¥ x = Yx , c) implique alors
(cf remarque 2.3.) ¥ Dxg ¥x , d'od YDx ¢ DYDx < D¥x .

Les implications a) mmws) b) mesmdc) n'exigent pas 1'existence d'un &lément unitd 2
gauche dans D.

Proposition 5.5. E &tant un sous-demi-groupe d'un demi-groupe D renversable 2
gauche, .Sl—(x—o—o X) un a-syst2me 3 gauche sur D, 1'application qui, au complexe
X de E associe le complexe? = XME est une a-opération 3 gauche sur E.

La vérification des axiomes (Al), (A2),(gA3) se fait sans difficulté. Celle de
(A4) résulte de ce que

“n - - - - — [ s )
XY= ENBENE)CcXTNECTTME = XEYUXY ,
car XY g XEYUIXY g XDY UXY = XY .
Le a-systime ainsi défini sera appelé 1'"empreinte" ou la "trace" de -“sur E.

S1 D n'est pas renversable 3 gauche, la proposition 5.5. n'est pas n&cessairement
valable, méme si E est un a-idéal de Si-.

Proposition 5.6. ‘g désignant le d-systéme bilatére défini sur un demi-groupe
unitaire D, renversable 3 droite, si 1l'ensemble des r&siduels 3 gauche et 1l'ensem-
ble des r&siduels 3 droite de tout d-idéal bilatére vérifient la condition de chaf-
ne ascendante (axiome (D) des (€)-alg§bres de LESIEUR et CROISOT), € est une
(g)-algibre dans laquelle les notions d'idéal primaire (& droite), d'idéal se-
condaire (2 droite) et d'idéal tertiaire (i droite) cofncident.

X' et B &tant deux d-idéaux bilat2res tels que X' aoB, soit X 1'ensemble des
x € B tels que ax € X' , X est tel que aX = X' car aoB = DaDBD = aDBD = aB et
x' (=4 aB . Nous avons donc a.X = aX = X' avec X g B . Cecl montre que tout d-idéal
bilatire de la forme a est L-principal au sens de LESIEUR et CROISOT (cf ém] .
p. 107) . Tout d-1d8al bilatdre &tant union de d-idéaux L-principaux, et étant
distributif, donc en particulier semi-modulaire, chaque d-idéal tertiaire 3 droite
est primaire 3 droite (cf [19] , p. 108).
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Il en résulte que tout d-idéal bilatére de D, peut étre décomposé, d'une maniére
unique, sous forme d'une intersection d'un nombre fini de d-idéaux primaires 3
droite (bilatéres).

Proposition 5.7. désignant le k-systéme bilatére défini sur un anneau unitai-
re D, si le demi-groupe multiplicatif de D est renversable & droite et si 1l'ensem-
ble des résiduels 3 droite et l'ensemble des résiduels 3 gauche de tout k-id&al bi~
latére vérifient la condition de chafne ascendante, 1% est une 61;)-algébre dans
laquelle les notions d'idéal primaire (3 droite), d'idéal secondaire (3 droite) et
d'idéal tertiaire (3 droite® coIncident.

Démonstration analogue 3 celle de la proposition précédente.

Remarque 5.5. Jgtétant un a-systéme 3 gauche défini sur un demi-groupe D renver-
sable 3 gauche
a) la relation X £V ¢rmmmm—m—) ;; X est une relation de pré-ordre sur
D compatible avec la structure de demi-groupe de D. (cf aussi exemple 6.4.).
b) le produit de deux a-idéaux finis est un a-idéal fini.

6. Exemples de a-systémes.
Exemple 6.1. D &tant un ensemble muni de deux lois partout définies, 1'une notée

multiplicativement, 1'autre notée &, ces deux lois satisfaisant aux conditions

(1) (ab)c = a(be) , Ya, b, ¢ €D,
(2) a(b & ¢c) = (ab) & (ac) , \/a, b, ¢ €D,
(3) (b & c)a = (ba) & (ca) , ¥a, b, c €D,

1'application qui, au complexe X de D associe la partie stable pour la loi & engen-

-

drée par le complexe P(X) = X\ JDX est une a-opération & gauche.

La vérification des axiomes (Al), (A2), (gA3), (A4) se fait en tenant compte des
remarques sulvantes:

a) La partie stable pour la loi &, s(A), engendrée par le complexe A, est
égale 3 | ’ Ai , ol Ao =A, etepouri 1,

i%0
Ai = {x €D | x=a; & a, & 00 & ani s ny )1, a:l € Ai—l} .
(la loi & n'é@tant pas supposée associative, les expressions telles que a; & a, & ..

o & ap sont définies par récurrence:

a; & a, & ... & ap = (a1 & ay «oo & ap-l ) & ap ).

b) A et B étant deux complexes de D, les complexes Ap et Bq, d'indices
p et q, définis dans 1'alinéa précédent sont tels que @qu g;(AB)p+q .

(démonstration par récurrence sur p et q).

c) P(X).P(Y) = P(XDYUJXY).
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Si la loi & est supposée associative, s(A) est l'ensemble des €léments de D de la
forme a; & a, & 00 & a s ol aic A, n 31l . Silalol & est associative et com~
mutative, s(ALJUB) = s(A) & s(B).

Exemple 6.la. D étant un groupolde contenant un &lément idempotent, a, la loi du
groupolde étant notée &, nous pouvons définir sur D une multiplication en posant
xy = a, V x, y € D. Les conditions (1) , (2) et (3) sont satisfaites et le a-idéal
X engendré par X est la partie stable pour la loi & du groupolde engendrée par le
complexe XU {a}.

Exemple 6.1b. D &tant un demi-groupe multiplicatif, la multiplication et la loi
& définfe par x & y =y , VY x, y € D, vérifient les conditions (1), (2) et (3). Le
a-idéal engendré par X dans le a-systéme que nous venons de définir est égal 3
X\JDX. Ce a-systéme n'est autre que le d-systéme 3 gauche.

Exemple 6.lc. D &tant un groupe pour une loi notée T(1l'élément neutre &tant no-
té e, le symétrique de a étant noté a'), les conditions (1), (2), (3) sont satis-
faites en prenant comme multiplication la loi xy = e , V x, y et comme loi &, la
loi x &y = x Ty'. Le a~idéal engendré par X dans le a-systéme étudié est le

sous-groupe (pour la loi T ) du groupe D engendré par X.

Exemple 6.1d. D &tant un demi-anneau, autrement dit la loi & &tant en outre
supposée associative, le a-idéal 3 gauche engendré par X dans le a-systéme précé-
dent n'est autre que 1'idéal & gauche (au sens idéal 3 gauche dans un demi-anneau,
cf [1] s Pe 24.03) engendré par X.

Exemple 6.le. D étant le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, prenons comme
loi 8§ laloix&y=x-y, Vx, y €D , la multiplication &tant celle de 1'anneau
nous obtenons un a-systéme & gauche qui n'est autre que le k-systéme 3 gauche.

Exemple 6.1f. D &tant le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, prenons 1'addi-
:ion comme loi:&, la multiplication &tant celle de 1'anneau. Les conditions (1) a
(3) sont vérifides. Le a-idéal engendré par X dans le a-systéme obtenu est la par-
tie stable pour 1'addition engendrée par X \JDX.

Si D contient un &élément unité, ce a-systéme coIncide avec celul de 1l'exemple
6.le.

Exemple 6.1g. D étant un treillis distributif, prenons comme multiplication la
lol Xy = x Ay et conme loil & la lol x & y = x vy . Dans le a-systéme obtenu, le
a-idéal engendré par X n'est autre que 1'idéal engendré par X au sens idéal dans un
treillis.

Proposition 6.1. Les a-systémes définis dans 1'exemple 6.l. et ses cas particu~
liers sont de caractére firi.
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Soit X un a-idéal du a-systéme de 1'exemple 6.1. Pour tout a de X\JDX, il existe
un complexe fini Y contenu dans X, tel que a € ¥ (Y = {a} si a €X, Y = {b} si
a = db, avec b € X). De plus, en reprenant les notations de 1'exemple 6.1., si pour
tout a de (X L.JDX)i , 11 existe un complexe fini Y (Y ¢ X) tel que a €Y, il en

est de méme pour tout b de (XUJDX) , car b est de la forme a; & .0 & a ol

i+1

les a, appartiennent 3 (X\JDX), , et b €Y , Y étant le complexe YUY, U UY

i
contenu dans X, Y, un complexe fini contenu dans X tel que aj € Yj . Ainsi pour

tout 1 ) O, et tout a € (X LJDx)i il existe un complexe fini Y contenu dans X, tel
que a € ¥ . Ceci montre, puisque X= L{-W’ (X\JDX) ¢ Que le a-systéme considé-

ré est de caractére fini.
Remarque 6.1. Le a-syst2me de 1'exemple 6.1. est modulaire si (D ayant un zéro),
a) X+¥=Xs ¥,
b) x & y€X et xeX impliquent ye X .

La condition a) est satisfaite si la loi & est associative et commutative, car
alors s(ALJB) = s(A) & s(B) . Cette condition a) est &quivalente 3 la condition

a') Vx',x"€eX,Vy' ,y" €Y, les éléments (x' & y') & (x" & y"),
(x' &y') & (" & x"), x', y' peuvent se mettre sous la forme x & y, avec x € X ,
ye¥.
On retrouve ainsi le fait que les sous-groupes d'un groupe ab&lien ou les id&aux

3 gauche d'un anneau forment des treillis modulaires.

Remarque 6.2. Un a-systéme (quelconque) est distributif si 1'une des conditions
suivantes est réalisée: (D ayantyun &l&ment permis 3 droite)
X+¥=XUY , uX¥I=XNY.
Par exemple, le d-systéme 3 gauche est distributif, le a-systéme formé par les idé-
aux d'un treillis distributif est distributif.

Exemple 6.2. D étant le demi~groupe multiplicatif d'un anneau topologique non
nécessairement commutatif, 1'application qui, au complexe X associe 1l'adh&rence de
1'idéal 3 gauche engendré par X est une a-opération 3 gauche.

Exemple 6.3. .ﬂ' étant un a-systime 3 gauche défini sur un demi-groupe D conte-
nant un &lément permis 3 droite, nous poserons les définitions suivantes:

Un "a-idéal quasi-premier" est un a-idéal P tel que X.¥ g P implique X g ? ou
YcP. :

Un '8-1déal premier" est un a-idéal bilatére quasi-premier.

Le "QP-Radical de X" est 1'intersection des a-id8aux quasi-premiers contenant X.
I1 sera noté QP-Rad(X).
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Le "P-radical de X" est 1'intersection des a-idSaux premiers contenant X. Il sera
noté P-Rad(X).

Nous supposerons que le a-systdme bilatére@asaocié a“est de caractére fini
(condition réalisée si .ﬂ’est de caractére fini).

L'application f: X € ‘-?' (D) =%‘xo- P-Rad(X) est une a-opdration bilatdre sur D.
La vérification des axiomes (Al), (A2), (A3) est imi€diate. Celle de (A4) repose

sur les lemmes suivants:

Lemme 6.1, P-Rad(X) = P-Rad(X + X,D), autrement dit le P-radical de X est é&gal
au P-radical du a-idéal bilatére engendré par X dans St

Lemme 6.2. Si X est bilatire, P-Rad(X) est 1'ensemble des x € D tels que tout
m-systime contenant x rencontre X (1'expression "m-systime" est prise ici au sens
de MAC COY (cf [22] +p. 826) et désigne un complexe M tel que, s1 a €M, b @ M, 1l
existe d € D tel que adb € M .

(Démonstration analogue 3 celle de [20] »p.10).

Lemme 6.3. P-Rad(X) o P-Rad(¥) g P-Rad(X.Y).

(Ceci peut s'établir au moyen des deux lemmes précédents).

— - =
La vérification de (A4) est alors immédiate, XDY\J XY étant &gal 3 P-Rad(X,Y).
Le a-systéme obtenu sera appeld le "a-syst3me radical associé aS". Le a-systéme

radical associé a.ﬂ-est le méme que celui associ& au a-systéme bilatdre associé au

a-systéme N

Remarque 6.3. Relativement aux opérations définies sur les a-idéaux du systéme
_,d le P-Radical et le QP-Radical poss&dent les propriétés suivantes:

a) P-Rad(X°.D) = QP-Rad(X'.D) & QP-Rad(X) ¢ P-Rad(X) ,
b) P-Rad f \-{J.ii)- P-Rad-(\-iJ p—mg(ii)). o
c) P-Rad(X M ¥) ¢ P-Rad(X) M P-Rad(¥) = P-Rad(X.Y),
d) Si le a-idéal X est bilatére
P-Rad(X*.D) = QP-Rad(X°.D) = QP-Rad(X) = P-Rad(X),
e) Si les a-1déauxX et Y sont bilatires
P-Rad(X N ¥) = P-Rad(X) (M P-Rad(¥) = P-Rad(X.¥).
Proposition 6.2. Le a-systéme radical associ& 3 un a-systime -”'est un treillis
distributif. ’

Si » est le symbole de la multiplication des a-idéaux dans le a-systéme radical,

nous avons

‘:? «7- P-Rad(X,¥) = P-Rad(X)(\ P-Rad(¥) = K nY.

L'une des conditions de la remarque 6.2, &tant réalisée les a-idéaux d'un a-sys-
téme radical forment un treillis distributif.
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Proposition 6.3. Le a-systéme radical associé iﬂ’est de caractére fini. Il est
noethérien si W est noethérien.

La démonstration utilisera le lemme suivant qui peut s'établir comme dans [20],
p.1I): )

Lemme 6.4. Pour que X=P-Rad(X), 1l faut et il suffit que ng X implique Z @ X
(X et Z étant supposés bilatéres, z°" désignant le produit de n a-idéaux égaux 3
Z).

Soit (‘)?) une chalne croissante de a-id@aux du a-systéme radical associé 3 A.
2’“; L{J Yi’ ouZ e W, implique, (B étant de caractére fini, 2°“e HJ ‘i‘;.
Il existe donc un indice, j par exemple, tel que Z " ‘ij = P-Rad(X,) et le lemme
montre que Z est contenu dans ‘Xq . Alnsi Z est contenu dans LiJ Yi , le lemme montre

que ; § , qui est égal 3 U Xi , est égal 3 son P-Radical, de sorte que
i

i i
= U ?{i , et le a-systéme radical est de caractére fini.
i i

si W est noethérien, il en est de méme du a-systéme radical puisque ce dernier
est moins fin que W

Exemple 6.4. R' étant une relation d'équivalence sur D, compatible avec la struc-

ture de demi-groupe de D, c'est-d-dire telle que:
xax' et y«y' —_— Xy &X'y'
41'app11catiot_1 qui au complexe X de D associe la partie X saturée pour“engendrée

par X UDX est une a—oﬁéintion 3 gauche. Le a-systéme qu'elle définit est le
"a-gystéme 3 gauche associé 3 a," .

La vérification des axiomes est immédiate. Le a-systéme 3 gauche associé 3 1'éga-
11té est le d-systéme 3 gauche. Le a-systéme associé 3 la relation universelle est
le a-systéme impropre. Si Qet ,Y’ sont deux relations d'équivalence sur D, compati-
bles avec la structure de demi-groupe de D, si Qest plus fine que }0 » le a-systéme
3 gauche associé 2 Qest plus fin que celui associé i .50 . ‘

Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, A un idéal bilatére de 1'an-
neau, la relation: ny €&—=) X-y € A est une relation d'équivalence compatible
avec la structure de demi-groupe multiplicatif de D.

Le a-idéal du a-systéme 3 gauche associé a«est formé par l'ensemble des &lé&-

ments de la forme x + a, ou de la forme dx + a, oi x€ X, d € D, a € A,
Dans le cas général i1 y a équivalence entre:
a)x=y,
b) x «'y, ou, i1 existe u et v dans D tels que xQuy et y@vx.
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Proposition 6.4. D &tant renversable d gauche et 5‘(X ==0-—3 X) un a-systéme
3 gauche sur D, la relation: x@y e— X = y, est une relation d'&quivalence
sur D compatible avec la structure de demi-groupe de D, et le a-systéme 3 gauche

“\
(X =3 X) associé 3 @ est plus fin que le a—systéme‘}#.

“ est une relation d'équivalence compatible avec la structure de demi-groupe de
D car x&y et x'@ y' impliquent x =y , X' = y',d'oll Xoy = X'oy', soit, D &tant

renversable i gauche, xx' = yy', et finalement xx'@®R yy' .

@ - -
D'autre part, X est l'ensemble des z € D tels que z =y, ol y € X' = X UDX. Com-

- = [ - - :
we y € X' implique y& X, nous avons X ={ l y €X , et le a-systéme 3 gauche

y €X'
assoclé 3 d_est plus fin que le a-systéme . Pour que 1'égalité ait lieu, il

faut et il suffit que X =! , y, autrement dit que X -I .i , car y = dx
- yeX x €X
entraine y € x. Cette &galité a lieu si Stest le a-systéme impropre ou sig'est le

d-systéme 3 gauche.

Exemple 65 ﬂ—- étant un a-systéme 3 gauche défini sur D et A un idéal bilatére
de}* s 1'application qui, au complexe X de D associe le complexe‘)? =X +A (+6&-
tant le symbole de 1'addition dans }") , est une a-opération 3 gauche sur D. Le
a~systéme qu'elle définit est le "a-systéme-quotient''de }pat A. I1 sera noté-¥/A

Si + et o (resp. T et % ) sont les symboles de 1"addition et de la multiplication
dans S¥ (resp. dans S/ 'A), nous avons

“ “ v o« “v W U own
XTY=X+Y et X*Y=X,Y+A.
si %’est de caractére finl (resp. noethérien)ﬂ/A est de caractére fini (resp.
noethérien).

7. Comparaison avec d'autres définitions de systémes d'idéaux.

e L L T T T kT Ry PP Ny

K.E. AUBERT a défini (cf. [3] , p. 6.0I, ou [4] s P. 4), en supposant le demi-

groupe D commutatif, la notion de x-systémes d'id@aux en prenant comme axiomes:

(1) ACA;

(€3} AgCB ——A <B_,
1

a3") A.B B,

3" AB S (aB) .

Dans le cas ol D n'est pas supposé commutatif, AUBERT a proposé (cf. [3], p. 6.0I
ou [4], p. 38) de définir les x-idéaux & gauche en remplagant 1'axiome (3") par
1'axiome

(g3") BA (BA)x .
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La proposition suivante précise les relations entre a-systémes bilatéres et

x-systémes bilatéres:

Proposition 7.1. Tout x-systéme bilatére est un a-systime bilat&re. Si D est
renversable d'un c6té (cf. définition 5.1.) les notions de a-systéme bilatdre et de
i:-systéme bilatére coincident. En particulier si D est commutatif, les notions de
a-systéme et de x-systéme coincident.

Les axiomes (1) et (2) sont les mémes que (AI) et (A2). (3') et 1'axiome BA cnt
sont équivalents & (A3). Enfin (g3") et 1l'axiome (d3") B.Ax G(BA)x impliquent
(lemme 5.1.) BxAxG(BA)x , donc impliquent (A4). ’

S1 D est renversable d'un coté, (A4) s'énoncant X Y@ XY (cf. proposition 5.3.)
il y a équivalence entre a~systémes bilat@res et x-systémes bilatéres.

En général, la notion de a-systéme bilatére est plus faible que la notion de
x-gystéme bilatére. Par exemple 1'ensemble des idéaux bilatires (au sens ordinaire)
d'un anneau non commutatif conétitue un a-systéme bilatére mais non , en général,
un x-systéme bilatare. '

Par contre, il n'y a pas, en général, de relation entre a-systéme 3 gauche et
x-gsystéme 3 gauche. Toutefois, si D est renversable 3 gauche un a-systéme a8 gauche
est un x-systéme 3 gauche car X Y & XY implique X Y& XY (lemme 5.1.).

Notons enfin que dans un x-systéme 3 gauche, la multiplication des x-idéaux n'est

pas nécessairement associative, car nous avons seulement
(Axonx) °Cx = [A By cx]x S E‘(B cx) x]x = Ax° (_Bx.cx) *

7B. Comparaison avec le systéme d'axiomes de LESIEUR et CROISOT.

R R e T

Dans le cas non commutatif, LESIEUR et CROISOT ont proposé& (cf [19], p. 85) de

remplacer 1'axiome (g3") d'AUBERT par l'axiome plus faible
A X¥gx?Y.

Ces auteurs avaient en vue d'ebtenir un exemple .de (%)-algébre. L'axiome (A) con-
‘vient alors, mais 11 présente des inconvénients paur 1'&tude des systémes >d'1dé-
aux: si nous supposons vérifiés les axiomes (AI), (A2), (gA3) et (A), et si nous
définidsons toujours la multiplication en posant XoY = ﬂ, vette multiplication
n'est pas nécessalrement associative, la distributivité 3 gauche de la multiplica~
tion par rapport 3 l'union n'est pas nécessairement vérifiée. De fagon précise, on
peut &tablir la

Proposition 7.2. Si dans la définition d'un a-systéme 3 gauche, 1'axiome (A4) est
remplacé par 1'axiome (A),
a) pour que la multiplication soit associative, il faut et 11 suffit que

1'on ait en outre
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f(?;ﬁ, si Y est de la forme Y-ﬁ‘-l,
b) les trois propriétés suivantes sont &quivalentes:
i) la multiplication est distributive par rapport & 1l'unionm,
ii) le groupoide formé par les idéaux est résidué 3 droite,
iii) X ?Qﬁ, sl Y est de la forme Y = Li.Jii .

L'axiome (A4) semble donc préférable 3 1'axiome (g3") d'AUBERT ainsi qu'a 1'axio-
me (A) de LESIEUR et CROISOT. Notons que 1l'axiome (A) est vérifié dans un a-systéme
3 gauche car F¥=Xfcxp¥+X¥=x1%.

7C. Comparaison avec les r-systémes de LORENZEN.

B T e L T T

Les r-systémes d'idéaux de LORENZEN, définis sur un groupe ordonné filtrant
sont en fait des systémes d' "idéaux fractionnaires". Aussi la comparaison entre

les r-systémes de LORENZEN sur les groupes ordonnés filtrants et les a-systémes se<
ra faite au paragraphe 4 du chapitre II, lorsque nous aurons défini les a-systémes
S-fractionnaires.
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CHAPITRE II

a-Idéaux S-Fractionnaires.

T e L L L T LT s

1. Préliminaires.

O e o

Etant donnés un a-systéme 3 gauche J"sur D et un demi-groupe D(S) de fractions a
droite de D relativement 3 un complexe S, nous allons prolonger St de manidre 3 ob-
tenir un systéme de a-id@aux "S-fractionmnaires" sur D(S). Ce prolongement générali-

sera la définition classique des id&aux fractionnaires d'un anneau intégre.

Rappelons tout d'abord, bri&vement, la définition d'un demi-groupe de fractions 3

~

droite d'un demi-groupe D relativement 3 un complexe S.
S étant un complexe tel que

(LI) S est multiplicativement fermé,

(L2) Tout &lément de S est simplifiable 3 gauche et 3 droite,

(L3) aE€EDetsesS =§3a'€Dets'e S, tels que as' = sa' ,
la relation Kdéfinie dans D X S par

(a,s)“(b,t) = au €D et veD tels que {:3 : tz’es’

est une relation d'équivalence. L'ensemble quotient D X S /@ , que nous noterons
D(S), peut &tre muni d'une structure de demi-groupe unitaire en posant
cil(a,s).Cl(b,t) = Cl(ad,tu), ol d et u sont tels que d €D , u €S, sd = bu,
Cl(a,s) désignant la classe d'é&quivalence du couple (a,s). L'élément unité du demi-

groupe D(S) est Cl(s,s).

L'application g: a € D ==€==) g(a) = Cl(as,s) € D(S) est un homomorphisme in-
jectif de D dans D(S). De plus g(s) est inversible dans D(S), quel que soit s € S,
et pour tout a € D(S), il existe a € D, s € S telsque o = g(a) [g(s)]-l = Cl(a,s).
L'é1lément Cl(a,s) sera noté a/s ou as—]' et D(S) est le demi-groupe des fractions
3 droite de D relativement 3 S. .

D sera identifié au sdus-demi—groupe g(D) de D(S) au moyen de 1'isomorphisme g de
D sur g(D).

Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau (que nous désignerons &galement
par D), D(S) peut €tre muni d'une structure d'anneau prologeant celle de D en po-
sant a/s + b/t = (ad + bu)/tu, oli d et u sont tels que d €D, u €S, sd = tu.
L'application g est alors un homomorphisme injectif de la structure d'anneau de D
dans celle de D(S).

eﬂ' étant un a-systéme 3 gauche, un complexe "S-fractiomnaire" ou "S-minor&"
étant un complexe de la forme Xs_1 (X&D, s € S) nous ferons notre prolongement du

a-systéme S de fagon 3 satisfaire, en particulier, aux conditions suivantes:
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1) Le a-idéal S-fractionnaire engendré par le complexe S-fractiomnaire
xs1 est 1le complexe X s-l,

1 1

¥
3) Le produit des a-idéaux S-fractionnaires Xs~
z u-l, si X s-l‘-f t—l =2 u—l,

4) La multiplication des a-idéaux S-fractionnalres est associative.

2) Le complexe Xs est S-fractionnaire,

1 1

et ¥t~ © est le a-idéal

Pour atteindre le but proposé, il nous faudra imposer a S et & S, outre les con-
ditions (LI), (L2), (L3), d'autres conditions que nous allons préciser.
a) Comme ! = Xs(ts)_l, nous devons avoir X el - % (ts)-l, or
X t-l =X s(ts)—l, i1 nous faut donc la condition
B Te=% ,¥s €5,Vx eG ().

b) D'autre part Xs-l = Yt_l doit impliquer X s-l =Y t:-1 . Or il existe

u€S et d €D, tels que su = td. Les &galités xs™!l = vt 7l et %571
€quivalentes 3@ Xu = Yd et Xu = Yd , 11 faut que Yd = Yd, puisque Xu = Xu d'aprés

= ‘ft_l étant

(A)iCeci gsera réalisé, d'aprés (A), si nous savons que d appartient 3 S. Nous in-
troduirons done la condition
(B) sd€SetseS =——> de€s,
ou la condition plus faible :
(B') se€Sette€S ==pil existe u, v € S tels que su = tv.
Cecl étant, Xs-1 = Yt-]' implique )-(s-l = ?t-l.

1

c) Etant donnés deux a-idéaux S-fractionnaires Xs = et ‘ft-l, nous voulons

1

1'existence de u €S tel que Xs~ $tlu S D. Ceci sera vérifié si nous avons:

(C) s€s et € S¥ :Sues, Z CD tels que Xu = sZ, ou la
coﬁdition plus forte
. (C') seSetX €% '=3u €s,Z 6}‘ tels que Xu = sZ, car, (C)
étant satisfaite, 11 existe v € S, Z & D tels que Yv = sZ et, en prenant u &égal i

tv, nous aurons X s1¥clu=%2 cD.

1 1

Les conditions (A), (B'), (C) étant vérifiées, si F = X8 Yt etsiuetyv
-1

sont deux &léments de S tels que Fu = UED, Fv = VD, la relation F = Uu-1= Vv-©

1, et le a-idéal S-fractinnnaire U u.1 sera, par définition,

le produit des a-idéaux X slet ¥e7l.

entralne U u_l =Vv

d) Nous voulons &galement que cette multiplication des a-idéaux S-frac-

1 , Z u! trois a-idéaux S-frac-

tionnaires soit associative. Solent X 3-1 s Yt
tionnaires et supposons satisfaites les conditions (A), (B) ou (B'), et (C'). Nous
avons:

[@ sHhe@eh]. @uh = 208 @™,

avec v, w, V, A tels que v€S, we€S, Yv=sV et Zw-=tvaA.
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& s, [@ e He@ wH] = K8 @™,

avec X, y, B, Ctelsque x €S, yeS, Zx = tB et YoBy = sC.

Comme tvA a=2Zwa=2xyb=t3Byb, aetb étant deux éléments de S tels que

wa = xyb, nous avons v A a =3B yb, et par suite

sVAa= YvAa=YByb l_:_.ioﬁyb = sCb,
donc VA agChb (= Cb), d'oil VoA a C b, ce qui entralne
[@sh.@eh].@vh c@ s, [@ ehed vh].
Nous avons seulement une inclusion alors que nous voulions une égalité. la condi-
tion (C'), jointe 3 (A) et 3 (B) ou (B') &tant insuffisante pour assurer 1l'associa-

tivité de la multiplication il en est de m@me, a fortiori, de la condition plus
faible (C).

Si nous supposons en outre, que:

M sX =3 ,Vses, Vxe ?'(D),

1'égalité s VAa=Y3 yb donne alors s VoA a = YoByb , d'oil VbAa=Cb et
1'égalité a lieu.

Remarquons enfin que si (A), (B) ou (B') et (D) sont satisfaites, et si Ds = sD
quel que soit s € S (cette derniére condition est une conséquence de (A) et (D) si
le demi-groupe contient un élément unité, e: prendre X = {e& ), (C') est également

satisfaite car il existe alors X' & D tel que X s = s X' et
sX'=Xs=Xs=Xs=sX'=sX',

d'ou X' = X',

En résumé, nous formulerons sur S et:;fles hypothéses suivantes, que nous appel-
lerons les six'tonditions (S)":
(SI) S est un sous-demi-groupe de D,
(52) tout &lément de S est simplifiable 3 gauche et 3 droite.
(s3) Dps=sD,Vse&s,

(54) s€Setd¢s =) sd¢s erds¢s,
(s5) sX=sX,Vses,Vxe IJ'0D,
(6) Xs=% ,¥ses, Ve I ).

les conditions (SI), (S2), (S5) et (S6) sont identiques a (LI), (L2), (A) et (D).
(83) implique (L3), (S4) contient(B) et une condition supplémentaire qui nous sera
utile par la suite. Ces conditions ne sont pas nécessairement indépendantes: par

exemple, si D est unitaire, (S3) est une conséquence de (S5) et (S6).

Proposition 1.1. Un complexe S qui vérifie (S3) et (S4) est réversible 3 gauche
et 3 droite.
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Si s €S, t €S il existe d €D tel que st = td. Conme t € S et comme td = st€ §,
(S4) implique 4 € S, et S est réversible d gauche.

On verrait de méme que S est réversible 3 droite.

Proposition 1.2. L'ensemble des &léments s €D qui satisfont aux conditions (S3)
et (S2), s'il n'est pas vide, satisfait aux conditions (SI) et (S4). Il est de plus
réversible 3 gauche et 3 droite.

Cet ensemble S &tant supposé non vide, il en est de méme de 1l'ensemble S' des
éléments s vérifiant (S2) et de 1l'ensemble S" des éléments s vérifiant (S3), et
s=s"Ms".

a) S vérifie (SI): soient s et t deux éléments de S". Si d € D, il existe
d' et d" dans D tels que ds = sd' , d't = td", de sorte que dst = sd't = std", et
Dst £ stD. On verrait de méme que stD &Dst, d'od stD = Dst. Ainsi s € S" et t € §"
impliquent st € S". S" vérifie (SI); comme il en est de méme de S', S vérifie (SI).

b) S vérifie (S4): soient s et d tels que s € S, ds € S. Alors dDs = dsD =
Dds, d'ol dD = Dd et d € S". D'autre part ad = bd entralne ads = bds , d'ol a = b,
et d est simplifiable 3 droite. Enfin da = db entralne das = dbs, et comme il exis-
te a' et b' dans D tels que as = sa' et bs = sb', nous avons dsa' = dsb', d'ol
a' = b', ce qui donne a = b et d est simplifiable 3@ gauche. Par suite d € S. Il en
résulte que s €S et d ¢S entralnent ds ¢5S. Deméme s €5 et d ¢S entralnent

sdf_s.

Proposition 1.3. Les a-syst@mes 3 gauche définis dans l'exemple 6.1 -du ler cha-
pitre et ses cas particuliers sont tels que s X=35X etXs=1Xs, sis esttel
que sD = Ds.

En reprenant les notations de 1'exemple 6.1. du ler Chapitre, nous avons
P(sX) = sXLJDsX = sXLJsDX et P(Xs) = XslUJ DXs., La distributivité de la multipli-
cation par rapport a4 la loi & montre que [P(Xs)j 1= [P(X)Jis et que
[P(sx)] = s [(P(X)]i , d'oli Xs = X s et sX=s X .

La propriété est encore valable si le a-systéme considéré est bilatére, c'est-
d-dire si, au liéu de prendre P(X) &gal 3 XUJ DX, on prend P(X) égal a
X LJ DX LJ XD L) DXD.

Remarque 1.1. Si D est un anneau intégre et%le k-systéme, S 1l'ensemble des
€léments non nuls de D, D(S) le corps des fractions de D, les conditions (S) sont
satisfaites et les a-idéaux S-fractionnaires au sens de ce paragraphe 1. ne sont

autres que les idéaux fractionnaires de D au sens habituel.

2, a-idéaux S-fractionnaires.

e L T DT

Nous supposerons dans la suite de ce chapitre que le a-~systéme 3 gauche .“et le

complexe S vérifient les six conditions (S) du paragraphe 1.
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péfinition 2.1. Un complexe X de D(S) sera dit "S-fractionnaire" ou "S-minoré"

s'il existe s € S tel que Xs =D. Un complexe de D sera dit "entier". Un complexe

entier est S—-fractionnaire.

Proposition 2.1. Un complexe X de L(S) est S—fractiomnaire si, et seulement si,
i1 existe s € S tel que sX C D.

X étant S-fractionnaire, il existe s € S tel que Xs = X' & D. Or, d'aprés (S3), il
existe X" & D tel que sX' = X"s, d'oll sX = X" €D. La condition est donc nécessaire

On voit de méme qu'elle est suffisante.

Remarques 2.1.

a) Xl’ XZ’ ooy Xn étant n complexes S-fractionnaires il existe un éle-
ment s € S tel que Xisgb,Vi e[I, n] .
I1 existe en effet 5y € S tel que X

184 €D, et comme S est réversible 3 gauche,
il existe des ty € S tels que 84t = 8yt = ... = Sntn =5 (cf. [12], p.85) et

272
X,s &D, W i. Cet &lément s est aussi tel que sX, &€ D, WV i. I1 en résulte que si

i
ix s Xoy eeesy X est une famille finie non vide de complexes S-fractionnaires,
1 2 n

LT) Xj est S-fractionnaire.

b) Tout complexe contenu dans un complexe S-fractionnalre est S-fraction-
naire. En particulier 1'intersection d'une famille quelconque non vide de complexes

S-fractionnaires est un complexe S-fractionnaire si elle est non vide.

c) Le produit de deux complexes S-fractionnaires (au sens produit de deux

complexes) est S-fractionnaire , d'aprés le choix des conditions (S).

Définition 2.2. Nous appellerons "a-idéal S-fractionnaire engendré par le com-
-1 v -1
X's ~.

plexe S-fractionnaire X = X' s " le complexe X =

L'ensemble des a-idéaux S-fractionnaires sera noté -52‘ et sera appelé le

S
"a-systé@me S-fractionnaire associé 3 Stet a s".
Remarques 2.2.
-1 -1

a) L'égalitd X's ® = Y't™) implique X's ~ = T't

conditions (S).

d'aprés le choix des

b) Un a-idéal S-fractionmaire est un complexe S-fractipnnaire. .

c) Si X €D, on peut écrire X = Xss™t , d'od X = Xs st - X, et > 9‘48.
Un a-id&al S-fractionnaire contenu dans D sera appelé un "a-idéal entier!

d) X étant S-fractionnaire, 11 existe s €S, X' € D et X" CD tels que
1X" , alors %= )?s—l = s-l ., A~

e) Si D est unitaire, s € S implique §=35=Ds =sD et 8-1- Ds-l- s—lD.
sE€ESett€S impliquentﬁ.=§f=§ o t = Dst = stD,

-1

X=X's " =5

-~

f) si )‘21, }?2, cesy Xn sont n a-idéaux S-fractionnaires il existe s € S et

des complexes Xi s XDy e Xl'l de D tels que ii = 3{1’ el LV 1.
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Proposition 2.2. Les a-id&aux S-fractionnaires possédent les propriétés suivan-
tes, valables quel que soit s €S, quels que soient les complexes S-fractionnaires

X et Y: I\
R e sk %o =ds oy =gl -1 _a-1
a) sX = sX, Xs = s ,s =8 X ,Xs =Xs ~,
b) X&X,
c)XQ?%}?gi,
A A A A
(donc XCY =» XCY,X=X),

d pick,
e) XY C XDYWU XY .

Les démonstrations sont immédiates, par exemple pour e): XetY pouvant s'écrire
respectivement X = sTIT" et ¥ = Y7 t7L nous avons
23 28 - TG = Ty 105
8 XYt=8XYt=XY'CXDItJIXY =8 XDYUJXYt, d'od e).

si ﬂ’est un a-systéme bilatére, la propriété d) peut &tre remplacée par la sui-
vante plus précise:
) nxUJXpngck
Remarque 2.3. L'application X ==9==) X est une application de fermeture dans 1'
ensemble des complexes S-fractionnaires. Cet ensemble n'est pas, en général, un
treillis complet pour la réunion et 1'intersection. Nous avons néanmoins les pro-
priétés suivantes:
a) (ii) 1e1 Stant une famille non vide de a-1d8aux S-fractionnaires dont
1'intersection est non vide, r;‘ 21 est un a-idéal S-fractionnaire.
b) le a-idéal S-fractionnaire engendré par le complexe S~fractionnaire X,
est 1'intersection des a-id@aux S-fractionnaires contenant X.
e) (X1 R
section est non vide, rp X, € f_D X .
) d) (xi)ieI éwne famille Eon vide de a-id&aux S-fractionnaires
() Xi c O = Xi , si LTJ Xi est un complexe S-fractionnaire.
i i i

étant une famille de complexes S-fractionnaires dont 1'inter-
—_———

i

Définition 2.3. (ii)iel étant une famille finie non vide de a-idéaux S-frac-
tionnaires, nous appellerons "somme" de ces a-idéaux le a-idéal S-fractionnaire

R~ -~ ~ ~
uxi. Si I -{1, 2, coey n} , on le notera X +X,+ e v X

Cette définition est justifiée par le fait qu'une réunion finie de complexes
S-fractionnaires est elle-méme S-fractionnaire. Si les Xi sont des a-idéaux entiers
leur somme au sens ci-dessus colncide avec leur somme dans }* . C'est pourquoi

nous utiliserons le méme symbole pour noter 1l'addition dans ﬂet celle dans ﬂ-s.

si ii - -X-i s"1 , ;ii = ( gi{) 8_1 . D'autre part 1l'addition dans .}45 pos—

sade les propriétés signalées pour 1'addition dans 45‘ (cf. définition 1.5. chapi-

tre I.)
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si (Xi) eI est une famille infinie de a-id@aux S-fractionnaires et si Uxi est
un complexe S-fractionnaire, nous pouvons définir 1'"union" des X, comme &tant le
- —— I i
a-idéal S~fractionnaire \i/ X, = ‘T’ X .

Définition 2.4. Le produit, isi, de deux a-idéaux S-fractionnaires X et ?, pris

dans cet ordre, est le a-idéal X Y.

Le produit au sens ci~dessus de deux a-idéaux entiers coIncide avec leur produit
dans }" . La multiplication dans .g-et celle dans .9‘—5 peuvent donc &tre notéés
avec le méme symbole.

La multiplication est telle que

—— A
( XDY + XY , dans le cas général,
a) XYGX.Y = g XDY, si D posséde un &lément unité,
(ﬁ , s1 D est renversable d gauche.
—~ -
b) D.X = DX €X,
a o
c) XoD = XD,
- -~ ~
d) DoX =DX =X =D X, si D possé&de une unité 3 gauche,
- A ~
e) XCX,D =XD, si D posséde une unité 3 droite.

La multiplication est associative d'apré&s le choix des conditions (S). Elle est
doublement distributive par rapport 3 1l'addition (méme raisonnement que dans la
proposition 2.4. du Chapitre I, mais il ne s'agit pas ici de la distributivité gé-
nérale). L'ensemble .y's est donc muni d'une structure de demi-groupe et d'une

structure de demi-anneau.

Remarques 2.4. D &tant unitaire, % un complexe S-fractionnaire, s un &lément de

S, - a" o~ ~
a) 5.X=s5%X,XscX.3 ,
- ’.r et N -
b) Sos =3s51,5=D (s est inver/s\ible dansﬂ') N
c)}?ﬂ}? s'1=s'1fﬁ-=§= s-loin'gfl‘eg}.

Progosition 2.3. D étant unitaire, si le demi-groupe ﬂest commutatif, il en
est de méme du demi-groupe '#S'

Remarquons que le a-systéme M est bilatere puisque demi-groupe commutatif et que
X=X s1=5s-13%" implique 1ci X' = X" , car X" s =s X =8 o X' =X'o 5 = X' s.
De plus étant donnés X et ¥, 11 existe s € S tel que X =% s1 =515 N
§=7 '1-s"l_rets¢X°Y°s-(sX)(Ys) DT =T eX'=50X0Y¥o5.
d'ol X.Y = ¥.X, puisque 3 est inversible dans ﬂ

Progosition 2.4, “545 etant ordonné par inclusion (ou ce qui revient au méme en
posant b £ ¥ &% X + Y= Y ) peut &tre considéré comme un gerbier. De plus si D
posséde un élément permis 3 droite .ﬁ‘- peut &tre considéré comme un demi-groupe

S
réticulé.
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C'est une conséquense des propriétés de 1l'addition et de la multiplication et de
ce que, si D contient un &lément w permis 3 droite, nous avons encore:
scX, w+X-X,w°X=X.w= v , VX&.

Proposition 2.5. Si D contient un élément permis 3 droite, le treillis oﬂ‘; est
conditionneltement complet.

Soit (ii)itl une famille non vide de a-idéaux S-fractionnaires bornée. Le comple-
xe Y = LZJii est S-fractionnaire, car X=X s"1 €tant un majorant de cette famille
Ys © Xs= X'eD, et Y engendre un a-idéal S-fractionnaire qui est le plus petit
majorant de cette famille. D'autre part f-1 Xi est un a-idéal S-fractionnaire qui
en est le plus grand minorant. a“' est donc conditionnellement complet en tant que
treillis.

3. a-idéaux S-réguliers.

B T R o

Le demi-groupe des a-idéaux S~fractionnaires n'est pas nécessairement résidué.
POur obtenir des propriétés intéressantes, oli la résiduation joue un rdle utile,
nous serons conduits @ considérer un sous—demi-groupe de g

Définition 3.1. Un &lément r de D(S) sera appelé "S-régulier" s'il est de la
forme r = ts_l, avec t € S, s € S.

Proposition 3.1. r &tant S-régulier, quelle que soit la fagon d'écrire r sous la
forme du~l, avec d € D, u € S, d est un &lément de S.

si ts~l = du‘l, avec s, t, u €S, d € D, 11 existe, S étant réversible 3 droite,

s' et t' dans S tels que s's = t't, d'oil t'd = s'u, et d appartfent & S car il en

est ainsi de t' et de t'd.

Proposition 3.2. Le produit de deux &léments S-réguliers est S-régulier.

st-l et uv~l &tant S-réguliers, il existe t' et u' dans S tels que tt' = uu', et

st=l uv-l est S-régulier comme &tant &gal i (st')(vu')-l .

Définition 3.2. Un a~idéal S-fractionnaire est appelé'S-régulier" s'il contient
un élément S-régulier.

L'ensemble des a-idéaux S—fractionnaires (resp. entiers) S-réguliers sera noté
rG"é) (resp. r(,?‘)). Le a-idéal X = X' s-1 &tant S-régulier, tout &lément S-régu-
lier de X peut s'dcrire ts~l, o t € X'} S.

Proposition 3.3. Il y a &quivalence entre:

a) i est S-régulier ,
b) X contient un &lément de S,

c) % contient un &lément inversible dans D(S).

(notons qu'un &lément S-régulier est inversible dans D(S), mais que la réciproque
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est en général, inexacte).

a) &=b): t:s_1 étant un élément S-régulier de i, il existe u € S tel que
ts~l = s~lu, et u e}z car D X ,C_:)?, donc a) == b). Inversemen{ comme tout &lément
de S est S-régulier, b) ==a).

b) & c): tout élément de S &tant inversible dans D(S), b) =3 c).
Inversement dt~l &tant un &lément de i ayant pour inverse hu~l dans D(S), il existe
k€D tel que ku = uh, d'od u = kdt™! et ue X , c) =>b) .

Corollaire. Si X's-1 (resp. st X") est S-régulier, il en est de méme de X'

(resp. de .

Proposition 3.4. Tout a-idéal S-fractionnaire contenant un a-id&al S-régulier
est S-régulier. L'ensemble des a-id&aux S-réguliers est un treillis. Si D contient
un élément permis 3 droite cet ensemble est un sous~treillis du treillis des a-idé-

aux S-fractionnaires.

La somme de deux a-idéaux S-réguliers est un a-idéal S-régulier. De plus 1l'inter-
section de deux a-id@aux S-réguliers est un a-idéal S-régulier. En effet si
F=Xs"1l et ¥ =7Ys"1 sont S-réguliers, si us-l et vs~l sont deux &léments S-ré-
guliers appartenant respecti&ement axet Q, i1 existe u' et v' dans S tels que
u'u = v'v, et puisque DXC X , DY = ¥ 1'é18ment S-régulier r = u'us~l = v'vs~l ap-
partient a XN Y.

Corollaires:

a) L'intersection d'un nombre fini de a-id&aux S-réguliers n'est jamais
vide. v
b) r(ﬁ#’) est un sous-treillis de rQ}‘s).

Proposition 3.5. r($4-) et r()"s) sont des demi-groupes réticulés.

I1 suffit de montrer, compte tenu de ce qui précéde, que le produit de deux a~i-
déaux S-réguliers est un a-idéal S-régulier. Or, si x et y sont des éléments S-ré-

guliers de X et Q, Xy est un &lément S-régulier appartenant 3 )‘{?, donc a i.i.
Remarque 3.1. r(9") et r(AS) sont des demi-anneaux.
Propogition 3.6. r()"s) est un demi-groupe résidué a droite.

= ¥7s-1 &tant S-réguliers 1'ensemble fHdes a-1dsaux
S-réguliers z tels. que Yo Z ¢ X ‘est non vide car, t appartenant & )?f"\s, ste &

puisque: _ N TS - - A
Yost = ¥Yst=Yst=YotCtgX.

Les a-idéaux X = X's-1 et ¥

La réunion R des Z S-réguliers tels que Yoz =X est un complexe S-fractionnaire:

nous avons, si ts™l est un €lément S-régulier de Y et si ‘iéﬂ’,

tslZsg¥2 s c(@l)scks = X'e o,
et Z st gst'lDt = sD & D. Ceci ayant lieu pour tout z e@ﬁontre que Rst g D. Enfin
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R = R, car Re W. En effet,
A /\
FoR = YDR + YR = YD(JZ) + Y(UJZ) =UYZ ,

d'ou Y.R gx puisque YZ [=4 FoZ c X. Ainsi ﬁ’wntient un &lément maximum qui est
donc le résiduel 3 droite X.'Y de X par ¥.

Remarque 3.2. X et ¥ &tant deux a-idéaux S-réguliers, nous pouvons définir
deux résiduels 3 droite de X par ¥ , 1'un noté X.'Y(S{) au sens de la résiduation
dans .9‘-, 1'autre noté X.°'Y (r(#s)) au sens de la résiduation dans r@ds). Mais
la a-idéal X.'Y (St ) est S-régulier: s appartenant 3 X()S, s est contenu dans
X.°Y (-9‘ ). I1 en résulte que r(4) est également un demi-groupe résidué 3 droite.
Le résiduel i droite de X par Y dans ce demi-groupe peut &tre noté X.'Y (r(&X)).

Les troils résiduels ainsi définis sont 1iés par la relation
2.7 O = X7 aGE T b)),
Proposition 3.7. Si D est unitaire, r@ds) et r(»d-) sont des demi-groupes ré-
sidués a gauche.
a) r(.ﬂ') est résidué 3 gauche. L'ensemble ¥ des a-idéaux S-réguliers z
tels que ZoY c X . X et ¥ &tant deux a-idéaux S-réguliers donnés, est non vide car
ts~l &tant un &lément S-régulier de X, le a-idéal t appartient a ﬂ’, puisque 1l'on

a: ~ ~
teY=DtY stlgppslgt s~lgx .

La réunion R des Z de ﬁest un complexe S-fractionnaire: si us'l est un élément
S-régulier de ¥, Ru est contenu dans D. Enfin R = R, puisque Re Wcar Ro¥ < .
Ainsi r(" s) est résidué 3 gauche. .

b) r(#) est résidué 3 gauche. L'ensemble (edes a~idéaux entiers S-ré-
guliers Z tels que Z°Y S X , X et ¥ é&tant deux a-id8aux entiers S-réguliers don-
nés, est non vide car s € € sise XMS. S1 R' est la réunion des Z & ‘6, R'=R'
car ﬁ'efpuisque R'sY € X . Ainsi r¢¥) est résidué a gauche.

Remarques 3.3.
a) X et Y étant deux a-idéaux entiers S-réguliers, entre les résiduels

X'.¥ ( r(S)) défini en b), et X*.Y (r(-r#s)) défini en a) dans la proposition 3.7,
nous avons 1' inclusion
T AN SR IEEL)) .

b) Notons queﬂ n'est pas nécessairement résidué 3

a gauche. Par exemple D
étant le demi-groupe défini sur {a, b, ¢, d, e} par la loi

a b e

[ )
00 ATl
o oo

e
(demi-groupe 2095 de [26

~

,.94 &tant le d-systéme 3 gauche, le résiduel 3 gauche

~ 0 A0 Tain

b
b
b
b
b
]
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de Erpar b n'existe pas. En prenant S = {c, d, e_} , les six conditions (S) sont sa-
tisfaites, r(-"‘) et r(«* s) se réduisent 3 {D} , car ¢ est élément unité de D et d
et e sont inversibles danms D.
Remarquons aussi (cf remarque 2.3. chapitre I) que nous avons:
a.'a=a = {a}C Ed(z, a) = {a, c, d, e's .
Proposition 3.8. Si D est unitaire et si r(‘—) est un demi-groupe commutatif, il
en est de méme du di—groupe r('"‘s)

Méme raisonnement que dans la proposition 2.3.

Proposition 3.9., Si 5"est bilatére, ou si D est unitaire lorsque ﬂest seulement
un a-systéme & gauche, le demi-groupe r("s) est conditionnellement complet en tant

que gerbier.

On démontre comme dans la proposition 2.5. que rd’s) est conditionnellement com-
plet en tant que demi-treillis. De plus si 1'une des e:rcpressions\l!‘ii s \/(ii" i),
\/ @® o ii) a un sens, il en est de méme des deux autres (si =V ii ,Xo¥ et ToX
sont des majorants des familles (ﬁio ?)i et (§°ii)i ; si A =V(iio i), 7.3 est
un majorant de la famille (ii)i ;5 si Z= \/(?o?i) , 2? est un majorant de la
famille (ii)i). De plus quand ces expressions ont un sens, elles constituent des
a~-idéaux S-réguliers et enfin les égalités

(VED e T=V@ED et T (VE) =\ T-X

ont lieu chaque fois que 1'une des expressions qui y figurent a un sens.

Remarque 3.4. Nous avons supposé que g’ était un a-systéme 3 gauche. Si”‘ est un
a-systéme 3 droite et S un complexe de D vérifiant les six conditions (S), D(S) le
demi-groupe des fractions 3 droite de D relativement 3 S (qui peut aussi Etre con-
sldéré comme le demi-groupe des fractions 3 gauche de D relativement 3 S), tout ce
qui a &té écrit aux paragraphes 2 et 3 est encore valable, avec quelques modifica-
tions évidentes dans les énoncés de lammarque d) de la proposition 2.4., des re-
marques b), c), d), e) de la&finition 2.4. des remarques a) et c) de la remarque
2.4. Dans la proposition 3.6. et la remarque 3.2. (resp. dans la proposition 3.7.),
i1 faut remplacer les résiduels 3 droite (resp. @ gauche) par des résiduels & gau-
che (resp. 3 droite). Enfin les propositions 3.3. et 3.4. sont encore valables mais

avec quelques modifications dans leurs démonstrations.
4. Comparaison avec les r-systémes de LORENZEN.

Rappelons les définitions et résultats suivants:
a) G &tant un groupe ordonné dont e est 1'élément unité, on appelle "cdne

positif" de G 1'ensemble des x € G tels que x » e.
b) Un demi-groupe .arbitraire D est le cOne positif d'un certain groupe or-

-
donné G si, et seulement si.
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1) Tout élément de D est simplifiable & gauche et 3 droite dans D.
2) D contient un élément unité e.
3) ab = e(a, b € D) implique a = b = e.
4)w=na,Vaem
(résultat di & BIRKHOFF, cf [6],ou[;4] , page 14.)
Le cOne positif d'un groupe ordonné est donc un demi-groupe renversable 3 gauche

et 3 droite.

c) Un groupe ordonné G, dont le cOne positif est D, est filtrant si, et
seulement si, D engendre G. (Résultat di & CLIFFORD, cf [10], ou [14] s, pe 13).

d) G &tant un groupe ordonné filtrant, d'élément neutre e, de cOne positif
D, un r-systéme de LORENZEN sur G est défini (cf. [14], p. 100, voir aussi [2;],
p. 536) 3 partir d'une application de l'ensemble des parties minorées de G dans

il'ensemble des parties de G satisfaisant aux conditions
Xgex,

1

I, QY =y X CVY ,

I, (a), =U(a) , Y a€G,

I, aX = (aX) et X a= (Xa) ,Va e a.

(U(a) étant l'ensemble des x € G tels que x ),a, U(a) = Da = aD).
Le r-idéal engendré par D est &égal & D car D = (e)r d'aprés I3. Tout complexe de
D est une partie minorée de G.

Nous avons alors la proposition suivante:

Proposition 4.1. D étant le cdne positif d'un groupe ordonné filtrant G, il y a
égalité entre l'ensemble des r-systémes de LORENZEN définis sur G et 1l'ensemble des
a-systémes S-fractionnaires définis sur G 3 partir des a-systémes entiers définis
sur D tels que aX = aX et Xa = Xa (ou ce qui revient au méme tels que aX g;éi et
% c¥a), Wa e, VxeS m.

Un r-systéme &étant défini sur G, l'application
g2 xeF0) —e—= x_
est une a-opération bilatére sur D dans laquelle Xa-= (Xa)r, aX, = (aX)r.
Les axiomes (AI), (A2), (gA'3), (dA'3) sont satisfaits. D'autre part,

XY =x.(_Jf{y})= LI &y =L_Ja&) e,
vyeY yeyY vyeY
et de méme XYr E;(XY)r. L'application f définit donc sur D un x-systéme bilatére

d'AUBERT, donc un a-systéme bilatére. Le complexe S = D et ce a-systéme vétifient
les conditions (S), D(D) est égal & G pulsque D engendre G.

Les propriétés des a-idéaux S-fractionnaires montrent que tout a-idéal D-fraction-
naire est un r-idéal de 5{ et réciproquement.

Inversement, soit S un a-systéme 3 gauche défini sur D. Ce a-systéme est bilatére
(cf proposition 5.1. Chapitre I). Le complexe S = D vérifie les conditions (SI),
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(S2), (S3), (S4). Comme D est renversable d gauche, nous avons (proposition 5.3.

chapitre I) aX & aX et XacXa , Va € D,VX e@(n). Si nous supposons le a-sys-
téme?‘> tel que X GaxX , -}_{-a_;ia, les conditions (S5) et (S6) sont alors satisfai-
tes et nous pouvons définir 1'ensemble des a-idéaux D-fractionnaires,ﬁ‘n, associé
5#, en prenant S égal 3 D. G &tant supposé filtrant, D engendre G et les propri-
étés des a-idéaux S-fractionnaires montrent que le a-systéme D-fractionnaire

est un r -systéme de LORENZEN sur G.

D

. Comme nous ne nous limitons pas au cas ol D(S) serait un groupe ordonné filtrant,
dont D serait le cdne positif (et méme dans ce cas), la notion de a-systéme est
plus générale que celle de r-systéme.

5. Comparaison entre les notions de a~idéal S-régulier et de D-id&al d'ASANO dans

R e e e ke T e T e e T

le cas des demi-groupes.

R O o R Y

Soient D un demi-groupe unitaire, S un complexe de D vérifiant les conditions
(s1), (s2), (s3), (S4),5‘- le d-systéme 3 gauche sur D (les conditions (S5) et (S6)
sont alors satisfaites), D(S) le demi-groupe des fractions 3 droite de D relative~

ment 3 S. D(S) peut &tre considéré comme "demi-groupe-quotient' de D selon S. Nous

allons comparer les notions de d-id@al S-régulier et de D-idéal au sens d'ASANO.
Rappelons les définitions des notions que nous utiliserons:

a) Un'brdre" de D(S) est un sous-demi-groupe unitaire E de D(S) tel que
D(S) soit demi-groupe-quotient de E selon J{1E, J étant l'ensemble des &léments de
D(S) inversibles dans D(S) (cf [2], p. 17 , ou (23], p. 84).

b) Un ordre E est "régulier" si, x € D(S), il existe des Eléments a et b
de E inversibles dans D(S), tels gue xEa € E, bEx € E (cf.(2],p-19, ouf23},p. 87).

c) Un ordre E est "maximal" si tout ordre F contenant E, pour lequel il
existe des éléments a, b, a', b' de D(S) inversibles dans D(S) tels que aFb & E et
a'Eb" S F, est &gal 3 E (cf[2], p. 18, ou[23], p. 86).

d) E étant un ordre de D(S), un'E-iddal 3 gauche" de D(S) est un sous—en-
semble A de D(S) contenant un &lément inversible dans D(S), tel que EAC A, et tel
qu'il existe un élement a € D(S), inversible dans D(S), satisfaisant 3 Aa&E ( cf
EZ], p. 17, ou [23], p. 84).

Remarque 5.1. D est un ordre régulier de D(S).

D est un ordre de D(S) car D est un sous-demi-groupe unitaire de D(S), et D(S)
peut étre considéré comme le demi-groupe-quotient de D selon J{ 1D, J désignant
1'ensemble des éléments de D(S) inversibles dans D(S). De plus, Vds"le D(S), 1les
relations ds_le = dD &D et sDds~1 = Dd'& D (o@ d' est tel que sd = d's) montrent

que 1'ordre D est régulier.

Proposition 5.1. L'ensemble des D-id&aux 3 gauche (au sens d'ASANO) de D(S)
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coincide avec l'ensemble des d-id8aux 3 gauche S-réguliers de D(S).

a) Un D-idéal 3 gauche de D(S) est un d-idéal 3 gauche S-régulier. Soit A

un D-idéal 3 gauche de D(S). Il existe un &lément ds~! inversible dans D(S) tel que
Ads"lc;:._ D. Posons Ads~l = B et désignons par d't~1l 1'inverse de d dans D(S). Nous
avons alors A = Bsd't™l, avec BE D, d'€ D. Si C = Bsd', alors A = Ct'l, avec
C< D. Un D-idéal 3 gauche est donc un complexe S-fractionnaire. Comme de plus
DA < A implique DCE& C, C est un d-idéal 3 gauche de D et A est un d-idéal S-frac-
tionnaire. Ce d~idéal est S-régulier puisqu'il contient (par définition d'un D-idé-
al) un élément inversible dans D(S).

b) Un d-idéal 3 gauche S-régulier est un D-idéal 3 gauche de D(S). La vé-
rification est immédiate.

Remarque 5.2. ASANO. a défini 1'ordre 3 gauche X d'un D-idéal 3 gauche X comme
1'ensemble des x € D(S) tels que x X;X et a montre que cet ordre 3 gauche était
un D~idéal 3 gauche (d'oil notre notation X ) et un ordre contenant D, équivalent a
D (en ce sens qu'il existe a, b, a', b' invefsibles dans D(S) tels que aigb &D et
a'Db'< ig)' On vérifie facilement que ig =x.X 1 s'agit du résiduel dans r(-s‘s)).

Remarque 5.3. L'ordre 3 droite Xy d'un D-idéal & gauche X est l'ensemble des
x € D(S) tels que )‘i x & X. C'est un complexe S-fractionnaire, contenant un &lément
inversible dans D(S), mais ce n'est pas, en général, un d-idéal 3 gauche (ou 3 drot

te) S-fractiomnaire.

si X est un D-idéal bilatére, 1l'ordre a droite X de X est un d-idéal bilatére
S-régulier contenant D, et Xd = X. X.

Remarque 5.4. Wétant le d-systéme bilatdre sur D, & un d-idéal bilatére S-ré-
gulier, nous pouvons définir deux résiduels 3 droite de X par }?, suivant que 1'on
considére X comme &lément de r@fs) ou comme élément de r(ﬁ;). Ces deux résiduels

sont &gaux. Il en est de méme des deux résiduels 3 gauche de X par £.

Proposition 5.2. Si X est un d-idéal 2 gauche S-régulier contenant D, il y a é-
quivalence entre:
a) % est un sous—-demi-groupe de D(S),
b) X est un ordre de D(S),
c) X est idempotent pour la multiplication des d-idéaux S-réguliers,
d) =X .%.
a) &=»b): conséquence de la définition d'un ordre car D(S) est un demi-groupe-~
-quotient de D selon JM X.
a) &c): Si X est un demi-groupe, %.X gx. De plus D &tant unitaire et contenu
dans X nous avons X CX X, done X. X = X , autrement dit %X = %. Inversement, si b q

a~ A PPN

est idempotent, XoX = X.X = X, et X est un demi-groupe.
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a)&=>d): car X% = ig , et ASANO a montré (cf [2], p. 18) que X_C;ig était

~

équivalent 3 la propriété a).

Proposition 5.3. Il y a Equivalence entre:
a) D est un ordre maximal de D(S),
b) Si X est un d-idéal 3 gauche S-régulier contenant D et possédant 1'une
des propriétés équivalentes de la proposition 5.2., X est égal a D.
c) Le demi-groupe des d-idéaux bilatéres S-réguliers est intégralement

fermé,

~

d) Le demi-groupe des d-idéaux 3 gauche S-réguliers est intégralement fer-

mé 3 gauche.

a) ==yb): Si D C % =Xs"1 et si X est un ordre de D(S), X est équivalent 3 D,

car eDegi eteXs <D ( e étant 1'élément unité de D), donc X=DsiD est un
ordre maximal de D(S).
b) ==Dc): Si X est un d-idéal bilatére S-régulier idempotent,

déré comme un d-idéal 3 gauche S-régulier idempotent. Si de plus

X peut &étre consi-
X contient D, X
est par hypothése €gal & D. Par suite le demi-groupe des d-id&aux bilatéres S-régu-
liers ne posséde pas d'éléments idempotents contenant strictement D, il est donc
intégralement fermé.

c)&>a): ASANO a montré (cf [2], p. 18) que D est un ordre maximal si, et seu-
lement si D est 1l'ordre 3 droite et l'ordre 3 gauche de tout D-idéal bilatére, au-
trement dit a) et c) sont &quivalentes.

b) &pd): r(«us) est résidué 3 gauche et posséde un &lement unité a gauche, D.
On démontre comme dans le théoréme 8 de [13], p. 162, que pour que r(ﬂ’-s) soit
intégralement fermé d gauche, il faut et il suffit qu'il n'y ait pas dans réfq's)
d'éléments idempotents contenant strictement D, donc b) et d) sont des propriétés
équivalentes.

Remarque 5.5. wétant le d-systéme bilatére défini sur D, si D est @S/—normal (cf
définition 2.1. chapitre IV), en particulier si D est @;—dedekindien (cf défini-
tion 2.1. chapitre III), r(ﬁg) est intégralement fermé, et D est un ordre maximal

de D(S).
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CHAPITRE III

Demi-groupes ﬂ’s-dedekindiens

~ o

Dans ce chapitre, D désignera un demi-groupe multiplicatif avec &lément unité,
55‘ un a-systéme bilatére sur D, S un complexe de D contenant des &léments non in-
versibles dans D. Nous supposerons que S et Hvérifient les six conditions (S) du
§ 1 chapitre TI. nous nous proposons d'établir des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que le demi-groupe réSi ) des a-idéaux entiers S-réguliers soit un
demi-groupe de Dedekind, ou pour que le demi-groupe rG"s) des a-idéaux S-réguliers
soit un groupe, les deux problémes &tant 1iés. Nous commencerons par &tablir quel-
ques résultats concernant les demi-groupes réticulés ou résidués, résultats qui

nous seront utiles par la suite.

1. Demi-groupes réticulés ou résidués et demi-groupes de Dedekind.

e s e A Y e e

Théoréme 1.1. Un demi-groupe CZ?/
a) contenant un &lément unité, noté D,
b) non entier, résidué 3 gauche et 3 droite, réticulé,
c) dans lequel tout élément premier majore un &lément inversible & gauche,
d) dans lequel tout &lément non entier admet un multiplicateur 3 droite
entier,
e) dont le sous-demi-groupe entier vérifie la condition de chalne ascen-
dante,

est un groupe si, et seulement si,

(GI) les éléments couverts par D sont deux 3 deux permutables,
(G2) tout élément premier distinct de D est couvert par D,
(G3) mest intégralement fermé (A'.A = A.°A =D, WVa eddy.
Lorsque ces conditions sont réalisées f) est un groupe commutatif et le sous-demi-
groupe entier de ®est un demi-groupe de Dedekind.

Les conditfons sont nécessaires:
(GI): c'est une conséquence du théoréme 12 de {13], p. 230.
(G2): c'est une conséquence du
Lemme 1.1. Dans un demi-groupe unitaire, demi-réticulé&, résidué a droite, ol
tout &lément est majoré par un €lément couvert par D, si tout Elément couvert par

D est inversible, tout &lément premier distinct de D est couvert par D.

Si P est premier, distinct de D, non couvert par D, il existe un &lément M cou-
vert par D tel que P { M. Cet &lément M est inversible. Les relations
M(P. M) < P { M = MD montrent que P.'M est entler et, puisque P est premier, que
P."M £ P. D'autre part, MM"1P = P implique P { M(P.'M) , d'od P = M(P."M) et
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DP = P = M(P."M) { MP, ce qui conduit 3 D £ M, d'oli contradiction.
(G3): C'est une conséquence du théoréme 7 de [13], p. 161.

Les conditions sont suffisantes: la démonstration se fera en généralisant celle
de VAN DER WAERDEN concernant les anneaux de Dedekind (cf C27] , tome 2, section 102
déja utilisée par AUBERT (cf [4], p. 30) pour les x-systémes dans le cas commuta-

tif. Cette démonstration utilisera les lemmes suivants:

Lemme 1.2. Dans un demi-groupe avec élément unité D, résidué et intégralement
fermé, D.'X = D*.X , ¥ X.
D.’X = (X*.X).'X = (X."X)*.X =D".X
Lemme 1.3. Dans un demi-groupe unitaire réticulé, dont le sous-demi-groupe en-
tier vérifie la condition de chalne ascendante, pour tout &lément entier A, il
existe un nombre fini d'éléments premiers Pl’ PZ’ coey Pn tels que

PP, ...2 A, AgLP ,Viel[l, n].

-

Démonstration analogue & celle de VAN DER WAERDEN, lemme 1, ou & celle de AUBERT,

lemme 1.

Démonstration du théoréme: les hypothéses sur W et les conditions (G) impliquent

que mast un groupe.
a) pour tout &lément premier P, distinct de D, on a D <p.’P.

P contient un &lément A inversible 3 gauche, donc tel que (D'.A)A = D,
et 1'on démontre comme -dans VAN DER WAERDEN (lemme 3) ou dans AUBERT (lemme 2) 1'
existence d'éléments premiers P2’ ey ?n tels que PB é A 41’, avec
B = P2P3 oo Pn$A. Si B = D, nous avons P = A, d'oi (D°.P)P = D si D.°P &tait &-
gal 3 D, cecl entralnerait P = D, d'oll contradiction, donc D {D.'P . Si B # D, la
formule X(Y".2) £ (XY)'.Z (cf[24], p. 328) donne PB(D'.A) < (PBD)'.A =
(PB)".A< A".A = D et B(D'.A) £ D."P, d'oi B £ (D."P)A. Comme B $'A, D.'P est dis-

tinct de D, donc encore D £ D.'P .

b) Tout &lément premier est inversible.
On démontre-comme dans AUBERT (lemme 3) que D.°'P , qui est égal i D°.P,

est 1'inverse de P.

c) Tout élément entier de ﬁ' est inversible, et le sous-demi-groupe entier

de ﬂ est un demi-groupe de Dedekind.
Raisonnement analogue @ celui de VAN DER WAERDEN, théorémes 2 et 3,

d) ﬂest un groupe
S1 F€& ﬂ, F admet un multiplicateur a droite entier G, par hypothése,

comme FG et G sont inversibles, puisque entiers, il en est de méme de F.

Proposition 1.1. Danswn demi-groupe entier, résidué a droite,w/, dont D est
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1'élément unité, entre les conditions

(C1) & droite A {B ======3 JC tel que A = BC ,

(C'1) a droite A { B ==>B(A.'B) = A,

(C2) 3 droite A B D =—=A<A.'B,

(¢) a droite A BED ===3Je tel que A {C et A = BC,
nous avons les relatdons

a) (Cl) 3 droite &=$(C'l) i droite

b) () & droite ¢&==>(Cl) a droite et (C2) a droite,

c) (Cl) a droite et la régle de simplifieation 3 droite impliquent (C2)
3 droite, donc (2) & droite.

Les démonstrations sont immédiates. Notons que (Cl) 3 droite et (¢) 3 drotte ont
un sens dans un groupolde ordonné entier, ce sont les conditions (¢') 3 drdite et
(¢) 3 droite de [13], p. 219 et 221. On a une proposition analogue pour un demi-

groupe entier résidué 3 gauche.

Proposition 1.2. Dans un demi-groupe réticulé avec &lément unité D, tout &lément

couvert par D est premier.
C'est le théoréme 8 de E13], p. 143,

Proposition 1.3. Dans un demi-groupe entier, ré&sidué & droite, ol tout &lément
distinct de 1'élément unité D est majoré par un &lément maximal, vérifiant (C2) 3

droite, tout &lément premier distinct de D est maximal.

Si P est premier, distinct de D, non maximal, il existe un &lément maximal M tel
que P { M. Nous avons M(P.'M) £ P avec P premier, donc P.'M £ P, en contradiction
avec 1'inégalité P £ P.'M donnée par (C2) & droite.

Nous savons (cf [13], p. 219) que dans un gerbler entier satisfaisant 3 la condi-
tion (Cl) d'un cSte et 3 la régle de simplification de 1'autre, les &léments maxi-
maux sont permutables. Nous allons indiquer d'autres conditions qui, jointes 3 1'

une des conditions (Cl), assurent la permutabilité des &léments maximaux.

Proposition 1.4. Dans un demi-groupe entler, réticulé , ré&sidué a droite, véri-

fiant (Cl) 3 droite, les éléments maximaux sont deux 3 deux permutables.

M et N &tant deux &léments maximaux distincts, la relation NM £M implique
M.°N = M et la relation MN M entralne MN.'N { M.'N = M, d'ol N(MN.'N) < NM. Or,
(C'1) 3 droite, équivalente 3 (Cl) 3 droite, donne N(MN,'N) = MN , de sorte que
MN £ NM, et par suite MN = NM puisque M et ‘N jouent le méme rSie.

Proposition 1.5. Dans un demi-groupe entier, réticulé, ol tout élément distinct
de 1'élément unité D est majoré par un &lément maximal, vérifiant la condition (Cl1)

d'un c6t€, les &éléments maximaux sont deux 3 deux permutables.
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Supposons, par exemple, (Cl) 3 droite vérifiée. M et N étant deux éléments maxi-
maux distincts, il existe un &lément A tel que MA N = MA. Cet &lément &tant dis-
tinct de D est majoré par un élément maximal P, d'oi MV L MAN =MA L MP L P,
Comme P est premier, M, N, P maximaux, ceci entraine M = P ou N = P,

Si M =P nous avons MY E M AN <M , et M2 = MUV M2 = M(NV M) = MD = M,
11 existe, (Cl) i droite &étant vérifiée, un &lément B tel que A = MB car AL P = N,
d'oi MAN = MA = M?B = MB = A. Il en résulte successivement A <N, MA £ MN,
MM MAN=MALMN , ML MAN = MN.

SIN=P, MNéM/\N = MA £ MN, et nous avons encore NM { MA N = MN,

Comme M et N jouent le méme rdle, MN = NM = M AN,

Madame DUBREIL-JACOTIN a montré (cf [13], p.224, théoréme 8) que '"la condition
nécessaire et suffisante pour qu'un gerbier entier T, dont les &léments maximaux
sont deux 3 deux permutables, soit un demi-groupe ordonné de Dedekind est que T sa-
tisfasse 3 la condition (¢) d'un cOté et 3 la condition de chalne ascendante". La
proposition 1.5. montre que dans cet &noncé on peut supprimer 1'hypothé&se "les &lé-
ments maximaux sont deux & deux permutables" i condition de remplacer le gerbier
@ui est un demi-groupe demi-réticulé) par un demi-groupe réticulé. De fagon précise
nous avons le

Théoréme 1.2. Un demi-groupe entier MSt un demi-groupe de Dedekind si, et seu-
lement si,

a) West réticulé,
b) O¥verifie 1a condition (¢) d'un coté,

c)ﬂ’vérifie la condition de chalne ascendante.

Les conditions sont nécessaires (cf [13], p. 224, théorémes 7 et 8). Elles sont
suffisantes car les éléments maximaux sont deux 3 deux permutables en vertu de la

proposition 1.5,

Théoréme 1.3. Un demi-groupe entier W est un demi-groupe de Dedekind si, et seu-
lement si,
a) Q/est réticulé,
b) MVvérifie la condition (Cl) d'un cdté,
c) tout élément distinct de 1'élément unité est le produit d'un nombre fi-

ni d'éléments maximaux.

Les conditions sont nécessaires. Elles sont suffisantes car les €léments maximaux
sont deux 3 deux permutables d'aprés la proposition 1.5. De plus la décomposition
d'un &lément distinct de 1'élément unité en produit d'&léments maximaux est unique
(théoréme d'unicité de[13], p. 221). Remarquons que la condition (Cl) d'un cdté
est plus falble que la conditton (¢) d'un coté.

Remarque 1.1. Un demi-groupe entter ayant les propriétés a) et c) du théoréme 1.3,



DEMI-GROUPES )"S-DEDEKINDIENS 51

n'est pas nécessairement un demi-groupe de Dedekind. Par exemple le demi-groupe @’
engendré par trols &léments D, M, N tels que
w-u,=N,0=0=x,Vxedy,
ordonné en posant
Mm<M<D, MNKNLKD,
0™ < Ham® L O™ < (™ pour n B 1,
o™ o M N 0™ ¢ " pour n 1,

est un demi-groupe possédant les propriétés a) et c), mais n'est pas un demi-grou-

pe de Dedekind puisque les &léments maximaux, M et N, ne sont pas permutables.

Toutefois un demi-groupe entier ayant les propriétés a) et c) du théoréme 1.3.

est tel que
d) tout élément premier distinct de 1'&lément unité est maximal,

e) M et N &tant deux éléments maximaux 1l'une au moins des inégalités
MN é NM, MM MN est vérifiée,

f) les inégalités MN ¢ X £ NM impliquent 1'existence de deux entiers p et
q, strictement positifs, tels que X = NPl

2. Demi—groupesdg dedekindiens.

B - L L T R

Nous allons appliquer les résultats du paragraphe l. en prenant comme demi-
groupe K1e demi~groupe r(P(’S) des a-id@aux S-réguliers, ou le demi-groupe r(ﬂ)

des a-idéaux entiers S-réguliers.

Définition 2.1. D sera dit "_8’8- dédekindien" si ré#) est un demi-groupe de
Dedekind.

Définitions 2.2.
a) Un "a-idéal S-régulier premier" est un a-idéal entier P , S-régulier,

tel que Xo Y & P implique X=P ou Y P . X et Y &tant des a-idéaux S-réguliers
entiers.

Un a-idéal entier qui est un a-idéal premier de9" et qui est S-régulier est un
a-idéal S-régulier premier. Inversement P &tant S-régulier premier est un a-idéal
premier dans S, car T =P ( X et ¥ entlers mais non nécessairement S-réguliers)
implique (X + B)o(¥ + P) =P , d'od, X + P et ¥ + P &tant S-réguliers et P S-régu-
lier premier, X + P&P ouY¥ + PP et finalement <P ou YT <P , et P est
bien un a-idéat premier de .ﬂ.

b) Un "a-idéal S-régulier maximal'(ou "couvert par D") est un &lément ma-

ximal de 1'ensemble des a-idéaux entiers S-réguliers distincts de D.

Remarque 2.1. L'existence des a-id8aux S-réguliers maximaux est assurée si r(v%

vérifie la condition de chaine ascendante, ou si le a-systéme est de caractére
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£ini (proposition 4.3. du chapitre I) car nous avons supposé que S contenait des
8léments non inversibles dans D (s &tant un &lément de S non inversible dans D,

8 = Ds est S-régulier et distinct de D).

Pour que les a-idéaux S-réguliers maximaux soient deux 3 deux permutables, il
suffit, d'aprés les propositions 1.4. ou 1.5. que r(‘y-) vérifie dla condition (C1)
d'un cOté.

Théoréme 2.1. Lorsque rw-) vérifie la condition de chalne ascendante, le demi-

groupe T S) est un groupe si, et seulement si,

(Gl) 1les a-idéaux S-réguliers maximaux sont deux 3 deux permutables,
(G2) tout a-idéal S-régulier premier, distinct de D, est maximal,
(G3) r(ﬂs') est intégralement fermé.

Lorsque ces conditions sont satisfaites r(-xg) est un groupe commutatif et D est

s—dedekindien.

I1 suffit d'appliquer le théoréme 1l.1. Les conditions a), b), c) et d) sont véri-
figes: pour ¢ i1 suffit de remarquer que si s € s(\P , P étant S-régulier premiey
P majore le a-idéal s inversible dans r( s), pour d) 11 suffit de remarquer que
fs=XT&SD, si X = X"s"1.

Théoréme 2.2, D est SL—dedekindien si, et seulement si,
a) r(‘d’) vet:lfie la condition (Cl) d'un coté,
b) tout a-idéal S-régulier entier distinct de D est un produit de a-id&aux

S-réguliers maximaux.
I1 suffit d'appliquer le théoréme 1.3, 3 W’- resh).

Théoréme 2.3. D est ’t—dédekindien si, et seulement si,
a) rd—) vérifie la condition (¢) d'un coté,
b) r(-") vérifie la condition de chalne ascendante.
I1 suffit d'appliquer le théoréme 1.2, 3 = r 5.
Théoréme 2.4. D est ﬁ‘s—dedekindien si, et seulement si,
a) rw-) vérifie la condition de chalne ascendante,
b) r(A#'s) est un groupe.

Ces conditions sont nécessaires: Un a-idéal S-régulier maximal M est premier et
contient un &élément s de S. Par suite M figure dans la décomposition de s en pro-
duit de a-idéaux S-réguliers maximaux: 8 = MoZ (ol Z est un produit de a-idéaux
S-réguliers maximaux), d'od MeZes™! = D. Ceci montre que M est inversible dans
,_.(,ﬂ—) puisque, r("‘-) étant commutatif, il en est de méme de r@*) Ainsi, tout
a-1déal S-régulier maximal est inversible. Si X = X's~l est un a- ideal S-régulier,
X est inversible dans r("—) puisque X=%5 1 , X' &étant un produit de a-idéaux

P
inversibles et s~1 &tant inversible. r -%) est bien un groupe. Nous savons en
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outre qu'un demi-groupe de Dedekind vérifie la condition de chalne ascendante.
Ces conditions sont suffisantes d'aprés le théoréme II de [13], p.230.

Théoréme 2.5. Si r(ﬂ) vérifie la condition de chafne ascendante, 1l y a équi-
valence entre
a) r¢ S) est un groupe,
b) r(,ﬂ—) vérifie la condition (Cl) d'un cdté et la régle de simplifica-

tion du mé€me cOté.

a) ==%b): C'est une conséquence des théorémes 2.4, et 2,2,
b) = a): r(}" ) est un demi-groupe de Dedekind d'apré&s la proposition 1l.l.c)

et le théoréme 2.3. et r(ﬂs) est un groupe d'aprés le théoréme 2.4,

Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau intégre,g' le k-systéme défi-
ni sur D, S 1'ensemble des &léments non nuls de D, pour que t(rd‘ ), qui est 1l'en-
semble des idéaux non nuls de 1'anneau, soit un demi-groupe de Dedekind, il faut et
11 suffit (cf [II], P. 32) que tout idéal entier non nul et distinct de D soit un
‘produit d'idéaux premiers. La démonstration de COHEN ne semble pas s'8tendre au cas

" d'un anneau non commutatif, et a fortiori au cas plus général oli nous nous plagons
Toutefois, si nous supposons vérifiées la condition (Cl) d'un cSté et une autre
condition (soit (C2) du méme c6té, soit (Cl) de l'autre cdté, soit que tout a-idéal
S-régulier maximal est inversible dans r(-#s)) le résultat est encore valable.

Ceci fait 1'objet des trois théorémes suivants:

Théoréme 2,6. D est}‘s—dedekindien si, et seulement si,
a) tout a-idéal S-régulier entier est un produit de a-idéaux S-réguliers

premiers,
b) r(vd) vétifie la condition (¢) d'un coté.

Les conditions sont nécessaires. Elles suffisent car les a-id@aux S-réguliers
premiers distincts de D sont alors maximaux et il suffit d'appliquer le théoréme
2.2,

Théoréme 2.7. D est "S-dedekindien si, et seulement si,
a) tout a-idéal S-régulier entier est un produit de a-id@aux S-réguliers
premiers,
b) r(«#) vérifie les conditions (Cl) 3 droite et (Cl) & gauche.

Ces conditions sont nécessaires. Elles suffisent:
a) les a-idéaux S-réguliers premiers sont deux i deux permutables., P et Q

étant deux a-idéaux S-réguliers premiers, et .°' le symbole de la résiduation 3
droite dans r(-”—) (ou dans %, mais non dans r()"s)), les relations PoQ ga et

Qo [(?oﬁ).'Q]Q Qe [f’.'ﬁ] et la condition (Cl) & droite, &quivalente & (C'I) i droite
donnent Foac_éo[i.'é]. Mais P.°'Q = ﬁl © vee o R

L ol les l-{i sont S-réguliers pre-
miers, et 6'3[1-’6] € P donne 60§1° . of(n‘; P.
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Si (-2¢1-5, il existe alors un indice i tel que Eigii et nous avons

ReFcF. =Ko o R SR CF ,

de sorte que f»‘.'ﬁ = P et la relation PoQ& Qo[P Q] &tablie precédemment donne
PoQ ©QoF. Atnsi QP et 1>¢Q impliquent Peqd = QoP.

si P CQ, nous avons Q¢P, donc PoQ & QoP. La condition (Cl) 3 gauche entralne
1'existence de X tel que P = XoQ et P est de la forme V1° cee0 \—/m" Q , ol les ‘71
sont S-réguliers premiers. Comme (.2¢1-’, il existe un indice j tel que

VJ_C_P = Vlo eee0 V ° ﬁgvj ,d'oi PecPQaPet? = §o(—2g6°1-’gf.

Nous avons alors PeQ = QoF .

b) Les demi-groupes r(}(—) et r(-#) sont donc commutatifs,

c) r"‘-s) est un groupe, P &étant un a-idéal S-régulier premier, contient
un &lément s de S. Le a-idéal s peut s'écrire s ',P]_ ces © Ph’ ol les Pi sont
S-réguliers premiers, Comme s est inversible dans le demi-groupe commutatif r(
les a-idéaux 1-,1 sont inversibles dans r(r”s). De plus flo voe °f‘hQ§ implique
1'existence d'un indice i tel que 1-’19 P. S1 P = l_’i , P est inversible. Sinon,

1'inclusion PiC. P implique, d'aprés 1'alinéa a), Pi = PiOP et P = D puisque Pi

S)'

est inversible. Comme tout a-idéal S-ré@gulier premier est inversible, il en est de
méme de tout a-idéal S-régulier entier et de tout a-idé@al S-régulier.

d) D est‘“‘s-ededekindien. Si P est S-régulier premier distinct de D, P est
maximal ear P €= Q implique P = PoQ (alinéa a)), d'oli Q = D pulsque r(ngls) est un

groupe. Le théoréme 2,2, permet d'achever la démonstration.

Théoréme 2.8. .g' étant de caractére fini ou r(‘ﬂ—) vérifiant la condition de
chalas ascendante, D est wd’s-dedekindien si, et seulement si,
a) tout a-idéal S-régulier entier est un produit de a-idéaux S-réguliers
premiers,
b) r(ﬂ-) vérifie la condition (Cl) d'un cdté,
c) tout a-idéal S-régulier maximal est inversible dans r(-’*).

Ces conditions sont suffisantes d'aprés le théoréme 2,2, car tout a-idéal S-régu-
lier entier, distinct de D, est contenu dans un a-i1déal S-régulier maximal et tout
a-idéal S-régulier premier distinct de D est S-régulier maximal d'aprés le lemme
1.1.

On sait (cf [II], p. 33) qu'un anneau int&gre est un anneau de Dedekind si, et .
seulement si, tout idéal premier non nul est inversible dans 1l'ensemble des id&aux

fractionnaires. Nous avons ici le

Théoréme 2.9. D est«"’-dedekindien, si et seulement si,
a) r(S) vérifie la condition (Cl) d'un cOté,
b) r(ﬂ-) vérifie la condition de chalne ascendante,
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c) tout a-idéal S-régulier est inversible dans r(Jalb).

Ces conditions sont suffisantes: le lemme 1.1. montre que tout a-idéal S-régulier
premier est S-régulier maximal. De plus tout a-idéal S-régulier entier est un pro-
duit de a-id@aux S-réguliers premiers (raisonnement analogue 3 celui de [gi], tome

II, p. 85). Le théoréme 2.8. permet d'achever la démonstration.

Remarque 2.2. Si D est commutatif, on peut supprimer la condition b) dans 1'&non-
cé du théoréme 1.3. de sorte que dans les énoncés des théorémes 2,2,, 2.8. et 2.9.

on peut supptimer respectivement les conditions a), b), a).
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CHAPITRE 1IV.

Deni-groupes ¥ o-nommaur,

Nous ferons les mémes hypothéses qu'au début du chapitre III. Nous nous proposons
d'étudier 1'ensemble-quotient de r(J;‘ ) modulo 1'&quivalence d'Artin. Nous cher-
cherons, en particulier, 3 quelles conditions cet ensemble-quotient est un groupe,
i quelles conditions le sous-demi-groupe entier de cet ensemble-quotient (lorsque
ce dernier est un demi-groupe) est un demi-groupe de Dedekind, ce qui nous condui-
ra 3 étendre la S-normalité de GUERINDON. Nous commencerons dans le paragraphe 4.1.
par &tudier 1'équivalence d'Artin dans un gerbier, non entier, ol la multiplication
n'est pas supposée commutative. Dans le cas ot cette multiplication est commutative

cf [13], p. 240 et sq.
1. Equivalence d Artin.
Nous désignerons par G un gerbier avec &lément unité D, non entier, ré&sidué,

oli la multiplication n'est pas supposée commutative.

p P
Définition 1.1. L equivalence D.'X = D.'Y,

Y () e §
D'.X = D'.¥,

sera appelé'l'équivalence d'Artin". La classe de X(X & G) sera notée CL(X).

Les équivalences AD(X Y&EPD.'X = D.'Y) et DA (X =Y&=D".X =D".Y)
sont des équivalences du "type A" &tudiées par MOLINARO (cf [24] ) etd = ADnDA.

Proposition 1.1. L'équivalence d'Artin est réguliére par rapport i l'union. Tout
€lément congru 3 un &lément entier est entier. En particulier C1(D) est formée d'é-

léments entiers.

Les équivalences A‘D et -A sont en effet réguliéres par rapport 3 1l'union (cf [24]
p. 330). Enfin X < D et x Y(A) impliquent Y < D°.(D.'Y) = D*.(D.°X) < D".D = D.

Si la multiplication dans le gerbier G est supposée commutative, on sait que
chaque classe modulo (L contient un &lément maximum et que 1'8quivalence d'Artin est

réguliére par rapport d la multiplication. Dans le cas non commutatif les deux pro-

positions ci-dessous donnent des conditions suffisantes pour qu'il en soit ainsi.

Proposition 1.2. S5i G est conditionnellement complet (en tant que demi-treillis)

chaque classe modulo d,contient un &lément maximum.

ﬂ) et 'y étant les classes de X € G modulo AD et A, @ﬂg admet un plus petit
majorant X" , puisque majoré par D.'(D’.X) (ou par D +(D.’X)). Les inegalites
x < X" £ D.°(D*.X) donnent, gr&ce 3 la convexité des classes, X = x* ( A) On a de
néme X = X" (AD), d'od X = X* (A) et x* est élément maximum de C1(X).
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Définitions 1.2. Le gerbier G sera dit )
a) "Symétriquement résidué" si D.°(D'.X) = D°.(D.'X), VX €.,

an

b) "&quirésidus" si D.'X = D".X , V'x €¢.

Si G est &quirésidué, on pourra écrire D:X au lieu de D.°'X ou D°.X.

Proposition 1.3. Entre les conditions
(R1) G est intégralement fermé,
(R2) G est équirésidué,
(R3) G est symétriquement résidué, (D.'X = D*.X'

(R4) V X € G, 11 existe X' et X" tel que (
(D°.X = D.'X"

(R5) CZ. est réguliére (pour la multiplication) et toute classe modulo &
contient un élément maximum,
(R6) L est réguliere,

nous avons les implications

(R4)
(R1) % (R2) = (R3) <( )>(R6)
RS

(R1) ===} (R2); grace 3 la formule (A.'B)°.C = (A°.C).'B .

(R2) === (R3), démontration immédiate.

(R3) === (R4), D.°X = D.'[n'.(n.'x)J - D'.[D.'(D.'x)] , 11 suffit de prendre
X' = D.°(D."X). On voit de méme qu'on peut prendre X" = D°.(D°.X).

(R3) ==¥(R5), car (R3) est une condition nécessaire et suffisante pour que
Ap = ph-

(R4) ==>(R6), nous nous appuierons sur le

Lemme 1.1. Pour que AD soit réguliére 3 gauche, il faut et il suffit que, pour
tout X € G, il existe Z ¢ G tel que D.'X = D°.Z, autrement dit que 1l'ensemble des

résiduels 3 droite de D soit contenu dans 1l'ensemble des résiduels 3 gauche de D.

La condition est nécessaire: S1 Y = D.'X et si Y' = Y(AD), nous avons, Aj étant
réguliére 3 gauche, XY = XY' (AD), d'od
DLY.'Y = (D."X)."Y = D."(XY) = D."(XY') = (D."X)."Y' = Y.'¢Y'
et Y' =Y'D LY'(Y.'Y) L V.
Ainsi D;°X est maximum dans sa classe modulo AD’ donc D.°'X = D'.[D.'(D.'X)J et nous
pouvons prendre Z = D, (D.°X).

La condition est suffisante: Si Y
D.°(XY) = (D."X).’Y = (D°.Z).°Y = (D.'Y)'.Z = (D."Y")".Z = (D'.Z).'Y'= (D.'X).°’Y' =

= D,"(XY') , et A est réguliére a gauche:

Y'(Ap), nous avons

Comme AD(resp. DA) est réguliére 3 droite (resp. 3 gauche) (cf [24] ), (R4) donne

une condition nécessaire et suffisante pour que AD et DA soient réguliéres des deux
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cOtés, donc une condition suffisante pour que A soit réguliére.

Remarques 1.1.
a) Si G est conditionnellement complet (en tant que demi~treillis), (R5)
et (R6) sont équivalentes.
b) Si G est commutatif, (R2) est satisfaite., donc (R3), (R4), (R5) et
(R6) également.
c) (R2) est équivalente 3 la condition
[R'2) xx D =>YXLD.
d) (R3) est équivalente 3 la condition
(R'3) D.'X {D.’Y &= D .X {(D'.Y .
e) (Rl) est équivalente 3 la condition: G est un demi-groupe dz;nomal
d'é&lément. bimaximum D, cf [25] , p. 3.14).

Remarque 1.2. Si A est réguliére, on démontre, comme dans le cas commutatif, que
toute &quivalence régulidre par rapport 3 la multiplication et i 1'union, telle que
la classe de D soit formée d'&léments entiers, est plus fine que 1'équivalence d'
Artin. Une telle équivalence est fortement réguliére supérieurement (cf [13], p.179

théoréme 4).

Proposition 1.4. Il y a &quivalence entre
a) G est symétriquement résidué et (Lest 1'égaiité,
b) V' X, 11 existe Y et Z tels que X = D*.Y = D."Z .

a) implique X = D.°(D°.X) = D*.(D."X), donc b). Inversement b) donne
X=D."(D".X) = D'.(D.'X) et X = X' entralne alors X = X'.

Proposition 1.5. Il y a &quivalence entre
a) (L est simplifiable des deux cdtés,
b) G est intégralement fermé,
c) (A est régulidre et G/A est un groupe.

a) =3b): D {X".X = (DX)".X implique DX £ [(Dx)'.)_(]x £ DX, donc DX = (X°.X)X,
et D =X".X si (dest simplifiable & droite. Comme Cl(D) est formée d'éléments en-
tiers, on en déduit X'.X = D. On verrait de méme que X.'X = D.

b) ==c): (L est régulisre (proposition 1.3.). De plus, nous avons
p*.[x(0."%)] = p."[X{D."X)] = (D."X)."(D."X) = D. On en déduit que CL(D.'X) est in-
verse 3 droite de C1(X). De méme C1(D'.X), qui est égal & C1(D.'X), est inverse i
gauche de .Cl(X), et G/ est un groupe.

c) ==»a): démonstration immédiate.

Remarque 1.3. Si A est réguliére et Cl(X) inversible dans G/a,, 1'inverse de
C1(X) est C1(D.°'X) qui est alors égal i C1(D'.X).

~

Proposition 1.6. S'il existe une &quivalence «_réguliére par rapport 3 l'union
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et 3 la multiplication, pour laquelle la classe de D est formée d'&léments entiers
et telle que G/« soit un groupe, G est intégralement fermé et Ks a.

si X € G et si G/R est un groupe, i1 existe X' € G tel que XX's D(ﬂ) et
X'X = D(@). L'hypoth&se sur Cl(D) et la convexité des classes donnent
xx' QX(D.'X) éD et X(D.'X) = D(ﬂ). De méme (D°.X)X = D(AR ). Ceci ayant lieu
pour tout X de G, nous avons

(D'.X)[D.'(D'.X)]E (R) et E)'.(D.'X)](D.’X)_ : (R,

#'od, R &tant simplifiable, X = D."(D'.X)(R) et X = D*.(0."X) (R). _

SiyY = x(ﬂ ), nous avons Y = D.°(D°.X), d'oi (D°.X)Y éD et Y SD.'S(D'.X). Ainsi
D.*(D*.X) est maximum dans la classe de X modulo A. on voit de méme que D°.(D.°X)

pst maximum dans cette méme classe, ce qui montre que a«est réguliére, G étant
spymétriquement résidué.

Enfin X = Y(A) impliquant D.°(D*.X) = D.°(D".Y), donc X = 1(6(’,), aest plus
fine que K et comme Kest elle-méme plus fine que A nous avons bien @- a . 1ia

proposition 1.5. montre alors que G est intégralement fermé.
Corollaire. Si G est un groupe, {{ n'est autre que 1'égalité.

Proposition 1.7. Il y a &quivalence entre
a) C1(Y) = C1XVY), ‘
b) D."Y {D."X et D'.Y {D".X .

Il est immédiat que a) implique b). Inversement, D.'Y £ D.'X donne
D*.(D."X) £D°.(D.'Y) , donc XV Y D*.(D."Y) et D."Y £D."(XV Y), d'od
D.'Y = D.' (X VVY) puisque Y& XV Y entralne D.’(X VY) £ D.°Y: On montre de méme
que D°.Y £ D*.X implique D*.(XV Y) =D'.Y .

L'ensemble-quotient G/(Z (le demi-groupe-quotient, si ({ est régulidre), sera or-
donné en posant

c1(x) { C1(Y) &> ci(¥) =C1ENY) .

Remarques 1.4.
a) Si G est symétriquement résidué, la remarque 1.1.d) et la proposition

précédente donnent
Cl(X) £ C1(Y) & D.'Y {D.'’X &—>»D'.Y{D .X.

b) X £Y implique C1(X) & C1(Y), mais C1(X) £ C1(Y) implique seulement
X ¢D."(D°.Y) et X £D".(D."Y).

c) Si chaque classe contient un &lément maximum, C1(X) £ C1(Y) implique
X £ ™ . X* et Y* &tant des &léments maxima de Cl(X) et CL(Y).

d) Il y a &quivalence entre les quatre propriétés: X est entier,
C1(x) £ c1(p) , c1(D) £ C1(D.'X), C1(D) £ C1(D".X).

Proposition 1.8. Si (R4) est vérifiée, la relation d'ordre de G/ CL est compati-
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ble avec la structure de demi-groupe de G/CT.

Supposons C1(X) £ C1(Y) et C1(X') £ C1(Y'). Il existe d'aprds (R4) Z tel ‘que
D°.Z = D."'X, ce qui donne
D.°(YY') = (D.'Y). Y' £(D."X).'y' = (D°.2).°Y' = (D.'Y") .Z£(D."X")".Z =

= (D°.2)."X' = (D."X).'X"' = D."(XX') .

De méme, D.°Z' = D".X implique D'.(YY') £D".(XX') .

Proposition 1.9. Si (R5) est vérifiée, la relation d'ordre sur G/ est compati-
ble avec la structure de demi-graupe de G/CZL.

c1(x) € C1(Y) implique X Y , d'od X2£ Y'Z, 2ZX £2Y" et par suite
Ccl(X)c1(z) £ C1(Y)CL(Z) et C1(z)C1(X) £ C1(Z)CL(Y).

Proposition 1.10. Si G est intégralement fermé, il y a &quivalence entre
a) X = Y(Q),
b) X*.Y =D(Q) et Y .X= D(a_,),
¢) X.°Y = D(A) et Y."X = D(A),
d) il existe D' et D" congrus d D tels que D'X = YD".

a) ==3b): G/@ &tant un groupe (proposition 1.5.) X = Y implique D'.X = D'.Y,
Les relations (D°.X)(X'.Y) < D°.Y et X(D'.Y) £ X*.Y (cf [24] , formules 10' et
9') donnent alors Cl(X'.Y) £ C1(D) et C1(D) £Cl(X°.Y), d'ol X'.Y = D. On démontre
de méme la relation Y'.X = D.

b) ==>a): X'.Y = D implique (X'.Y)Y = Y, d'od C1(Y) £ C1(X) car (X'.Y)Y £ X. De
méme Y'.X = D implique C1(X) &£ C1(Y), et par suite X Y.

c) &=>a): raisonnement analogue.

a) é=>d)'. Si D' = Y(D.'Y) et D" = (D.°X)X, D' et D" sont congrus & D et YD"=D'X.
Donc a) =p»d). La réciproque est immédiate.

Proposition 1.11. Si (RS) est vérifiée, toute classe premiére distincte de Cc1(pn}
a pour €lément maximum un &lément premier de G.

Raisonnement analogue 3 celui de [13], p. 245.

Proposition 1.32. G étant intégralement fermé,si une classe distincte.de C1(D)
contient un é&lément premier, cet élément est maximum dans sa classe. La classe d'un

élément premier de G non congru 3 D est une classe premiére.
Raisonnement analogue 3@ celui de [13J,p.245.

Proposition 1.13. Si G est intégralement fermé, le sous-demi-groupe entier de
G/Q vérifie les conditions (¢) 3 droite et (%) 3 gauche.

si C1(X) £ C1(Y) £ C1(D), Z = (D."Y)X est tel que C1(X) £ C1(Z), C1(X)=C1(Y)CL(Z)
De méme (?) 3 gauche est satisfaite.

Proposition 1.14. Si G est réticulé et si (R5) est vérifiée, le demi-groupe G/CT
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est réticulé.

Deux &léments C1(X) et C1(Y) admettent un plus petit majorant égal 3 Cl(X VY) et
un plus grand minorant égal a Cl(X AY *). De plus A &tant régulidre pour 1l'union
et la multiplication et G &tant réticulé, la multiplication dans G/ est distri-

butive par rapport & 1'union.
Remarque 1.5. Si G est rétiéulé et (R6) vérifiée, G/ est un gerbier.

Proposition 1.15. Si (R5) est vérifiée, le demi-groupe G/ est résidué.

G/ est un demi-groupe ordonné (proposition 1.9.). L'&lément c1(x*:.y) (resp.
C1(x*.°Y)) est le plus grand &lément de G/ tel que C1(Z)C1(Y) éCl(X) (resp.
c1(y)c1(z) £ c1(x)).

Corollaire. Si (R5) est vérifiée, Y = Y' implique x*.'v = x*.0y" et xFryzx*euyn

Proposition 1.16. Si A est réguliére et G/@ un demi-groupe ordonné, G/ est

complétement entier fermé si, et seulement si, G est complétement entier fermé.
En effet, "CL(XY) = C1(X)C1(Y) et X £ D" &quivaut & "C1(X) £ C1(D)" .

Proposition 1.17. si @ est réguliére, G réticulé et conditionnellement complet
en tant que gerbier, G/@ est conditionnellement complet en tant que gerbier.

Soit [Cl(Xi)] {e1 Une famille non vide d'éléments de G/C1 majorée par C1l(X). Il
existe (proposition 1.2.) un &lément maximum x* dans Cl(X), cet &lément majore la
famille (Xi) qui admet donc un plus petit majorant M, et Cl(M) majore la famille
El(Xi)Ji . Comme M éx* nous avons C1(M) £ C1(X) et G/QL est conditionnellement
complet en tant que demi-treillis.

De plus l'utilisation de la proposition 1.2. montre que 1'existence de VCl(Xi)
est equivalente 3 1'existence de \/ Xi, et que, si \/ X; existe, \/ Cl(X ) =
c1( 1 Xy). Le fait que G est conditionnellement complet en tant que gerbier

L. [\/ c1x))] \/[c1(Y) c1x)] ,
[\/ c1(x1)] cL(y) \/ [axp.am],

entraine ensuite

chaque fois que les expressions qui y figurent ont un sens.

Proposition 1.18. Si G est réticulé et intégralement fermé, pour que le sous-
demi-groupe entier G/ soit un demi-groupe de Dedekind, il faut et il suffit qu'

il vérifie la condition de cthalne ascendante.

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante car G/C2 est un
groupe, réticulé, commutatif, vérifiant la condition (¢) & droite (cf proposition
1.5., proposition 1,14. théoréme 12 de [13] ,P. 230, proposition 1.13.).
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2. Demi-groupes ‘9" g~Normaux.

B R T T o~ L P

Nous allons utiliser les résultats du paragraphe l. et ceux du paragraphe 1.
du chapitre III, en prepant comme gerbier G, le gerbier r(¢9"s) qui est en fait un

demi-groupe réticulé.

Remarque 2.1. Si 1'équivalence d'Artin, d, dans r(g's) est réguliére

a) toute classe contient un &lément maximum (proposition 1.2.)

b) r(vq’s)/a est un demi-groupe ordonné (proposition 1.9), réticulé
(proposition 1.14), résidué (proposition 1.15), conditionnellement complet en tant
que gerbier (proposition 1.17).

c) toute classe premidre distincte de C1(D) a pour élément maximum un

a-idéal S-régulier premier (proposition 1.11.).

Proposition 2.1. Il y a &quivalence entre
a) r(as) est intégralement fermé,
b) r(‘ﬁ—s) est complétement entier fermé,
c) est régulidre et r(-q—s)/a.— est intégralement fermé,
d) Q est réguliére et r(ﬂg)/@. est complétement entier fermé.

~

(Un demi-groupe unitaire, ordonné, est dit complé&tement entier fermé 3 gauche si
un élément et toutes ses puissances admettent un multiplicateur commun 3 gauche,
cet &lément est entier). C'est une conséquence des résultats du paragraphe l. et du
théoréme 10 de [13]-, p. 165.

Définition 2.1. D sera dit "-ﬂ's-norma " si 1'équivalence d'Artin est réguliére
dans r()" s) et si le sous-demi-groupe entier de r()"s)/a« est un demi~-groupe de
Dedekind.

Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau commutatif ’ﬂ le k-systéme, la
définition ci-dessus coincide avec celle de GUERINDON (cf [15-) s, p. 509). Si X est
un idéal entier S-régulier, nous imposons a X d'étre congru & un produit d'idéaux
entiers S-réguliers }-{1, ceesy }-In , ol Cl(ii) est une-classe couverte par Cl(D). Une
telle classe est une classe premiére et a pour &lément maximum un a-idéal S-réguli-
er premier. GUERINDON impose aux classes de contenir un a-idéal S-régulier premier,
mais alors r(.”’s) est complétement entier fermé (cf (:15], p. 509) donc intégrale-
ment fermé et toute classe distincte de C1(D) qui contient un a-idéal S-régulier
premier est une classe premiére (proposition 1.12) donc couverte par C1(D) (cf[lB]
p. 221, théoréme 4) car le sous-demi-groupe entier de r(;f"s)/a, satisfait a la
condition (¢) des deux cotés.

Théoréme 2.1. Lorsque Lest régulidre et lorsque () Q verifie 1a condition
de chalne ascendante, le demi-groupe r(#s)/a est un groupe si et seulement si,

(Gl) les classes couvertes par Cl(D) sont deux 3 deux permutables,
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(G2) touf.e classe premiére distincte de C1(D) est couverte par C1l(D),
(G3) r(wds)/a— est intégralement fermé.

Lorsque ces conditions sont réalisées r(#sv)/a__ est un groupe commutatif et D

est }S-normal .

I1 suffit d'appliquer le théoréme 1.1. du chapitre III, les hypoth&ses a), b), c)
et d) étant satisfaites. Pour b): si s est un élément de S non inversible dans D,
C1(D.°s) contient strictement Cl1(D) et r(ﬁ‘s)/a est non entier. Paur c): si
C1(P) est une classe premiére, Cl(P) maJore C1(s) qui est inversible dans r(—‘#)/a,
s appartenant 3 S{P. Pour d): si X ¥'s~1 alors Cl(X)Cl(s) c1(X") <c1(p).

Théoréme 2.2. D est #S—normal si et seulement si,
a) r(-"s) est intégralement fermé,
b) (S )/Q vérifie la condition de chafne ascendante.

Ces conditions impliquent que a est réguliére et r(ﬂ )/d intégralement fer-
mé. Par suite r(vd )/Q vérifie la condition (¢) des deux cBtés et r@)/a est |
réticulé. Il suffit alors d'appliquer le théoréme 1.2. du chapitre III i (B=r) AL

Théoréme 2.3. L &tant réguliére, D estA —normal si, et seulement si,
a) r(«9‘) /Q vérifie la condition de chalne ascendante,
b) r(ﬂs)/a_ est un groupe.

Ralsonnement analogue 3 celui du théoréme 2.4. chapitre III.

Théoréme 2.4. a étant réguliére, D estyis-normal si, et seulement si,
a) toute classe entire est un produit de classes premiéres,
b) r(ﬂ—)/d vérifie la condition (¢) d'un coté, ou les conditions (Cl)
3 droite et (Cl) 3 gauche.

-

Raisonnement analogue 3 ceux des th&orémes 2.6. et 2.7. du chapitre III.
On peut également, en supposant dréguliére, énoncer des théorémes analogues aux

théorémes 2.2., 2.3., 2.5., et 2.8, du chapitre III.

Proposition 2.2. Si tout a-idéal entier S-régulier, distinct de D, est contenu
dans un a-idéal couvert par D et si r(g‘s) est intégralement fermé, il y a équi-
valence entre

a) (L est 1'égalits,

b) si M est un a-idéal S-régulier couvert par D, D: M couvre D,

c) tout a-idéal S-régulier couvert par D est un résiduel de D,

d) tout a-idéal S-régulier premier distinct de D n'est pas congru i D,
e) X = D) implique X =D.

a) =b)' M &tant couvert par D, M = D:(D:M) implique M = D:(D:M) donc D & D:M.
De plus D cX it implique M < D: Xc:D et par suite D: X =i = D:(D: M), car X,‘! D.
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Ainsi X = D:ft et D:M couvre D.

b) ==3c): si D couvre M , D:M couvre D, donc ¥ n'est pas congru a D et M &tant
maximum dans sa classe, M = D:(D:M), M est bien un résiduel de D.

¢) ===)d): P étant un a-idéal S-régitlier premier distinct de D, il existe un a-
1déal M couvert par D contenant P. Puisque M est un résiduel de D, M est égal a
D: (D:M) et M n'est pas congru i D et par suite 11 en est de méme de P.

d)=e): Ssi X =D, X4 D, 11 existe un a-idéal M couvert par D tel que )?Eﬁ.
Cet a-idéal est premier et congru & D d'aprés la convexité des classes en contra-
diction avec 1'hypothése d). Donc X =D implique ¥ = D.

e) ==da): I= ¥ implique (proposition 1.10) X* 3 = D, donc ¥ =D et par suite
fo X, done ¥ = X, car % et ¥ jouent le méme réle.

Remarque 2.2. Avec les hypothé&ses de la prcposition précédente, on peut montrer
que chacune des conditions équivalentes a) & e) implique

£) Z couvre D implique D couvre D:Z.

Théoréme 2.5.. I1 y a &quivalence entre
a) D esr,d-s-dedekindien,
b) D est J‘S-normal et (Lest 1'égalité.

a) ==>b): r(.q') vérifie la condition de chalne ascendante et rﬂs) est un
groupe (théoréme 2.4. chapitre III), rQ}(‘ ) est donc intégralement fermé et ¢ est

1'égalité (proposition 1.6) , d'ol D est g-normal.

Proposition 2.3. Si D est g's—normal et M un a-1déal S-régulier entier non congru
a D, 11 y a équivalence entre
a) C1(M) est couvert par Cl(D) et M est maximum dans sa classe,
b) M est premier,
c) M est premier et minimal dans 1'ensemble des a~idéaux S-réguliers pre-

miers.

a) ==>b): c'est une conséquence de la proposition 1.11.

b) ==9a): CL(M) peut s'&crire C1(M)= Cl(ﬁl)Cl(ﬁz) oo Cl(ﬁn) , ol Cl(ﬁl), vee
ves Cl(ﬁn) sont des éléments de r(ﬁf- S)/d couverts par C1(D). Comme r@‘s) est
intégralement fermé, C1(M) est une classe premiére et M est maximum dans sa classe.
Il existe un indice i tel que Cl(ﬁi) é C1(M), d'oii C1(M) est couvert par C1(D).

b)==Jc): Soit P un a-idéal S-régulier premier contenu dans M. Nous avons
C1(P) < Cl(M), d'ou C1(P) = C1(M) et P = M , car a) est vérifige.

Proposition 2.4. Si r(‘q' S) est intégralement fermé et si M est un a-idéal S-ré-
gulier couvert par D, il y a équivalence entre
a) M est inversible dans r(ﬂs),
b) M n'est pas congru i D.

Si M est inversible, son inverse est D:M et D:M est différent de D. Inversement,
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M#D implique DC D:M et M = MoD < Mo (D:M) < D, donc Me(D:M) = D, car Mo(D:M)=M
impliquerait D:M &M:M = D. On verrait de méme que (D:M)oM = D, et M est inversible

dans r(54’s).
Broposition 2.5. .S(Etant de caractére fini, si D est %—nomal et si r(#)

contient un seul a-idéal maximal M, il y a &quivalence entre
a) M est inversible dans r(-#s),
b) M est le seul a-idéal premier de r¢*) distinct de D.

Les propositions 2.3. et 2.4, montrent que a) implique b). Inversement si c1(Q)
est un élément maximal de r(.,d-)/a, (11 en existe, car Cl(s) est strictement con~
tenu dans C1(D) si s est un &lément de S non inversible dans D), P= D:(D:(S) est
1'élément maximum de C1(Q), donc premier et par suite P = M. La proposition 2.4.

montre que M est inversible.

Proposition 2:6. Si D est %—normal
a) D:(Xe¥) = (D:X)o(D:Y),
b) X°.¥ =Xe(D:D),
) X°.¥ =X.'Y,
A X=K et T =27 = . T2R 7 et XY=L
r(‘s"')/ a est un groupe, et Cl(X)Cl(Y) et Cl(X°Y) étant &gaux, il en est de me-
me de leurs inverses, d'ol a). La relation (cf [24] formule 9') X°O'Y) C(XOD) 3=
= .Y donne Ro(D:¥)o% c &°.%).% C %, et par suite, compte tenu de ce que
C1(D:¥) est 1'inverse de C1(¥), c1(X*.¥)c1(¥) = C1(X), donc C1(X'.T)=C1(X)C1(D:¥),
d'od b). La propriété c) se démontre d'une maniére analogue. Enfin £ =X' et ?2?'
donnent D:Y = D:i", puis io(D:f) =i'o(D:?') d'od R*.¥=X"".Y" et %.°¥ ii'
Remarque 2.3. Si r(d—)/a est commutatif, il en est de meme de r(«gl')/a_ car
tout élément de r(-—°¢ )/@ est de la forme C1( X)[Cl(s)] , ot C1(X) et Cl(s) ap-
partiennent 3 r(.ﬁi)/a

Définition 2.2. Soient A un demi-anneau avec &lément unité noté e, P un groupe
commutatif totalement ordonné noté additivement, Cle demi-groupe obtenu en adjoi-

gnant 3 [ un &lément noté +00 et en posant
a {+00, (+4®) + ( +08) = +00 , a + (+00) = (+00) +a-+N,VaeP,

nous appellerons "valuation sur A" une application v de A dans (:, satisfaisant aux

axiomes:
(V1)  v(xy) = v(x) + v(y), A\ X, y€ A,
(V2) v(x) = v(y) === v(xty) D inf [v(x), v(y)] .
V) # V() == v(x+y) = inf [v(x), v()] ,
(V3) v(e) =0,
(V4) v(w) = +00, si A contient un &lément w tel que aw = w, ou tel que
wa = W, Y a € A.
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Remarques 2.4.
a) v(xy) = v(yx) , Vx,y € A.
b) si x est inversible & droite (resp. 3 gauche) et si x-l est 1'inverse
3 droite (resp. 3 gauche) de x, v(x-l) = - v(x)
c) x+y=y implique v(y)< v(x).
d) 1'ensemble des x € A tels que v(x) > O est un sous-demi-anneau unitairg

B de A. Il sera appelé le "demi-anneau de la valuation".

e) si A est un anneau, toute valuation de A considéré& comme anneau (au
sens valmation dans un anneau) est une valuation de A consid&ré comme demi-anneau

(au sens ci-dessus) et réciproquement.

Théoréme 2.6. D est &gg-normal si et seulement si, il existe une famille
(vi) te1 de valuations sur le demi-anneau r(ﬂ's), 3 valeurs dans le groupe additif
de 1'anneau Z des entiers rationnels, satisfaisant aux conditions:
(K1) 1'image de r(-d’s) par v, est Z, Vi,

(K2) OBi = r(9¢), Bi &étant le demi-anneau de la valuation Vys
®)VEe r(}(-s), 1'ensemble des indices 1 tels que vi(i) # 0 est fini,
&) Nier, 3 X G.r(;"'s) tel que vi(i) =1, vj(i) =0s8ijé,i,

Les axiomes (K1), (K2), (K3) ci-dessus correspondent aux axiomes (AK'l), (AKn),

(Al(ul) utilisés par BOURBAKI (cf. [8] s Ps 6) pour définir les anneaux de Krull au

moyen des valuations sur un anneau.

Les conditions sont nécessaires:
a) Définition de vi(i).

D étant .7';-normal, soit [Cl(ﬁi)J la famille des éléments maximaux de rd)/q.

iel
Si X =D, nous poserons vi(i) = O,Vi E€1I.

Ssi i$ D, X entier, i1 existe des entiers 3120, définis d'une fagon unique,

tels que _ aj _ =0
Cl(X) = l I[Cl(Mi)] , avec la convention: [Clv(Mi)] est &gal 3 C1(D).
i

Nous poserons vi(fi) = a,, Vier.

On peut remarquer que, si X et ¥ sont entiers, 8= ¢ équivaut & vi(i) = vi(“l‘)
pour tout i.

siXe r(}‘s), X peut s'écrire sous plusieurs formes &quivalentes, si

=%l aslgm et
nous avons sY' = X" t, d'oli so¥'= X"ot, et comme r(«'g)/a, est un demi-groupe de
Dedekind et un semi~groupe,
- =Ty . =T -
v (s) + v, () = v, @) + vi(t),

donc, vi(f") - vi(-s_) = vi(?-) - Vi(?) s
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donc,v Vi&") - Vi(;) = Vi(Y-r) - vi(?) ’

ce qui est par suite encore é&gal & vi(fr ) - vi(?). Nous poserons alors
vi(i) = vi(x') - vi(s-) , et ceci pour tout i de I.

b) Les vy ainsi définis sont des valuations sur r(ds)

L'axiome (V3) est satisfait d'aprés la &finition de vi(D).

Il en est de méme de (V4) puisqu'il n'y a pas d'éléments w , r()z(’s)/a, étant un
groupe,

L'axiome (V1) est satisfait: X = s IET ety a7t impliquent
ZoY = s_l(i" ° _r)t-l. Or, il existe Z tel que

s o T =z st , d'od XoY = Z(ts) 7L,
de sorte que:
vi(ioi) = vi(i) - vi(ﬁ) = vi(i“',- I - vi(Eo 8) =
=V @ 4 v, @) - v © -G = v ® + v,
Enfin 1'axiome (V2) est satisfait: 1'indice i &tant fixé, si X et ¥ sont entiers,

nous avons

a® = [adp]™ . a@ & a® -[_'<:1(ﬁi)]bi . L@

oll X' et Y' sont deux a-idéaux entiers tels que vi@r ) = vi(?r) = 0.

En supposant a, é b et en posant c; = bi - a; , nous en tirons, (2 stant réguliére
pour 1'addition,

~

AR + 1) = [01(141)] i 1@, oa Z = X' + CRHINEE {I
si a, = b1 , c'est-d-dire si vi(x) - vi(Y), nous avons bien 1'inégalité
vE+D Y tat[v; ®, v,@].

si a; ¢ bi , nous avons X ¢M:I. car viCx_') =0 et car Cl(ﬁi) est une classe pre-
miére, donc a fortiori z¢ ﬁi’ ce qui entratne vi(i) = 0 et par suite

v @&+ D = taf v @ , vwo].
L'axiome (V2) &tant vérifié dans le cas des a-idéaux entiers l'est dans le cas gé-
néral, car, F=Xsl ety a=7sl impliquent v, (X+Y) = vi(f' + YY) - vi(?).

c) Les axiomes (K1), (K2), (K3), (K4) sont satisfaits.

(K1): vi(Mi )-n et vi(D Mi )- -n si n)O,vi(D)-O.

(K3): c'est une conséquence de la définition de vi(i).

(K4): 1 étant fixé, vi(Hi) =1 etv (Mi) =0 sl j# 1 .,

(K2): B étant 1l'intersection des dani-anneaux des valuations Vis X =X's -1 ol
vi(x )-ai . vi(s) - bi’ donne vi(x) =a - bi'

st X € B, les a- b:l. sont positifs ou nuls. Si ay = b1 N V i, alors X'zs, donc

X® D et X € r(.d') Si les ai-bi ne sont pas tous nuls, soit Z le a-idéal produit
(dans un ordre arbitraire) des Mio(ai-bi), ol ay # b;. Alors Zos=X', d'ot Z= X
et X € r(d—) Ainsi B est contenu dans r(«5‘-)

Comme 1la définition des v, montre que r¢-) est contenu dans B, nous avons bien
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Bar(,d-).

Les conditions sont suffisantes:

Soit (vi) tel une famille de valuations sur le demi-anneau r(-ﬁ—s) vétififnt les
axiomes (K1), (K2), (K3) et (K4). Ce dernier axiome montre 1l'existence de Mi tel
que: R N

vy =1, v,M) =0 si §#1.
a) D.‘ﬁi et D'.ﬁi sont distincts de D.

(K2) montre que ﬁ € r(d), d'oi D& D.'M
M' tel que vi(Mi) = -1
Si v (M:L) = a, avec a < 0, le a-idéal Ni = Mi ° (M ) (en posant b = -a) est

{ I1 existe, d'aprés (K1), un a-idéal

tel que. - .
= = '
vj(Ni) 0, et "k(Ni) vk(Mi) sik#3.
Comme il y a au plus un nombre fini d'indices j pour lesquels v (Mi) est non nul,
nous pouvons supposer Mi tel que vj (Mi) 20 pour j # 1.
L'axiome (K2) montre alors que Mic»M1 est contenu dans D, d'ol Mig_— D. Mi et, d'
aprés la remarque 3.2c, vy (p. Mi) <vj (Mi)’ v j.
I1 en résulte vi(D. i)é -1 , donc D. M # D.
Un raisonnement analogue permet de voir que D° 'Mi est distinct de D.
b) vj(D.’Mi) =~1 si j=1, vj(D.'Mi) =0 si j# 1.
j(Mi) *+ vy
-vj(Mi) < vJ(D.'Mi) < o, V 3

puisque DC D.'ﬁi donne vy (D.'ﬁi) < vy (D) = O,Vj. Nous avons alors,

vj(D.°ﬁi) =0, pour j #1, et vi(D.'ﬁi) =0 ou -1.

ﬁi°<D' ‘M,)C D donne v (D.‘ﬁi) 20,V j, soit

Comme vi(D.'ﬁi) = 0 {Impliquerait D.'ﬁit; D, en contradiction avec ce quli a &té

établi en a), nous avons vy (D.'ﬁi) = -1,
On a un résultat analogue en ce qui concerne D'.ﬁi.

Il en résulte que, quel que soit l'entier ratiomnel n, il existe un a-idéal }?1
tel que: N -~
vi(xi) =n , vj(Xi) =0 si j#1.

Q) v @8 = v, 00 = v® , V& er(Hy,Vier

Xo(D. X) S D implique vi(X) + Vi(D X) o, N i, Or, il existe Y tel que
vi(XoY) =0 Vi (si vy (X) =0, Vi i1 suffit de prendre ¥ = D, sinon, {1 2,.
. pletant 1' ensemble fini des indices j tels que vy X) # 0, 11 suffit de pren-
dre Y égal a Xl }220 oxn , ol ij est tel que vk(X)=Osika‘j et
vj(xj) = -vi(x)).

Nous avons donc XeY € D, d'ol Y. % , et ,
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v ® £ oD < v® = -v® V1.
Ainsi, vi(n.°i)-v1(i) ,NRe rds), Yier.
On démontre de méme que:
v (@.%) = -v,® ,Vxer(ﬂs) et 7 terl.
D v® =v @D Vi€ &= x=1D).
vi(i) - vi(‘?) ,Vi implique
v [io(D.'?)] =0 Vi R
donc, Xo(D. Y)CD, soit D. YC D.’% , et par suite D. ‘% - D. Y X et Y jouant 1le

méme rdle. Un raisonnement analogue montre que l'on a aussi D*.X = D".Y.
Ainsi i':' Q). La réciproque est une conséquence de c¢).
e) D est -g" g normal.
Les résultats obtenus en c) et d) montrent que r(-g') est &quirésidué

(%o (p*.%) = D donne D° .i;D.'X de méme (D.'i)oigb donne D.'i QD'.i, d'ol
D.'R = D*.X). Ainsi 1'&quivalence d'Artin dans r("') est réguliére.

siXe€ r(#—), posons vi(X) = a;. 51 les a; sont tous nuls, vi(ﬁ) = v, (D), V:l
donc X =D. Dans le cas contraire, si {1 2, ceey p} est l'ensemble (fini) des 1
tels que a, ¥ 0 (alors ai> 0), nous avons pour tout i,

oaj

3 M ° o M °8p
vi(X) - vj.(Mi N Mp )

- - a
donc, %% e ... ot apE X.

Cette décomposition est unique d'aprés d). De plus Cl(ﬁi) est couvert par
C1(D): siM;g MED, nous avons vj(D) £ vy ML (Mi) V j, d'ol vy @) =0
st §#14. si vi("M) =0, M est congru 3 D, si vi(M) =1, M est congru & M Ainsi

D est s—nomal.

Définitions 2.3.

a) D étant -g' -normal , les valuations vy définies dans le théoréme 2.6. se-
ront appelées les "valuations essentielles" de r(pl

b) D étant -9"-noma1 (vi)itl la famille des valuations essentielles de
r(9" ), i1 existe pour chaque 1 un a-idéal S-régulier Mi’ maximum dans sa classe

modulo A, tel que vi(Mi) =1, v_1 (Mi) =0 si j¢# i, Cet a~1déal est S-régulier

premier. Il sera appelé le '"a-~idéal associé 3 la valuation essentielle v'iz"-;
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3. Demi-groupes intégralement:-dg;-clos.

B R L R R Ot b L R LR YR L RE S VR R PR

Nous appellerons "cas classique" le cas ol D est le demi-groupe multiplicatif
d'un anneau commutatif, int&gre, noté également D, oii S = D - {0} et oﬁ}‘est le
k-systéme sur D. D(S) est alors le corps K des fractions de 1'anneau D, r(vq('s) est

1'ensemble des idéaux fractionnaires non nuls de 1'anneau D.

Nous ferons intervenir, dans le cas général, des a-idéaux S-réguliers de la forme
;, avec x = ts'l, t, s € S. Un tel a-idéal est égal 3 Dx, ou encore & xD. De plus,
i1 est inversible dans r(wd-s) et son inverse peut s'écrire sous 1l'une des formes

. P
D°.%, D."%& , st™t , Dst~l , st™1D. Nous avons & = D°.(D."%) = D."(D".%), 2 P = xP,
7/ p entier strictement positif.

Définition 3.1. Nous utiliserons dans certaines questions, en le précisant ex-

plicitement, 1'hypothé&se suivante, appelée "hypothése (H)" :
F= ~~— i ,VYZexst.
Xx€ SNX

qui peut encore s'é&noncer’ sous la forme &quivalente:

X=%MNs, YXersh).

Si D est un demi-groupe unitaire avec zéro (resp. sans z&ro), renversable 3 droi-
te et 3 gauche, dans lequel tout &lément distinct de zéro (resp. tout &l&ment) est
simplifiable & gauche et 3 droite, nous pouvons prendre S &gal 3 D - {OS (resp. &-
gal & D). D(S) - {0§ (resp. D(S)) est alors un groupe. L'hypothése (H) est vérifiéa

En particulier, elle 1'est dans le cas classique.

Remarque 3.1. L'hypoth&se (H) étant vérifiége, r(.sﬁ's) est équirésidué.

A = - - - - NN
g-% st implique X-(\/_x)sl- S~— I ,
x € SMX' xe SNX'
N N /\ Vs
d'0a 0.8 = D.*(\V/xs-D) =M @.'% D = M 5T = M or.5-D) = . (\Vxs)) =
= D°.X.
L'équivalence d'Artin dans r(-"s) est donc réguliére quand 1'hypothése (H) est

vérifiée.
Proposition 3.1: L'hypoth&se (H) &tant vérifiée,il y a &quivalence entre
a) c1® £ ,
b) ¥ Q; = i;i .
(i et § sont des a-id&aux S-réguliers, z un &lément S-régulier).

Remarquons que, quel que soit le a-idéal S-fractionnaire f, 11 existe un &lément
S-régulier z tel que ‘?g‘z‘ : 8l Y =¥ g7l , 11 suffit de prendre z &gal a s~1,
 a) ==hb): Cl(i) £c1@@) et T2 impliquent D.°'Z ;D.'§ QD.'i, donc
fgp'.(0." X)D".(D.°2) = 2.
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b) =a): D. ‘Y est de la forme Zs~l. L'hy'pothése (H) petmet d'écrire

Z= ~~~——"_ 2z, de sorte que D.'¥ = (N 2) s~ -\/ zs~l , d'od
ze SCZ A~

fcp.(0.°Y) = D° [V zs'l] M.zs"1) -nsz . Comme b) est vérifiége,
- -3 “3_ ..

Ygsz implique xg sz”l , d'od X,C_:nsz =D .(D.'Y), et par suite

D.'Y = D.’[D’.(D."f)] c D.'X. Un raisonnement analogue montre que 1l'on a .
D IYS D'.i, ce qui entralne C1(X) $01(§).

Notons que 1l'hypoth&se (H) n'a pas &té utilisée pour &tablir que b) &tait une
conséquence de a), et que, lorsque (H) n'est pas vérifiée, il est possible que b)
implique a) ou que b) n'implique pas a) (cf paragraphe 4.E.).

Corollaire. L'hypoth&se (H) &tant vérifiée, i1l y a équivalence entre
a) k=¥ (@),
b) igz e=igz.
(R et ¥ &tant des a-4déaux S-réguliers, z un &lément S-régulier).

Remarque 3.2. Ce corollaire montre que, dans le cas classique, X &tant un idéal
fractionnaire non nul, il y a &quivalence entre les notions de classe d'&quivalen-
ce de X modulo 1'& équivalence d'Artin, et de "diviseur" au sens de BOURBAKI. Il y
a de méme &quivalence entre: X est maximum dans sa classe modulo (T et X est un

"idéal divisoriel" au sens de BOURBAKI.

Définition 3.2. D sera dit "complétement intégralement #e-clos dans D(S)" si
pour tout &€lément x S-régulier pour lequel il existe un,a-idéal i, contenant D, tel

que x°% ¢ X quel que soit 1'entier n strictement positif, on a x € D.

Dans le cas classique: pour que 1'anneau D soit complé&tement intégralement ﬂé‘-
‘clos dans K, il faut et il suffit qu'il soit compl&tement intégralement clos au
sens de BOURBAKI (c£[7], p. 20).

Théoréme 3.1. L'hypoth&se (H) étant vérifiée, il y a &quivalence entre
a) D est complétement intégralement ﬂ-clos dans D(S),
b) r(~>“ )/(Q. est un groupe.

a) ==Yyb): Si nous montrons 1'equ1valence suivante, z &tant S-régulier et X un
a=1déal S-régulier, Xo(D.'X) € z == D ;z, nous aurons (corollaire de la propo-
sition 3.1.) Xo(D.'X) =D, ainsi C1(X) sera inversible quel que soit X S-régulier
et r(.“—s)/a, sera bien un groupe.

I1 est clair que D ;; implique Xo (D.'i)g z. Inversement, supposons Xo (D.'i)gi,
et soit y un élément S-régulier tel que b ;;. Nous avons D.’;ED.'ﬁ, puis
i°(D.‘;)§mf(°(D.'f() cz, d'od z1l.% g;. Ainsi i;; implique z'loiQ‘;, et par
suite z-1 X €y, ¥n > 0. La proposition 3.1. montre que ceci entralne
Cl(z/'imoi) é c®), % n > 0. Nous pouvons supposer X maximum dans sa classe modu-
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/\0 -~ -~ on a oA PO
lo Q, alors z-1 noxcx Vn) 0. Ainsi /} o X' .X, VYo > 0. Comme D &X°.X et
comme D est compldtement intégralement ﬂ'-clos dans D(S), ceci montre que nous a-
vons z-1 € p, z/T;D et D:z. Ainsi r(j‘s)/a, est bien un groupe.

b) == a): Soit x un &lément S-régulier pour lequel il existe un a-idéal i, con—-

tenant D, tel que ;onci » \n 0. Posons z=L_J x°"
. nxl "
X est un complexe S-fractionnaire et nous pouvons considérer le a-idéal Z qui est

S-régulier. Alors xoZ = %:2 & £ donc CL(X). C1(Z) & C1(Z). Comme r s)/a_ est un

groupe (ordonné) ceci implique CI(;) 401(])), donc x €D et a) est vérifiée.

. Z étant contenu dans

Dans le cas classique, on obtient le théoréme 1 de BOURBAKI (cf [Sl,p. 5).

Remarques 3.3.
a) L'hypothése (H) n'intervient pas pour démontrer que b) implique a). Il

en résulte que si D est y's-noml, D est complitement intégralement s—clos dans
D(S). C'est ainsi que 1'anneau D de Birkhoff-Witt (cf paragraphe 4.E.) est complé&-
tement intégralement ﬂ‘g-clos dans D(S) bien que 1l'hypoth&se (H) ne soit pas satis-
faite puisque le k-id&al S-régulier Y n'est pas 1'union des y od y € S(¥.

b) Par contre si (H) n'est pas vérifi8e, D peut &tre complétement intégra-
lement ‘ﬂ’s-cloa dans D(S) sans que r(S“S)/a soit un groupe (cf paragraphe 4.D.).

Théoréme 3.2. L'hypoth&se (H) &tant vérifide, D est s-nomal si, et seulement

si, ﬂ-
a) D est compladtement intégralement g-clos dans D(S),

b) r(&‘ )/ vérifie la condition de chatne ascendante.
I1 suffit d'utiliser les théordmes 3.1. et 2.3.

Dans le cas classique, le th&oréme ci-dessus n'est autre que le théoréme 2 de
BOURBAKI (cf [Bl,p. 7). I1 y a donc &quivalence dans le cas classique entre
a) D est un anneau de Krull,
b) D est .gg-nomal.

~ Dans le cas classique 1'axiome (K4) du théoréme 2.6. est donc une conséquence
des axiomes (K1), (K2), (K3). La question se pose de savoir s'il en est encore de
méme dans le cas général.
Définition 3.3.
a) Un élément S-régulier, x, de D(S) sera dit 'L_S"s-entier sur D" s'il
existe un entiet n strictement poaitif tel que
x "D+ gt
Les éléments S-régul:lers de D, c'est-3-dire les éléments de S, sont y’-entiers

sur D.

b) D sera dit "intégralement%—clos dans D(S)' si tout &lément S-fégulier
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de D(S) qui est d‘s-entier sur D appartient 3 D.

Ces définitions prolongent les définitions classiques.

Proposition 3.2. Si D est compl&tement int&gralement d’ g-clos dans D(S), D est
1ntégta1ement.d’ -clos dans D(S)

x étant un élémentls-régulier de D(S) 9‘ ~-entier sur D, il existe un entier n)O
tel que x C D+ 2_'“1 (= X) Nous avons alors DC:X et i CX Vp >0, d'ol
x € D puisque D est completement intégralement ."-clos dans D(S). D est intégra-

lement s“s-clos dans D(S).

Proposition 3.3. Si D est 1ntégralement-%s'-clos dans D(S) et si rd) vérifie
la condition de chalne ascendante, D est complétement intégralement »ds-clos dans

D(S).

Soit x un élément S-régulier pour lequel 11 existe un a-idéal i contenant D, tel
que x CX Vn)o. si X X = %'s~1 nous avons x "o sc k', Yn>o0, et sCk'.
Posons y =35, y =38 + i"1 x 1, s, pour n 2 1. Puisque r(SL) vérifie 1a
condition de chalne ascendante 1'ensemble des Yi (1 > 0) contient au moins un &1&-
ment maximal , yp . Or, m £n implique y -c-yn N 1 €lément maximal yp est donc
maximum, ce qui nous donne en particulier y p+l = y , ce qui implique:
~o(p+l P
x° @ )g D+ i xoi. Cette relation exprime que x est Jis-entier sur D, donc que

4=l
'x appartient 3 D puisque D est intégralement %S—clos dans D(S). Ainsi D est com-

plétement intégralement "s‘-clos dans D(S).

Dans le cas classique les propositions 3.2. et 3.3. redonnent des résultats con-

nus.

Théoréme 3.3. (H) &tant satisfaite et r(S%) vérifiant la condition de chalne
ascendante, D est SLs-normal si, et seulement si, D est intégralement -gs-clos
dans D(S).

C'est une conséquence du théor&me 3.2, et de la proposition 3.3. L'hypothdse (H)
n'est pas nécessaire (cf paragraphe 4.E.). Il en est de méme de la condition de
chalne ascendante concernant r(.}L) puisqu'il existe des anneaux de Krull non noe-

thériens.

Théoréme 3.4. 9‘ étant le d-systéme bilatére sur D, T un complexe de S vérifiant
dans D les six conditions (S), si sT = Ts, Vs €85,

a) le complexe U = S.T"! et le d-systéme bilatére ﬂ‘défini sur D(T) véri-
fient dans D(T) les six conditions (S) (et D(S) peut &tre considéré comme le demi-
groupe des fractions de D(T) relativement i U),

b) si D est intégralement #‘S-clos dans D(S), D(T) est intégralement %—
clos dans D(S).
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La propriété a) résulte de ce que S et T vérifient dans D les conditions (S) et
de,la condition: sT = Ts , s es (utile pour &tablir la relation uD(T) = D(T)u,
YuevU). La propriété b) se démontrera en utilisant le

Lemme 3.1 x"t (nd 1) &tant un &lément de D(S) défini a partir d'un &lément
S-régulier x = vs! et d'un &lément t de S, 11 existe u € S tel que unxnt = (xt)%

a) S1 a € S, 11 existe b € S tel que xa = bx.
Les conditions (S3) et (S4) assurent l'existence de w € S tel que as = sw, et
de b € S tel que vw = bv, ce qui donne
-1 -1 -1
Xa =vs a=vws =bvs  =bx.
b) Comme t & S, 1'alinéa précédent montre l'existence de u, € S tel que
i p-1
t= (‘t) )

1'alinéa a) montre 1l'existence de u € S, tel que x(tup_ ) = upx, d'ol

Xt = u,x. Alors uzxzt - (xt) . S'1l existe up_ €S tel que u -1 xp

Pt = xtu lxp -lt = (xt) (xt)p-l = (xt)p. La propriété est donc valable quel que
soit 1l'entier n (n > .
Démonstration de b): x &tant un &lément U-régulier de D(S) (de la forme x = wt
avec u € U, v &€ U) est un &lément S-régulier de D(S) (de la forme x = st_l, avec
8€ S, t € S). Le d-idéal engendré par x dans r(#) sera noté x et X = Dx = xD,

Le d-1déal engendré par x dans r(@’ ) sera noté YetX= D(T)x = xD(T).

Supposons x ﬂ/-entier sur D(T). Il existe alors un entier n D> O tel que

n-1 i
;ongD(T) + Z_ ;o , donc, @’ étant le d-systéme, tel que

i=1
vonC D(T)U[ ‘:’:oi] , c'est-d-dire tel que
i=1

= € D(T) ou tel que = € D(T)xP pour un certain entier p (0 £ p { n). Il existe
donc un entier m (m» O) et un Elément t € T tels que xmt é D. Nous pouvons trouver
d'aprés le lemme, u € S tel que u x Mt = (xt)™. Ainsi =° ;‘D relation exprimant
‘que Xt est -ent:ler sur D, d'ol xt € D, puisque D est intégralement "-cloa dansl
D(S). Nous en déduisons x € D(T), ce qui &tablit que D(T) est :lntégralement d’ -
clos dans D(S).

Nous avons un théoréme analogue en ce qui concerne les anneaux;

Théoréme 3.5. D &tant le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, .ﬂ' le k-systéme
bilatére sur D, T un complexe de S vérifiant dans D les six conditions (S), si
sT = Ts, Vs €S,

a) le complexe U = S.T_]' et le k-systéme bilatére méfini sur D(T) véri-
fie les six conditions (S) (et D(S) peut &tre considéré comme le demi-groupe mul-
tiplicatif de 1'anneau des fractions de 1'anneau D(T) relativement au complexe U).

b) sl D est intégralement .’"s-clos dans D(S), D(T) est intégralement @;—
clos dans D(S).
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la démonstration de a) se fait comme précédemment. Pour &tablir b) nous utilise-
rons les mémes notations que dans le théoréme 3.4. Si 1'élément U-régulier x est
W—entiet sur D(T), il existe un entier n (n >0) tel que

n-1 ol
Yheom + = X .
i=1
Comme ﬁ/est le k-systéme, il existe des &léments Yo & ¥1» *ovs Ypq de D(T) tels
n-1
que: xn-yo+xy1+ eee + X yn_l .

T étant réversible a gauche, nous pouvons supposer les ¥y de la forme di -1 , ol
4, €D, t €T. Ansi x™t = d_ + xd; + .. + X" 14, . Or, (lemme 3.1.) il extste
une S tel que u x "t o= (xt) , et s1 a € S 11 existe b € S, tel que ax = xb (rai-

sonnement analogue 3 celui de 1'alinéa a) du lemme ), il existe donc L € S tel que

u, & = x vV . Nous avons donc (xt) = und + xvldl + cee + xn 1v -ldn—l , ce qui

implique xt C D+ X+ ...+ ;o(n—l)
xt & D, puisque D est intégralement }"—clos dans D(S). Ainsi x € D(T) et D(T) est

intégralement ﬂ/-clos dans D(S).

, autrement dit xt est S-entier sur D, et

Théoréme 3.6. D étant le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, ‘d le k-systéme ‘
bilatére sur D, P un k-idéal S-régulier premier, si T = S-P est non vide et tel
que sT = Ts, Vs € S, et si 1'hypothé&se (H) est satisfaite dans D par § et“‘,

a) D(T) contient un seul k-idéal U-régulier maximal, lequel est égal 3
P.D(T). L'anneau D(T) sera alors dit "U-local",

b) 1'hypothése (H) est vérifiée dans D(T) par U = S.'If-1 et le k-systéme
bilatare fldéfint sur D(T),

c) si r(m vérifie la condition de chalne ascendante, et si D est -18-
normal, 1'anneau U-local D(T) est %—nomal.

Remarquons tout d'abord que S vérifiant les conditions (S) et P &tant premier, T
vérifie les conditions (S) dans D de sorte que le théoréme 3.5. est applicable.

On vérifie facilement que P.D(T) est un k-idéal U-régulier de D(T), distinct de
D(T) puisque 1'élément unité de D(T) n'appartient pas & ce k-idéal. D'autre part,
si ; est un k-idéal U-régulier entier de D(T), distinct de D(T), ~!I{I'TD est alors
un k-idéal S-régulier de D, ne rencontrant pas T, et tel que; - (in D)T_l. Par
suite XM D)Msg PMS, d'od, 1'hypothdse (H) &tant vérifige dans D, XMD G P
et‘}’(g ﬁ.T-l = P.D(T). P.D(T) est donc le seul k-idéal U-régulier maximal de D(T).

v - v
X &tant un k-idéal U-régulier entier de D(T), dt le X (d€D, t €T) implique

A4 v
d @ X()1D. Comme (H) est vérifi&e dans D par S et S¥,et comme XM D est un k-1déal

S-régulier de D, il en résulte d & (g AD) NS, soit d e fnvs, de sorte que
1 S N7 o ot v <
€ XU, puisque XSS XS @XM U. Nous avons donc XX MU,

it™te XNV ¢

v
~
d'od X = XCIU et 1'hypothése (H) est vérifiée dans D(T) par U et Y/

D étant y— gnormal est compldtement inté&gralement #s-cloa dans D(S), donc in-
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tégralement 5“ -clos dans D(S), et par suite D(T) est intégralement%’ ~clos dans
D(S) (théoréme 3 5.). Coome (H) est vérifiée dans D(T) par U et @’, et comme
r( %’5 vérifie la condition de chalne ascendante, D(T) est ﬁu-noml (théoréme

3.3.).

Remarques 3.4.

a) Nous avons un théoréme analogue en prenant pour D un demi-groupe quel-
conque, pour .}"le d-systéme bilat@re sur D, pour P un dsidéal S-régulier premier.

b) Comme T = S-P 1la condition sT = Ts , Vs € S est toujours vérifiée si
s €T, si bien qu'il suffit d'imposer sT = Ts, Vs € SMB.

c) r(&) vérifie la condition de chaine ascendante si 1l'ensemble des
k-idéaux entiers S-réguliers de D, ne rencontrant pas T, vérifie la condition de

chalne ascendante.

Proposition 3.4. D &tant 5‘ -normal (vi)ieI la famille des valuations essen-
tielles de r(.ﬂ-s), B le demi—anneau de la valuation Vis T un complexe de S véri-
fiant les conditioms (Sl) et (S4), J 1'ensemble des 1 € I tels que v (t) =0 ,

Vt € T. Alors D(T) = 11 ) e(Bi), en posant e(Bi) = L-) X, D(T) étant le
€J
demi-groupe des fractions de D relativement a T. 1

Remarquons que T satisfait aux six conditions (S). Posons ¢ = f ) e(Bi).
ieyg
a) D(T) < e. xt Epart:enant 3 D(T), 11 existe un a-idéal S-régulier
contenant xt-1 , par exemple t ~ =Dt = . SLi1€J, vi(t) = 0, d'ol vi(t-l) =0 et

éBi’ par suite xt™! € e(Bi) , Vi€, doa xt-1 € ¢ et D(T) & €.

b) ¢ &€ D(T). Si xls-le € nous pouvons. supposer, si D contient un élément
zéro, xs-1 # 0 (car xs"1 = 0 implique xs-l € D(T)). Soit X 1'intersection de 1'en-

“1, Comme

semble non vide (il contient ;'T) des a-id@aux S-réguliers contenant xs
le e(Bi), en supposant i € J, i1 existe un a-idéal S-régulier X € B, tel que
xs'1 € X, . Nous avons alors X cxi, ce qui entralne X € Bi et par suite X;:(Bi).
Soit K 1'ensemble des k € I tels que Vi (X) < 0. 81 k €K, X n"appartient pas 3 By,
d'ot X¢e(Bk) et k ¢J. I1 existe donc t €T tel que v (t )>0 et un entier
o, (nk >0) tel que vkL X°(t:k) ] >0. L ensemble K étant fini d'aprés (K3), ran-
geons les (tk) » ot k parcourt K, dans un ordre déterminé et considérons leur pro-
duit u. Ce produit dépend de 1'ordre choisi, mais vi(;) en est indépendant, Vi [ 4
car, s' et s" &tant deux &léments de S, (s's") = vi(s og")= \7 (") + vy G".
Nous avons alors vi(xou) 20, V1i€I, ce qui implique Xou CD. Si X = Xou , X
est &gal 3 f’u-l, et coome u €T, X est contenu dans D(T), d'ol xs 15 D(T) et
e < D(D.

Nous avons donc bien D(T) = { ) e(B,).
1es !
Proposition 3.5. L'hypoth&se (H) &tant vérifiée, D &tant S—normal D(S-M )

est égal 3 e(Bq) si S—ﬁq est non vide, Mq étant le a-idéal associé 3 la valuation
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essentielle vq .

Pour le démontrer, il suffit de montrer que J = {q} , J étant l'ensemble des
i €I, tels que v, (t) -O,Vt €S - M . Soit tes-ﬁq , € est congru modulo &L
@ un produit de la forme Mlonlo eee ©M nP , et comme t ¢ﬁq ’ ﬁq ne figure pas
dans 1'ensemble ﬁl’ ves s ﬁp d'ol vq(t)- 0 et q € J. D'autre part 1 # q entralne
" ¢Mq et par suite, 1'hypothé&se (H) étant vérifiée, M N S¢M (MS. Il existe
donc un &lément t tel que t € M Ms, t¢ Mqﬂ S. Nous avons alors v (t) >0, d'od

i ¢J. Ainsi J = {q} et la proposition 3.4. montre que D(S-Mq) = e(Bq)

Proposition 3.6. S contenant 1'élément unité de D, 1'hypoth&se (H) &tant satis-
faite et D étant ‘ﬂ-s-notmal, tout a-idéal S-régulier premier contient un a-idéal

S-régulier premier non congru a D.

S contenant 1'élément unité de D, S — A est non vide quel que soit le a-idéal A
distinct de D. D'autre part, il suffit de démontrer la proposition en supposant que
le a-idéal S-régulier premier P est distinct de D puisgue S contient des &léments
non inversibles dans D. Soient (vi)ieI la famille des valuations essentielles de
r(/‘"s), J 1'ensemble des 1 € I tels que vi(E) =0 ,Vtes-P, ﬁq le a-idéal as-
socié 3 la valuation essentielle v_ , ol q € J. Nous avons

) e®) =D(s-P) g @) =D(s - ).
1€J 4 1

Si pe s - P, 11 existe donc a €D, m€ S - ﬁq tels que p-l = am_]', c'est-a-dire
tels que m = pa, ce qui montre que p ¢ M car m ¢ M et par suite que s-P CS-Mq,
d'oi SnM G SMP et, 1'hypothése (H) etant verifiee, M C. P, ce qui démontre la
proposition.

Théoréme 3.7. S contenant 1'élément unité de D et 1'hypothé&se (H) é&tant vérifide
il y a équivalence entre
a) D est ."s-dedekindien,
b) D est .)l-s-normal et tout a-idéal S-régulier premier distinct de D
est maximal.

a) gb): c'est une conséquence des théorémes 2.1. du chapitre III et 2.5.

b)==J)a): P &tant un a-idéal S-régulier premier distinct de D contient un a-idé-
al S-régulier premier M non congru & D. Nous avons donc P=Met Pn'est pas con-
gru 2 D. Ainsi (A est 1'égalité (théoréme 2.1.) et D est A g-dedekindien (théoréme
2.5.).

Théoréme 3.8. S contenant 1'élément unité de D, 1'hypoth&se (H) &tant vérifice,
D est;s-dedekindien si, et seulement si,
a) tU*) vérifie la condition de chalne ascendante,
b) D est intégralement ﬂs-clos dans D(S),
c) tout a-idéal S-régulier premier distinct de D est maximal.
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Les conditions sont nécessaires d'apré&s les théorémes 2.4. et 2.1. du chapitre II
3.2, du chapitre IV, et la proposition 3.2. du chapitre IV. Les conditions sont
suffisantes d'aprés la proposition 3.3. du chapitre IV et les théorémes 3.2. et 3.7

de ce méme chapitre.

Théoréme 3.9. D &tant le demi-groupe multiplicatif d'un anneau,-‘z( le k-systéme
bilatére sur D, S un complexe de D vérifiant les conditions (S) et contenant 1'glé<
ment unité de D, P un k-idéal S-régulier premier minimal (et distinct de D), si

a) L'hypothése (H) est vérifiée dans D par S eted,

b) T=5S-Pest tel quest =ts ,Vses ,Vter,

c) L'ensemble des k-idéaux entiers U-réguliers de D(T), ol U = S.T-l, vé-
rifie la condition de chalne ascendante,

d) D est ﬂ' -normal
D(T) est alors W -dedekindien et le groupe formé par les k-idéaux U-réguliers de
D(T) est un groupe cyclique admettant P.D(T) comme generateut.(mtant le k-sys-
téme bilatére défini sur D(T)).

Le théoréme 3.6. montre que D(T) est dyu—nomal. D'autre part P.D(T) &tant un
k-idéal U-régulier maximal de D(T) est U-régulier premier. Nous allons montrer que
P.D(T) est le seul k-idéal U-régulier premier de D(T) distinct de D(T).

v v

Soit X un k-idéal U-régulier premier de D(T), distinct de D(T). X' = XM D est un
k-idéal S-régulier de D ne rencontrant pas T, donc contenu dans P puisque 1'hypo-
thése (H) est vérifiée. Soient Y' et Z' deux k-idéaux S-réguliers de D tels que
e T =7 & Y -rplF -1 Y .rl7 p-1
Yo Z QX'. On vérifie facilement que Y = T+ Y' T et 2 =T+ Z' T~! sont des
k-idéaux U-réguliers de D(T), ce sont d'ailleurs les k~idéaux engendrés dans D(T)

7 A -1 -1.Y v le ¥ Tl 7i
par Y' et Z', Solent s "yt " €Y et u € Z (s,t,u,veT ,yeY ,zeZ).
I1 existe un k-idéal Z Z" de D tel que Z'ut = utZ" et un &lément z" de Z" tel que
zut = utz". La condition st = ts, Vs €S, Wt € T implique SMZ'= sOZ" , d'od,
(H) étant satisfaite, Z' = Z" et z" appartient 3 Z'. Ainsi (s'-lyt-l) (uwlzvl) =
3"1yz"(vut).1 , avec yz" € Y'.Z' &X' , de sorte que

(s-]'yt_l) (u_lzv—l) erly -1 = 32.
Nous avons donc ;I'.‘ZIE)‘{,, ce qui équivaut 3 \{o\Z’ g‘i, d'ol g; ou ; Ci puisque
3(' est U-régulier premier, et enfin Y' & X' ou Z'C X' car :?ﬁ D et ﬂgéﬁ D.
Ceci exprime que le k-idéal X' est S-régulier premier, et par suite égal a P, ce
qui entralne \){ = P.D(T). Le théoréme 3.7. montre alors que D(T) est ﬂg—dedekin—
dien.

Comme D(T) ne contient qu'un seul k-idéal U-régulier premier distinct de D(T), le
groupe r(%) est un groupe cyclique engendré par P.D(T). Tout k-idéal entier
U-régulier de D(T), distinct de D(T), est une puissance (strictement positive) de
B.D(T).

Remarque 3.5. Le théoréme est encore valable si la condition b) est remplacée par
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1'ensemble des deux conditions
b') T=S-F est tel'quesT=Ts , Vs €s,
») Vb €D, Vt €T, 11 existe u €T, d €D tels que bu = tbd.

La condition b) a ét& utilisée pourvappliquer le théoréme 3.6., ce que permet la
condition b'), et pour montrer que, X &tant un k-idéal U-régulier premier de D(T),
distinct de D(T), X' = XD &tait un k-idéal S-régulier premier de D, ce qui per-
met la condition b"). En effet, supposons aDb & X' (a€D, beED), et soit te T.
.Il existe alors u €T et d € D tels que bu = tbd, donc tels que t=lpbu = bd , et
aDb & X' implique ant=lbu < X', puis ant~ b &X' u-lg;{'. Ceci ayant lieu pour
tout t de T donne a D(T) b:}, d'od, ;(, étant premier, a € ; oub & ; et par suite
a €X' oube X', ce qui montre bien que X' est un k-idéal S-régulier premier de D.

Si D est commutatif, b), b') et b") sont toujours vérifiées.

Remarque 3.6. On a un théoréme analogue en prenant pour D un demi-groupe quelcon-
que, pour.)‘-le d-systéme bilatdre sur D, pour P un d-idéal S-régulier premier mi-
nimal (et distinct de D).

4, Exemples de demi-groupes )" g-dedekindiens ou B"S—normaux.

B e b e e R T L R e L T

4,A. Remarques préliminaires.

B L e L T

Les théorémes 1.2. et 1.3. du chapitre III ont &té appliqués au demi-groupe r(-x)
des a-idéaux entiers S-réguliers. Ils sont bien entendu applicables au demi-groupe
.,d- lui-méme (ﬂ- étant supposé bilatére). C'est ainsi que le théoréme 1.3. du
chapitre III, permet, par exemple, d'é&tablir que:

Si le a-systéme bilatare S est un demi-groupe de Dedekind,
a) le a-systéme radical associé a.ﬂ(cf. exemple 6.3. du chapitre I) est
un demi-groupe de Dedekind idempotent,
b) le a-systéme-quotient }/K , ol A € # s (cf. - - exemple 6.5. cha-
pitre I) est un demi-groupe de Dedekind.

Dans un demi-gpvoupe unitaire D, 11 existe un d-idéal bilatére maximal et un seul,
i1 est formé par 1'ensemble M des &léments inversibles ni & droite, ni 3 gauche.
Par suite, sl le d-systéme bilatére sur D est un demi~groupe de Dedekind, les
d-idéaux bilatidres sont des puissances de M. Par exemple, D &tant le demi-groupe
avec élément unité e, engendré par deux générateurs a et b auxquels on a imposé les
conditions aP= e ( p entier fixs, p 22) et ba = b, les d-idéaux bilatéres sont de
la forme .l-;“ =5"
kind.

(n>0 ) et le d-systéme bilatére est @&n demi-groupe de Dede-

4.,B. Premier exemple: matrices.

B L L e L L T TR VR VPP VPRSP IS

D &tant un demi-groupe satisfaisant aux conditions (I), (2), (3) de 1l'exemple
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6.1. du chapitre I et aux conditions supplémentaires
) (a&b)sc=as&(b&c), Va,b,ceD,
(5) aeeDtelque ea=ae=a,Va€eD,
6) JoeDtelqueOfée,O0a=a0=0 etas0=08a=a Va€D,

(D est un demi-anneau avec &lément unité et &lément z&ro), nous désignerons par Dn

1'ensemble des éléments de la forme

a5 eee a3y
A = |°cortccerreneee , en abrégé A'[aij] , ol aij €D, Vi, j.
aj; eee 8,

et nous définirons dans cet ensemble deux opérations: 3 A = [aij] et 3 B '[bij]
1'une associe A & B = [c ] , ol cij = aij & bij R Vi, j, l'autre associe
AB'Pij]’oudij agy lj&aizbz.j&"'&ainbnj ,Vi,j .

Ces deux lois définissent sur D , une structure de demi-anneau ol les conditions (I)
3 (6) sont vérifides. Les éléments du demi-anneau D seront appelés "matrices

d'ordre n sur D".

ﬂ étant le a-systéme bilatére sur D dans lequel X est la partie stable pour la
loi & engendrée par DXD (c'est-d-dire le a-systéme bilat&re défini dans 1'exemple
6.1. du chapitre I, ou encore le a-systéme formé par les idéaux bilat&res du demi-
anneau D), X étant un complexe de D > DOUS désignerons par E(X ) l'ensemble des
€léments des matrices de: X par X 1'ensemb1e des matrices dont tous les éléments
appartiennent a —(X—Y L' application qui a X associe X est une a-opération bilaté-
re sur Dn' La vérification des axiomes (AI), (A2),(A3) est immédiate. Celle de (A4)
se fait en remarquant que:
a) E(Xn).D.E(Yn) (_:_E(XnDnY ),

b) EX ).E(Y ) SEX DY),

nnn

c) un a-idéal de )‘ étant stable pour la loi &, les &léments de la matri-

ce AB appartiennent 3 E(XnDnYn), si A ex et B €-Y .

Nous avons alors Xn.YnEXnDnYn et (A4) est vérifiée. Le a-systéme bilatére Q)Z
ainsi obtenu est le "a-systéme bilatére de D, associé 3 ".

Tout a-idéal de S¥ peut s'écrire X = W, il suffit de prendre pour Xn 1'en-
semble des matrices dont tous les éléments appartiennent 3 X.
L'application
£: X=EE) € N¥ —mtmd £®) =X, €M
est une bijection de.94 sur’%l De plus ‘i‘ + ‘Y" &tant 1'ensemble des matrices
dont tous les &léments appartiennent a _(_n——) (-T—)"-H—)) £X) + £(¥) est

&gal 3 £(X + Y). D'autre part X ° Y est 1'ensemble des matrices dont tous les
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éléments appartiennent 3 E(X R n;’ autrement dit & l!ixn)oE(Yn , car

E(annYn) c E(Xn) .D.E(Yn) - E(xn) .E(Yn) [= E(annYn) ,

£(XoY) est égal a £(X)of(¥). Ainsi f est un isomorphisme du dani—annedu#— sur le
demi-anneau%. I1 en résulte que, si 1'ensemble des a~id&aux non nuls de S est
un demi-groupe de Dedekind, 1l en est de méme de 1l'ensemble des a-id&aux non nuls
de 4’1.
Remarquons que:

a) ..ce qui précéde est encore valable siﬁ est remplacé par un a-systéme

bilatére quelconque pouvu que
x€eX,xef,ye¥,yeY —m—m>Dxysx'y' eXo¥.
b) S1 D est un anneau unitaire, .}¢ le k-systéme bilatére sur D,Q’Zest

alors le k-systéme bilatére sur 1'anneau Dn'

c) Si D est un demi-groupe unitaire avec z&ro, dans lequel ab = O implique
a=0oub=0,laloix&y=y,s8ly$0, x&y=x, si y=0, jointe & 1la mul-
tiplication de D, donne 3 D une structure de demi-anneau ol les conditions (I) &
(6) sont vérifiées. Les a-idéaux du a-systéme bilatére -"défini sur D, comme dans
1'exemple 6.1. du chapitre I, ne sont autres que les d-idéaux bilatéres de D. Par
suite, si 1'ensemble des d-id@aux bilatéres non nuls de D est un demi-groupe de
Dedekind, la construction précédente fournit, pour chaque valeur de n, un demi-an-
neau et un a-systéme sur ce demi-anneau dont 1'ensemble des a-id&aux non nuls est
un demi-groupe de Dedekind. La construction peut, par exemple, se faire d partir du
demi-groupe défini 3 la fin du paragraphe 4.A. apré&s adjonction 3 D d'un &lément

zéro.

Revenons au cas ol D vérifie (I) a (6), s’l’ étant le a-systéme bilat@re formé par
les a-idéaux bilatéres du demi-anneau D. Si S est un complexe de D vérifiant (SI),
(82),(S3) et (S4), S et"‘ vérifient alors (S5) et (S6). Soit Su 1'ensemble des

" " d = = - - -
matrices "scalaires [aijJ , ol aij 0sii#], 817 =8y, = ... =a, =8 avec
s € S. Les six conditions (S) sont satisfaites par le a-systéme q)let le complexe
S e e qui permet de définir un a-systéme Sn—fractionnaire sur Dn' L'application
f précédente est alors un isomorphisme du demi-anneau r(-#) (resp. r(# s)) sur
le demi-anneau r(qu) (resp. r@?sn)), de sorte que si D est %s-dedekindien ou

.}4— s—normal, 1)n est 972 sn-dedekindien ou Q)an - normal.
Plagons nous dans le cas particulier oli D est un anneau int&gre. L'hypothése (H)
est alors vérifiée dans D par le complexe S =D - {01 et le k-systéme .ﬂ. De
plus si ‘1;; est un k-idéal premier non nul de Dn’ distinct de Dn’ ?‘: est 1'ensemble
des matrices dont tous les &léments appartiennent 3 un k-idéal premier non nul, P,

e -1
de D, distinct de D. S1 T =S =P , U =S.T ~ ,si Aest le k-systéme bilate-
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're sur Dn(Tn), Dn(Tn) est alors un anneau U -local (cf théoréme 3.6.). Si D est un
anneau de Krull et si Dn(Tn) est noethérien, Dn('! n) est alors an-dedekindien et
le groupe formé par les k-idéaux Un-réguliexjs de Dn(Tn) est un groupe cyclique ad-
mettant P_.D (T ) comme générateur (cf. théoréme 3.9.) car 1'hypothése (H) est vé-

n"n'n
rifiée dans Dn par le complexe sn et la a-systéme bilatére 9}2

4.C. Deuxiéme exemple.

T R

D étant un demi-groupe avec €lément unité e, V# un a-systéme bilatére sur D,
de caractére fini, et S un complexe de D tels que les conditions (S) soient satis-
faites. Si

a) Y & er(ﬂ), Hx €D tel que X = Dx = xD ,
b) Dx = xD implique X = Dx,
D est .ﬂ- s-dedekindien.

r(ﬂ-) vérifie la condition de chalne ascendante car A est de caractére fini
et tout a-idéal S-régulier admet un générateur réduit 3 un seul &l&ment (raisonne-
ment identique 3 celui de la groposition 4.6. du chapitre I). De plus, la condition
( ) 3 droite est satisfaite: si A et B sont deux a-idéaux S-réguliers 1i&s par
ASBCD, il existe a et b tels que A = Da = aD, B =Db =bD. a est donc de la
forme a = bc, et bDc = beD. B &tant S-régulier contient un élément de S de la forme
db. L'égalité dbDc = dbcD implique, db &tant simplifiable, Dc = cD, d'oit ¢ =Dc = cD
Nous avons donc

Boc=DbDc = Dbc = Da = A (¢]

Le a-idéal c est S-régulier car A 1'étant A contient un élément de S qui est de la
forme fa, et fbc € S{]c . D'autre part (1) montre que ACc. Si 1'égalité a lieu
il existe g € D, tel que ¢ = ga = gbc. Or, c &tant S-régulier, il existe h& D, tel
que ch €S et ch = gbch donne gb = e car ch est simplifiable. D'odi D = DgbeDb = B,
en contradiction avec 1'hypothése B ©D. Ainsi A est strictement contenu dans c et
(¢) 38 droite est vérifiée. Le théoréme 2.3, du chapitre III montre alors que D est
S -dedekindien.

]
Premiere application: En prenant pour D le demi-groupe multiplicatif d'un anneau

principal, pour S 1'ensemble des &léments non nuls de D, pour.# le k-systéme, on
retrouve le résultat connu: un anneau principal est un anneau de Dedekind.

a+ bl +cj+ dk, ot a, b, ¢, d sont tous quatre des entiers rationnels, ou sont
tous quatre des fractions irréductibles, non nulles, de dénominateur égal i 2.
L'addition et la multiplication des quaternions définissent sur D une structure
d'anneau. Soit S le k-systéme bilatére défini sur D et soit S 1'ensemble des qua-
ternions de la forme a, ol a est un entier rationnel non nul._}‘ est de caractére
fini et les conditions (S) sont satisfaites. De plus, pour tout k-idéal 3 gauche CK,
il existe un quaternion q € D tel que f: = Dq (cf. [16] » p. 307, théoréme 374). On
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en déduit que pour tout k-idéal bilatére A de D, il existe un quaternion q € D tel
que A = Dq = qD, et la condition a) est satisfaite. Il en est de méme de la condi-
tion b). Le demi-groupe multiplicatif de D est donc c}‘s—dedekindien. Dans cet
exemple tout k-idéal bilatére entier non nul est S-régulier, ce qui permet d'é&non-
cer le résultat obtenu:

L'ensemble des idéaux bilatéres non nuls de 1'anneau formé par les quaternions
a+bi+cj+dk, ot a, b, c, d sont tous quatre des entiers rationnels ou tous
quatre des fractions irréductibles de dénominateur 2, non nulles, est un demi-grou-

pe de Dedekind (et un semi-groupe).

4.D. Contre-exemple: quaternioms.

L S S L L s

Soit D 1'anneau des quaternions de la forme a + bi + ¢j + dk, oli a, b, ¢, d sont
des entiers rationnels. On peut montrer facilement que 1'ensemble des quaternions
s de D tels que Ds = sD est 1'ensemble T-des quaternions de la forme
u+vi+wj+xk, oi u, v, w, x satisfont & 1'une des conditions

0 o] =[v|=le]=[x]#0
b) deux des quatre entiers u, v, w, x sont nuls, les deux autres ayant
méme valeur absolue différente de zéro,
c) trois seulement des quatre entiers u,v,w,x sont nuls.
_,Q‘. étant le k-systéme bilatére sur D, S 1'un des ensembles
§=T,
S-iq €D I q=a , aentiernonnul} N
S-iqulq-a ou ai, aentiernonnul.g,
S-fq €D | q=a ou aj, a entier non null,
S-{qu | d=a ou ak, aentiernonnul},

S-{qéD 'q-a, ou ai, ou aj, ou ak, aentiernonnul} s

les six conditions (S) sont satisfaites, et dans les a-systémes S-fractionnaires

obtenus tout k-idéal S-fractionnaire non nul est S-régulier.

S &tant 1'un quelconque des ensembles précédents, D n'est pas ﬂs—dedekindien,

ni méme -ﬂ's—notmal, car r( s) n'est pas intégralement fermé. Si 8 = 2n (n>O0)
et si A' = { n(T+1+J+1), n(I-1-j-K)j , le k-idéal S-fractionnaire A=K 71, qui

contient strictement D, est idempotent, ce qui montre bien que r(,ﬂ-s) n'est pas

intégralement fermé. L'ensemble des idéaux bilatéres non nuls de l'anneau D n'est
donc pas un semi-groupe (cf. [13] , P. 161, théoréme 7), ce qui peut se voir di-
rectement en remarquant que Ao AT =35 o Kr, bien que AT 45 » A" &tant le k-idé-
al précédent et s &tant toujours l'entier 2n. On peut aussi montrer que le demi-
groupe r(./i s) est équirésidué, la démonstration peut se faire, grdce 3 la remar-
que l.1lc, en montrant que }2& & D implique ?oi <D.

En rplagant.d par le d-systéme bilatére et en prenant pour S 1l'un des comple-
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xes précédents, le demi-groupe multiplicatif de D n'est pas '/q‘s-dedekindien, ni

méme s-normal (méme raisonnement).

Signalons qu'il existe des complexes S, vérifiant les conditions (S), autres que
ceux que nous avons indiqués, par exemple, l'ensemble des quaternions de la forme
a, ol a est un entier non nul non multiple d'un nombre premier fixé. Dans cet exem~

ple, tout k-~idéal S-fractionnaire non nul n'est pas nécessairement S-régulier.

Reprenons pour ﬂ le k-systéme bilatére et pour S l'ensemble des quaternions de
la forme a, ol a est un entier rationnel non nul. L'hypoth&se (H) n'est pas véri-
fiée, mais par contre on peut s'assurer que D est complétement intégralement ﬂ -

clos dans D(S). Puisque (S )/a_ n'est pas un groupe, D n'étant pas ~nor-

S
mal, ceci montre que dans le théoreme 3.1., a) n'implique pas nécessairement b) si

(H) n'est pas satisfaite.

4,E, Troisiéme exemple: 1'anneau de Birkhoff-Witt.

e s s e e N e S e B e N

Soit D 1'anneau de Birkhoff-Witt formé par 1'algébre obtenue en adjoignant 3@ un

corps commutatif K les deux générateurs X et Y, non permutables, 1i&s par XY-YX=X.

L}i étant le k-systéme bilatére défini sur D, l'ensemble 'S. des &léments de D de
la forme XP (p entier strictement positif) satisfait aux conditions (S).

Tout k-id&al entier A , contenant un &lément non nul de la forme Z_ anx (a €K,
n » 0) est S-régulier, car, si A # D, un &lément non nul de A de la forme Z«xaix‘L
(a € K, 1 >0) dont le degré, quand on le considére comme "polyndme" en X ‘est

minimum est de la forme anX (n >0). On le démontre en utilisant le fait que,
m
siP= 5 ai)(1 appartient 3 A, il en est de méme de Q = PY - (Y + m)P.
i=1
Tout k-idéal entier non nul, A, est S-régulier. Pour 1'établir on montre que, P

étant un élément non nul de A, de degré n par rapport 3 Y quand il est &crit sous
la forme Z a; Xin , 1'élément XP - PX, qui appartient aussi 3 A, est non nul

1,3
et qu'il est de degre par rapport @ Y strictement inférieur 3 n quand il est écrit

sous la forme précédente.

I1 en résulte que tout k-idéal S—-fractionnaire non nul est S-régulier. D'autre}
part, l'ensemble des k-idéaux S-réguliers est intégralement fermé. Pour 1'é&tablir,
i1 suffit de montrer que cet ensemble ne contient pas d'&lément idempotent conte-
Loglar (s = X®, n >0) un k-idéal S-réguli=
er idempotent contenant D. Ces hypothéses impliquent sD S A", , puis

nant strictement D. Soit A = A' s

sKT-sDFQF.K‘gKWoK‘-QOQ-S(X"R)s-sRs-sF ,

donc A".A" = s A'. Soit P le plus grand entier positif ou nul tel que tout a'€ A

puisse s'dcrire sous la forme a' = XP [Z ayy Xi Yj] (aij € K). Les relations
i,3



DEMI~GROUPES ﬁs-mmm 85

" = (7 + )K" et YR = XY - m™ montrent que p est aussi le plus grand

entier positif ou nul tel que tout a' € A puisse s'écrire sous la forme

a' = Z. b ijj ] (bj_j € K), ou encore le plus grand
i,j
entier positif ou nul tel que tout a" € A" puisse s'écrire sous la forme
a" = xP [Z Yj_] (cij € K) , ou sous la forme
a" [Z. d, X Yj JXP ‘ 6 K). D'autre part le produit de deux
éléments de D - S est un &lément de D - S. La relation A".A' = s A' montre donc que

2p =p+n, d'ol p = n. Alnsi A" est de la forme A' = s B. La condition (S5) mon-
tre que B est un k-idéal. L'inclusion D C A donne alors sD = Ds cA'=sB, d'oi
Dc B, et par suite D = B, donc A=i st- *:.Ds"1 = D.r( 945) est bien intégrale-

ment fermé.

Enfin 1'anneau de Birkhoff-Witt est noethérien 3 gauche et 3 droite r(vi)/ Q
vérifie donc la condition de chalne ascendante. Le théoréme 2.2. montre alors que

le demi-groupe multiplicatif de 1'anneau de Birkhoff-Witt considéré est ﬂs—norma].

Le demi-groupe multiplicatif de D n'est pas %s—dedekindien, car X est un k-idé-
al premier ( on &tablit en montrant que les relations A ¢ X, B ¢i, ADB C X, od
A, BE€ D, sont incompatibles) non maximal puisque strictement contenu dans le
k-idéal S-régulier Y distinct de D.

Si P est un k-idéal S-régulier premier, S - P est vide puisque S - P est un demi-
groupe quand il est non vide, de sorte que P contient X. X est donc minimum dans
1'ensemble des k-idéaux S-réguliers premiers et par suite X est le seul k-idéal
S-régulier premier non congru 3 D modulo 1l'é@quivalence d'Artin. Le groupe r( S)/a_
est donc un groupe cyclique admettant la classe d'équivalence de X comme généra-
teur.

Nous avons signalé (cf. remarque 3.3.a) que 1'hypothé&se (H) n'était pas vérifiée
dans D par S et ﬂ' Néanmoins les propriétés a) et b) de la proposition 3.1. ou
de son corollaire, sont &quivalentes. Soient A et B deux k-idéaux S-réguliers tels
que A gi b’ﬁ Q;, ol z est un &lément S-régulier de D(S), z = xF ,» avec r en-
tier rationnel non nul, ces k-idéaux sont tels que

D:z e D:A &> D:z = D:8 .
Comme A et B sont congrus modulo A 3 des k-idéaux de la forme @ ou @, puisque
ﬂ&‘- S)/a' est un groupe cyclique admettant la classe de X comme générateur, on
en déduit A =3 ().

Soit Sp 1'ensemble des &léments de D de la forme an, oli p est un entier fixé
strictement supérieur 3 1, n un entier strictement positif. Les conditions (S) sont
satisfaites par Sp et par le k-systéme bilatére St sur D. Comme Sp S, 11 existe
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un homomorphisme (unique) f de D(Sp) dans D(S) tel que g = foh, g et h &tant les
homomorphismes canoniques de D dans D(S) et D(S_). Cet homomorphisme est ici injec-
tif et surjectif, i1 constitue donc un isomorphisme de D(Sp) sur D(S) et nous pour-
rons identifier D(S) et D(S_). Tout k-idéal S-fractionnaire (resp. S-régulier) est
Sb—ftactionnaire (resp. Sp-régulier) et réciproquement. Le demi-groupe multiplica-

tif de D est donc Sp-normal.

L'hypothése (H) n'est toujours pas vérifiée dans D par SP et le k-systéme bila~
tére sur D. Mais les propriétés a) et b) de la proposition 3.1. ou de son corol-

laire, ne sont plus &quivalentes. Nous avons .
AL N A
Pz ey Ploz

z étant un élément Sp-régulier de D(Sp), c'est-3-dire de la forme xnp, n étant un

entier rationnel non nul, bien que

D 5, =) 2
p:xPax Py x ) oy gt



(1]

[2]

(3]
[4]
(5]
(6]

7]
(8]

bl

[10]
1]
2]
]

(14]
(5]
6]

b7]
fre]

fo]

87

BIBLIOGRAPHIE

ALMEIDA~COSTA (A.). Sur la théorie générale des demi-anneaux. Séminaire
DUBREIL, 1960-61, exposé n°24,

ASANO(K.) et MURATA(T.). Arithmetical ideal theory in semi-groups.J.
Inst. Polytechnics, Osaka City Univ., vol 4, série A, 1953, p.9-33.

AUBERT(K.E.). Sur la théorie des x~id&aux. Séminaire DUBREIL, 1960-61,
Exposé n° 6.

AUBERT(K.E.). Theory of x-ideals. Acta mathematica, vol 107, 1962, p.l-
52.

BARBILIAN(D.). Teoria aritmetica a idealelor (in inele necomutative).
Editura academiei republicii populare romine, 1956.

BIRKHOFF(G.). Lattice-ordered groups. Annals math, 43, 1942, p.298-331.

BOURBAKI(N.).Algébre commutative, chapitre 5, Entiers. Hermann, 1964.

BOURBAKI(N.). Algébre commutative, chap. 7, diviseurs. Hermann, 1965.

BUCUR(I.). Sur le théoréme de décomposition de Lasker-Noether dans les
anneaux subcommutatifs. Rev. Math. Pures Appliq. (Bucarest), 8, 1963
p. 565-568.

CLIFFORD(A.H.). Partially ordered Abelian groups. Annals Math., 41, 1940
p. 465-473.

COHEN(I.S.). Commutative rings with restricted minimum condition. Duke
mathematical Journal, 17, 1950, p. 27-42.

DUBREIL(P.) Algébre. Gauthiers-Villars, 1954, Cahiers Scient.XX.

Mme M.L. DUBREIL-JACOTIN, L.LESIEUR, R.CROISOT. Legons sur la théorie
des treillis, des structures algébriques ordonnés et des treillis
géométriques. Gauthier-Villars, 1953, Cahiers Scient. XXI.

FUCHS(L.). Partially ordered algebraic systems. Pergamon Press; 1963.

GUERINDON(J.). Propriétés d'irréductibilité dans les modules, théorie
multiplicative, S-normalité. Bull. Soc. Math. de Fr., 85, 1957, p.
459-522.

HARDY(G.H.) et WRIGHT(E.M.). An introduction to the theory of Numbers.
Oxford. Clarendon Press, 1954.

JAFFARD(P.) . Les systémes d'id&aux. Dunod, 1960.

LEFEBVRE(P.). Sur la structure des demi-groupes idempotents. Séminaire
DUBREIL, 1959-60, exposé n° 1l4.

LESIEUR(L.) et CROISOT(R.). Théorie noethérienne des anneaux, des demi-

groupes et des modules dans le cas non commutatif. I. Colloque d'al-



88

-

-

-

gébre supérieure de Bruxelles, 1956.

LESIEUR(L.) et CROISOT(R.). Algébre noethérienne non commutative.
Gauthier-Villars, 1963, Mém. Sciences Math. CLIV.

LORENZEN(P.). Abstrakte Begrlindung der multiplikativen Idealtheorie.
Math. Seit., 45, 1939, p.533-553.

MAC COY(N.H.). Prime ideals in general rings. Amer. J. Math., 71, 1948,
p. 823-833.

MAURY(G.). La condition "intégralement clos" dans quelques structures
algébriques. Ann. Scient. Ec. Norm. Sup., 78, 1961, p.31-100.

MOLINARO(I.). Demi-groupes résidutufs. J. Math., Pures Appliq. , t.XXXIX,
p. 319-356, t.XL, p. 43-110.

QUERRE(J.). Equivalence de fermeture dans un demi-groupe résidutif.
Séminaire DUBREIL, 1961-62, exposé n° 3.

TETSUYA(K.), HASHIMOTO(T.), AKAZAWA(T.), SHIBATA(R.), INUI(T.),
TAMURA(T.). All semigroups of order at most 5. Journ. of Gakugei,
Tokushima Univ., Vol VI, 1955, p. 19-39.

VAN DER WAERDEN(B.L.). Modern algebra. Ungar, 1950.

;Ioseph FLOCH, Maftre-Imprimeur 3 Mayenne - 6-9-68 - n° 3076



