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LES COURANTS RESIDUS MULTIPLES

par Miguel HERRERA

le but de cet exposé est de définir des courants "résidus multiples" associés
aux formes différentielles méromorphes ayant des pdles sur l'union d'une famille
d'hypersurfaces complexes en position d'intersection compléte géométrique. Ces défi-
nitions corrigent légérement celles données dans [4], qui se sont montrées trop gé-
nérales, et sont utilisées par G. Ruget dans [6].

Les détails complets seront publiés dans un article en collaboration avec N.

Coleff, avec l'extension au cas d'une intersection non compleéte.

1 - Considérons une variété analytique complexe X de dimension n et une famille
Yi(i=1,...,p+1) d'hypersurfaces dans X , .en général singuliéres, en position d'in-
tersection compléte géométrique : codimc Y=p+tl , 00 Y= n(Yi 5 i=1,...,p¥1). On

dénote Y(p) = f\(Yi ; i=1,...,p) et Y= tJ(Yi :i=1,...,p+1).

Soient @i € r(w, Ox) des équations des hypersurfaces Yi sur un ouvert W

de X , et pour chaque 6i > 0 définissons les tubes semianalytiques

e, (>8,) = (Jo; (x)]| > ;)

(o, ()] = 6,)

[0}

@i(=6i)

le premier étant muni de son orientation complexe et le deuxiéme de l'orientation
opposée a celle induite par @i(>6i). En fait @i(=6i) = =0 @i(>6i) ; au sens des

chafnes semianalytiques ([1],2).

Pour chaque vecteur §& = (61,...,6 ) on pose :

p+1
. -
T(8) = @,(=6,)s ... o2 (=8,) (i=p , p+1) ,

ol l'expression de droite désigne 1l'intersection (via dualité de Poincaré) des cy—

cles ®3(=5J) (3=1,...,i) , et
)) .

Alors Tl(é) est un cycle semianalytique dans W de dimension 2n-i (i=p ,

p(6) = TP(s) n (cbp+1(>6p+1

p+1) et D(6) est une chaine semianalytique dans W de dimension 2n-p telle que
+ i . . s .
P 1(6) = -0D(s) . Tl(é) dépend antisymétriquement de 1l'ordre de la famille
Y1,...,Yp .
Une trajectoire admissible est une collection de fonctions continues et positi-
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ves 5, = 63(61) , (j=2,...,p*1) , définies sur un intervalle [O,n) et qui vérifient
63.(0) =0 et

1im 53(51)/5

(6)r=0  (3=1,...,p 5 6,(6,) = 6,) ,
8,0

1
pour tout entiexr q > O .

On dénote par Qq(*§) le faisceau des q-formes méromorphes de X avec pdles
sur l'union i des Yi(i=1,...,p+1). Une section o € F(W,Qq(*Y)) peut toujours

s'écrire, localement sur W , comme quotient

r1 rp+1. r
(1) m/cI>1 e @ =w/e ,
N p+1
ou r = (rT,...,rp+1) €N et w est une g-forme holomorphe.

Soit DJ(X) 1'espace des J-formes différentielles 6% avec support compact

) . 2n—
sur X , avec sa notion habituelle de convergence. Soient o € D . p-q(X) et
B € D2n—p~q—1(x) des formes avec support contenu dans un voisinage de W ou la
représentation (1) de « est valide, et soit {éj = 63(61) y J=2,...,p¥1} une

trajectoire admissible. Pour chaque 6, € [0,n) 1les intégrales

I1[D(8)](w A o/ ) et I[Tp+1(6)](w A B/2)
des formes w A a/¢r et w A B/@r sur les chaines semianalytiques D(§) et
p+1 N .
7 (8) , ou & = (61,62(61),..,,6P+1(61)) , existent au sens de [1].

A 1'aide de la résolution des singularités, appliquée localement &
o = @1... @p+1 , on démontre le

THEOREME. Pour chague trajectoire admissible § = (61,62(61),...,6 (61)) les

p+1
limites

R PR (o) in  I1[0(6)] (w A a/a”)

1
61

AP (3 () JEL] (""" (5))(wAp/E")
1 .

[¢]

existent et en outre :

i) elles sont indépendantes de la trajectoire & = 6(61) et de la représenta-

tion locale (1) de © en termes des équations @i des hypersurfaces Yi .

ii) elles dépendent continfiment de o« et B , et sont des fonctions alternées

de l'ordre des »Yi (i=1,...,p).
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Comme conséquence de ces propriétés, on peut recoller ces définitions locales
dans des courants sur X :

1y00.,D D+~ :
R’ P 'D
o] ¢ e

1yeee,pH1 ~ '
£ (] € Do gty

et désignent les complexes des faisceaux des courants sur X

N ] 1
ou D"Y(p)m D"Y”

avec support sur Y(p) et Y , respectivement, avec la différentielle b.T(a) =
(—1)S+1T(da) pour un courant T de dimension s .

On a construit donc les homomorphismes des faisceaux résidu multiple et résidu-

valeur principale :

Ty oo,pHl . Qxy) -
R c @) D, e
1yeeeyp P+1 Qv
R’ P p : Q*(*Y) - 'D
2n- Y
B=P=, (P)°° ’
associés & la famille d'hypersurfaces Yi(i=1,...,p+1) dans X .

Ils vérifient les propriétés suivantes :

a) (_1)p+1 b_R1,...,p Pp+1[;] _ R1,...,pPp+1[d;] - R1,...,p+1[;]

b) R1""’p Pp+1[8] =0 si w est réguliére par rapport & une hypersurface
10 ¢dcn) et RU7oo P pPIT) = RV P[G] (avec définition évidente) si
@ est régulidre par rapport a Yp+1 .

c) R1""’p+1[$] =0 si w est régulidre par rapport & une Yj(1 < J < pH1).

d) glr--oP Pp+1[;] et R{""’p+1[;] dépendent antisymétriquement de 1'ordre de
la famille Yj(1 <Jgp)-

. = 1‘:--~vp P+1N
e) Si @ est holomorphe sur X et Y(p)<: v(®) , alors @.R P [w] =0.

Tyeun

f) Le courant R P PP+1[w] est nul toutes les fois que son support est conte—

nu dans un ensemble analytique de codimension ) p+1 (¢f. Lemme 3 de [6]).

r r
Remarques : Le courant R1""’p Pp+1[w/®11... @Pp+1] est noté deans [4] par
r r
. 1 P
Vp Rés (w/, ... ® "]
@p+1 @17 -~,@p 1 . p
Pour les formes « de degré n = dimc X , les propriétés a) et e) impliquent

que 4" R1""’P PP+1[;] = (-1)n. R1""’p+1 , ééalité dont on fait usage dans [6].



Les opérateurs définis ici généralisent résidus et valeurs principales simples

introduits dans [2] et [5]. On trouvera dans [4] des applications & la dualité de

Poincaré et des références plus compldtes, auxquelles il faut ajouter [3].
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