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EQUATIONS DIOPHANTIENNES EXPONENTIELLES
par

G. REVUZ

En 1969, E.G. Straus posait, & Stony Brook [1], le probléme de savoir si,
étant donné deux entiers naturels 6 et o , tels que Log §/Logp soit irra-
tionnel, il peut exister une infinité d'entiers naturels qui s'écrivent en base §
et en base ¢ avec des sommes de chiffres bornées. Ce probléme se traduit

immédiatement par celui de savoir si l'équation

M mi N nj

A8 =3

=11 =1M°
ou toutes les lettres représentent des entiers naturels et o 0 < )\i <6-1,
0 < pj < -1 , peut avoir une infinité de solutions quand Log §/Logep est

irrationnel.

Se plagant dans un cadre un peu plus large, on peut se poser le probléme

d'étudier la finitude du nombre de solutions (m nj) € ZM+N de 1'équation

M m N n v
ine = b (E)

i=1 =1

i

ot A, (1sisM) et uj (1<j<N) sont des nombres algébriques non nuls que
1'on peut toujours supposer entiers et § et ¢ des nombres algébriques quel-

conques.

Dans une note aux C.R. [2] j'avais établi la finitude du nombre de solu-
tions de (E) dans un certain nombre de cas particuliers. Indépendamment E.G.
Straus et H.G. Senge, dans [3] ont établi cette finitude dans le cas od 6 et
@ sont des P-V nombres, les solutions étant supposées a valeurs positives,
(ce qui donne d'ailleurs la réponse au probléﬁe de numération initialement posé),
et en ont déduit la solution d'un probléme posé par Salem [4] concernant la li-
mite pour u infini de N cosmue X x N cos rrucp_k quand § et @ sont
des P-V nombres. L'emploi=0conjugué des rﬁzghodes employées dans les deux

travaux précédents permet de résoudre le probléme en général.

Nous remarquons d'abord que si (E) admet une solution (mi’nj) annulant
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ses deux membres elle admet 1'infinité de solutions (mi+k , nj+2) pour tous
k et € dans 2Z . Nous convenons de ne nous intéresser qu'aux solutions qui
n'annulent pas les deux membres. Nous constatons ensuite que si § et o
sont liés par une relation GXO = cpyo (xo €2z, v, € 2) l'existence, pour (E),
d'une solution (xi,yj) entrafne l'existence de l'infinité de solutions

(Xi+kxo , yj+kyo) ot k décrit 2 . Notre but est de montrer que, en dehors
de ce cas (qui inclut celui od § ou ¢ serait racine de 1) , (E) -ne peut

avoir une infinité de solutions, c'est-a-dire d'établir :

Théoréme 1. L'égquation (E), ou )‘i (1=isM) , “j (1<j<sN) , 9 et o sont

des nombres algébriques, ne peut admettre une infinité de solutions en

M+N
(mi,nj) €2 , n'annulant pas ses 2 membres, si 6§ et ¢ sont multiplica-

tivement indépendants sur Z .

E[é_l_ir_n_ir_lgi_r_e_s_: Soit L la plus petite extension galoisienne contenant

Q()\i,uj,cple) et T =gqgall/Q . Pour tout ¢ € " , toute solution (mi,nj) de

(E) doit aussi vérifier
n

M m, N j

> o )e@®] T = T olw)lol@]’ (6E)

i=1 1 j=1 J
Sur L est définie une famille de places P , et, & chacune d'elles est asso-
ciée une valeur absolue | lP que nous supposerons normalisée de fagon telle
que ces valeurs absolues satisfassent & la formule du produit. Nous supposons

que E (donc O(E)) a une infinité de solutions.

Il existe une permutation T de [1,2,... ,M] et une permutation T de
[1,2,...,N] telles que pour une infinité de solutions de (E) on ait :
cee 2 t > >

() = Mn(2) * = Mao & T F r(2) BT

On peut donc supposer qu'il existe une infinité de solutions telles que :

m._ =2 m, . =z m et n, >n, > ... 2n

1 2" M 1 2 N

et ne plus considérer que de telles solutions.

On remarque ensuite que si, pour l'ensemble des solutions considérées une

des différences m restait bornée, pour une infinité de ces solutions

17 M
cette différence aurait une méme valeur ai . On pourrait alors, dans le premier
g+l Mi+1

m.
i .
+ L}
membre de (E) remplacer )‘16 xiﬂ par le terme unique )\i+19



Equations exponentielles 141

a
en posant )‘Ii+1 = )\ie i+ )‘i+l . Cette opération étant répétée autant de fois

qu'il est nécessaire on arriverait & une équation du méme type que E et pour
laquelle les différences entre deux éléments consécutifs des solutions ne seraient
pas bornées. Autrement dit, de l'infinité de solutions de (E) on pourrait extrai-

re une suite Sk de solutions (tous les éléments de la solution, mi et nj .

apparaissent alors comme des fonctions de k) et ces fonctions vérifient :
. . _ - 4
vi , kilinm(mi mi+1) ®
(1)
T n, -+
vj k.l.ﬂ(n n]+1) ®

Les deux membres de E (qui sont aussi des fonctions de k ) seront désignés

par A et B . m1 et my ne peuvent &tre simultanément bornés ; il en est
mém n. .
de méme pour n1 et N
1
En posant au besoin 4' = 6— , mi = mi , pour tout i , on peut toujours

Sse ramener au cas ou

limm, = +e
Koo 1
§ n'étant pas racine de 1 , il existe des places P pour lesquelles
|8l, > 1 ; pour une telle place lim |A|l, = +® , donc lim |B| = += ;
P ke P koo I3
i = + i i = -
donc ou bien |cplp >1 et lki_?;nl ®© , ou bien \cplP <1 et ]1<1_r& ng = -
Si pour toutes les places P pour lesquelles |9|P >1 , on était dans la
deuxiéme de ces éventualités on poserait o' = 5 et m; = —mj pour tout j
On peut donc toujours se ramener au cas ol
(2) lim m, = lim n, = +=
kow 1 koo
et od il existe au moins une place P_  pour laquelle |g]| >1, |l > 1.
o Py Pq

Nous allons maintenant sous cette hypothése, et sous celle que (E) admet

une_suite Sk de solutions satisfaisant & (1) et (2), établir un certain nombre

de résultats intermédiaires.

Lemme 1. Pour toute place’ P telle que |8l > 1, ||, >1

m log o]
im — = — P
@ w7 TOO[E
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Soit p = {P‘|9|P> 1, |cp|P>l} . (3) résulte immédiatement du fait que,
pour une valeur absolue non archimédienne, appartenant & # et pour k assez

grand m n
1AL, = ylplel, 1Bl = luylplely

‘et que, pour une valeur absolue archimédienne, appartenant & § , définie

par 0 €T :
™1
c(A)"'c()»l)[c(e)] .
"1
U(B)~c(u1)[a(cp)]
quand k tend vers l'infini.
™
Si nous posons q = ]1<im — , le lemme peut s'exprimer sous la forme
- 0 1

vPer, lo, =10l .

Lemme 2. (1) De la suite Sk , on peut extraire une suite Sh de solutions

qui vérifient 1'équation raccourcie

is m, Jo n, )
A0 = Du®’ , i <M, j <N @)
=1 1 =1 j o o
les solutions de cette suite satisfaisant &
vi 1<isf lim — =1
hoeo m]
"
vji 1<j<j lim — =1,
© e n,

m n;
Remarquons en effet que les rapports r?i et ;J- étant majorés par 1 ,
1 1

on peut, de la suite Sk considérée, extraire une suite Sh telle que chacun

de ces rapports ait une limite 11 ou Lj et que ces limites vérifient

vi , vj li+lslisl Lj+1sLj§1.

Soit alors 10 (resp. jo) le plus grand indice i (resp. j) tel que

li = 1 (resp. Lj=1) . (e) s'écrit alors sous la forme

(1) Ce lemme (qui joue un réle essentiel) est dd a Straus et Senge.
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o m iy n
+ ¢ = L o+
> )\ie § = Lk €

i=1 =1 B

€ (resp. eB) désignant la somme des termes de rang supérieur & 10 (resp. jo)

dans A (resp. B) , puis, sous la forme

n. €
Jo 1o B A
4 - =
j i
o n.-n o m, -my
avec e = Zue’ °/ T s o
g ] P
j=1 i=1

Un lemme dd & Straus et Senge (cf. [3]) permet alors, pour une valeur absolue
quelconque, ass_,@ciéé a une place Po , de minorer le p_remier membre de (4)
si celui-ci est différent de 0 : étant donné un corps L de degré fini sur Q

et, un nombre ( , algébrique sur L , des norﬁbres 0 .,er de L et

17"

& > 0 arbitraire, il n'existe qu'un nombre fini d'éléments ¢ € L et un nombre

fini d'entiers naturels m . ,mr tels que

177"

1 mr

m
C
0 < |g-91 LA

lP m
5 me 2+
° H(s,) 1 ...H(g) T H()

C étant une constante et la hauteur H(a) étant définie pour tout o ¢ L par
a) =10
H@) 0 max(l,lonlp)

le produit étant étendu a l'ensemble des valeurs absolues normalisées. Nous

appliquons ce lemme en prenant c=1, o et 1/9 pour nombres 61 , ez .
Il résulte de ce lemme que pour k (et donc my et n; ) suffisamment
. o o
grand, on a :
n. -my
] o C
(5) | 1-pep g | >

+
P & 1 2+8

nj mi &
H(p) © H(E ° H(p

Désignons par Pe (resp. Pcp) l'ensemble des places donnant & 0 (resp. ®)

des valeurs absolues supérieures & 1 et posons

o,
—
Oli—‘
~
]

H(g) = 1 lalP =a
Pe,
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(1'égalité des hauteurs d'un nombre et de son inverse résultant de la formule du

produit).

Pour évaluer H(p) remarquons d'abord que pour tout couple de nombres
a et a' de L, H(sa') =< H(a).H(a') . D'ol, en désignant par ¥ et ¥ le

numérateur et le dénominateur de ¢
1
H(p = H(w).H(i) = H(y).H(x) .

Or, pour toute place P ¢ Pq: , ¥ a des valeurs absolues bornées. Il existe

donc une constante C1 telle que

H(y) < C I y H
1 pep llp
[
pour toute place P ¢ Pcp définissant une valeur absolue non archimédienne
M
- o
dés que k est assez grand ; et pour toute place P ¢ P‘P' définie par o € T,
n, -n;

1 o

¥~ olu,)oly)

1

quand k tend vers l'infini ; donc il existe une constante C telle que
n-nj o
¥l = C, kol

Finalement,

H(y) <C' 0 o =C'b
1yep P

(C‘1 , comme toutes les lettres C indexées qui apparaftront dans la suite du

calcul désignant des constantes).

De méme,
m_-my ml—mio
H(x) <C, 1 |sa] °©=2Cla
2 P 2
pERy
Or, on a
m, = nla(1+e)
m, = n, a(l+e)
iy io
ml—mio = mioe1
n.-n, =n, €
1y o 2
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les lettres ¢ , ¢' , €1 ¢ €y désignant des fonctions de k tendant vers

quand k tend vers l'infini, Ceci permet d'écrire
n, e n; eq(1+e’) n. n:
Wall jO 2 ]O 1 ' ' j0 ]On
H(r) < CICZb a = C1czb a
avec lim m = 0 . En reportant ces expressions dans (5) on trouve
-t OO
-m; C C

ny i
(6) |1-pcp ]oe-, ol > 3 > 3

145

n; § n; (1+¢")% n; e, n; M n; & 2n; ®
J J 1o~2 ) ) )
o o p 102 o o, Joy

Majorons maintenant le deuxiéme membre de (4) :

< 2max(le e )

leB-eAlPo BlPO'l A‘PO

De la définition de io et j0 résulte qu'il existe une constante f < 1
telle que

m, < fm,
1o+1 10
n, < fn;
]0+1 1o

et il existe alors des constantes C' et C" telles que
fm; fnjo(1+e )

i
C'lpl, °<cC
leylp < ©lolp ° < Cholp
. fnjo

‘CB‘PO < C'lolp
Il vient alors
fnjo(1+|e‘\)
Po

fn, (1+]e'])
=C,|e| °

4 Py

|CB-eA| < 2max(C',C") |®|

D'autre part, pour k assez grand

m1 nj (1+€)(1+€2)
> Csle‘Po = Cglo| i

|2l

nj°€z njon
a

n;
J
quand k tend vers l'infini les exposants de |cp| O dans les deux formules

précédentes tendent respectivement vers f et 1 ; f étant strictement

pour k assez grand, leur différence dépassera -l;—f . On-.aura donc

<1\,
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€_-¢€ n £t
(7) |2 Ay Ay, Jo 2
A P " C P
o o
De (4), (6), (7) résulte alors
f-1
Sl 7 s >
C P n: & 2n; 8 n; e, n;
5 o bJoaJObJozaJO“
f-1
ol 2 >
€
1 PO b6326b zan
ano f-
6 tend vers 1 quand k tend vers l'infini ; |¢D| 2 est strictement
p€2a" Ps
inférieur & 1 ; cette inégalité est donc impossible pour & arbitraire. L'éga-

lité (4) n'est donc possible que si ses deux membres sont nuls, ce qui établit

le lemme 2.

On en déduit :

Corollaire. Toute place P qui rend |elP > 1 , rend aussi ltplp > 1 (c'est
évident puisque, dans le cas contraire on aurait lim |A[P = 4w , et

lim [B|, = 0). Ao

-0

Nous allons maintenant comparer toutes les valeurs absolues de ¢ et
de o en distinguant le cas des valeurs absolues non archimédiennes ou archi-

médiennes.

Lemme 3. Il existe a , ne dépendant pas de p , tel que pour tout idéal

de l'anneau des entiers de L

(8) kel

_ a
» ‘e|P

Posons P {v| |e|p>1 , |¢|p>1}

=
I

6 =1, =
2= Dllel= 1, lel =1)

)
I

5 = (vl |9Ip<1 . lcc|p<1}
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(8) est déja montrée pour p € Pl , est trivialement vraie pour p € P, . et

pour p € PS , résulte du fait que
log | o m
VpeP3 — P = limTl-_2 =a
1ogl9lp hoeo ]Q

Il nous reste & établir que tous les idéaux de L se partagent entre o

1 2
et P3 , c'est-a-dire que |cp|p = 1 (qui entrafne a priori |e\p < 1) entrafne,

en fait |o| =1.
P

Soit donc po tel que ]q;\p = 1 . En tenant compte de ce que
o

|9|p < 1 , et de ce que nous avons supposé les coefficients xi et “j en-
o
tiers, on peut écrire
mio
lol, ° = lal, = lal, = lel, .
Po Po ° o
Js n,-n;
Yy =2 ujcp ) O étant le nombre étudié lors de la démonstration du lemme 2.
=1
En désignant par Pp la place définie par 1l'idéal po on peut affirmer, du

o)
fait de la formule du produit

| 1 1 1
= S s
¥ Py oy Hlv| n,-n;
P#p_ °? C'b °
Po 1
D'ou m
i
lol, ® = ——
_o _2
' o 1+el
Clb
1 €
el = ——T1—— avec n' = 2 1
Po m lte'a
c o
1

Quand h tend vers l'infini, le deuxiéme membre de cette inégalité tend vers 1.

On en conclut |8] = 1.
Po

Ceci termine la démonstration du lemme 3 dont il résulte, en particulier,

que 6 et ¢ sont, ou ne sont pas, simultanément, des unités.

Lemme 4. Pour tout o €T, |o®]| = lc(e)|a (9).
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Posons

)
n

{c€T| lo®|>1, |ol@]| >1}

)
I

, = e [o@|=1, o] =1)

]
]

foeT| |o@|<1, |o@]| <1}

(9) est déja montrée pour g € 1"1 , est trivialement vraie pour g € 1“2 , et,

-, résulte du fait que

. mi
Vo €T loglole) | _ y; to _

3 loglo(®)]  hoe Mg

pour ¢ € I‘3

Il nous reste a établir que les automorphismes ¢ se partagent entre I‘l,l"z,

Supposons donc qu'il existe g€ I tel que |olo)l <1, lol@] = 1.

F3.

Nous distinguerons deux cas suivant que 8§ et o onf, tous deux des conju-

gdés de module 1 (cas i) ou que seul ¢ en a (cas ii).

Cas i) 6 et ¢ ont, tous deux des conjugués de module 1, Dans ce
cas leurs polyndmes minimaux Pe et Pép (distincts ou confondus) sont des
v
polynémes réciproques. Soient Qe et Qcp leurs polynémes résolvants (polyné-
mes dont les racines sont z +1— , pour tout =z racine de P ou de P )
o 24 o 8 )
et considérons le sous-groupe g de T qui laisse invariant le corps engendré
par les racines de Q9 et de Q ; tout automorphisme appartenant & g transforme
®

une racine de Pe ou de P soit en elle-méme soit en son inverse ; on peut

. ®
choisir 7 € g tel que o(8) ne soit pas invariant ; on aura alors
|role)] = |.1 | >1, |ro®]| =1, c'est-a-dire que nous tomberons sur un
a(9)

cas d'impossibilité ; un tel automorphisme g ne peut donc exister.

Cas ii) ® n'a aucun conjugué de module 1. ¢ a encore un polynéme
minimal réciproque, donc 1 pour norme et comme 'sa norme dans L/Q est une

puissance de sa norme absolue

n jo@| =1.
o€l
Mais alors, on déduit de la formule du produit
mlel =1
p

le produit étant étendu & tous les idéaux de l'anneau des entiers de L . On

déduit alors du lemme 3
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n\elp=1

donc P

(10 n lo&)] =1

g€l
Or, les g € T qui ne rendent pas, a priori impossible l'existence de la suite

Sh de solutions de o(8) se répartissent entre FI’TZ'FS et

r, = foer] o<1, [=(e) | =1}

donc
0 ol | = it lo@ | =1 .
o€l o€l UT
. 1 3
Mais alors i |o(9)| = 1 (puisque ce nombre est égal & la puissance
o€l UT.
) 1773
~-iédme du précédent) ce qui, 'rapprochée de (10), montre que n |o(e)| =1
a 061"4
donc Ty=¢ . ce qui achéve d'établir le lemme 4.
Fin de la démonstration du théoréme I quand 6 et ¢ ne sont pas
des unités. ‘
Pl U P3 #¢ ; a , rapport de deux valuations, est alors rationnel.
Posons, -

a = ;(rélN, s €N)
On a alors, )
s r
8 = gpu avec |u|l=1.
Mais du lemme 2 on déduit :
’ vg €T low| =1
et du lemme 3

vp Jul =1.

De l'ensemble de ces propriétés résulte que u est une racine de 1 ;
si k € N est tel que uk=lona:
: sk rk
8 =0
ce qui établit la dépendance multiplicative de 9 et de o .
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Fin de la démonstration du théoréme I quand 6§ et ¢ sont des unités.

L'hypothése que 6 et ¢ sont des unités entrafnent que, pour un ¢ au

moins, on ait lo(B)] >1, lol@] > 1, on peut toujours supposer
lol >1 ., Jol>1.

On aura alors m

y el_ul

m h TR

h-»co(pl 1
Tl'l1 n

Pour h suffisamment grand, 1'unité ¢ /o 1 appartient donc & un com-

pact. Examinons ses conjugués :

ml m1 m_-n_Q
Vo €T lc(-e-n—)l :M%.: lo (9] 1
o 1 lo (@] !
en particulier m

_l.e_‘_nl_ _ |9lm1-n1a
ol *

N M
L 1
d'ol Log| /3 1\
lim (m1 -nla) = —_—
howo Log‘e|
m1 - nla tend donc vers une limite finie, soit B ; et alors
m
g ! B
lim |o(=—)| = |o(0)]|
n
hoe © 1

mq N
Tous les conjugués de ¢ 1/CP 1 appartienhent donc a un compact, pour
h suffisamment grand ; dans ces conditions le polyn®éme caractéristique de l'en-

m n
tier © l/cp 1 a des coefficients qui ne peuvent prendre qu'un nombre fini de

m n
valeurs ; 6 1/cp 1 e peut donc aussi prendre qu'un nombre fini de valeurs.
Pour 2 éléments de la suite Sh au moins, ce rapport est le méme :

my my o omyom
3 /cp =9 Jyp ; 6 et ¢ sont multiplicativement dépendants sur Z .

Nous allons maintenant étudier une équation diophantienne exponentielle a

trois bases et généraliser & son sujet un résultat de Gelfond [5].
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Théoréme II. L'équation

aa+ ubY + e = 0 (E)

o4 A ,ud, Vv, a, b, c sont six nombres algébriques non nuls, ne peut

avoir une infinité de solutions en (x,y,z) € 23 , en dehors du cas od a, b, c

sont deux & deux multiplicativement dépendants.

Nous montrerons d'abord :

Lemme 1. Si (E) a une infinité de solutions et si deux des bases a, b, c

sont multiplicativement dépendantes, alors ces trois bases sont deux & deux

multiplicativement dépendantes.

Supposons en effet qu'il existe X et ‘yo dans Z tels que

(on peut toujours choisir le couple X 0 Yy de fagon que X, soit positif) et

x
soit d tel que d ©=b . On a alors

(/a9 © = 1

¢ étant une racine x -iéme de 1 . Mais alors (E) s'écrit
Yy X Xy
z
ad® +ud © +ucf =0
X
¢ ne pouvant prendre que X valeurs différentes, pour une infinité de solu-

tions, ce nombre a la méme valeur Co ; et ces solutions vérifient

ya® +;,1dy +vc? =0

avec )\' = xgo' , x' = yox , Y= xoy ; on sait qu'une telle équation expo-
nentielle & deux bases ne peut avoir une infinité de solutions en vertu du théo-
réme I que si ¢ et d , donc ¢ et b sont multiplicativement dépendants ce

qui établit le lemme.

Pour démontrer, par l'absurde, le théoréme II nous supposons alors que (E)
a une infinité de solutions et qu'il n'existe pas, entre les trois bases, deux re-

lations de dépendance linéaire ; il résulte alors du lemme 1 qu'il n'y en a aucune,
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donc que a, b et c¢ sont deux & deux multiplicativement indépendants.

Nous nous placerons donc dorénavant dans 1l'hypothése : a , b et c sont

deux a8 deux multiplicativement indépendants et E a une infinité de solutions

et c'est & partir de cette double hypothése que nous allons chercher & aboutir &

une contradiction.

Préliminaires.

Notons d'abord que l'hypothése d'indépendance multiplicative des bases
entrafne qu'aucune d'elles n'est racine de 1 . Soit ensuite L la plus petite
extension galoisienne contenant ®@(a,b,c,)\,u,v) ; L est muni d'un systéme
complet de places P et nous supposons les valeurs absolues correspondantes
normalisées de fagon & satisfaire & la formule du produit. (E) ayant une infi-
nité de solutions, aucun des trois nombres x,y,z ne peut rester borné ; si en
effet 1'un d'eux 1'était, pour une infinité de solutions, il garderait la méme va-
leur et ces solutions vérifieraient une équation exponentielle & deux bases, ce
qui contredirait encore le théoréme I.

; 1
En posant, au besoin, a' = 3 x'

on peut toujours supposer que l'ensemble des x , celui des vy et celui des

= -x (ou l'analogue pour b et c)

z (tels que (x,y,z) soit solution) ne sont pas majorés ; on peut alors de l'in-

finité de solutions supposée extraire une suite Sh de solutions (x,y,z de-

viennent alors des fonctions de h ) ces solutions vérifiant

lim x = limy = limz = +» .
hoo hoeo hoe

Comparaison des diverses valeurs absolues des 3 bases.

Supposons que, pour, une infinité de solutions appartenant & Sh on ait,
pour une place P fixée

(1) ™l = lub¥|p = e,

Supposons d'abord |a|P >1 . Il en résulte que lim |)\ax|P = +o , Les
. -0
deux autres termes de (E) ne peuvent donc restées bornés simultanément ; il
en résulte déja que |b|P > 1 . Ecrivons alors (E) sous la forme

(2) pYa X+ 2 = Y ETX
38 S
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Un théoréme de Gelfond [6] sur l'approximation ordinaire ou p-adique d'un nom-
bre algébrique (ici &) par un produit de nombres algébriques (ici a et b))
multiplicativement indépendants sur Z permet alors d'écrirg, que pour h assez
grand

- -5
é 8 sup(x,y) LR

v 2z =X
lac a |P >
(& et &' réesl positifs arbitraires).

(Car de IXaxlp > |ub?
Sup(x,y) << x ).

lP on déduit que le rapport y/x est majoré, donc

Cette inégalité s'écrit

K+ zlog|cl, > x(logla]P— 5') (K constante)

lp
et ceci exige \c]P >1.
Si on était parti de 1'hypothése ‘b\P > 1 , on aurait déduit de (1) ,

la\P > 1 et on serait retombé sur le cas précédent. Enfin \C\P > 1 entrafne

lalp > 1. [b|p>1

D'autre part, en rapprochant (1) de (3) on a :

K' +xlogla|, >K+zlog|c|, > x(log|a|,-8)
et on en déduit
log|c|

(3) lim X = —F

hoe log|alp
De mé&me, en écrivant (E) sous la forme

- A -
cza 42 =ﬁbya X
v v

d'ol on déduit
K+ yloglb‘P >x(log|a|P—6')
on arrive a
loglblP
(4) lim= = —
hoe ¥ loglalP

La symétrie des résultats obtenus montre qu'il sont indépendants de 1'hypothése

provisoire (1). Si nous remarquons enfin que

py= Bl Rlp>l. Blp>1. lelp>1) # 6
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du fait de la formule du produit, puisque a,b,c ne sont pas des racines de

1 , nous pouvons conclure :

Pour toute place P de L , les trois valeurs absolues lalP , |b[P A

|c|P sont, ou ne sont pas, simultanément supérieures & 1 . Quand h tend

vers l'infini les rapports x/y et x/z tendent vers des limites finies non nul-

les a et B qui sont respectivement la valeur commune des rapports

log|b|, loglc‘P
—_— et —
loglalP loglalP

pour toute place P de Pl .

Examinons maintenant les autres valeurs absolues de a,b,c . Soit P
une place n'appartenant pas & Pl et faisons & nouveau, pour cette place,
1'hypothése (1).

um|ub’| =0 = |b|, <1
lalp <1 = lim x|, =0 = P P

P P : z
hoe lim|ve |P=O = lelp<1

Supposons maintenant |c]P <1 . Ecrivons encore (E) sous la forme (2) et
déduisons en (3). Cette inégalité est impossible si [alP > 1 et, si |a|P= 1,
on en déduirait lim z/x = 0 , contrairement & ce qui a été montré. Enfin

|b|P <1 entrafhe_mlclP < 1, ce qui nous raméne au cas précédent. D'autre
part nous obtiendrons, de la méme fagon que ci-dessus, les formules .(3) et (4),
et la symétrie des résultats obtenus mpntre qu'ils sont encore indépendants de
1'hypothése (1). Nous sommes donc en mesure de généraliser le résultat énoncé

ci-dessus et d'énoncer :

Lemme 2. Toutes les places de L se partagent entre Pl ,

P, = (Pl la]p=1Ib|p=lclp=1} et ey = {P|lalp<1, [b]p<1, |c|p<1]

et il existe deux réels non nuls o et B tels gue pour toute place P on ait

— a _ 8
\b‘P_ \alp ’ lc‘P— ‘a\P .
(Ces égalités démontrées pour les places de P. et P étant trivialement

1 3

vraies pour celles de ©, ). Il résulte en particulier de ce lemme que a,b,c

2
sont (ou ne sont pas) simultanément des unités.
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Fin de la démonstration guand les bases ne sont pas des unités.

v

Dans ce cas o , rapport de deux valuations est un rationnel r/s .
D'autre part on peut poser b = aru , et il résulte du lemme que, pour toute
place P , |u|P =1 ; u est donc une racine de l'unité, Soit k tel que
u = 1. On arrive &

pK = a™® (skez, ke .

Ceci contredit 1'hypothése d'indépendance multiplicative de a et b et termi-
ne, dans ce cas, la démonstration. (On montrerait de mé&me la dépendance de

a et c mais ce n'est pas nécessaire).

Fin de la démonstration guand les bases sont des unités.

Dans ce cas, toutes les places finies sont dans PZ , et toutes les va-
leurs absolues archimédiennes sont définies par des automorphismes de

T =galL/@® qui se partagent entre les sous-ensembles I‘l + Lo I‘3 de T,

2
1’ Pz ’ P3 . En outre

n'est pas vide. Soit ¢ un de ses éléments. Pour une

définissant respectivement des places appartenar}t a P
(formule du produit) T,
infinité de solutions appartenant a Sh , l'ordre des trois nombres |o(a)xl ,
\o(b)yl , lcr(c)z] est le méme. Supposons que ce soit

(5) lo@*| = jo®Y] > |ol@?] .

Considérons alors
¢ = ol*/am)¥ .

Ce nombre est un entier de module inférieur & 1 . Etudions ses conjugués.

Pour tout T € 1‘1 on a, en vertu du lemme,

(6) log|r(a)| _ loglo(a)| log|t(a)| _ loglo(a)|

log|t(0)|  loglo(d)| log|r(c) | log|o(e) |
donc

r@*| = 7] > |+)?
et
Iv0)| s 1.

Pour T €T, || = 1.
Pour 1 € I, on déduit, au contraire, de (6)

3
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lr@% = |t@7Y] < |t@?|
mais (a) , 7(b) , 7(c) vérifient

0

rWT@%r®) 7Y + 1) + 1(W ()

et comme IT(a)xT(b)-yl <1 et (V) #£0 , il résulte de cette égalité que
7(¢) est borné. Pour h suffisamment grand les solutions de la sous-suite
satisfaisant & (5) sont donc telles que ( et tous ses conjugués appartiennent
a un compact. Il en résulte, en raisonnant comme lors de la démonstration du
théoréme I, que (¢ ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs et on en dé-

duit la dépendance multiplicative de b et ¢ , donc la contradiction cherchée.
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