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Introduction

—

Ce travail reprend en partie la rédaction de ma thése. I1 contient
des résultats obtenus depuis, notamment dans les chapitres I, II, III et V qui ont
été entiérement refondus.

L'objet primitif de ce travail a été 1l'étude du probléme de géo-

métrie algébrique suivant :

Soient pour i = 1,.e., N s Mi = (xg) n points de 1l'espace
affine KP sur le corps K et k un sous-corps de K. A quelles conditions peut-on
j(1)

choisir pour chaque point Mi une de ses coordonnées x5 , de sorte que les n

éléments de K ainsi choisis soient algébriquement libres sur k ?

La propriété :
¥y < {15400, 0} , dimal k (M, /ieJ) > Card]
s'est avérée nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi, d'ol 1'intérét
d'étudier cette bropriété combinatoire associée & la dimension algébrique dans le

cas d'autres dimensions.

Dans BOURBAKI [C, II, 5] , § 5 , exercice 14, p. 108 et
dans Commutative Algebra de P. SAMUEL et O. ZARISKI [L]}, chap. I, § 21 et
chap. II, § 12 et 17 , est définie la structure de y-espace pour étudier les
propriétés communes des espaces vectoriels, des extensions de corps et des p-bases,

propriétés associées aux notions de parties libres, de bases et de dimension.

La premiére partie de ce travail a donc pour but d'étudier les
espéces de structures qui peuvent &tre définies en partant des notions de parties
libres, bases, rang ou dimension, fonctions génératrices, fermetures algébriques
et sous-espaces. Le langage fonctoriel étant désormais classique (voir J. BENABOU

[P] et C. EHRESMANN [R]), et les espéces de structures, qui seront définies, étant



espéces de structure au sens de BOURBAKI
[C, I, 4] 5> le chapitre I a pour objet de dégager les "bonnes" structures grace
aux équivalences et aux déductions, qui sont des cas particuliers d'isomorphismes
fonctoriels. Deux espéces de structure sont ainsi mises en évidence :

a) La structure de - -espace : ensemble E muni de £ c ib(E), de caractéire
fini (les éléments de <£ sont les parties libres).

b) La structure de y-espace : & ~espace E tel que, pour toute partie finie
X de E, les parties libres maximales incluses dans X ont toutes le méme nombre

d'éléments.

Les planches I et II résument les systémes d'axiomes équivalents
et les équivalences canoniques de structures pour les 4 -espaces et les y-espaces.
La planche III est un diagramme commutatif contenant un certain nombre de fonc-

teurs fondamentaux définis dans le chapitre I.

Voici un bref historique concernant ces questions : Hassler
WHITNEY dans [11] a étudié pour les ensembles finis des systémes d'axiomes équi-
valents pour les notions de rang, base, partiesiibres, parties liées et -bases
complémentaires. En 1948, Richard RADO a etendu la notion de rang aux ensembles
infinis dans [10] . Les structures définies sont essentiellement équivalentes 3
celle de y-espace. Récemment P. SAMUEL et O. ZARISKI dans Commutative Algebra
ont étudié une-structure équivalente définie & partir d'une fonction génératrice.
Par ailleurs, 1'étude des treillis géométriques ([E] s II1Ie Partie) et d'une
maniére générale les recherches sur les fondements de la géométrie (voir E.ARTIN
[A] et R. BAER [0]) ont conduits 3 définir des espices de structure plus ou
moins équivalentes en partant des notions de sous-variétés ou de sous-espaces.
Indiquons en outre les articles de HAUPT, NOBELING et PAUL [3] et de Richard RADO
[9] ol sont introduits des systémes d'axiomes équivalents 3 ceux des y-espaces,
et le livre de Marshall HALL [F] chapitre 20, ol sont étudiées en détail les

géométries projectives planes.



La notion de circuit (partie liée minimale), introduite par
Hassler WHITNEY dans [11] , simplifiera beaucoup de démonstrations. Cette termi-
nologie est issue de la théorie des graphes (les graphes planaires sont canoni-

quement munis d'une structure de y-espace, voir [12]).

Le chapitre II consiste en 1'étude de ces deux espéces de struc-
tures grice aux morphismes qui ont été définis au chapitre I. Les structures
image réciproque et somme directe existent toujours, par contre, pour les y-espaces
les structures produit ou quotient n'existent pas en général. La réduction d'un
y—-espace associée 3 1l'image réciproque permet de préciser les liens entre les
y-espaces et les treillis géométriques. Quelques énoncés sur le probléme de repré-

sentation terminent ce chapitre.

Le chapitre III est un chapitre Charniére entre cette premiére
partie et les problémes combinatoires. L'on rencontre le mot "disjonction" en
théorie des ensembles (sous-ensembles disjoints), en théorie des corps (disjonc-
tion linéaire ou algébrique)... . Ces disjonctions sont de deux types : la dis-
jonction linéaire est de nature initiale, i.e. est liée 3 la notion de produit,
alors que la disjonction algébrique est de nature finale, i.e. est liée & la
notion de réunion ou somme. D'ol deux types de disjonction :

a) La disjonction simple, qui contient les disjonctions ensembliste et algé-
brique. Aprés avoir étudié cette disjonction dans les Qf-espace, et notamment y
avoir analysé la propriété de translation, l'on démontre des propriétés particu-

liéres & la disjonction dans les ¢-espaces, propriétés qui sont déja combinatoires
b) La disjonction double, qui contient la disjonction linéaire.
La deuxiéme partie a pour objet la résolution de problémes combi-

natoires, finis ou infinis, sur les y-espaces, voire les Qf—espaces. Les chapites

IV et V sont consacrés au



Probléme Etant donnée une famille de cardinaux (ai) , caractériser les

iel

familles (Xi) de parties d'un y-espace E, pour qu'il existe une famille

iel
¢-disjointe (Yi) incluse dans (Xi) (i.e. pour tout i, Y, xi) et telle que
pour tout i, dim ¢ (Yi) =a; ; et construire une telle famille (Yi) quand elle
existe.
Une condition nécessaire d'existence s'impose :
Vijer , dime (xJ) = a; (1)

ot 1'on écrit : Xy = ux, (ie]] et ay = 2 ay [ie)] .

L'on dit qu'une famille (xi) est de type (ai) quand la condition (1) est
réalisée.
Au chapitre IV 1'on démontre :
1°) Si I est fini, toute famille (Xi) de parties d'un y-espace E, de type (ai)

contient une famille y-disjointe de type (ai).

Quand les a; sont finis, deux démonstrations sont données, d'ou
deux méthodes (suppressibilité et empilement) pour construire une famille disjointe
incluse et de type (ai)
» Ce résultat a pour cas particuliers le théoréme de KONIG-HALL et

un théoréme de Richard RADO (voir DO]).

2°) Le résultat 1°) est vrai dans un ~L-espace E si et seulement si E est

un y-espace.

Les familles infinies sont étudiées au chapitre V. Voici les

principaux théorémes :

3°) Toute famille (xi) de parties d'un ¢-espace E, telle que pour tout i
dim ¢ (Xi) soit finie, contient une famille y-disjointe de type (ai) si et
seulement si :

Vi ed , dime (X) 2 a



ot F (I) est l'ensemble des parties finies de I.

Ceci généralise un théoréme de Richard RADO (lemme 1 de [10])

4°) Toute famille dénombrable (Xi) telle que, pour tout i dim o (Xi) soit
infinie, contient une famille disjointe (Yi) telle que pour tout i,
dim ¢ (Y;) = dim ¢ (X,)

{Pour les familles telles que Card I > % cet énoncé est faux

1 2

en général).

5°) Si 1l'on admet ‘seulement 1'axiome du choix, l'on a :
Soit pour une famille (ai)iel de cardinaux infinis, L 1'ensemble des ay et les
propriétés :

(a) Pour tout cardinal [eL tel que ’[= Uéo ou gsoit singulier,

lton a : Card {ilai=£}/_—£

(b) Pour tout cardinal {& L tel que { # Mo et { soit régulier,

l'on a @ Card {ilai=(}4£

(c) Toute partie X de L telle que :
Vyex , Sup Y Xu{supx}

vérifie Ord (X) < @,

(d) L'ensemble des cardinaux f de L tels que :

wo < £ cf et su L(\(]g_,f[)=€
ot { est le cardinal de cofinalité de { et ]*, {1 1'ensemble des cardinauxcé,

a un cardinal strictement inférieur & %2 .

Toute famille (Xi) de parties d'un y-espace E telle que dim w(xi)
soit infinie pour tout i et telle que (dim tp(xi) )i eI vérifie les propriétés
(a), (b), (c) et (d) , contient une famille ¢-disjointe (Yi) telle que :

pour tout iel, dim ¢ (Yi) = dim ¢ (xi)
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(Les conditions (a), (b), (c) et (d) sont restrictives, et seuls des cas

marginaux signalés au passage, sont restés ouverts).

6°) Si 1'on admet l'axiome du choix et 1'hypothése du continu généralisé,

toute famille (X.) de parties d'un y-espace E telle que, pour tout ielI,

i‘'iel

dim w(xi) soit infinie, et telle que la famille (dim ¢ (Xi)) vérifie les

iel
propriétés (c), (d) et :

(a") V‘eeL R Card-(i{a.i = 10}&{
contient une famille ¢-disjointe (Yi) telle que :

pour tout ieI, dim ¢ (Xi) = dim ¢ (Yi).

Ce chapitre se termine par une étude compléte des familles dénombra-

bles.

Au chapitre suivant, aprés avoir examiné la maniére dont peut s'é-
changer un élément d'une base donnée avec un autre élément pour obtenir une
nouvelle base, 1'on étudie les circuits généralisés, i.e. les ensembles € de cir-
cuits tels qu'il existe une partie libre L pour laquelle les circuits de ¢ ont
au plus un élément en dehors de L. Quand L est fixée, la correspondance galoi-
siemne : € —5» Y% _-L estun isomorphisme de 1'ensemble des circuits généra-
lisés définis par L sur 45(w(L) - L) ordonnés par 1l'inclusion. D'ou la fonc-
tion Lx = Lle [xeax]. L'on a ainsi une généralisation des "Systémes fondamen-
taux de circuits" de Hassler WHITNEY. Une propriété caractéristique combinatoire
des circuits généralisés est exposée par le théoréme 4. Des applications 2 des
constructions de ¢-espaces permettent d'améliorer un résultat de H. WHITNEY

([11], Appendice) concernant les ¢-espaces [F_-représentables. Avec ces tech-

2
niques, l'on démontre alors :

Soit E un y-espace et k un entier >1. Pour qu'une partie S de E
admette une partition formée de k parties libres, il faut et il suffit que S

vérifie 1'une des propriétés équivalentes :

(Pk) Card S>k et pour tout X € 52 (S) , Card X<k . dim ¢(X)
(P'k) Card S=>k et pour tout sous-espace A de dimension finie,
Card (ANS)¢k. dim ¢ (ANS)

Ayant démontré ce théoréme sur les espaces vectoriels, M. RADO se
demandait si une condition nécessaire et suffisante de représentabilité d'un

y-espace comme partie d'un espace vectoriel n'était pas la validité de ce théoréme.
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Le dernier chapitre est une théorie constructive des changements
de base. Pour les définir, il a été nécessaire d'établir le lemme combinatoire de
Tele L'importance des changements de base faibles est qu'on peut en démontrer

1ltexistence pour tout ordinal dénombrable....

Plus précisément :

Soient X et L deux bases d'un y-espace E, <« un bon ordre sur X.
Si ord (X, <) < hﬁ, alors il existe au moins une injection u de X dans L telle
que : L - u(X) + X soit une base de E et VxeX , (L-u (). xvUe, x)

soit une base de E.

Quelques considérations sur des notions plus fortes et des exemples

sur les matrices montrent la complexité de ces questions.

2

Je tiens & remercier vivement Monsieur le Professeur SAMUEL, mon
directeur de thése, pour les conseils avisés et les encouragements qu'il m'a
constamment prodigués, et pour la confiance qu'il m'a toujours témoignée. Ce
travail lui doit beaucoup et je le prie d'accepter ma sincére gratitude, ainsi

que Monsieur le Professeur BENZECRI, qui m'a engagé dans la recherche.

Je prie Monsieur le Recteur MARTIN et Monsieur le Doyen BOCLE, mes
premiers maitres, qui m'ont conseillés depuis mes débuts, d'agréer 1'hommage de

mon profond respect et de ma sincére reconnaissance.

J'exprime ma sincére gratitude 3 Messieurs les Professeurs GUERINDON
et GLAESER, et 3 Monsieur BENABOU pour leur aide et pour 1l'intérét qu'ils ont

porté & mon travail.

Enfin je ne saurais non plus oublier l'aide et les encouragements
de Messieurs les Professeurs ANTOINE et METIVIER, ainsi que de tous ceux qui
m'ont entouré au cours de mes études. Que tous veuillent bien croire a ma recon-

naissance.
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PLANCHE III

Diagramme récapitulatif des principaux facteurs définis
au chapitre I .

. projection
plein &
F L
o ~ P aad

Ce diagramme est commutatif, les fléches représentant des
foncteurs ensemblistes.
<= sont des isomorphismes

<, sont des foncteurs d'inclusion, ou des foncteurs injectifs
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Chap. I Axiomatique sur les parties libres

et les parties ou familles génératrices

1.1. Introduction

Les notions de parties libres, rang, partie liée, circuit, fonctions gé-
nératrices, fermetures et treillis sont du langage courant de nombre de théories
dans la Mathématique..L'objet de cette premiére section est de définir les struc-
tures naturelles obtenues en généralisant ces notions dont les cas particuliers
sont bien connus et de comparer les diverses généralisations obtenues. I1 se dé-

gage de cette étude deux structures importantes :

1°) :f—esgace : couple (E ,&f) formé d'un ensemble E et d'une partie < de

? (E) , de caractére fini.

2°) —espace : couple (E, ¢) formé d'un ensemble E et d'une fermeture o,
g-espace

de caractére fini et vérifiant un axiome d'échange qui! sera précisé.
1:4 I

Certaines des équivalences de structure qui sont présentées ont été étu-
diées par H. Whitney [''] pour les ensembles finis, R. Rado [10 ] pour les rangs,

B. Jdénsson [4] pour les fermetures et les treillis, ... .

Voici quelques précisions sur le langage utilisé pour les équivalences

de structures et de catégories

Pour éviter toute difficulté de logique, tous les ensembles considérés
sont supposés appartenir 3 un méme ensemble universel dans lequel on peut faire
les opérations ensemblistes usuelles (voir C. Ehresmann[R ] , introduction,

pp. VIIT et IX), et Ens est de la catégorie des applications entre ces ensembles,

Une catégorie ensembliste est alors un couple (€, S) formé d'une caté-
gorie £ et d'un foncteur fidéle S de € dans Ens appellé foncteur d'oubli. Un
foncteur ensembliste de (£, S) dans (L', S') est alors un foncteur F de C,
dans (' covariant tel que $=S'oF . (.C, S) et (C', S') sont dites iso-

morphes si et seulement si il existe un isomorphisme ensembliste de &£ sur £ '.

Si les objets de g (resp. L,gm') sont des ensembles structurés par une
espéce de structure f (resp. '), Set ! sont équivalentes (au sens de
Bourbaki [C, 1, 4] , §1, n°® 7) si et seulement si (I G, S) et (I &', S')
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sont isomorphes (I i sous-catégorie des isomorphismes de f;). Voici en outre
quelques propriétés :

1) Un foncteur ensembliste est déterminé par les transformés des objets (on

en déduit aisément alors les transformés des morphismes).
2) Si F et G sont ensemblistes et si F o G existe, F oG 1'est aussi.
3) Si F est ensembliste et inversible, alors F_1 est ensembliste.

Ces notions s'étendent aisément aux foncteurs ensemblistes contrava-

riants.

Pour tout ensemble E, 1l'on écrit c (E) 1'ensemble ordonné des objets
au-dessus de E : A»B si et seulement si l'application identique de E est un
morphisme de A dans B (si 1E isomorphisme de A sur B entraine A = B sinon

préordre seulement).

1.2.- Parties libres, rangs, parties liées, bases et circuits

1.2.1.~ <L -espaces

Définition 1.- L'on appelle Q-p-esgace tout couple (E ,o¢) formé d'un ensemble

E et d'une partieQZ? de %3 (E), de caractére fini, i.e. vérifiant 1l'axiome ¥ :
(¥, (Yx e 3(E) ((xeX) = (Ve T (X, veX))
Les X € X sont alors appellées des parties libres (ou ¥ -libres)

Si X est libre, toute partie de X est libre.

Exemples :

s

1°) Tout A-module & gauche M. L'on peut définir entre autres les ensembles

de parties libres suivant :
1a) L = {X|XeM et Vxex , xjé X -{xt}

ou X - {x} est le sous-A-module engendré par X - {x} . Ce sont les parties

libres classiques.

* ff (X) est 1'ensemble des parties finies de X
fﬂp(x) est 1'ensemble des parties de cardinal p, de X

)
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16) L, ={x[xem et ((Zr x[xex]= 0)=»(Yxex, A_x=0) )}

ol 2 est une combinaison A-linéaire.

Quand M est unitaire, Q"1 > jo ; mais 52”1 = :fo si et seulement si
A/I est un corps ou I est 1'annulateur de M. (voir [C, 11, 2] 5 n° 12 , p.45).

2°) Soit B sous-anneau de A, :fb (resp. 21) 1'ensemble des parties X de
A telles que ** :

VY={Y1 geeey .Vn} € y(x) > VfGB [X1 gecey an
f (.Y., seees yn) =0 entraine f =0

(resp. VYxex, Yy = {y1 seees Yo} € F(X - {x}), il n'existe pas de poly-
ndmes feB [Xo » Xy 5eees Xn] distingué en X = tel que : f(x, y1,..,yn) =0
(1'on suppose ici que B a une unité e qui est le coefficient du terme de plus

haut degré en Xo) ).

Les parties dans »200 sont dites algébriquement libres sur B, celles

dans $f1 intégralement libres sur B.

3°) De tout schema simplicial S (ou complexe simplicial) (voir[M], chap. I,

3.2., p. 37) on déduit canoniquement un - -espace : soit v 1'ensemble des

simplexes de S, L est 1'ensemble des parties X de S telles que :

Vv e 7(x) , v,

ey soit un simplexe.

Une famille (xi) d'éléments d'un Sf-espace est dite libre si et
iel
seulement si les x, sont distincts deux a deux et {xi | ieI} est une partie
L -libre.

L'on désigne par R la catégorie dont les objets sont les ¥ -espaces,

et dont les morphismes sont les applications f de (E ,f) dans (E' ,¥') telles

que
(h1) toute famille (x].) d'éléments de E telle que (f (x].) ) soit #'-libre
est & -libre

(on généralise ainsi la notion d'application linéaire).

*o* a N soaz sz
B [X1 seeey Xn] est 1'anneau des polvndmes % n indéterminées X1 yeees Xn

sur B
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1.2.2.- rang sur (E ,2f). Rangs faibles.

L'application rd, (ou rx) qui & toute partie X finie de E associe le

nombre entier :
re M= rx) = Max (Y} [red et vex] )

vérifie les axiomes*:

(R)) r(#) =0 et VxeH(E), VxeE , r(xx) =r(X) + h od h=0

ou h=1

(R Vxed® , JveF@® , rx) =r() =lYl

2)

Définition 2.- On appelle rang (resp. rang faible) sur un ensemble E toute ap-
plication r de 9”(E) dans 1'ensemble N des entiers naturels vérifiant les axiomes

(R1) et (Rz) (resp. (R,')) ci-dessus.
I1 résulte de 1'axiome (R.') que : Vx z-:ﬂ'J(E) , Og<r(X)s< [X|

L'on désigne par ,.,B.f (resp. R) 1la catégorie dont les objets sont les
ensembles (E , r) munis d'un rang faible (resp. rang) r, les morphismes de
(E, r) dans (E', r') étant les applications f de E dans E' qui diminuent

le rang, i.e. telles que :

(h2) Vxe F®) , r' (X)) ¢ r(x)

Théoréme 1.- (E,r) o (g L)
on ¥ = {X|XcE et Vvej(x),r(v)=lvl} (2)

définit un foncteur ensembliste de Rf sur L dont la restriction é& est un iso-

morphisme de R sur L. L'isomorphisme inverse est défini par la relation (1).
ory -

Démonstration : On vérifie que :

1°) E étant un ensemble donné, r _—» »Z’r défini par (2) est une applicatim
de 5{ (E) dans L(E) qui n'est pas croissante en général, mais dont la restric-
tion 3 R (E) est un isomorphisme d'ensembles ordonnés de 5(12) sur L(E), ce der-

nier point étant d'ailleurs une conséquence de :

» . . . .
L'on écrit [Y| au lieu de Card Y quand aucune confusion n'est & craindre

avec une valuation,
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2°) Si f est un Bf-morphisme de (E, r) dans (E', r'), f est un L-morphisme
de (E, :fi;) dans (E' , :[r,) (réciproque fausse en général),mais f est un

‘E-morphisme si et seulement si f est un*l:-morphisme

D'ou la correspondance galoisienne :

Corollaire 1.~ Soit E un ensemble r___ ir et L___ r¥ sont
des isomorphismes inverses l'un de l'autre de 1l'ensemble &(E) ordonné par r,eT,
si et seulement si VXe & (E) , r1(X) < rz(x), sur }SE) ordonné par :

:f,l c :[’2 (inclusion dans 2 (F(E))).

Corollaire 2.~ Les espéces de structure définies respectivement par :

(g, <, (L1) ) e (E r, (R1) et (RZ) ) sont équivalentes.

L'énoncé du théoréme 1 s'exprime aussi en disant que la diagramme 1I[
1

est commutatif, ou I et I sont les isomorphismes I-1

entre R et L, F le foncteur ensembliste de ‘Bf R I L

sur L, P=T1o0F 1le foncteur projection de }}_f

sur R (P o P = P)et ¢ le foncteur d'inclusion de R

dansw Rf Rf = Rf
- (1)

En particulier notons le :

Corollaire 3.~ Soit E un ensemble. r_, f = T¥r est une projection crois-
sante de ‘vi (E) sur R(E) . # est appellé le rang associé au rang faible r.

Prolongement du rang aux parties infinies :

La formule (1) de 1.2.2. permet de prolonger r en une application dejF(E)

dans 1l'ensemble des cardinaux ¢ |El:

-

r(X) = Max |Y| [Yex et YEL] (1)

c'est le prolongement canonique de r 3 ¥ (E). Les propriétés (R1) et (Rz) restent
vraies en remplagant F (E) et F(X) par ?(E) et E'B(X) respectivement. Par
contre la propriété : "une partie finie X est libre si et seulement si r(X) = |x|",

n'est plus vraie pour les parties infinies.

1.2.3.- Parties liées, circuits et bases d'un < -espace

Définition 3.- Soit E un ~L-espace. On appelle partie (resp. famille) L-liée
(ou plus simplement liée) toute partie (resp. famille) non <F -libre. L'on ap-

pelle circuit toute partie <X -liée minimale et base toute partie <X-libre maximale.
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F = fF(E) - est 1'ensemble des parties liées et vérifie :
(L) TeF®) -{p} e¢ (VX&}(E) (XeF) o= (FX)0Z£8) )

Alors toute partie liée contient une partie liée finie, donc une partie

liée minimale. L'ensemble ‘¢ des circuits vérifie :

(C1) ¥ c¥(E) - {95} et deux éléments distincts de € ne sont pas comparables

(pour 1'inclusion).

<L étant de caractére fini est inductif pour 1'inclusion (voir par exemple
Bourbaki [C, I, 3] s §4, 5, P. 70), donc admet des éléments maximaux et toute

partie libre est incluse dans une base. L'ensemble ® des bases vérifie 1'axiome :
(81) D Atg |, 6C?’(E) et deux éléments distincts ne sont pas comparables.

Cet axiome ne suffit pas pour reconstruire une & de caractére fini. En

effet B est tel que, pour tout XcE,
@X = oZon:P (x)
est inductif pour 1'inclusion, et il est aisé de construire des B vérifiant (B1)

et ne possédant pas cette derniére propriété. D'ou la nécessité du second axiome :

2) (& est de caractére fini) : VXCEP(E) . bx ={B nx | Beﬁ} est induc-

tif pour l'inclusion.

(B

I1 est aisé de vérifier que, sur un ensemble E quelconque, les structures
suivantes sont équivalentes :
1) ¥ vérifiant (L,)
2) r rang sur E
3) F vérifiant (i,‘)
4) ¥ vérifiant (C1)

5 & vérifiant (B1) et (Bz)

#* L'équivalence utilise le résultat suivant :

soit X¥c B(E) telle que : VXeX , Vrye® (x) , ve¥

Alors & est inductive pour 1'inclusion si et seulement si £ est de caractére

fini. (Démonstration aisée par récurrence transfinie pour la condition nécessaire
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ces équivalences : éfr , ’Yg , &% R i’ﬂb s Ty s TZ s e étant

explicitées sur la planche I.
Résumons les résultats les plus intéressants :

proposition 1.- Dans un L -espace E, une partie est liée si et seulement si elle
contient un circuit ; une partie est libre si et seulement si elle est incluse

dans une base ; une partie finie X est un circuit si et seulement si :
Yxex , r(Xx-x) = r((X) = IXxl-1

Les ‘k-morphismes sont en outres caractérisés par l'une des conditions
équivalentes :
(h3) Si (xi) est £ -liée , (f (xi)) est Fr-liée

(h4) Si (xi) est un & -circuit, (f (xi)) est Lr-liée

1.2.8.- Rangs réguliers. Axiomes de Régularités.

L'on constate pour l'instant une analogie assez compléte entre les notions
définies sur un ¥ -espace et celles qui sont couramment utilisées dans un espace
vectoriel par exemple. Cependant la propriété fondamentale du rang dans un espace
vectoriel n'est pas vérifiée en général. Plus précisément :

Définition 4.- Un rang faible r sur un ensemble E est dit régulier s'il vérifie
la propriété suivante :
VXeff(E) , toute partie libre incluse dans X et maximale a pour
cardinal r (X).
Un £ -espace est dit régulier si re est régulier.

Tout rang faible régulier est un rang.

Si r est un rang régulier, pour calculer r(X), il suffit de construire
une partie libre maximale incluse dans X. Le rang de X est alors le cardinal de

cette partie libre maximale.

Théoréme 2.- Soit r un rang faible sur un ensemble E.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(R R) r est un rang régulier

(R 3) VXeF(E), WeH(E) tels que r(XuY) = r(X) + 1,3 yeY tel que r(X+y) = r(X)}+1

(R'3) VYXeZ(E) ,VxcE et VyeE tels que r(X+x)=r(X+y)=r(X), on a r(X+xty) = r(X).
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Démonstration

1°) Si r est un rang faible vérifiant (R'3) :

Vxed@® , VzeF X telsque VYxex-z, r(@Z+x)=r(z),ona
r(X) = r(2) (raisonner par récurrence sur |X - Z|). En particulier pour toute
partie libre maximale Z incluse dans X, r(X) = r(Z) = [Z]|. Donc r est un rang
régulier, et 1'on démontre de méme 1'axiome (R3 ).

2°) Si r est un rang faible vérifiant (R3) :
Soit X € 5(E) et Y wune partie libre maximale incluse dans X .
Alors si r(X)> [Y] , il existe TcX -Y tel quer (Y+T) =r(Y) + 1= 1Y+ 1,
donc il existerait yeT tel que r(Y+y) = |Y|+ 1 : Y+ y serait libre,
ce qui contredit le caractére maximal de Y. Donc r(X) = |Yl= r(Y) et r est un
rang régulier.
3°) Si r est un rang régulier :
VxeF(E) , VxcE , YveE tels que r (X+x) = r(X+y) = r(X) , ona :
soit E une partie libre maximale incluse dans X : r(X) =1zl = r(z) .

Alors r (Z+x) = r(Z+y) = r(X) =12zl , donc Z+x et Z+y sont 1liés , et Z est

une partie libre maximale incluse dans X + x + v

Dot r(X+x+y) =1z = r(X) : r vérifie (R3)

CQFD
Corvllaire .- Soit r un rang sur E, < 1'ensemble des parties r-libres et
1'ensemble des parties r-liées. Les propriétés suivantes sont équivalentes
(R R) r est un rang régulier
(Lz) VXef, Yre ¥ tels que IXI=|Y|+ 1 soit fini, JxeX-Y tel que Y+xe
(fz) Vxeﬂ"(z) , Yre F(E) tels que [XI=IYI+ 1 et nyf , ona :

(Vxex , Y+xeP) = (Xe )

Voici maintenant d'autres systémes !'axiomes équivalents :
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Théoréme 3.- Soit r un rang sur E et % 1'ensemble des r-circuits |,

les propriétés suivantes sont équivalentes :
(R R) r est un rang régulier
(,) Vxee, Vve®,x#v, VYxexor ,1ze? tel que zeXxuy- {x}

(c Vxe¥, VYve® Vaexny , Vxex-v, 32€¥ tel que xcZ et zcXuv-i3

2)
(C"2) Toute partie XEff(E) telle que r(X)= |X|- 1 contient un circuit et un seul

Démonstration
On vérifie comme ci~dessus : (R R) => (CZ) — (C'2) == (R R)

et (Cz) - (C'2) . Les seuls points délicats sont :

1°) (C"z)% (RR) : Soit E vérifiant (C"z). F « F(E) est dite régu-

liére si les parties libres maximales incluses dans F ont toutes méme cardinal. Si
toute Fe 7 (E) est réguliére, r est régulier. Nous allons le démontrer par récur-
rence sur |F|. C'est trivial pour |Fl= 0 et supposons le vrai pour |Flgn-1 .
Soit Fe F(E) avec IFl=n

Si r(F) =n F est libre, donc réguliére
Si r(F) = n-1 F contient un seul circuit, donc est réguliére
Si r(F) ¢ n-2, soit Y wune partie libre maximale incluse dans F.

Yxer-v tel que {x}e, Y+ x est 1ié, donc (Y+x réguliére),

Jyvey , Y-y+xel. Y-y+x estlibre maximale car :
ou bien |Y| = |Y - y + x| = n=2 et r(F) = n-2
ou bien |Y|< n-2 et si Y-y+x+2z2Y-y+x et estlibre,

on contredit le fait que Y + x + z soit réguliére.

Alors Y et Z étant deux parties libres maximales de F, on peut passer de Y & Z

en échangeant les éléments un par un, d'od |Y| = [Z|, et F réguliére.

2°) (CZ) —_— (C'2) : Nous allons démontrer par récurrence sur |XuY| que

VxexnY , Vaex -y, 32c¥ ZcXuY - {x} et acZ ,si X€¥€ et
Ye € . Clest trivial si IXuYl=0, 1 ou 2 . Supposons le vrai si {XUY|¢n-1 et

soit Xe¥€¢ , Ye€ tels que |XuYl=n, a€Xxny et xeX - Y.
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S'il existe Z€¥%, ZcXuUY -ix} tel que |ZuX|<n, il suffit de rai-
sonner sur X et Z et d'utiliser 1'hypothése de récurrence.

Sinon, tout Z&¥ tel que ZCcXUY - {x\}vérifie : Zo>Y -X.
Alors, d'aprés (Cz) il existe au moins un tel Z, et Yt€Y - X, il existe Te?¥,
TcYvZ - {t}

ou bien x&Z

ou bien xfz , alors T#X, |XUT|/<n et ona Z'cXUuT - {a} et
x€Z' dans XuT

Théordme 4.- Soit r un rang sur E et 8B 1'ensemble des bases. r est régulier
si et seulement si P vérifie les axiomes (81), (B2) et

(33) Vpe & ,YB'ed® |, ¥xeB' - B, les seules bases contenant x et incluses

dans B + x sont de la forme B -y + x ou yeBx partie finie non vide de B.

Alors toutes les bases de E ont méme cardinal, et ce cardinal est appellé
la dimension de E : le rang infini est lui-mé&me régulier.

Si r est un rang régulier, pour toute base B, pour tout xeE tel que

{x} € £ (donc xeB' pour une base B' au moins);
ou bien xé&B et B = {x} (1'échange doit @tre effectif ).

ou bien x¢B et , d'aprds (cry) et (c",) , B+ x contient un
circuit et un seul C, et B - y + xe 3 si et seulement si yeBx = BnNC,

Réciproquement soit r un rang tel que {3 vérifie les axiomes (81), (Bz)
et (33)' Soient FeTF(E) , X et Y parties libres maximales incluses dans F, et
Y-X={y, 000, ¥} Ileexiste B°€ % tel que X<B® et B'e 3tel que Yc B!

Conme X +y, est liée, B°y n(X-Y) #p. soit x,€ B°y n (X-Y)
1 1
- X, + Y4 e3 et il suffit d'itérer ceci avec x’ =X - x, + Y4 et

Y' =Y. Aprés m itérations, ona : Y =Y , x'“=x-.]x1 seeey xm{-+(Y-X)

od les x; sont tous différents, et " = B° —{x1 seees X} (Y-X)eb

or B"ox™ , et Y étant libre maximale dans F, M=y Xl = Yl

Soient B et B' deux parties libres maximales incluses dans F, Si B
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est fini, B' 1'est aussi et |B| = |B!| (raisonner sur des parties finies conte-

nant B) ; si B est infini, alors (Bx) est un recouvrement de B :

x€B'
en effet pour tout yeB ,

ou bien yeB! et By ={yv}

ou bien y,éB' et B' + y est 1lié. L'ensemble des circuits
inclus dans BUB' et contenant y est non vide et ceux de ces circuits tels que
|€ 0B'| soit minimal, vérifie |CAB'l= 1, Donc CONB' = {t} et C = B, +t
*
contient y : yeBt . Alors ) :
< ] = |RB!
Bl = L B | [xeB) iB*]

et inversant les rdles de B et B' , |[Bl = IB'|.

1.3.- Fonctions génératrices et parties libres

1.3.1.- Fonctions génératrices minces

Soit E un £ -espace. L'application ¢ (ou mieux «px) de ‘?Z(E) dans

lui-m@me, qui & tout X € q& (E) associe

(3) (X =) = {x|xeX ou xeE et Y , YcX et Y+X¢L}
vérifie les propriétés :

(6,) (caractére fini) : Vxez@® , o) =Uo(m) [ve 7 (0]

(6,) Vxer ® , xco)

(G3) (échange) : VXG«F (E) , VxeE , VyeE tels que ygé\p(x),

si yeo (X +x) , alors xcy¢ (X +y)

Mais en général ¢ n'est pas une fermeture (i.e. ne vérifie pas
$0¢9=9¢). L'on se propose maintenant de définir les parties libres & partir

des fonctions génératrices.

(*) Un résultat classique de la théorie des cardinaux infinis dit que si

(ai) est une famille de cardinaux telle que : il existe un cardinal infini
iel
a pour lequel :

ViEI R 1gai4a et |I|]>a , alors Zai [iEI]=|I|
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Définition 5.- L'on appelle fonction génératrice mince (en abrégé : f £ m)

d'un ensemble E dans un ensemble F (resp. sur un ensemble E) toute application
ode 3 (E) dans % (F) (resp. dans lui-méme) vérifiant 1'axiome (G1).

En particulier toute f g m est croissante.

exemples : 1) Soit M un A-module 3 gauche, ¢(X) 1'ensemble des
combinaisons linéaires d'éléments de X. ¢ est une f gm sur M
qui vérifie (Gz) si M est un module unitaire

qui vérifie (Gz) et (GB) si M est un espace vectoriel sur le corps A.

2) Soit . une loi de composition interne sur E.et ACE,
¢(X) = AX (resp. 9(X) =X.X) estune f gm sur E.

3) Soit é une correspondance de Edans F . X {>(x)
est une f gm de E dans F, en particulier quand § est le graphe d'une appli-

cation.
Voici en outre la ¢

Proposition2 : Tout produit fini de f gm est une f gm.

1.3.2. Parties et familles exactement libres d'une f g m.

Définition 6.~ Soit ¢ une f gm de Edans F et AcF. On dit que X
@—engendre A, ou encore que X est un systéme générateur de A si ¢(X) = A, En

outre une partie X de E est dite exactement libre si X est un systéme générateur
minimal de ¢(X). Sinon X est dite exactement liée. X est une base de A si
¢(X) = A et X est exactement libre.

Une famille (xi) d'éléments de E  ¢-engendre A si A=¢( {x. ] isl})
ier 1
elle est exactement libre s'il n'existe pas de sous-famille stricte qui engendre

¢ (.{x:.l | ieI}) ; sinon elle est exactement liée.

L'ensemble :f; des parties exactement libres est

:f: = {X|cE et Vxex, ¢ X-x¢ ¢ (X}
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et (xi) est exactement libre si et seulement si {xi| ieI} 1l'est et les
iel
x5 sont distincts deux 3 deux.

¢ est "caractérisée" par ses "valeurs" sur .f : 0 Cf (E) :

Vxe2® , em=vemn [red@mnxr?)

&£ ; n'est ni de caractére fini, ni m@me inductif en général. Cependant

on a 3

¢e¢f; et Vxei’: , VY [rYeF©X) n .i’:]=x

exemple.-  Soit E un ensemble, ZLcF(E) et pe. Alors pour tout XcE :

VXG QB(E), ¢(X) =Sup n-1[n ew et E(Xi)‘ strictement croissante
ien

telle que Vien R Xie g(x)ne‘f]

est une f g m de E dans c.)°+1 et 1'on a :

.}f:n F() =L

FEn général of: n'est pas inductif. I1 1'est cependant si et seulement

mewg .
si: il n'existe pas de familles (X:) d'éléments de <L telles que :

nsmo

Vm €wy, (X:)n cw est strictement croissante 3 partir d'un certain rang,
o

et UX:"1 [nemo] 3 v X':H [newo]

Alors dans ce cas
,f; = {xlxce e Vred® , JzeF®o? , z57})

¢ n'est pas un rang faible en général.

1.3.3. Diagonalisation d'une f.g.m.

I1 est bon de donner & tous les ensembles considérés un élément nul uni-

versel O et de supposer que ¢(f)>0 pour toute f gm .

Soit ¢ une f gmde E dans F et @ une correspondance de E dans F.

‘Jf = (X | Vxex , $ () 0ex) #8 et $(x)n(e(X) - o(x-x))74}
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vérifie

Jfﬁ c :Z:)

Si 1'on prend é = {(x,y), x€E et ye U(e(X) - ¢(X-x)) [X CE]},
ma  xio oy

Si é est une application de E dans F, alors Qf:f est de caractére

fini.

On appelle diagonale de ¢ toute application ¢ de E dans F telle que
«i’:= cf:; et o(x) =0 pour tout x€E tel que ¢(x) = ¢(F). Une f gm
¢ est dite diagonalisable si elle admet une diagonale.

Or ¢ est diagonalisable si et seulement si :

Vxek , F_ = 0 (oY) - o(¥x)) [xe.z’; , YEF(X) et xeY] # ¢

en particulier si ¢(x) = ¢(f), pour tout xed’; » x¢X. On pose alors F =0.
Toute application ¢ de E dans F telle que ¢ (x)el?x pour tout x €E est une
diagonale pour ¢, et on les a toutes ainsi. En outre dans ce cas :

Y=c""1, ¢ est une f gm sur E qui vérifie (01).
On a af:, cx® , et si ¢ est injective pour {x]q‘(x)#o},
¢ 1 B

N :’, = X ; = :f\;: est de caractére fini, 1E est une diagonale pour ¢
et 1'on a :
e e
:fv = {X]XCE et VYxex , x¢ ¥ (X-x)} = i"p
et

VXcE, ¥(X) e {x|xeXouxcE et IYeFMnZLs , Y+xd ¥°}

1'inclusion étant stricte en général, sauf si Y vérifie (03).

Dans ce dernier cas, on dit que ¢ est injectivement diagonalisable.

Théoréme 5.~ Soit ¢ une f gm de E dans F telle que o(x) - ¢(f) soit fini
pour tout x&E. Alors ¢ est diagonalisable (resp. injectivement) si et seulemert
si il existe un ensemble Fe g (E) et cofinal 2 EV(E) telle que :

Vxed oly * PFX) — B (restriction de o)

soit diagonalisable (resp. injectivement).
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La démonstration se fait en utilisant la limite projective
Soit pour tout X € ¥ (E) , Zx l'ensemble des diagonales de o] X °
Si XcY et YeF(E), uyy * ZY —_— Zx ol uXY(tr) =q‘|x
(Zx R uXY) [X, Yed(E)] est un systéme projectif d'ensembles finis et non
vides, dopc est non vide (voir {C, 1, 3] R §7 , N° 4 par exemple), et alors
toute ¢ e Lim, (Zx R uXY) est diagonale de (E, ¢, F). Dfou le théoréme §

sachant que :
liﬂ (Zx ’ uXY) [x’ Y G«(E)] = l_iﬂ (Z‘x ’ uXY) [x’ Yey]

On fait le méme raisonnement pour les diagonales injectives.

1.3.4.- Fonctions génératrices.

Outre les propriétés (G1), (Gz) et (G3) de 1.3.1., une application ¢
de ql(E) dans B (E) peut vérifier les propriétés

1
©,) 1 est une diagonale pour ¢ , i.e. QplpE > :f;

4
1
) Vx edx) - QawE , o(X) = U g (X-x) (xex)

(G6) (fermeture) ¢ o ¢ =g

Définition 7.- On appelle fonction génératrice faible (en abrégé : f g f) sur

un ensemble E toute application y de ("F (E) dans lui-méme qui vérifie les
axiomes (G1) et (Gz) < Une f g f est dite échangiste (resp. diagonale ;
resp. exacte) si elle vérifie 1'axiome (Gs)(resp. (G,) ; resp. (G.)) .

Une fermeture sur E est une f g f qui vérifie 1l+taxiome (66).

L'on désigne par §f= la catégorie dont les objets sont les couples
(E,¢) ot ¢ est une f g f sur E, et dont les morphismes de (E,¢) dans (E', ¢')
sont les applications f de E dans E' telles que

(HT) foye = 'of
F : (E,W)———>(E:i¢) ol

_ 1
(@ £, = {Xlxep et VxeX, xfo (xx)} = LF

est un foncteur ensembliste de if= dans L.

-
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* =
D'ou la sur-catégorie propre( ) de @f : q>f ol les morphismes de

A

(E, y) dans (E' , ¢') sont les applications u de E dans E' , morphismes
de (E ,Q‘(P) dans (E , :f"p,). F s'étend alors en un foncteur ensembliste de @f

dans L qui sera aussi noté F,
6 : (E,¥) —s» (E, ﬂp-f) o ¢, est défini par 3)

est un foncteur ensembliste de L dans éf . Soit G(L) = tfg

A

et f des isomorphismes inverses l'un de 1l'autre:

(2 .

F et G induisent sur

L
L'on écrit ,,]:.= =F (if=) = F

Définition z".- On appelle fonction génératrice sur un ensemble E toute fonc-
tion génératrice faible ¢ sur E vérifiant 1'une des propriétés équivalentes ci-

dessous :

1) 11 existe L c B(E); de caractére fini telle que 0= @ (voir (3))

2) = ¢ (voir (3) et (4) )

‘P‘f‘p
3) ¢ est échangiste et exacte

4) : VxcE s ¢(X) = U e(Y) [Yeﬂ'/(x)n ..f‘p] , et ¢ est échangiste,

La structure d'ensemble muni d'une fonction génératrice est donc équiva-

lente & celle de -~ -espace. Voici quelques relations liant ¢ , &,...
Vxce , 9o = XU {x|xeE et IYeF(X) , Y+xe¥}
ou 0. (X)={x]er et JY e F(X) s r(Y4x) =r(Y)}

(Yxe, xeEX) ((X+xe¥d) <= (x § 0 ,0)

(%) La terminologie employée pour les catégories est:

1) < sous-catégorie propre de ¢' si et seulement si c et <! ont les mémes
objets. i

2) < sous-catégorie pleine de <' si et seulement si pour tout couple (A,B)
d'objets de < , < (A,B) = <!' (A,B).
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En particulier, X<E est libre si et seulement si
il existe un ordre total sur X tel que, pour tout xeX, xep (] « s x[)e

Alors cette propriété est vraie pour tous les ordres totaux.

La planche I donne les équivalences complétes.

1.4.- Foncteurs de fermeture. Régularisation. Treillis des sous-espaces. y—espaces

4f< (resp. ciaf:) est la catégorie dont les objets sont les couples (E,¢)
ou ¢ est f g f sur E, les morphismes de (E,¢) dans (F, ) étant les applications
f de E dans F telles que :

(H;) foywc pof (resp. (HT) foe =¢of)

4g< (resp. ?-g=) en est la sous-catégorie pleine "des fonctions géné-
- A
ratrices",
Fe (resp. ~P:) en est la sous-catégorie pleine "des fermetures" |,
et 3¢ (resp. i=) en est la sous-catégorie pleine "des fonctions généra-
trices régulieéres".
F (resp. jﬂ ) est la sous-catégorie pleine de i)mf dont les objets

sont "les fermetures" (resp. "les fonctions génératrices réguliéres")

1.4.1.— Le foncteur de fermeture . y—espaces .

N

P: (Ey) —> (E, ww) ol w = Ut [n e wo]

(pour tout entier n a1, xpn est la n-iéme itérée de y)

est un foncteur ensembliste de gf sur AE‘ tel que Po P =P

P projette @f= sur F et se réduit a 1'identité sur F< .,

A

<4
wy est la fermeture la moins @f -fine sur E telle que ¢c Wy

P est le foncteur de fermeture.
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f
Remarque P n'est plus un foncteur ensembliste de é_ sur f..

Toute fermeture ¢ est une f g f diagonale, mais n'est pas échangiste en
général. Si elle est échangiste, alors ‘f'p est régulier (vérifier (Cz) par

exemple). Oh a :

$=F n 38 .

-

et on pose la:

Définition 8.- On appelle y-espace; tout couple (E,p) od ¢ est une fonction

génératrice régulidre sur E (i.e. .Yw est régulildre).

Soit ¢ une application de js (E) dans lui-méme. (E,¢) est un ¢-espace si
et seulement 8i ¢ vérifie les axiomes (01), (Gz), (03) et (66) , i.e. 8i et seu-

lement si ¢ est une fermeture échangiste.

1.4.2.— Régularisation d'un of —espace. Cloture

Méme si (E,p) est une fonction génératrice, (E, w.p) n'est pas en général
un g-espace. L'on va c¢épendant associer canoniquement A toute fgf ¢ sur E une

fg régulidre ¢ R sur E ainsi :

Soit 0 = @ 917 @Oy 10 T Vg,

et pour tout entier n20 » [ =w y @ = ¢
| 21 ¢2n 212 -ftozm_.l

et ¢R = U oy [newo]
ol .Yw - {X/XCE et Vxex , xfﬁw (X—x)}
et, Vxek (v) , 0,(X) = Xu(x/x<E et I YeF(X), YeZ et Yix ¢Z)

¢ R _est la fonction génératrice régularisée de ¢
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Si (E,J) est un L-espace, <L R = Z(P R st le  -espace régularisé
<z

de (E,Z), d'od ¥R ...

Pour toat XcE , ¢R(X) est la g~cloture de X

et ww(x) est la fermeture de X

L'on H R et R = ¢R.
a m‘P (= w‘p ¥

Remarques
1°) (E,¢) —, (E,¢R) ne définit pas un foncteur ensembliste de gﬁf‘

(resp. ifz) dans i‘ (resp. dans '&?f).

2°) ¢R n'est pas en général la structure de y-espace la moins §f<-fine sur
E telle que ¢c¢R. Plus précisément, si | est une structure de y—espace telle

que ¢cy , en général ¢R ¢

3°) Si ¢c¢' (resp. si "?‘p' < -Z"p) en général ¢R et ¢'R ne sont pas

comparables dans ni‘ (E) (resp. dans ¢ (E)).

1.4.3. Ensembles de sous—espaces et fermetures

Soit ¢ une f g f sur E. L'on appelle sous-espace de E tout couple (A/A' A) ol
AcE et ol cp“ » restriction de ¢ & 3 (A), est une application de P (4) dans

lui méme.

L'ensemble f = T(E,p) des sous-espaces est :

[}

T (E,¢) {A/AcE et A= w(A)}

et vérifie :

T (E,¢)

T(E, @) = {w‘p(X) / xcE} =7
(S,) E e ¥ et toute intersection d'éléments de F appartient 3 f

(Sz) & est inductif pour 1l'inclusion
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Y est un treillis complet inductif pour 1'inclusion et 1'on a
= n -
A Ay A et v Ay @y (v Ai)
le sous—-espace engendré par X étant © (x).

E est élément universel et ww(ﬂ) élément nul, mais les atomes ou points
n'existent pas toujours, les sous-espaces de la forme ww(x) pouvant &tre inclus

les uns dans les autres suivant des chaines descendantes infinies .

Soit S< la catégorie dont les objets sont les couples (E,S) ot ¥c P (E)
vérifie les axiomes (51) et (Sz), les morphismes de (E,Y¥) dans (E', ¥') étant

les applications f de E dans E! telles que :

Yare P , £l e

Théoréme 6  (Schmidt - P. Hall) (%)

F : (B,9) — (E,T(E,9)) définit un foncteur ensembliste de & ° sur S<,
e¢ G: (E,F)__—. (E, (py) oun
Viep (®) , o, 0 = Na [aeF e xc4]

définit un foncteur ensembliste de .§f sur E;_‘ . Soit Fo la restriction de F

a F< , Fo et G sont des isomorphismes inverses 1l'un de l'autre entre F<et S<
~ ) “m

(%) Ce résultat a été démontré sous une forme un peu plus faible (équiva-
lence de structures) par J. Schmidt [22] et P. Hall (non publié) (voir [Q],

chap. II, 5., p. 81) .
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Démonstration :

I1 est aisé de démontrer que ¢y vérifie (Gz) et (G6). L'on démontre que,
pour tout XcE, ¢ (x) = U q::f (Y) [YeF (X)) , par récurrence transfinie
sur Card X. C'est trivial si X est fini. Supposant ceci vrai si Card X< a,
soit ZcE tel que Cardl= a. Alors il existe au moins une famille (Zi) strio-

iel
tement croissante de parties de Z telles que :

Vier s Card Z,<a et Z= LiJ z,
Alors :
(z) = U (z,) = U U vy = U
o 2 e J i Yed(z) AR Ye‘:‘u’(x)w:"ﬂ

L'on vérifie aisément que F et G sont des foncteurs ensemblistes en remar-
quant que @

1 -1

(fog c 9'of) o (eof ' < £l oe)

Mais F n'est plus un foncteur ensembliste de @f dans §M , surcatégorie

de MS:“ obtenue en transportant les morphismes de F (F est isomorphe au

foncteur de fermeture).

Soit ¢ une f g f sur E. L'on pose :

°2’¢= {X/X<cE et Vxex , xdo (X—x)}

et

.,‘fq‘) = {X/XCE et il existe un ordre total sur X tel que

Yx ex , x¢e (Je , x[)}

t < sont de caractére fini et c KL<
.L/‘pe $¢ nt de cara :‘&P «bf’w

r = est le rang associé & ¢

o<
i‘p

et rg=r " est le rang symétrique associé d .
¢
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Soit XcE. : YCE — o «px(Y) = ¢(XUY) est une f g f . Si ¢ est

(Px .
une fermeture, vy en est une aussi. L'on écrit ry etr Sx les rangs associés

é«px.

(E,¢) est dit semi-régulidre si, pour toute partie X de E, pour tout
Sous ¢y-espace A de E, pour toute partie .%’(p‘x -libre maximale Y incluse dans
A, on a Card Y = rx(A)

L'on appelle ¢-base de A toute partie Y -‘c"‘p-libre maximale de A. Alors
¢(Y) = A. Mais en général il existe des parties .Z’:p-libre Z de A telles que
¢(Z) = A. Z sera alors appellé une base faible de A.

L'on appelle g-base forte de A toute partie X de A telle que o(X) = A et
Vxex , zp(X—x)gA (alors xect’w). Un sous-espace A n'admet pas en général de

base forte. L'on a cependant la

Proposition 3 (¥) Soit ¢ une fermeture sur E et A un sous-espace. Si A admet
une base forte finie, toutes les bases fortes de A sont finies (mais r S (A) peut
2tre dénombrable). Si A admet une base forte infinie B, toutes les bases fortes

de A sont infinies et ont pour cardinal rS (A) = Card B.

démonstration :
Soient L et M deux bases fortes de A. Si L est infinie, on a Card M2 Card L.

En effet, pour tout ¢ € L, il existe Mleif(u) tel que Jeo(M ). Or ;

Yeer L, ={b/hel et M =M} est fini .

(*) Enoncé analogue & celui de [Q], chap II , 5. , p. 82
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En effet pour tout me My, il existe L ¢ F (L) tel que meo(L ) .
Donec est fini et ¢ )o M drou (L, )>e(L)
I‘M_é\ IN_@ £ 2 IM{ [
“’(LMJZU L) = e(L) et Lye Ly p)
Donc j(M) est infini et :

Card M = Card J(M) > uoxCard L=Card L

Comme Card M est infini, on a de m&me Card LxCard M d'ou égalité.

Remarque : En général si A est un sous-espace de (E,yp) s

rS (A) < r(A), méme quand r(A) est infini.

(E,p) est un y-espace si et seulement si T(E,9) est un treillis géomé-

trique (voir (E], IIIe partie).

Inversement & tout treillis géométrique T correspond le y-espace P(T) des

points de T, ou pour tout XcP(T),

¢(X) est l'ensemble des points Xx¢vy [yeX].

(L'on verra au chapitre II, 2.4.1 1les foncteurs canoniques qui lient ces struc-

tures).

1.4.4.~ Autres systémes d'axiomes équivalents pour les y-espaces.

Voici des axiomes concernant les familles libres ou liées

1°) Axiomes de Steinitz-Van der Waerden. (voir [I]et [J]) sont les axiomes

des y-espaces.

2°) Axiomes de Haupt Otto, Nobeling et Pauc. (voir [3])) . Soit E un ensemble

et F 1'ensemble des familles finies (x1,..., xn) d'éléments de E. On considére

une partition (%4 s ’fz) de J?, et on convient :
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(x1,..., xn) 3 Ja s'écrit A [x1,..., xn] (parties liées) (abhingig)

(xqp0ees x )€ 33 stéerit U [xpyee, X ] (parties libres) (unabhingig)

avec les axiomes :

(K) si x, =x

1 ona A [x1,x2]

2 ’
(I) si A [x1,..., xn] , alors pour tout y cE, on a A[x1,..., X Y]
(A) si L][x1 ,...,xp] , A [x1,..., X5 y] et A [x1,..., X0 z]
on a A [xz,..., Xy ¥ z] .
3°) Axiomes de Rado (voir [9])

Soient E, & (comme en 2) et I une relation d'indépendance :

I application de F dans {0,1} telle que :

1) - I est décroissante : I(x1,..., xn) 21 (x1,..., X xn+1)
2) - 1 est commutative : I(x1,..., xn) = I(x¢(1) yeeey xc(n))
Voen !
3) - I est non reflexive : I(x,x) =0
4) - I est distributive; i.e.
n+1
I (x1,..., xn) I(y1,..., yn+1) = g; I(x1,..., X yk)
=1

1.4.5.- Principales propriétés des ¢-espaces

(a) Toute partie libre maximale Y de A est appellée base de A. Toute base

de A est une base de ¢(A)

39

(b) (Théoréme d'échange). Si ¢ (Y) = A et si X est une partie libre de A, il

existe Y'c Y telle que Y'nX =@ et Y'UX soit une base de A.
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(c) Soit B une base de A. Toute base de A a méme cardinal que B,
Card B = dimwA = rwA est appellé la dimension de A. En outre, si Y ¢-engendre
A, Card Y > dim(pA ; et si Y est une partie libre de A, Card stim‘PA ; et
quand dim‘p A est fini (resp. infini), 1'égalité dans 1l'un ou 1l'autre de ces cas
entraine (resp. n'entraine pas en général) que A soit une y-base de A.

(d) Soit L une partie libre et xeE. L + x contient un circuit et un seul:
Lx + x ; et une partie L' de L est telle que xey9(L') si et seulement si
xeep(L) et L'D L.

(e) sSi (Li) est une. famille de parties d'une partie libre L,
iel

1.5.- Applications et exemples

1.5.1.- A-modules et groupes

Soit M un A-module & gauche unitaire et, pour tout XcM, (po(x) le

sous-A-module engendré par X
J’o = X est 1l'ensemble des parties libres usuelles, et 9, R(X) est la
cl8ture de X
Soit of< 1'ensemble des parties X de M telles qu'il existe un ordre total

sur X pour lequel :

Vxex , xyfnpo (X]‘_’x[)

(E, Z,) est un Z -espace semi-régulier.

En effet <f< est de caractére fini (raisonner par limite projective de manidre
analogue au théoréme 5 de 1.3.3.). Le fait que (E,Z ) soit semi-régulier

résulte du théoréme de Jordan-Holder (voir par exemple Bourbaki [C,II, 1], §6,
n° 14, p. 85)
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Fxep oo , r.(X) = long (¢, (X))

est définie meme quand la longueur est infinie (voir Bourbaki [C,II,Z] , §1,

n® 10, p. 30)

M est un espace vectoriel si et seulement si ;fo =, , et alors (M,QZ;)

est un y-espace.

L'on a des résultats analogues pour les groupes & opérateurs.

1.5.2.- Fnsembles ordonnés et treillis.

Soit (E, £) un ensemble ordonné et X l'ensemble des parties X de E telles
que (X, < induit) soit totalement ordonné. X est de caractére fini et ¥ est

1'ensemble des {x,y} tels que x et y ne soient pas comparables.

(E, L) est un g-espace si et seulement si la relation "x et y ne sont

pas comparables" sur E est transitive. (E, ¢ est alors dit régulier.

1.5.3.~ Corps

Soit K un corps, k un sous-corps de K et ¢(X) la cléture algébrique de

k(X) dans K (veir {L) , vol I, chapitre II, § 12) . (K , ¢) est réguliére et
1'on retrouve ici les propriétés classiques des parties algébriquement libres et

du degré de transcendance.
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Soit A un anneau unitaire et pour tout XcE, ¢1(X) 1'idéal bilateére
engendré par X. Soit ¥, défini comme en 1.5.1. pour ®qe (E, £ ) est semi-régu-

lier (voir A-module) .

Soit k un corps de caractéristique p>0 et pour tout x<E, ¢(X) = kP(X).
(k,9) est un ¢-espace (voir [L] , vol. I, chapitre II, § 17). Les bases sont

alors appellées les p-bases.

1.5.4.- Les "Géométries".

Toute géométrie G est telle que 1l'ensemble de ses points soit canoniquement

un ¢-espace. En particulier :

a. Tout espace affine sur un corps K

b. Tout espace projectif sur un corps K
(voir [2), § 9, pp. 189-205 ou [E}, III, chap. IV, pp. 354 & 373)

c. Toute géométrie plane affine, de translation ou non, desarguesienne ou non,
pascalienne ou non (voir{E]}, III, chap V, pp. 318-353)

d. Toute géométrie plane projective (voir [F] , chap. 20, pp. 346-420).
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Chap. II  LES STRUCTURES DE ¥ -ESPACE ET DE ¢-ESPACE

2.1.— Généralités. Comgaraisons de Structures

2.1.1. Rappels sur les catégories de base.

L'on entend par <f -espace la donnée d'un ensemble muni de 1‘une
des structures équivalentes de la planche I, et 1'on désigne par L la catégorie
dont les objets sont les <L -espaces et dont les morphismes de (E,£) dans
(E', ¢') sont définis par 1'une des propriétés équivalentes :

() , () , (b)) ou (n)

(L'on identifie ainsi les catégories L, R et 8.
‘ A

Pour differencier plusieurs structures on pourra employer des indices :

ainsi .,2"2 est 1'ensemble des parties cp'z—libres de (E, r'z).

Du point de vue des fonctions génératrices, il est naturel de définir
la catégorie L (resp. L) ayant pour objets les <f-espaces, les morphismes de
o Bl

(E,¢) dans (E', ¢') étant les applications f de (E,y) dans (E' , ¢') telles que:
(h=1) foy=¢'of
(resp. (h?) foycy'of)

On a

La premiére inclusion est évidente. Pour la seconde : si f est un H—morphisme

de (E,£) dans (E', '), soit (xi) une famille d'éléments de E telle que

i€l
(f(xi)) soit <£'-libre. Alors les x; sont distincts deux 3 deux et, considérant

un bon ordre sur I :
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Vier fx;) ¢ o' ({f(x)/ jeT et jei})
donc f(xi) ¢ foe (-{xj / jel et j(i})
et 3 fortiori x5 éd v ({xj / jel et j<i})

donc (xi) est -L-libre.

De méme 1l'on entend par y-espace la donnée d'un ensemble muni de 1'une
des structures équivalentes de la planche II, et 1'on désigne par ¢ (resp. 4’: 3
resp. ¢<) la sous-catégorie pleine de L (resp. L resp. L) dont les objets

o

sont les y-espaces. On a :

¢= < § ¢

Propriétés caractéristiques des L-morphismes (resp. des i ~-morphismes)

Une application f de (E,~f) dans (E',.') est un L-(resp. $)-mor-

phisme si et seulement si elle vérifie 1'une des propriétés équivalentes suivantes

(h1) toute famille (xi) telle que (f(xi)) soit .¥'-libre, est ~A-libre

(hy) Vx e 7 (®) , r (£(X)) « r(X)

(h3) si (x;) est L -liée, (f(x;)) est ¥'-liée

(h,) Yecew , (FX), (o est £'-lide

(hg) Yx ¢ ¢ (E) tel que f|; injective et £(X) base de £(E), Xe&Z

(hg) VX< € tel aue f|, injective, f(X) contient au moins un circuit.
(h,) Vxeg (E) tel que : 1xeX, xeo(X-x); JyeX , f(y)eqe' (£(X-y))

s

Les équivalences sont aisées a vérifier
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Propriétés caractéristiques des L‘-—morphismes (resp., des & —morphismes[.

La notion suivante est souvent utile : Une famille (xi) d'éléments
ie]
d'un L-espace est appellée un pseudo-circuit si :

Viel x;e ¢ ({lejel—i.})

En particulier une partie X de E est un pseudo-circuit si (x)x ex ©n
est un. Il est clair qu'alors, pour XcE, les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1) X est un pseudo-circuit
2) Vxex, xe ¢ (X-x)

3) X est réunion de circuits

L'on désignera par P ¥ ou P(6) 1'ensemble des % -pseudo-citcuits.

Une application f de (E,-f) dans (E',f') est un L°- (resp. §*-)mor-

phisme si et seulement si elle vérifie 1'une des propriétés équivalentes suivantes:

(h';) foy e ¢'of

(3 1) Vxe F () , £ o o(X) c o' o £(X)

(h;) ¢ o 1 ¢ £ o'

(—hs) Vxe¥ s (f(x))xex est un pseudo-circuit de E!

(hi’) VXep(E) tel que : Vx€X, xe9(X-x), on a : Vy €X,
yee' (f (X-y)) (comparer avec (h7))

et (pour les y-espaces seulement) :

(hg) Yare & , flanes
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Propriétés caractéristiques des é——morghismes

Une application f de (E,Z£) dans (E', ') est un §=-morphisme

si et seulement si elle vérifie l'une des propriétés équivalentes suivantes :
(hT) foy = ¢'of

() Fare v, £ lanes et Vaed , f(a)e .

L'on peut aussi les caractériser 3 l'aide des circuits. Les structures

image réciproque et image directe permettront de préciser ces morphismes.

2.1.2.— Comparaisors de structures

L'ensemble ‘I&(E) des structures de <-espace sur E est ordonné
(voir Bourbaki [C, I, 4] , § 2, n°® 2, p. 25) par l'une des propriétés

éaquivalentes ci-dessous :

(00) X est plus fine que &' (on note X' ¢ ¥)
(01) f'ex

(02) r'er

(0,) Z < 2z

(0,) Yced ,3crer |, cec

(05) B < &

De méme 1'ensemble ordonné L<(E) est ordonné par 1'une des propriétés
v

équivalentes ci-dessous :
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(o Fo) Z est fortement plus fine que ' (on note ¥« &)
(0 F,) 9eco!
0 F2) Vxe® , X est réunion de ¥'-circuits (i.e. €c Pgr)

et, pour les ¢-espaces seulement :

(0 Fd) e
L'ordre de ”I:‘= (E) se réduit 2 1'égalité .

Si £ est fortement plus fine que -Z', - est plus fine que ',

Propriétés de 1'ensemble ordonné L(E).

La structure la plus fine est caractérisée par :
X =p(E); ¥=g ; VXxep(B), r(X) =Card X et ¢ (X) =X ; g={E)
c'est la structure de ¢-espace discret sur E.
La structure la moins fine est caractérisée par :
Z={p}; ¥= F(®); VYxep(®), r(X) =0 et ¢(X)=E ; 6={f}

c'est la structure de ¢-espace grossier sur E.

L'on démontre alors sans difficultés le :

Théoréme 1.- /’l..’(E) est un treillis complet. Plus précisément :

(M A :é’i=n~z’i ; Si I est fini, \Y L. = U 2
iel iel
et dans le cas général :

VoY= {xIxcE et Vye¥(x), Jier , vey}

(2) VxeZF (8) , (V 1) (0 = Max ry (%)
i i

47
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et soit p(X) = Min r,(X) s
i

p est un rang faible, mais non un rang en général. Donc :

’i\ r; = 6 = r_zpp (voir corollaire 3 du théoréme 1 de 1.1.)
(3) ")) AY¥ =MIN (U ¥) et Vv E =MIN(O 2.) n F(E)
] i 1 i 1

Ce treillis est distributif, mais non complémenté.

Propriétés des ensembles ordonnés L(E) et $4(E)

Pour ces ensembles ordonnés, la structure la moins fortement fine est
la structure grossidre, et la structure la ptus fortement fine est la structure

discréte.

L'on démontre aisément la :

Proposition 1.- ‘k‘(E) et i‘(E) sont des ensembles ordonnés inductifs pour

leur ordre et pour leur ordre inverse. Plus précisément, (fi) étant une famille

totalement ordonnée de £ -espaces (resp. g-espaces), dans }:(E) et dans é:(E)

on a ¢
v fi = vy , A fi =A%, (1)
P (vtfi)=np “@i et P(Afi)=VP fi (2)
v e, =Ug, et A ¢, =8 (3)

(*) Si X est une partie d'un ensemble ordonné, l'on désigne par MIN (X)

(resp. MAX (X)) 1'ensemble des éléments minimaux (resp. maximaux) de X.
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Vxee , ox) = U (ny; (1) [Yed () (4)
(en général n ¢; ne vérifie pas (G1)).

Ces ensembles ordonnés ne sont plus des treillis, les bornes supé-

rieures ou inférieures n'existant plus en général, méme pour deux éléments.

2.1.3. ~ Exemple fondamental : -Z’A ou L[A] , Ty oese -

Théoréme et définition 2,.-

Soit ¥ une structure de -espace sur E et ACE. Alors :

(a,) €, = €[al= F.(a) v MIN ({c-alcet}-{g))

définit sur E une structure de -f—espace moins fine que ¥ appellée la translatée

de ‘gpar A et ayant les propriétés suivantes :

(a,) 4 =Q’[A]= {XIXcE, XnA=g et Vce¥, C¢XUAou CnX=g}

A
(a)  Vxep®, oY ¢ ¢® < oavx)
(a4) (Vx €B(E) , ¢,(X) = o(AUX)) <= (f[A] &£ 0)

(a) YxeF®, reMin (r (XUB) - r(8) [Be 7 ()

Si ¥ est une structure de p-espace, f[A] est aussi un yp-espace
et alors f[A] est fortement moins fine que € et, outre (a4), on a 1'égalité

dans (as).

Démonstration

(31) définit {A et ?fA < ¥ est trivial. On utilisera f[A] pour

éviter les indices inférieurs.
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L'on vérifie (az) en démontrant d'abord que :

:?A= {X|xcE, X0a#§ ou Icel€ tel que CeXuA et cnx#g}

I1 est en général difficile de calculer LI\ et r,

de la planche I. Cependant (83) et (as) donnent des bornes remarquables et

autrement que par les formules

(a4) donne ¢, quand EA est fortement plus fine que ¥ .

D'aprés L cpA(¢)= ¢(A) . D'ou :
Vxe 3®) , ¢, > e@)ux.
Soit maintenant :

£y =MIN ({C-AlCet)-{g) et ¥ = {clceT et cac¥t,}

on a

YxeB(E) , 0,(X) = AuXu{x|xeE et JyeJF(Avx), Y+xefo}

or fo c € , donc : tpA(X) c ¢ (AUX)

si €, &€, Yxeg(AUX) - AuXx, JYeF(aux), Yixe?.
Comme Y+x est réunion de circuits de ‘th, il existe Z & J(Y) tel que

ZﬂefA. Donc xe«pA(X) et kpA(X)atp(AUX).

Si ‘€A </« €, 1ce¥ ,IxeC tels que x n'appartienne & aucun

}?A-circuit inclus dans C. Donc :

xey (AUu(C-x)), mais x% «pA(C—x).

D'ou (a3) et (84)

—_— En général ¢(X) ¢ wA(X). On a d'ailleurs d'apres (a4) :

(vew,) <= (pecpy) o= (VXBE), ¢,(X) = o(aUX) )
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Avant de démontrer (as), il est bon d'énoncer les :

Corollaire 1.— Soient M et N deux parties libres d'un Q{-espace E. Les

propriétés suivantes sont équivalentes :

a) MuN X et MNON=g
b) MefN et NeX

c) Ne QFM et Me L

Corollaire 2.~ Soit E un Y-espace, ACE et B une base de A. Pour toute
partition (M,N) de B, M est une -?fN—base de A. Réciproquement, si N est une

partie libre de A et M une -‘fN—base de A, MAN=@ et MuUN est une base de A.

Ces corollaires se démontrent sans difficultés a partir de la propriété
(az). Démontrons (as) :
Vxe 2 (E) s Vzeda)nY , JYcX , Yei’z tel que :
rz(x) = Card Y = rz(Y)

et d'aprés le corollaire 1, YnZ =@ e YuZ el , donc :

r (XuZ) > Card Y+ Card Z = ry (x) + r(2)

soit

rz(x) < r(Xuz) - r(2)

Alors pour tout Be & (A), considérant Z e.fn‘f(B) tel que r(B) = Crrd 2,
on a H

rB(X) < rz(x)er(Xv Z) - r(zZ)er(BuX) - r(B)

d'ou

Vxe F(E) r,(X) < Min (r (BuX) - r(B)) [Be 5 (a)]
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(I1 est aisé de vérifier que, si AcA', r[A]sr[af)).

Z r(BuX) - r(B) n'est pas une fonction décroissante de B en général.

Soit maintenant (E,¥) un y-espace. L'on va d'abord démontrer que
{A« ¢ en prouvant par récurrence sur Card (C-A) que tout C € ¥ est réunion de
ﬁA—circuits. C'est trivial si Card (C-A) = O. Supposons le vrai si
Card (C-A)e n-1 et soit C €€ tel que Card (C-A) = n.

Si C-A & ‘cfA , C est trivialement réunion de ‘G-circuit. Sinon
C—A% “é’A , donc : 3C'e T tel que C'-A gC-A et C'-Ae.?:i . Alors,
Vxec , sixeCna, {.x}e‘é’A ; sixeC'-A, C'-Ae l‘; ; si xeC-A et
x#C'-A, il existe ae(C-A) n (C'-A) = COC'-A et d'aprés 1'axiome (C'z), il
existe C"'e ¥, xeC" et C'cCuC' - {a} . Donc C" - A ;C—A et X€C", Par
hypothése de récurrence, C" est réunion de fA—circuits, et en particulier il

i _\ " o_ C C—
existe Cxe %A tel que chx et Cch A , donc Cx C-A .

Comme fA « €, Qd'apres (a4),
Vxer, ¢,(0) =o(avy)

et, ¢ étant une fermeture, 9y est aussi une fermeture, donc (E, v.pA) est un

y—-espace. On en déduit alors aisément le :

Corollaire 3.- Soit (E,p) un ¢-espace et AcE. Alors (E, wA) est un

y-espace, ¢c ¢, et ‘PA:%(A) .

A et B étant deux parties de E, on a les propriétés :

a) AcB — est fortement plus fine que 9

A
b) 9(A) ¢ ¢(B) <« ¢, est fortement plus fine que g

c) ¢(a) = o(B) == ¢, =9y
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Ces propriétés sont fausses dans un i—espace quelconque.

Soit (E,9) un g-espace, ACE et Xe& 3 (E). Si B est une base de
A et B' une base de BUX contenant B, alors B' est une base de AUX et,

d'aprés les corollaires 1, 2 et 3, B' - B est une cpA-base de X.
Donc : rA(X) = Card (B'-B)

Si r(A) est fini, on a rA(x) = r(XUA) - r(a)

Sinon, B et B! sont infinies ; mais :

Vxex , 3 B'x e ¥ (BY), xe w(B'x)
donc B' = U B'  [xeX]e 7 (B") et Xco(B').
En outre VxeB' - B » xeX, donc B' > {x} : B' 2B'-B

Donc B' - B est encore une 9p -base de X
[

oh B =B' - (B'-B)e Z (B)

et rno(x) = Card (B' - B) = rA(X) = r(XuBo) - r(Bo)
Donc
r,(X) = Min (r(XUB) - r(B)) [Be ¥ )
et le :

Corollaire 4.~ Soit (E,y) un ¢-espace et ACE,

VXeB(E) ,  ¢,(x) = o(auX)

VxeZ () , 8i r(A) est fini, rA(X) = r(XuA) - r(A)

sinon :

r,(X) = Min (r(XuB) - r(B)) [Be Z(a))

ol r(XuB) - r(B) = rB(x) est une fonction décroissante de B,
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2.,2.~ Structures initiales dans les <f-espaces et dans les y-espaces

2.2.1.~ Tmages réciproques et structures induites

Soit E un ensemble , (E', #') un ¥'-espace et f une application de
E dans E'. La structure image réciproque par f de (E', &') dans L est, si elle

existe, le ¥-espace (E,~) tel que :

(IN) Pour tout ¥"-espace (E",¥"), pour toute application g de E" dans E,

g est un L-morphisme si et seulement si f o g est un L-morphisme.

or (E,¥) est la structure la moins fine sur E telle que f soit un
morphisme, et f est un morphisme si et seulement si, pour tout X € & (E),

r(X) > r'(£(X)).
Considérant alors (E,Y) telle que :

Vxe 2 (E) s r(X) = r'(£(X))
on démontre aisément que :

a) si r' vérifie (R1) (resp. (Rz) ; resp.(Rs)); il en est de méme de r.
b) 1la propriété (I N) est réalisée par (E,f)

&) f est alors un L-morphisme et (I N) est réalisée dans ‘I..:.

On a donc ainsi la structure image réciproque dans Let }'_‘ , et a fortiori

< 1o} .
dans 2et g. D'ou le :

Théoréme 3 .-
Soit (E', &') un .s'-espace, E un ensemble et f une application de E
dans E'. La structure image réciproque par f de (E', ') dans‘l'.‘ existe toujours :

clest le < -espace (E,¥) défini par 1'une des propriétés équivalentes :
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(IR)  (Vxeb(E) (Xed) = ((f(x) est £'-libre))

xe X
(1 Rz) Yx e $(E) s r(X) = r'(£f(X)) (on écrit : r=r' o f)

(IR)  ¥={XIX<E, f injective et f(X)e €} U {{x,7}| xE, y<E, xfy, et
£(x) = £(y)¢ o' (B}

(ar)  (YxepE) (Xe ®) &> ((£(x) base de £(X) )

x€X

-1

(IRS) ¢=f o¢gof

et, pour les ¢-espaces seulement :

(1 Rg) I= {f" w)| ae F}

Alors f est un LS-morphisme et (E,) est amssi la structure image
réciproque de (E', &') par f dans ‘l”._‘.
Si (E', ¥') est un y-espace, (E,¥) est un ¢~espace et c'est la struc-

ture image réciproque dans ¢ et dans $°.
A A

Corollaire : Soit (E,<f) un ~f-espace e¢ AcE. La structure induite < Ia

de (E,Y) sur A existe toujours et on a (¥*) :
$|A= L n;;(A) 5 r\A="\‘§"(A) 5 ‘C|A= < nT(A)

«bl A est 1l'ensemble des bases de A.

et VXep(a), o, (X) = o(X)n A

Si (E,&) est un g-espace, (A,i'A) est un y-espace (on a la méme structure

induite pour L , L et éventuellement ¢ et ).
A fand on -t

(*¥) Une convention usuelle consiste & écrire f X la restriction de f a X.



56 Chapitre II

2.2.2.— Existence de structures initiales quelconques.

Soit (Ei’ i'fi) une famille de <f -espaces, E un ensemble et pour
tout i, fi une application de E dans Ei‘ I1 est aisé de démontrer que la
structure initiale dans L pour la famille (Ei’ in, fi)iel existe toujours :

clest (E, Max r; o f, )
1
Les théorémes 1 et 3 permetterit de calculer ...

Cependant, en général, les structures initiales n'existent plus dans
L4, ¢ et $°, cependant, la famille (E, ,<£., f.) étant fixée, on a toujours
oy am - 1 i i
avantage & la résoudre d'abord dans £ « Si 1'on obtient une structure de y-espace
et si les f, sont des i(resp. g_‘ )-morphismes, on a alors la structure initiale

dans f_}; (resp. i‘).

2.2.3.~ Structures produits

La structure produit existe toujours dans”l'._, mais rarement dans ,3»— .

Voici une étude de la structure produit dans i‘.

Soit (Ei’ ‘pi)ieI une familleVy-espaces, E = lil Ei et pour tout

iel, pry la projection de E sur Ei .
pr; est un morphisme de (E,¢) dans (Ei,«pi) pour tout ieIlI si :

Vxep(®) , o)< A pr, 7t o 0 o pr, (X) = @(X)

donc ax)= TT @3 0 Pry (x)
iel

¢ vérifie les axiomes (Gz) et (06), mais elle ne vérifie (01) (resp.(Gs)) que
si et seulement si tous les ¢-espaces (Ei,q;i), sauf un nombre fini (resp. sauf

un au plus), vérifient la propriété :

Vx €E; ’ ey(x) =E; .
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Donc, sauf pour des cas triviaux, T ¢ $(E).

Soit maintenant (E,p) un ¢-espace tel que :

pour tout ¢'-espace (E', ¢'), pour toute application g de E' dans E, pour

tout ielI, pr; o g soit un morphisme. Alors :
gow' ¢ cog

donc, si <ced(E), (E,T) est la structure produit des (E; , «pi) B
mais si T 9‘. & (E), meme si la borne inférieure des «pei(E} telles que

¢ ca existe, la structure produit n'existe pas en général.

2.;.— Structures finales dans les éf-esgaces et dans les p-espaces

2.3.1.— Images directes et structures quotients.

L'on démontre comme ci-dessus que, dans L , la structure image directe
de (E,~£) par une application f de E dans E' existe toujours ; c'est (E', ')
ainsi définie :

B = {f(C)ICef et f|o injective}.

Cependant, si (E,&f) est un ¢-espace, (E', ') n'est pas un

p-espace en général.
D'ou de méme la structure quotient dans }'...(E)'

Par contre dans !.:f , & et &° les structures images directes et
g s Ao

quotient n'existent pas en général.
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2.3.2.- Existences de structures finales quelconques

Soit (Ei’ «‘81) une famille de ~-espaces, E un ensemble et pour
tout i, g; une application de Ei dans E. Il est aisé de démontrer que la
structure finale da.ns}é pour la famille (Ei’ :"i’ gi) existe toujours : c'est

(5, 7 €7)
ou Vier R f: = {gi ©lc é—fi et gi|C injective}

et A BT = MIN (U ED.
i

Cependant, en général, les structures finales n'existent plus dans

LS iet i‘ et 1'on a des propriétés analogues & celles de 2.2.2.

2.3.3.~ Sommes directes et unions directes.

Si f est une application injective, la structure image directe d'un
y—espace par f est un g-espace (1'axiome (Cz) "se transporte"), ce qui n'est
Plus vrai en général quand f n'est pas injective.

D'une manidre générale, soit (Ei’ < i) une famille de <f-espaces,
E un ensemble, et pour tout i, g; une injection de Ei dans E, de sorte que
(51(E1))icl soit une partition de E. La structure finale pour (Ei,-”lfi, fi)

dans L est appellée structure somme directe des < 4 et l'on écrit @ Z, .0na
i

@ fi = {gi(c)lcefi et i€1}

Toute somme directe de ¢-espace est un y-espace.

Si les Ei sont des parties de E et fi 1'inclusion canonique de Ei

dans E, alors @ #’i est appellée 1'union directe des (E,, é”i) et 1'on
i
écrit wxi . Ona :
i

L-'iH %i = Lf fi (réunion dans B (B(E)) )
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L'on démontre alors aisément le :

Théoréme 4.~

Soit (E une partition d'un ¥ -espace (E,¥) et pour

i)i el
tout iel, (Ei’ ii) structure de <-espace sur E;. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(D) E= W E

(o) Z = ixlxcn et Yier , xnE c ¥}

(u p,) Vxed® , r(x)=2 r, (XoE) [ie1]

(U D) €= LlJ e,

(u D4) Xe ® si et seulement si pour tout iclI, XNE; e bi
 pg) Vxer®) , o) = U ey (X0E))

En outre (E,of) est un y-espace si et seulement si tous les (Ei,{f’i)

sont des ¢-espaces.

Lors de la disjonction, on verra des propriétés plus précises, notam-

ment pour les ¢-espaces (voir chapitre III).

2 .4.- Irréductibilités. Isomorghismes .

L'existence de structures image réciproque et somme directe permet de

réduire un "g-espace" de deux maniéres :
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2.4.1. Premiére reduction associée & 1'image réciproque.

La relation "(E,p) « (E',9') si et seulement si il existe une appli-
cation f de E dans E' telle que ¢ soit 1'image réciproque par f de Y" est une
relation de préordre sur les y-espaces.

Un cp;-espace (E,9) est dit 1-réduit si tout ¢-espace (E',o') tel

que (E',¢') « (E,p) est isomorphe 3 (E,v).

Proposition 2.~ Un ¢-espace (E,p) est 1-réduit si et seulement si il vérifie

1'une des propriétés équivalentes (donc toutes):

(1) o) =% et o(x) ={x} pour tout x
(2) tout XcE tel que Card X<2 est ¢-libre

(3) Les circuits de E ont tous au moins trois éléments.

I1 est aisé de vérifier 1'équivalence des propriétés (1), (2) et (3),
et un ¢g-espace qui les vérifie est 1-réduit. L'on obtient ainsi tous les ¢-espaces

1-réduits. En effet 1l'on va définir le foncteur de 1-réduction qui :

- 2 tout ¢-espace (E,y9) non grossier associe canoniquement son 1-réduit

(Eys ¢,) tel que (B, ¢,) = (E,0)
- & tout morphisme f de (E,p) dans (E', ¢') tel que

1 (o1 () = (@) ; E  associe un morphisme f, de (E,, ¢,) dans (E',, ¢',).

Soit T 1la catégorie dont les objets .sont les treillis géométriques,
les morphismes de T dans T' étant les applications f de T dans T' telles que,

pour toute famille (xi) d'éléments de T,
f(vxi) = vf(xi) et f(/\xi) = /\f(xi)

et, u étant le plus grand élément de T , f(u) est le plus grand élément de T',
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F: (E,0) — T(E,y) treillis géométrique des sous-espaces de (E,¢)

o (R, ¥) o T(E,e))  est

et (f: (Ey9) —»  (Fy,9) —s (nf
un foncteur de & dans b (catégorie duale de I)  (voir 2.1.1.

) > (1) ).

Soit '1‘1 la sous-catégorie de T dont les objets sont les treillis
Pt o
géométriques ayant au moins deux éléments et dont les morphismes transforment le

plus petit élément en le plus petit élément.

G : T (P(T), ¢) ou P(T) est 1l'ensemble des points (*) de T et ou,
pour tout X< P(T), ¢(X) est 1'ensemble des points x< v X et
(u: T'"—aT)— (Gu: x — Gu(x) = A A? [A'e T' et u(A')2x])

est un foncteur pleinement fidéle de ’T: dans é‘

o

o(ry) < ¢,

g-espaces 1-réduits.

sous-catégorie pleine de &° dont les objets sont les
-

A

En effet(P(T), ¢) est 1-réduit, et, si (E,p) est 1-réduit,
GoF (Eyg) = (E1, ‘p,‘) ol E,= {-{x} |x€E} et x —» (x} est un isomor-
phisme de E sur E1. Donc (E,y) est objet de Ej si et seulement si tout xeE
est de la forme x = {x )} . Si l'on admet 1'axiome de fondation (voir[Q],
chapitre I), 1l'on sait que, en général, il existera des éléments xeE tels que

aucun élément ne leur appartienne.

(*) Les points d'un treillis T ayant un p.us petit élément O sont les éléments

x de T tels que x>0 et il n'existe aucun élément yeT tel que Ocy<x.
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Soit §'“ la sous-catégorie de &<

- dont les morphismes sont les morphismes non triviaux, i.e. les morphismes

f de (E,p) dans (F, ) tels que f(E) 9£q:(¢). (Alors les y-espaces grossiers

sont isolés et perdent leurs unités)

- et dont les objets sont les y-espaces non grossiers; et % la sous-catégorie
propre de &' dont les morphismes sont les morphismes exacts, i.e. les mor-

phismes f de (E,¢) dans (F, y) tels que £ ' (¢, (8)) = o(g).

<§1 est une sous-catégorie pleine de ‘}14 et &°

A tout morphisme non trivial f de (E,¢) dans (F,{) est associé
le morphisme exact p(f) de (E,¢ [f_1 (y (¢))]) dans (F, t{l) ayant méme appli-
cation sous-jacente, et, posant p(E,9) = (E,9), p_est une projection de§‘sur ée,

mais ce n'est pas un foncteur.

L'on démontre alors aisément que :

F,=GoF , foncteur de i‘e dans @1 est le foncteur de

1 A

i-réduction :

a) GoF (E"P) = (E1’ '4’1) ou :
E, = {o(x)|x€E - o(f)} (n
T x —» ¢(x) application de E—p(ff)sur E, . est la projection

canonique de E sur son i-réduit , ®, est 1'image directe de (E—p(@), o -induit)

par © et

tp1=1(0'001[-1 (2)

En outre, il existe au moins une application f de E 4 dans E telle

que f o m = 1E (f est une section de n) et toute section f est telle que

(E1, (p1) soit 1'image réciproque de (E,y) par f.
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b) [u : (By9) —s (E',«p')] — GoF()=u,

est tel que le diagramme ci-contre E~p(8) u restreint E'—p'(9)
soit commutatif. Plus précisément l x n'
u
E‘| ,—1 _ - E!

! (3)

u, = x'ouor=n
¢) 2 tout morphisme non trivial f est associé le morphisme 1-réduit

f, =G o F o P(f) (mais ce procédé n'est plus fonctoriel).

1

d) Réciproquement, soient (E,y) et (E', ¢') deux yp-espaces. Si ¢(f) # §#

et 9'(f) =@ , il n'existe aucun morphisme de (E,¢) dans (E',¢').

Sinon, A toute application « de ¢(f) dans ¢ (f), 2 tout morphisme

u, de (E1,¢1) dans (F1, \})1), et A toute famille (d'x) d!applications

J(€E1

Tx de x-¢(@) dans u(x) - ¢'(f), correspond le morphisme exact de (E,¢)

dans (F,\}’)=
7, (¥) si yeo(f)
y — f(y) =

u (e () si yexw (9)

2.4.2.- Réduction associée & la somme directe (< -espaces)

Un g:-esgace (E,Qp ) est dit 2-irréductible s'il n'existe pas de
partition de E en deux parties A et B telle que (E,¥) soit union directe de
(A, «?:’IA) et (B, .\f,’B).
Un ¥ -espace 2-irréductible est dit 2-réduit

Un g-espace est dit 1-2-réduit s'il est & la fois 1-réduit et 2-réduit.
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Soit la relation d'équivalence R sur le < -espace E :

il existe n circuits Ci i=1,..,n de E tels que :
R {x,yje> (x=y) ou
xeC, , C;nC., # @ pour i=1,...,n-1 et yeC,

Soit E/R =1 et (Ei)ie I les classes d'équivalence de E suivant

R. Alors (Ei) est une partition de E, et, si pour tout i &, = l‘ff\?’(Ei),

i
ona :
¥- U ¥
iel
Donc E = Lﬂ (Ei’ 'fi) = tf') (Ei)’ ‘PIE)
i i i
et la

proposition 3.- On appelle composantes d'un if-espace (E,&£) 1les clasees

d'équivalence (Ei) [iéE/R] de E suivant la relation d'équivalence R. Alors
E est union directe de ses composantes Ei munies de i induit et chaque com-

posante est 2-irréductible.

En particulier :
a) E; = {x} si et seulement si xe¢(f) ou x n'appartient & aucun circuit.

b) un $P-espace est 2-irréductible si et seulement si on peut joindre deux
éléments quelconques de E par une suite finie (non vide) de circuits consécu-

tivement non disjoints.

¢) un espace vectoriel, un corps K algébriquement clos (degré de transcen-

dance) sont des ¢-espaces irréductibles quand on leur enléve ¢(@).
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2.4.3. Isomorphismes

Les catégories Ml;etl: (resp. ¢ et &°) ont les mémes isomorphismes :

Une application f de (E,<) dans (E', & ) e3t un.isomorphisme si et
seulement si f est une bijection et vérifie 1'une des propriétés équivalentes
Suivantes :

(1) xe?) & (f(x)e L)

2) (xe ?) = (f(x) e &)

3) (xe ¥) == (£(x)e¥")

(4)  VxeB(®E) , foeX) =¢'o £(X)
et, pour les y-espaces seulement :

(5) (AeT(E,9)) & (f(A)<T(E,¥) )

Voici un résultat plus fin

Un X -espace est dit complet si toute partie libre finie est incluse
dans un circuit.

Les Z-espaces complets sont les -Z-espaces maximaux pour la relation
d'ordre :

(E,¥) ¢ (E, ¥') &> € c B’
(L'ensemble ¢ (E) des structures de -~/ -espace sur E est alors un ensemble

ordonné inductif).
exemple : Un espace vectoriel, un A-module sont des E4 -espaces complets.

Si (E,&¥) est un <L -espace complet, et si f est une bijection de
E sur (E', ¥'), f est un isomorphisme si et seulement si on a :

(30) (xe ¥€) —> (f(X) e ¥)
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Cette propriété est 1l'analogue de théorémes classiques en algébre et
en analyse : Si f est une bijection linéaire, son inverse est linéaire ; Si f
est une bijection linéaire continue, son inverse est linéaire continue (si on a

suffisamment de propriétés sur les espaces topologiques considérés).

2.5.~ Le grobléme de la regrésentation

On appelle représentation de (E,f) dans (E',<£') toute injection
f de E dans F telle que, f restreint 3 f(E) soit un isomorphisme de (E,<&)
sur (f(E)’ 2z If(E)) .

L'on dit encore que f est un isomorphisme de (E,) dans (E', ).

Etant donnée une classe C de < -espace (resp. y—-espaces)
1°) A quelle condition tout </ -espace (resp. y-espace) se représente-t-il
dans au moins un objet de C *?
2°) Quels sont les £ -espaces (resp. y-espaces) qui se representent comme

parties d'un objet de C? Les caractériser de maniére aussi simple que possible.

Voici quelques réponses dans le cas des ¢-espaces, quand C est la

classe des espaves vectoriels,

a) Si (E,9) se représente dans un espace vectoriel F sur k, alors (E,y) se
représente dans tout espace vectoriel F' sur k' tel que dim Fi» r(E) et k'
contienne un sous-corps isomorphe & k, donc en particulier se represente dans

k(r(E)) espace vectoriel libre engendré par r(E) sur k. On dira alors que (E,y)

est k-représentable.

b) Soit E un y-espace tel que Card ggézs 1. Si E est k-représentable,

le g-espace 1-réduit E, associé & E est k-représentable. Inversement si E

1 1
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est k-représentable, alors E est k'-représentable pour tout corps k' contenant

un corps isomorphe & k et tel que :

Card k'=> a
ou
a= (Sup (Card ¢(x) - 9(f) [x<E]) +1 (1)
(ceci résulte de 2.4.1., d) en prenant pour T, des injections), le 1-réduit

associé a un espace vectoriel est 1l'espace projectif de ses sous-espaces vectoriel

de dimension 1).

c) Tout ¢-espace E tel que Card ¢(f) 21 et tel que T(E,p) soit une

géométrie affine (*) de dimension > 3 ou une géométrie plane affine arguesienne

est k-représentable si et seulement si k contient un sous-corps isomorphe 3 un

corps ko défini intrinséquement & partir de T(E,¢) et

Card k2a défini par (1).

(ce dernier point est une conséquence de [E], III, chapitre V, théoréme 6,
page 339 et chapitre VI, théoréme 6, page 366). De meme, de [E], III, chapitre
VI, th. 9, p. 370 et de [F], chapitre 17, pages 366-375, il résulte un énoncé

analogue & ¢) pour les géométries projectives irréductibles de dimension 2 3

ou planes arguesiennes.

Il est aisé de construire des exemples simples de ¢-espaces qui ne
peuvent se représenter dans un espace vectoriel en contredisant par exemple le

théoréme de Desargues.

(*) Au sens de [E), III, chapitres IV et V .
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Le probléme de représentation est ainsi ramené 3 un probléme sur les
1-réduits. Il est aisé de le ramener 2 un probléme sur les 1-2-réduits. Ce
problime a fait 1'objet de nombreuses recherches. Une bibliographie a été faite,
dont voici quelques exemples :

[A] Artin E. est excellent sur les géométries affines et projectives.
[E] 1III déja cité

[l"] chapitre 17, pp. 311-420 est ce qu'il y a de mieux sur les géométries
planes projectives et les liens entre la notion de géométrie plane et la notion

de groupe.

[4] est une synthdse de propriétés concernant les treillis et plus spécia-
lement les géométries. A noter au paragraphe 7 un exposé des problémes résolus
et des questions ouvertes, ainsi que de divers procédés mis en oeuvre pour les

résoudre, la plupart concernant le probléme de la représentation.
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Chap. III LA THEORIE DE LA DISJONCTION

Initialement, 1'un des buts de 1'étude des y-espaces a été de
généraliser la notion de disjonction connue pour les parties d'un ensemble
(famille de parties disjointes deux & deux) et pour deux corps intermédiaires
(disjonction linéaire ou algébrique sur un corps de base), tout en gardant les

notions de base, de dimension, ...

Rappelons qu'étant donné un corps k, un surcorps K e. X corps
intermédiaires E et F, on dit que E et F sont linéairement (resp. faiblement

linéairement ; resp. algébriquement) disjoints sur k si :

Vx € 8(E) , VY ¢ B(F)

X et Y étant des parties libresde K k

>

E
— - g
\F//7
considéré comme espace vectoriel sur k

(resp.: idem ; resp. : des parties algébriquement libres sur k),

6n a : X est une partie libre de K, espace vectoriel sur F
et Y est une partie libre de K, espace vectoriel sur E
(resp. XNY=@ et XUY est une partie libre de K, espace vectoriel sur k)

(resp. XNY=@ et XUY est algébriquement libre sur k).

En 3.1, 3.2 et 3.3 est présentée une théorie de la disjonction
qui contient les disjonctions ensembliste, faiblement linéaire et algébrique ;
et en 3.4 unethéorie de la disjonction double, qui contient la disjonction

linéaire.
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3.1.— Définitions et propriétés générales

3.1.1,~ Définitions et notations.

Les notations suivantes seront couramment utilisées :

Soit (xi)ie 1 une famille de parties d'un ensemble E. Pour tout Jc<I, on
écrit XJ =UX, (i€J] . On écrit (Yi) c (xi) 1'ordre produit sur J3(E)I et

on l'appelle encore inclusion :
(Yi) est incluse dans (xi) si et seulement si, pour tout icI, Y,cX .

Définition 1.- Une famille (X de parties d'un &% -espace E est dite

i)i el
disjointe (ou %—disjointe) si pour toute famille (Yi) incluse dans (xi) telle

que pour tout i<, Yi soit %-libre, on a la propriété :

(D) Y, est H-libre et les Y, sont disjoints deux 2 deux

I

On dit encore que les l{i sont 4 -disjoints, et, quand

I={1,...,n} est fini, que Xy seees X, et X sont % -disjoints.

Exemples :
1) Soit (Mi) jey1 une famille de sous-A-modules d'un A-module M (voir

1.2.1. pour o‘go et 361).

1.8 (Mi) est jé;disjointe si et seulement si le sous-module N engendré
par les M, est (isomorphe & la) somme directe (A-modules) des My
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2) Soient (Ai) une famille de sous-anneaux d'un anneau commutatif et

iel

unitaire A et B un sous-anneau de A

2.a| (Ai)iél est %o-disjointe si et seulement si les A, sont algébri-

quement disjoints sur B

Z.bl (Ai)ié 1 st %1—disjointe si et seulement si les A, sont intégra-
lement disjoihts sur B.

3) Soit E un y-espace discret. Une famille (Xi) de parties de E est

disjointe si et seulement si les X, sont sans élément commun deux 2 deux.

3.1.2.~ Propriétés élémentaires

1°) Caractére fini

Si (Xi) est disjointe, toute (Yi) incluse dans (xi) est

disjointe . Mieux :

(x est disjointe si et seulement si VJéﬁF’(I) , (xi)iej ‘est dis-

i)i [ §
jointe et
(xi)ié 1 ©st disjointe si et seulement si V(Yi) telle que Vie I, Yiéif(xi),
(Yi) est disjointe.

et finalement
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est disjointe si et seulement si VJ€T(I) et V(Yi) telle que
Vier, Y, € F(X,) ,

(X)ie 1

(Y est disjointe.

i)iej

2°) Cas triviaux

Si pour tout i, sauf peut-8tre un, X;c o(g)

(xi) est trivialement disjointe.

I1 est clair en outre que, pour qu'une famille (xi) je1 Soit
disjointe, il faut et il suffit que (xi)iéj s ol J est l'ensemble des icI

tels que xi¢ ¢(f), soit disjointe.
Une famille (xi) je1 Sera dite strictement disjointe si elle

est disjointe et si pour tout i, xiyf o(9).

3°) - Associativité et commutativité.

Soit (xi)ié 1 une famille de parties d'un &-espace.

a) (Jl )ch étant une partition de I, (xi)ié 1 est disjointe si et

seulement si Y/e¢lL, (xi)icj est disjointe
et (X, ) est disjointe.
Yrer

b) o étant une bijection de I sur lui-méme, (xi)ie j °©st disjointe si et

seulement si (xo'(i))iél est disjointe.

3.1.3.~ Liens avec la notion d'union directe

Soit (Xi) jey une famille &-disjointe de parties d'un
£ -espace (E,%). La condition (D) entraine que :
Yy ¢ £(Xp) telle que, YieI, YnX,ef, Y&,

et Vici, Yje1,i#3, ona XN X,C o(f).
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Donc (Xi -9 (¢)i€ 1 st une partition (au sens large)

de XI-w(ﬂ) et

(X; - o(#) , £ induit) = iwI (X; - o(f) , £ induit)
€

I1 est immédiat de voir que cette condition suffit pour que

(Xi) soit £ -disjointe, et 1'on déduit alors du théordme 4 de 2.3.3. la :

Proposition 1.- Soit (x1)1€1 une famille de parties d'un £ -espace E

et pour tout iclI, ;=X - ¢(#). Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(p D) (Xi) est 4 -disjointe

@) &) = W @, 4%, ) [te1]

(p Dz) Ycel tel queCard C>2 et CcX; , il existe au moins un i€ I

tel que CcX, , et YicI, VYjeI-i , XNX; <€ o)

1° i1 existe un i€I et un seul

(0 p;) Ycel tel queCard C>2 et CcX
_ tel que Cn X, #¢ , et Vfiel, YjeI, X;N X,€ o(f)

@) Vxew#@) , r@ = r (nx) per]

et alors , Vier ,  Xx;Ne(x; ;)< o(f)

3.1.4.~ Dépendance entre & et la 5 -disjonction

Soient § et ' deux structures de S5 -espace sur un ensemble E.

Si toute famille % -disjointe est ¥¢'-disjointe, alors :

a) VYxeceo(®) , (x,x) est @¥-disjointe, donc #'-disjointe : xc< ¢'(f)

donc @

o(f) < ¢'(9) (&)
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b) Yore %' tel que Card C'y 2, (C!, @/c,) est un &£ -espace 2-irré-

ductible, sinon il existerait C'1 et C', tels que (c, %‘/c,) = C'1®C'2 ,

et (C% s Ci) serait “-disjointe sans 2tre %'-disjointe. Donc

Ycre @, VYxecr, Yyecr, x#y, il existe (ci)i=1 n
seees
: (2)

famille de ¢ -éircuits inclus dans C' telle que

x€C, , yeC, et pour i=1.., 01, Cn Citq # 8

I1 est aisé de voir que ces conditions suffisent. Donc :

Pour que toute famille ‘g-disjointe soit ¢'-disjointe, il faut et il suffit que
% et ' vérifient les propriétés (1) et (2) ci-dessus.

(2) entratne &' » @

, la réciproque

Si ¢(@) = ¢'(® ,
étant fausse. En particulier une famille &% (resp. %A)-disjointe n'est pas en

général %A (resp. & )-disjointe, méme dans les ¢-espaces.

Si toute famille ¢ -disjointe est '-disjointe et inversement,

alors % = 4,

= ¢ (), ¥ >€ et €L\

En effet, on aura alors ¢(f)

3.1.5.- La propriété de translation

On peut construire des familles disjointes de proche en proche

par accumulation en utilisant un procédé de "translation" de & :
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Proposition 2.- Soient E, F, G trois parties d'un % -espace. Si E et G sont
% -disjoints, alors E et F sont %-disjoints et E et G sont & p-disjoints.

La réciproque est vraie si L« £ » ce qui est toujours le cas dans les

F
p—-espaces.

Le début de 1'énoncé se E:\\\ - E
vérifie aisément. Réciproquement , si E et F x \‘“{- ~ ‘:%F
sont & -disjoints et si E et G sont s F c . e
disjoints, alors :

a) Ene(F) cy(f) et ENGc ¢(F) , donc ENGce(f)
etb) YCew@ tel que Card cy2 e¢ CcEvG , ona :
CNENG < Cne(f) =¢ : CNENG = @
Si CNE = @ , CcG
Si CNE # ¢ , alors "en général® CcEUF , donc Cc E.

En effet, si C¢EUF

Quel que soit C'€€6F ’ C'cC , ona C'CG . En effet :

- ou bien C' n'a qu'un élément x', alors x'c ¢(F) et x'¢ ¢(f)

(sinon C'é ¢ et C et C' seraient comparables). Donc x'¢E

- ou bien Card C'>» 2., Alors il existe C" <€ @ tel que C" -F= C',
C'NF#@ , sinon C et C" seraient comparables, Comme E et G sont o‘fF-dis-
joints, si C'nNnE# @, C'cE , donc C'cEUF et on contredit le fait que

Eet F sont % -disjoints ; donc C'NE=@ et C'CG,
8i Gy« € , tout Ceg est réunion de @ -circuits, donc
C<cG et alors on contredit CNE# @ et CNENG =@,

La condition la meilleure s'écrit :

Ycew |, CCEUG , C-G n'est pas & -libre (1)
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La proposition 2 est l'analogue pour la {4 -disjonction de la
proposition 7 de [C, II, 51, § 2, 3, page 80 pour la disjonction linéaire

(donc est vraie pour la disjonction algébrique).

En 3.2.4. sera énoncé un théoréme général qui étend la propo-

sition 2.

.2.~ Les théorémes fondamentaux sur la disjonction dans les espaces.

3.2.1,~ Lemme préliminaire sur les < —espaces

Lemme 1. (Yi)ic I étant une famille de parties d'un %-espace E, les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :

(p) Y; est libre et les Yy sont disjoints deux & deux
t [
(D1) Pour tout icI, Y, est %[Yi] -libre o Y, = Y; .
(Dz) I1 existe un ordre total sur I tel que, pour tout icI Yi est
& [Y:] ~libre ol Y; = UY.1 [5eT et je<i]
"

(»,) Pour tout ordre total sur I, pour tout 1 €I, Y, est &[Y,] ~libre.

3 i i

En effet, d'aprés le corollaire 1 du théoréime 2 de 2.1.3, ce

lemme est vrai quand I a deux éléments, et (D) entratne (D1) et (D3).

or (DS) —> (D,) car tout ensemble peut dtre par exemple
bien ordonné ; et (D1) = (D3) car, pour tout ordrettal sur I, pour

tout i€, Y, <Y, , dome %)< B[] . Db

i i
(p) =q:»(1)1) =>(D3) =”(D2)' I1 reste 2 démontrer : (Dz) == (D) :
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Ceci se démontre par récurrence sur Card I quand I est fini.
Cette propriété étant vraie si Card I = 2, supposons la vraie pour Card I¢ n-1,
et soit I= {1,..., n} tel que :

YieT s Y, € %[uyj [Jex , j<i]]

vérifie (Dz), donc (D) et par hypothése de récurrence :

Alors (Yi)ié I-n

n-1 )
Y= U1 Y,e¥ e VNieln ,{jeln ,i#j, Y,y
En outre Yn€£[Y] , et comne Yeb ; Y UYEL et YNY= ]
n

Dnc | Y, € 8 et VicI, VjeI &#3j Y.NY, =§
i=1 i

Si I est infini et si (Yi) vérifie (Dz), pour tout Je F (I),

(Y vérifie (Dz) pour l'ordre total sur J induit par celui de I ; donc

iy

vérifie (D) , et (Y aussi en vertu du "cargctére fini"

(dse g Vi1

de (D) vis-a-vis de I,
CQFD

3.2.2.,~ Applications aux ¢-espaces

Théoréme 1.~ Pour qu'une famille (xi) je1 e parties d'un y-espace E soit
y-disjointe, il faut et il suffit que pour tout i, il existe une g-base Yi de
w(xi) telle que (Yi) jel vérifie 1'une des conditions équivalentes (D), (D1) ,
(Dz) ou (D3). Dans ce cas, toute famille (X'i) incluse dans (Xi) ou les X'.i

sont ¢-libres posséde ces propriétés.

si (x) est g-disjointe, toute famille (X'_{) incluse

iel
dans (Xi) ou les (X' i) sont ¢-libres vérifie (D) par définition, donc aussi
(D1), (Dz) et (D3) ; en particulier si pour tout i, X'i est une y-base de w(xi)

incluse dans Xi .
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Réciproquement, s'il existe une famille (Yi) ieT vérifiant
(p), (D1), (Dz) ou (D3) telle que pour tout i Y, soit une ¢-base de np(xi),
(Yi) vérifie (D), (D1), (Dz) et (D3) d'aprés le lemme 1. Alors soit (x'i)iel
une famille de parties ¢-libres incluse dans (Xi). Pour tout i, il existe Zi

¢-base de ¢(x1), X';c€ zZ,cX; . Nous allons démontrer que (zi) vérifie (D1) :

Nie I, Yi est o[Y" i] ~libre et Y" i est ¢-libre, donc Y" j est %y Ilibre.

Or pour tout i, |p(Yi) = ¢(zi) - q)(xi), donc :pYi - cpzi :
b4 i est qp 1]-lzlbx'e et comme Zi est ¢-libre, Zi est
Pyn =libre.
i
Or pour tout i Y.) = ¢(Z,) = (X donc = et Z st
po! » ‘P( i) ‘P( i) ‘P( i)’ n ﬁ'i] “?'i] i e
qﬁ" ]-libre s (21) vérifie (D1), donc (D) et a fortiori (X'i) vérifie (D).
N .

Corollaire.- Pour qu'une famille (xi)iel soit ¢-disjointe il faut et il
suffit _que 1'une des conditions suivantes soit réalisée :

(D'?) (¢ (xi))iel est ¢-disjointe

(D'1) Pour tout i€ I, sauf peut-8tre un, il existe une g-base de ¢ (xi)

qui est ¢ (X' ]-libre.

(D'z) J1 existe un ordre total sur I tel que, pour tout ic I, il existe une

¢-base de ¢(X;) qui est ¢ [xn i] ~libre.

On obtient toutes les familles strictement g@-disjointes ainsi :
Soit X une partie ¢-libre d'un ¢-espace E et (x:‘.)1 ¢y une partition (au
sens strict) de X. Alors (Xi) est strictement ¢-disjointe et toute famille

incluse dans (¢ (xi))ie 1 st ¢~disjointe.
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3:2,3.~ La propriété de translation dans les p—espaces.

Théoréme 2 (La propriété de translation)

Soit (xi)ie 1 une famille de parties d'un y-espace E et
pour tout iel, (xi) jeJ une famille bien ordonnée de parties de Xi telles
i

que 3 uxi (iedy] = X

(] i bien ordonné et (Xi) croissante), Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1) (xi)ie 1 est ¢-disjointe

: 3
2) (*) V(ji) € ‘ﬂ'd 3 s (xii)i €1 est&IL{_jI 'k% X‘lﬂ ~disjointe
ie1 k<3

démonstration :

1) = 2) :

En effet, pour tout (ji)e ;I—TI Jj » soit :
€

h|
A = | X (ke et k< ; et x= U xt
1%:)1U1 fleety h jer 1

3

Vérifiens (D D3) pour (Xi ):leI et _‘ﬁ[A] :

(*) E: = {(ji) |(ji)€_i‘:|-1 J; et J; est le premier élément de Ji}

pour tout i¢ I, sauf un nombre fini
On sait qu'alors, si I est bien ordonné, |—[d J i est bien ordonné en considé-
iel
rant l'ordre lexicographique obtenu en prenant pour ordretotal sur I 1l'ordre

inverse du bon ordre donné (voir(21], chapitre II, 4.3, théoréme 14, p. 65).
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Ve ¢ @[A) tel que CardC>2 et Ccx , JCle £ , Cl-A=C.
Comme ACX, C'cX et Card C':2, donc d'aprés (D D3) pour (xi), i1 existe
un i€l et un seul tel que c'nxif¢ ; et coome CcC', il en est de

méme 3 fortiori pour C.
2) —>1)
Si on considire un bon ordre sur I, J = 74 Jy [Her) est

bimn ordonné (*) et l'onw démonteer par récurrence tramfinie (**) sur Ord J

que, pour tout ¢ € $(E), 2) — 1).

La propriété est triviale si Ord J =0 ou 1. A supposer que
1l'on ait démontré que :
Voe 3 (E) , V(xi) telle que Ord J< A, (_xi) vérifie 2) = (Xi) vérifie 1),
soit alors (xi) telle que Ord J = A et vérifiant 2) dans (E,¢).

Si ] n'a pas de plus grand élément, i.e. si A n'a pas de prédécesseur, pour
J
tout (ji)e J R (xii):le 1 oSt %-disjointe :

En effet soit pour tout i€ I, Iy = [« , ji] dans J,

3* =TT® J'; [1€I] st fini, donc Ord J'¢ A et comme ((xi) [3.€J'y) [en)
vérifie 2), a fortiori. il vérifie 1) :

J
(xii)i c1 est &£ -disjointe.

Donc, en vertu du caractire fini de la disjonction, (xi) jc1 oSt & -dis jointe,

(**) En ne considérant, pour un ensemble E finé, que les familles (xi) telles
que : VYicl, (Xi) soit strictement croissante et VieI,Vi'eI-i,
xin Xi.C¢(¢), tous les ord J possibles forment un ensemble. Soit Sup Ord J = a ;

la récurrence transfinie se fait dans a.
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Si_J a un plus grand élément, i.e. si A a un prédécesseur, pour tout ic¢ I,
Ji a un plus grand élément, soit :
Max Ji = ﬁi et Min Ji= ay
La borne supérieure des éléments de ﬂd J i dgns ﬂji existe et est (Bi) ’
donc pour presque tout ic I, sauf un nombre fini, on a Bi =a;, i.e. Ji n'a
qu'un élément. Soit :
{11 seeey i} 1'ensemble des i¢I tels que Card Ji> 2, avec

i1< cee <in

- Soit pour 161-11 ’ J'i= Ji et Y, =X

iji

et pour i=i1 ’ J'i = Ji -ﬁ11 et Yi1"uxi1[j€Ji1 et j<ﬁ11] ’

et Wier , Vjeyr, , ¥
(xg) vérifiant 2) , (yi) vérifie 2) aussi, et comme
ord (T J1) ¢ ord =2
(Yi)iEI est ¢-disjointe (1)
- Soit pour ieI-4,, J" =J, , pouri=4i,, 3"11 ={|ai1} R
et Yier , z, =X et Yjey, , 2} = xf
(x)) vérifiant 2) dans (E,¢) , (z)) vérifie2) dams (B, o [ri1]).
or ord ('TT(l J"))<ord J=A , donc

(xi)ie 1 est ¢ [Ii1] -disjointe (2)

-~ D'aprés l'associativité de la disjonction, (1) et (2) entratnent :

(Xi) (ier - 11] ¢~disjointe (3)
X - 11 et Y:l1 solt ¢-disjoints (4)
X -4, et 111 sont ¢ [Xi1]—diajoints (5)

donc d'aprés la proposition 2 de 3.1.5 ,
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X et X, sont ¢-disjoints (6)

1 1
donc (associativité de (3) et (6)) , (xi)iel est ¢-disjointe

I-1

C.Q.F.D.

Remarque 1) Les conditions : " Y (j i)eTTd J; " sont indépendantes en
ce sens que, pour tout (ji) € TTd J; » il existe des familles (xg) telles
k

que, V(ki)é'ﬂd I » (k) # (ji)’ (xii)iel est 4[ ]-disjointe et

i
(x;

" )161 n'est pas 4| ]-disjointe alors que (xi)ié—I n'est pas

X-disjointe.
Remarque 2) Les conditions de bons ordres sur les J i sont absolument
nécessaires. Il eat en effet aisé de construire des contre-exemples (yp-espace)

quand un ensemble J 4 n'est plus bien ordonné.
L'intérét de cette démonstration est qu'elle s'étend aux
%-espaces grice & la proposition 2. D'ou le :

Corollaire.~ Si E est un & -espace; et si (xi) est telle que :

V(ji)q:[d 3 V(ki)e]‘i[d J; tels que Viex , 3¢ Ky ,

x* ~
% [igl kgji i] “ %[1}2)1 ke Jy 1}
k<l k 23§

Alors les propriétés 1) et 2) sont équivalentes pour (xi)
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3:.2.4.~ Application 3 la construction des bases et au calcul du rang dans un
g-espace

Soit (X une famille de parties d'un ¢-espace et ¢ un

i)i €l
_ordre total sur I. On appelle segment de I toute partie S de I telle que,

VicsS , VjeI tels que jci , ona j€S. L'on note S(I) 1'ensemble
des segments de I sauf I lui-m8me. Alors on a le :

Théoréme 3.-

Soit (xi)ié 1

ordre total sur I. Soit pour tout S € ¥ (I),

une famille de parties d'un g-espace E et ¢ un

xs = m x Y —b d xs .
ie I-S v ( [‘-:i]) et g une r [XS] ase de

Alors les Y. sont disjointes deux 3 deux et Y, est une r-base de ¢(X,)
eteona : O S(I) 1

rx) =) rx) & [sc ¥ (D) ()

Démonstration :

¥ (I) est totalement ordonné et il est immédiat de vérifier la
propriété (Dz) du lemme 1 pour (YS)Sé':f(I)- ot Z(I) est muni de 1l'ordre
total ci-dessus. Donc les Yy sont disjoints deux & deux et Y=Y (1) est

libre.

Comme Yc w(xl) s ¢(Y)c sp(XI) . Réciproquement :
wa(xl), soit S = fildier et x¢¢ (X (e ,1])} e ¥ (1)
S, ¢1 et  xeco (Y'gUXg) » xte (Xg) 1)
o ° °
si xétp(YS) , xe¢(Y) ; Sinon x¢¢(Ys) (2)
o °

donc S1 = {1|i€So et x¢¢ (Ysou X [‘_,i]) e 7 (1)
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s”q S, et xe¢ (Ys U Yy U Xg ) (3)
o 1 1
x¢e (Yg UX) (4)
o 1
Si xe¢ (Ys UYS ) 5, xe@(Y) ; Sinon x¢¢ (YS U YS ) (5)
o 1 o 1
On construit ainsi de proche en proche une suite strictement
décroissante
I ? So ? ces ; SP de segments de I
tels que
xep (Yo UYL UoeeaUY, UX, )
So S1 Sp SP
mais x¢e (Yo Ueoe UY, v Y Ueoe UY, U X, ) pour i =1,,.,P
So Si-1 Sin S Sp
Si xeo (Ys ) ...UYSP) R x<¢(Y) . Sinon, on considére
o
Spyqg = [ilies, et x¢o (Ysou ...UYSP v x[(_’i])}
SP+1 f SP et :
P+1
pour i = 1,..., P+1 R x¢e (( L) Y5 ) U Xg
=1 j P+
Kot
P+1
Si x¢e (U Yg ) , 1l'on peut itérer .
= J

Or, on ne peut itérer indéfiniment ce processus, car:'sinon on

aurait une suite (SP)PéN de segments strictement décroissante telle gue

si s =0 s et v =9 [X ]
w PeN P S
(Ys ) est -disjointe et Y' = L)YS [PeN] est ¢ -libre
P PEN P

x e y(Y') , mais pour tout PeN, x¢ ¢ (Y- YSP) .
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Soit Y' +x le ¢ -circuit unique inclus dans Y' + x . Y'  ne peut rencon-

trer qu'un nombre fini de YS 5 ce qui contredit le fait que x e y(Y' - YS )
P

P

pour une infinité de YS .
P

P
D'ol un entier p tel que xeo ( (U Yo ) : xece(Y)
= h]

Y est donc une base de ¢ (xI)
CQFD

En particulier quand I est bien ordonné, tous les segments dif-

férents de I eont de la forme Je, if on iel
; 54
Si S$= Je,i[= 8, s Xt =9 (x[‘_,i]) . On a alors

le résultat plus précis suivant :

Corollaire

Soit (X une famille de parties d'un ¢-espace E et ¢

i)ié 1
un bon ordre sur I. Si pour tout ieI, Y, est une ¢ [x i ] -base de
———— . [<_ > [

Xi , alors les Y, sont des parties disjointes deux & deux et YI est une

¢-base de XI , eona :

r (X;) = 125—1 r [x]“ 1[1 (x) (1)

En particulier, si A et B sont deux parties de E, on a :

r (AuB) = r(A) + r[A](B) = r(B) + r(B]) () ()
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3.3.1.~ Caractérisation par les sommes.

Théoréme 4.-
Soit (xi)ieI une famille de parties d'un <f -espace (E,¥),
on a

rap) 2 L or (%) (1)

iel

Si (Xi) est X -disjointe, on a 1'égalité.

Réciproquement, si (E,.f) est un g-espace, si r(xi) est fini
pour tout ieI et s'il existe une famille (Jl)€eL de parties finies de I,

cofinale 8 F(I) et telle que, pour tout <YclL,

r(le’) = Z r(x) [iej_e]

Alors (Xi) est ¢-disjointe.

Démonstration

Si Y est une base de X, telle que r (XI) =Card Y et si

I

on considére un bon ordre sur I, on définit par récurrence transfinie sur iel,

Yi= Ynxi - Y[‘—;i[ .

deux et :

Alors Y. =Y , les Y

1 sont disjoints deux A

i

r(X) = Card Y = Z Card Y [ie1] ¢ Zr(xi) [ie1].

i

D'oa (). Si (xi) est <L-disjointe, soit pour tout iel Y, une base
de xi telle que r(xi) = Card Yi . YIG_—Z" et les Yi sont disjoints deux
a4 deux. Donc :

r (X;) > Card Y = Zr (x) [ie1]
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et 1'égalité.

La réciproque résulte du fait que la disjonction est de caractére

fini et du :

Corollaire . Soit (xi)i.sl une famille finie de parties d'un ¢-espace
telle que pour tout ieI, r(Xi) soit finie. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

a) (xi) est ¢-disjointe

b) r(X;) = Zr (X)) [ier]

L'on a démontré a) —» b). Réciproquement, soit pour tout icl
Yi une base de Xi. Alors YI engendre XI et d'aprés b) :
r(xI) = Card Y; = 2. Card Y, (ie1] .

Les conditions de finitude font que (Yi) vérifie (D) , donc, d'aprés le

théoréme 1, (Xi) est disjointe.
Remarque : Si l'une des conditions de finitude exigée pour la réciproque n'est
pas vérifiée, ou si (E,.X) n'est pas un g-espace, la réciproque n'est plus

vraie.

3.3.2.~ Caractérisation par Ytranslation de ¢

Théoréme 5.- Soit (xi)i.cl une famille de parties d'un < -espace (E,X).
a) Vier , r(x) > rx,] () (111)

Si (Xi) est X -disjointe, on a 1'égalité dans (III).
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Réciproquement, si pour tout i eI, sauf peut-2tre un, r(xi) est
fini et 1'égalité est vérifiée dans (III), et si (E,»£) est un g-espace, alors
(xi) est ¢-disjointe.

b) Pour tout ordre total sur I,

Vier , r(xi) > r [X[__’i[] (Xi) (1v)
si (Xi) est £ -disjointe, on a 1'égalité dans (1v).

Réciproquement, si (E,.’) est un g—espace et s'il existe un
ordre total sur I tel que, pour tout i cI, sauf peut-8tre le plus petit, r(Xi)
soit fini et on ait 1'égalité dans (IV), alors (Xi) est ¢-disjointe.

Démonstration

Les inégalités (IIXI) et (IV) résultent de ce que, pour tout A,

|
r(Al sr.

si (Xi) est ¥ -disjointe, pour tout icI, X et X; . sont
£ -disjoints, et, utilisant‘la propriété (D D3) par exemple, toute partie

Z -libre de X, est ¥ [X

3 -libre. Donc

1-4)
r(x) = rlx ] x))

'et a fortiori r(xi) = r [x[._’i[] (Xi) pour tout ordre total fixé

a priori sur I.

Les réciproques résultent {u corollaire du théoréme 1,
(D'1) — (D'o) (resp. (D'z) . D'o). En effet, pour tout ie<I, soit
Y, une r [xl-i] -base (resp. r |X [‘_’1[] -base) de X, . Y, est r-libre

et fini, et comme r(xi) = Card Y, , Y; est une r-base de "'"Xi .
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Remarque : La réciproque n'est plus vraie si 1l'une des conditions de finitude

exigées n'est pas vérifiée, ou si (E,-£) n'est pas un g-espace.

Voici en particulier un énoncé qui entratne la proposition 10,

p. 103, de Bourbaki [C, II, 5] , §5.4, :

Corollaire Soient A et B deux parties d'un -espace (E,¥). L'ona :

(1) r(AUB) < r(A) + r(B)
(2) r [A)J(B) ¢ :r(B)
3) r [BJ(A) < r(B)

Si A et B sont £ -disjoints, on a 1'égalité dans chacune de

¢es relations,

Réciproquement, si (E,¥) est un p-espace

a) Si 1'égalité est vérifiée dans la relation (1) et si 1'un des deux

membres est fini, A et B sont ¢-disjoints.

b) Si 1'égalité est vérifiée dans la relation (2) et si r(B) est fini,

A et B sont ¢-disjoints.
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3:4.- La disjonction dans une x-algébre

3.4.1.~ Généralités

On appelle 4 —algébre la donnée sur une structure de x4 -espace
(E,¥) d'une loi de composition interne (x,y) —» X.y notée multiplicativement
et telle que :

Y€e¥ ,VYXx€E , x.C et C.x sont réunions de C-circuits

Alorsona : ¢(@).E = E.o(f) < ¢(f)

Définition 2.-

Soit (E, £ ,.) une & -algibre et (Xi) une famille de parties de E.

iel
(Xi) est dite £ -.-disjointe (ou simplement 2-disjointe) si elle vérifie les

propriétés suivantes :

) V{5,3)ed, M, Vxexio@) , Vvex, - o) , xy=yx
) V{g,gkled@m , Vxexi-o@) , Vyexqo@) ,Veex - o) ,

x(y z) = (xy)z

Alors, pour tout J e 3 (I) et pour tout (xj)e TT (xj -9(g), 1M xj =TIx.
jel jel 3!

ne dépend pas de la manidre dont on le calcule (ordres et parenthéses).
c) Pour toute famille (Yi) c (Xi) telle que pour tout i , Y, el ,

VJ e \'}J(I) (T x,) [(x.)e in] Y.] est of -libre.
3 J ; J
J jel
exemple. Soit A une algébre, B une sous-algébre de A, pour tout XcE, ¢(X)
le sous-B-module engendré par X et x.y la multiplication dans A. (A,..Z‘p,.)
est une -algébre et la .,Y;w-.- disjonction entre deux sous-algébres est la

disjonction linéaire sur B entre ces sous-algébres.
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Propriétés élémentaires.

1°) Caractére fini : mémes équivalences qu'en 3.1.2. 1°)

2°) Cas triviaux : Si xic ¢(#) pour tout i €I, sauf peut-&tre un,

(xi) est trivialement 2-disjointe.

3°) Commutativité : (xi)iél est 2-disjointe si et seulement si

(xc(i))iel est 2-disjointe quand T est une bijection.

4°) Si (Xi) est 2-disjointe, pour tout {i,j}ejz(l) , r(xinxj) <1

Proposition 3.- (Associativité de la 2-disjonction).

Soit (xi)ie ; une famille de parties d'une & -algébre (E,X,.)

et (J ¥ ) JeL une partition de I. Alors considérons les propriétés suivantes :

(1) (xi)iel est 2-disjointe
(2) VQ eL , (xi)ieje est 2-disjointe
et (%) (X [ie Je])\e ey ©st 2-disjointe

L'on a toujours (1) => (2). La réciproque (2) =» (1) est vraie quand :

V(i,5) e T (0, Vker-{i,5} , Vxex,—o(@), Yyex.-o@), Yzexp—o(®)
2 i J

x(yz) = (xy) z

ce qui est toujours vérifié quand . est associative.

* =x, [iel) = {n x| JeF@ , J#98 et (x)e T x
1 tr Pe0; bt
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3.4.2.— La disjonction dans une ¢-algébre

Définjtion 3.~ L'on appelle ¢-algébre toute X -algébre réguliére (E,%,.) ,

i.e. telle que :

a) La multiplication soit associative, commtative et tout &lément x eE-¢(§)
est régulier.

et b) szE—«p(ﬁ) R Vxe&'(E) , lona :

xX el Xef <« Xixe?t

exemple.~ Soit A une algébre intégre sur un corps K. A est une ¢-algébre pour:
- ¢(X) sous-espace vectoriel engendré par X

- la multiplication dans A.

Soit (E,.) le symetrisé de E pour la multiplication, et G
1'ensemble des &éléments inversibles de E . GNE 2 E - ¢(@) .
Soit
To{x"x|xe¥ et xek- o)}

¥ vérifie (C)) et (C,) T= B et

(€, E, .) est une ¢-algébre unitaire telle que tout élément

x;{«p(jé) soit inversible. C'est la y-algébre symetrisée de (E, 2,.).

Remarque : Si 1'algébre est unitaire, 1l'unité ¢ 7,( ¢(#), sauf si (@) = E.

Soit A = (E, ¢, .) une ¢y-algébre. L'on appelle sous-algéibre de A toute
partie B de A telle que :
A =¢(A) et A stable pour la multiplication.
Toute intersection de sous-algébre est une sous-algébre, d'ou la

fermeture c:
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X — 5 w(X) sous-algibre engendré par X

3.4.3.~ Propriété fondamentale de 1la disjonction dans une p-algibre.

Les propriétés élémentaires ont été vues en 3.4.1.

Lesme 2.—- Soient X et X' deux parties d'une ¢-algébre (E,¢,.). Pour que X
et X' soient ;leux disjointes il faut et il suffit qu'il existe une ¢-base B de X
et une ¢-base B' de X' telles que la famille :

(.b')  [(v,b') e BxB'] soit ¢-libre.

Démonstration.
La condition est nécessaire par définition. Réciproquement, les
propriétés en jeu étant de caractére fini, il suffit de démontrer que :
si r(X) et r(X') sont finies, et si B (resp. B') est une y-base de X (resp.X')

telle que (b,b') [(b,b')eBXB'] soit ¢-libre, on a :

Yred , vex , Yyret , viexr ,

(y.y") [y exxy'] est ¢-libre.

Soit Z (resp. Z') une ¢-base de X (resp..X') contenant Y (resp. Y') .

Card Z = Card B = r(X) s Card Z' = Card B' = r(X')

Or, il est aisé de démontrer que,

sl A, engendre A et si B1 engendre B,

1

A1 . B,' engendre A.B

Donc : ¢ (Z.2') = ¢ (B.B') = ¢(X.X')

donc r(z.Z2') = r(B.B') = Card B x Card B'
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et comme Card Z.Z'¢ Card Z x Card Z' N

(z.2") [(z,z') € Zx2Z'] est libre ,
et a fortiori

(yoy)  [(y') ezx2]

CQFD

Théoréme 6.~ Soit (X une famille de parties d'une y-algébre A.

i)ieI

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(2 D1) (xi) est 2-disjointe

(2 D1) (e(x;)); ¢y cest 2-disjointe

(2 Dz) Pour tout i €I, il existe une base Bi de X, telle que
(Bi)iel soit 2-disjointe.

Les propriétés (2 D1) => (2 D) et (2 D)= (2 Dz) résultent

trivialement des définitions. La propriété (2 Dz) = (2 D1) se démontre par

récurrence sur Card I quand I est fini en utilisant le lemme 2 et 1'associativité

de la 2-disjonction, puis en utilisant le caractére fini de la 2-disjonction quand

I est infini.

Remarque ::Si X et Y sont 2-disjoints, en général w(X) et <« (Y) ne le sont
Pas. Ainsi dans 1'algibre k [x]) des polynomes & une indéterminée x sur un corps k,
X = {x,xz} et Y= {x3 R x6} sont 2-disjoints, mais w(X) = x k[x] et w(Y) =

x3 k [x) ne sont pas 2-disjoints.

Théoréme 7.- Soit (Ai) jey ume famille de sous-algébre d'une y-algébre.

A=Tld A, = TT A

i = (
iel JeZ(1) ie]
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est la sous-algébre engendrée par les Aj et (%) lona :

r()s 1149 r(a,) (1
iel

Si les (Ai) sont disjoints, on a 1'égalité dans (1).

Réciproquement, si I et les r(Ai) sont finis et si la sous-

algébre A engendrée par les Ai a pour rang

[

I‘(A) = I—I r(Ai) ’
iel

alors (Ai) jel est 2-disjointe.

La démonstration de ce théoréme est analogue 3 celle du théoréme 4.
La réciproque n'est plus vraie en général quand I ou 1l'un au moins des r(Ai) est

infini.

L'on a ici une propriété classique de la disjonction linéaire

(voir Bourbaki [C; II, 5,] §2, m°3 ,P. 78 a 81).

3e4.2.~ 2-disjonction unitaire
Théoréme 8.- Soit (xi) jel une famille ‘de parties d'une ¢-algébre unitaire

non grossidre, d'unité e. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(%) Soit (ai) iel une famille de cardinaux

d — =
et iUI a; = ,{(xi)isl I Vier » Xjeay ou x; =0
et x; # 0 pour un nombre fini d'élément

ne dépend que de Card a; . C'est donc, par abus de langage, un cardinal.
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(2 DVU) ( X; v {e}) est 2-disjointe
(2D U1) ( w{e} (Xi) ) est 2-disjointe
(2D Uz) Pour tout ieI, il existe une ¢-base B, de X, U {e} telle
que e€B; et (B'i) = (B'i - {e}) vérifie la propriété :
(> v) (7T by [wpe v T By [Jeﬂ(’l)]] est libre
R i . i
ie] ie]
Démonstration

L'ona (2D U)e=> (2D U1) d'aprés le théoréme 6. Nous allons

démontrer que (2 D Uz) <« (2DU) :

(znuz) = (2DVU) :

Soit (Xi) une famille vérifiant (2 D Uz) et (Bi) incluse dans
(xi U {e]) telle que pour tout i ecB, et (B'i) = (Bi - {e}) vérifie la
propriété (D U). Alors, pour tout J e F(I),

. : = u TT Bt
(iUJ ™) [(bl) © iT;[J Bi] (EH > [(bi)e o 4 [HCJ]]

donc, est libre d'aprés (D U). Par conséquent (Bi) est 2-disjointe et

iel
(xiu {e}) est 2-disjointe d'aprés le théorime 6.

(2pU) = (2D Uz) se démontre de maniére analogue.

Corollaire 1.-
Soit (Xi) une famille de parties d'une y-algébre (E, ¢, .) et (E, ®,.)
la ¢-algébre symetrisée de (E, ¢,.), dont l'unité est e. Alors les propriétés

Suivantes sont équivalentes :
(2DU)  (x;Ufe}) est 2-disjointe dans (E, 9,.)

(2D U3) Pour tout ieI, il existe une y-base B, de X

1 i (resp. si (E,q\»,.)

est unitaire, il existe une ®{e} -base B, de xi) telle que (Bi) vérifie la
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propriété (D U) ci-dessus.

Définition 4.~ Une famille (Xi) jel de parties d'une ¢-algébre est dite

2-disjointe unitairement si elle vérifie la propriété (2 D US)'

Corollaire 2.- Si (xi) jer °St 2-disjointe et si (Yi) est incluse dans (xi)

et vérifie :

VieI R Y, est une ¢-base (resp. si E est unitaire une w{e}-base)

de X, , (Yi) vérifie la propriété (D U).

Corollaire 3.~ Si (Xi) est 2-disjointe unitairement, (xi) est < [e]-disjointe.

Si la y-algébre est unitaire, Yo désigne la translatée de ¢ par {e}, et si

la y-algébre n'est pas unitaire, Ve = ¥, ou @

A=3(e)nE= {x|xeEet JyeE - (@) , {yx, vy} cClue®) .

Ce corollaire résulte des théorémes 1 et 8 sachant que, dans (D V),

b, b VAR 1 F.(1
(EJ D (e R [1e %]

est la famille somme des familles (bi)ieB'i

Remarque 1.-
La 2-disjonction unitaire est strictement plus forte que la 2-disjonction.

exemple : Soit k[x] 1l'algébre des polynomes & une indéterminée sur un corps k.

HeN et KeN (N ensemble des entiers naturels)
X ={xp Ipeﬂ} et Y= {xp IpeK}

X et Y sont 2-disjoints si et seulement si 1l'application (p,q) ~—» phq

de HxK dans N est injective.
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L'on vérifiera aisément par exemple que :
X={x, x3} et Y={x*} sont 2-disjoints |,
mais qu'ils ne sont pas unitairement 2-disjoints.

Remarque 2. Méme si X et Y sont unitairement disjoints dans (E, %,.), xux"

1

et YUY ' ne sont pas 2-disjoints en général.

(considérer par exemple X = {1,x} et Y= {1,x2’, dans 1'exemple ci-dessus).

Remarque 3. La 2-disjonction unitaire est strictement plus forte que la Lle)-dis-
jonction. En effet dans 1l'exemple ci-dessus, X et Y sont <[e]-disjoints si et

seulement si HnK c {0}.

Remgrque 4.- Si X et Y sont 2-disjoints unitairement, en général X et «(Y) ne

sont méme pas 2-disjoints.



Chapitre IV Existence de: familles disjointes incluses
dans une famille finie donnée,

4.1.- Notations et teminologie Eénérales

E étant un g-espace et I un ensemble d'indices, on utilisera couramment
les notations suivantes :

1°) Les lettres «4, B, ’g,... désignent des familles de cardinaux, et si
&= (a,) s, pour tout JcI, on note :
i'iel

a. = L a; [ie_]] et fftl = (ai)iil

2°0) (xi)iel R (Yi) , (Zi) désignent des familles de parties de E et pour

tout JeI, X;= UX [ie]].

On note (Yi) f e1) c (xi) [ieI] 1'ordre produit sur (js(E))I R

et d%s ® 1'ordre produit sur les familles de cardinaux indiciées par I (ﬂt in-
férieure ou égale 3 si et seulement si aisbi pour tout i).

On a vu que si (xi)iel contient une famille ¢-disjointe (Yi) telle
que dim ¢ (Yi) = a; pour tout i, ona :

cl dim X,) 2
Vi ¢ ( J) 2y
Définition 1.-. Une famille (xi)iel est dite de type £= (ai)iel si

elle posséde la propriété suivante :

PL VJCI , clim‘p «p(XJ) > a;

Si ar> dim E, il n'existe aucune famille de type #. par la suite on

£ dim E réalisée.

supposera la condition a<

Soit ﬂt = (ai)iel et J 1'ensemble des indices i tels que ay # 0,
il est clair que (X.). est de type # si et seulement si (Xx.). est de
i‘iel i‘ie]
type Utj .
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=

Comme aI<(liln(9 E, a;< dim E pour tout i. Si /’E est 1'ensemble des

‘cardinaux inférieurs ou égaux a dim E, #e e l‘:)I , de sorte que les familles de
cardinaux qui nous Sont utiles appartiennent 3 un ensemble.

Une famille ¢-disjointe (xi)iel est de type 7% = (ai) si et seule-
ment si pour tout i dim ¢ (Xi)z ay (cf. 3.3, théorime 4). On constate par

ailleurs que : si (xi)icl‘ est de type #* , toute famille (Yi) contenant (Xi)
est de type &

H (x,)
est de type & pour toute £ inférieure ou égale 2 De', et pour tout JcI, (Xi) [:I.GJ]
est de type lftj .

En particulier,toute famille contenant une famille ¢-disjointe de type /3
est elle-mdme de type #. Crest 1a réciproque quand I ou les a; sont finis
. qui est 1'objet de ce chapitre : étant donné une famille de type cﬂ',
existe-t-il une famille ¢-disjointe, incluse, de type A, et si oui en construire

une.
—

4.2.- Cas de familles finies de cardinaux finis.

Dans ce paragraphe nous allons démontrer dans le cas ou les cardinaux ay
sont tous finis le théoréme suivant :

Théoréme 1.~ Toute famille finie de type c?g' contient une famille ¢-disjointe
de type ®.

On indiquera dans le prochain paragraphe comment résoudre ce probléme
‘en pratique. Enfin le cas ol les a
4.4.

i sont quelconques sera étudié au paragraphe
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Le théoréme 1 est une généralisation du théoréme de KoénigiHall(voir (B],
chap. 10, page 02) qui traite le cas d'un ensemble, i.e. ¢-espace discret, I fin

et les a; tous édgaux 2 1 (%) .

M. Rado dans [9] a également démontré un cas particulier du théoréme 1 :

les a; tous égaux a4 1 et (Xi) famille de parties d'un ensemble muni d'une

iel
structure équivalente 3 celle de y-espace.

Soit (Xi) [i€T] une famille de type t= (ai). Pour trouver une solution
c'est-a-dire une famille (Yi) y-disjointe, de type & et incluse dans (Xi), nous
allons donner deux procédés : 1l'un consiste & supprimer des éléments aux Xi tout
en ayant des familles de type (7%, afin d'obtenir une famille (Yi) de type # et
telle que dim ¢ (Yi) = a, pour tout i. Il en résulte que dim ¢ (YI) =ay (voir
3.3 théoréme 4), donc (Yi) est g-disjointe (voir 3.3. , corollaire du théoréme
4). Dans le second procédé on part de la famille (f) et on construit des familles
¢—-dis jointes (Yi) » chaque Yi étant une partie libre de Xi, en ajoutant des é1é-
ments aux Yi‘ Le théoréme 1 étant trivial si Card I = 1, on supposera Card I22.

a) - Démonstration par suppressibilité

Remarquons d'abord que (Xi) étant de type = (ai), toute famille

iel
(Zi) incluse dans ('Xi) telle que :

dim ¢ (Zi) = dim ¢ (xi) si dim ¢ (Xi) < aI
et dim ¢ (Zi) 2 a; si dim ¢ (Xi) > a;

est de type & ; on peut donc réduire (Xi) 3 une famille incluse (Zi) de type V3
et telle que dim ¢ (Zi)s a; pour tout i. I1 nous suffit donc de démontrer le

(%)= J'ai résolu ce probléme alors que j'ignorais le théoréme de Kdnig-Hall et
les travaux de M. Rado.

L'intérat de ce § 1 est avant tout sa nouveauté, d'abord en ce qui con-
cerne la généralité du résultat, mais surtout dans la manidre de traiter ce pro-
bléme en travaillant avec des méthodes constructives, et en étudiant certaines
propriétés. Voici quelques références pour les questions de priorité scientifique
concernant la "genése" de ce théoréme :

- Kénig 0. et Valko S. (S]
- Hall P. [1]
- Rado R. [9] et [10]

et enfin Robert P. [14].
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théoréme 1 quand les dim ¢ (Xi) sont finis, ce que nous allons faire par récur-
rence sur a; .

Le théoréme 1 est trivial pour a; = 0 . Supposons le vrai pour ar¢ n-1,
et soit (Xi) (ie I] une famille de type &= (ai) oll a;=n et ou les

dim ¢ (Xi) sont finis. Nous allons démontrer que :

®4) : Pour tout i€I tel que dim ¢ (Xi) > a; , il existe (Zj) [je I] de
type & telle que : Zj = Xj Viel - {i} et z,€X; ,

dim ¢ (z,) < dim ¢ (X;).

Soit en effet i€I tel que dim ¢ (Xi) >a

ou a, =0 : il suffit de prendre Z, = ]
ou a; =1 : Soit T, une base de ¢ (xi) incluse dans X;. Il nous suffit

de démontrer qu'il existe un élément x de Ti "suppressible", i.e. tel qu'on peut
prendre Zi = Ti - {x}. I1 est aisé de voir que xe'l’:.l est suppressible si et
seulement si : VJcI - {x}, dimg¢ (XJ U('l‘i - -fx}»))gaJ + 1. Comme

dim ¢ (xi) =Card T,> 1, soient x et y deux éléments distincts de Ti' Sixety

sont non suppressibles, il existe Jc I - {i} et HcI - {i} tels que :
dim ¢ (X;O(T; - {B) cay + 1 et dimp (G U(T; - {y}) <ay+ 1.

donc dimw(XJU(Ti-{x})) = dim ¢ (](J)=a et

Or dimtp(XJ)ga ]

J ’
T, - {x}cey (XJ). De méme dim ¢ (XH) = ay et 'l‘i -{y} co (XH). D'ou

dim ¢ (X (VisJuH,dim«p(Xi)=ai), et T,co (X

yun) s

JUH aJUH < aJuH +ta; s (Xi) ne serait pas de

type (7%'. L'un des deux &éments x et y est donc suppressible.

Jur) = 2j0H

de sorte que dim ¢ (X uxi)

ou a;>2 : Soit B = (bj) et €= (cj) ou bj =<y VieJ - {i} et
bi =a; - 121, ¢ = 1. Comme bI =n - 1, il existe une famille disjointe (Uj)
incluse dans (xj) telle que dim ¢ (Uj) = b, pour tout j dans I. Dans E considéré
come VY -espace ou V¥ = 9y s (Xj) est de type ¥ : soit JeI, ou i¢J et
i
dim ¥ (XJ); dim \.U(YJ) =b

=c¢, ,o0uiejet

J ]
dim w(xj) = dim(p w(XJ) - dim‘P o(Ug) > a; +1-a;2> ey .

(c.f. 3.3. théoréme 4 et son corollaire). Comme CIs. n-1 , 3(Vj)C(Xj) R
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’(Vj) Y -disjointe et dimw ‘V(Vj) = ¢y Vijer. Soit pour tout j Wj une Y -base

de \P(Vj) incluse dans V En posant 'rj=wj si j#1i et T, =W, VU, ,

j°
('rj) [jeI] est y-disjointe, de type & et incluse dans (Xj). I1 nous suffit denc

de prendre zi=='l'i dans Rd‘ .

Remarquons ici que 1'hypothése de récurrence ne nous sert pas pour ai=0
et a; = 1, et sert 3 trouver une solution directement ((Zi) est de type A et

‘p-disjointe) quand a;22.

Par au plus ¥ (dim ¢ (Xi) - ai) [iGI] opérations de suppression comme
celle indiquée dans R# , on obtiénttune famille (Yi) ier de type # et telle
que di-‘p qp(Yi) =a, pour tout i. (Yi) est donc solution (c.f. 3.3. corollaire

du théordme 4).

b) « Démonstration par_empilement

Le premidre démonstration qui repose sur la suppressibilité de certains
éléments exige en pratique beaucoup de vérifications d'inégalités. Il sera souvent
plus aisé d'ajouter des éléments les uns aprés les autres, en faisant des

permutations quand besoin est.

Soit (Xi) [i€I) une famille de type #= (ai) (i €I}, ona :

(“',t ) s soit (Yi) {ie1] ¢-disjointe, ol chaque Y, est une partie
libre de xi et Card Yis a . Pour tout i€l tel que Card Yi<ai,
i1 existe (Z.) ¢-disjointe, ol chaque Zj est une partie libre de Xj

et Card 2, =Card Y, 8i j#4i,et 2,9, , Card Z;>Card Y, .

I1 est clair que, partant de la famille (§), par au plus ay opérations
comme celle indiquée dans R'# on construit une solution pour (xi).

Soit en effet i€l tel que Card Y,<a, . Si X.¢ o(Y;), il suffit de
prendre zj-rj Vjel- {i} et z, = Yiu{x]. ol xeX; , xde (YI). Mais

en général !icw (YI). On considére alors les suites récurrentes :
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X, = I-{i} I, = Ku{i} =1, Y =vu, [ie1,]

K, ={i/jeK,, chw(f)} , I,= K udi} ' =uy, (ier]

K, = {/3€K_y, X;€ o(¥P Ny, L= Kufip , P=uy [ie 1)

! e o o e o o o o o

D'ol les suites décroissantes : K,> K13 ese D K

1)_1.71(1_,:....

et Yors...> P svPs...

Pour tout entier p> 0 'tel que X;co (YY), ona Sual # Y. En effet

si Y =yP, Ky =K, (1Y =§, jek Ya20 ; si Y A8, (1)

étant disjointe, les Yj sont mutuellement disjoints), donc :

Vier) = 1., , Xco () : o (X )co ()

pH1 P
on aurait donc dim ¢ (1(I Y <2 a, (ie Ip] s (Xi) ne serait donc pas de type #.
P

Si Xictp (Yp) pour tout p20, on aurait une suite infinie strictement décrois-
sante de parties de I : (Kp). Or I est fini, donc il existe un entier q tel que :

X;c o(YP?) si O<peq et xith (YY), Les suites finies (YP) 04p<q et
(I(p) Ocp<q sont donc strictement décroissantes. Nous allons démontrer que :

- q |- -

Vxex-o (19 , JdileNex -k Te ¥ oy
q-1

VEqr€ Xy ), File2)ex , =K, , e eV 0
q-k

Véq_ké X (quk)~*(Y" ) »  Jilek-1e Kyk-1 = Kok 7€qk-1%Yi(qk-1)

Véo exi(c) -(p(Y°) , en posant :

Z, =Y, vix}, zi(k) = (Yi(k) - fe b §Ek} pour tout entier k tel
que O<kg<g-1, et Zj = Yj pour les autres indices, on obtient une famille

demandée pour R',t .
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En effet, comme xi,s (YY) » soit xeX, - ¢(Y9). Considérant E comme
Y -espace od Y=o _, {x} est Y-libre. Or Y1 Z v9 est une y-base de
‘P(Yq-1) =¢ (Yq-1), on peut échanger x et un élément L de Y& _ ¥8 pour
obtenir une autre ¥ -base de W(Yq'1) , et les Yj étant mutuellement disjoints,
il existe i(q-1) unique, i(q—1)el(q_1 - I(‘l tel que eq—1€Y:l(q-1) . Comme
i(q-1)¢|(q , xi(q_1)¢ (Y™ ), et 11 est alors clair que :Veq_,‘exi(q_,)-v(r“")i

(zj) (3 elq_1] est ¢-disjointe, Card Z,> Card Y, et 2,0 Y

i S A S

Card Z, = Card Yj- pour j#1i et les Z, sont des parties ¢-libres de Xi. On

] i
démontre de manidre absolument identique que (2 j) [jqu -k] est ¢-disjointe,...
par récurrence sur k : On suppose la propriété vraie jusqu'a 1l'entier k(0Ogk gq-1),

on raisonne dans E considéré comme WK-espace ol ¢k =@ et A= (U zj [j qu_k])-
{Eq-k} , et on échange x et eq—k » Xg et X0y Qcet q-k, g-1 et q-k-1 dans

la démonstration ci-dessus.

4:3.- Application 3 la résolution pratigue du cas fini

Voici d'abord le rééultat obtenu dans le cas fini :

'Corollaire 1.- o= (ai) (i€1] étant une famille finie de cardinaux finis et I,

1'ensemble des i tels que a, # 0 pour qu'une famille (Xi) (i€1]) de parties

d'un g-espace contienne une famille ¢-disjointe (Yi) [ieﬂ telle que

dim ¢ (Yi) =a; pour tout i, il faut et il suffit que :

Pour tout Jc 11 , dim ¢ (xJ);aJ (1)

Remarquons que les conditions (1) quand J décrit 1l'ensemble des parties
non vides de 1l'ensemble I des i tels que ai>0 sont indépendantes : soit J une
telle partie, il existe des familles (Xi) qui vérifient dim «p(XK);aK pour toute
partie K différente de J et telles que dim ¢ (XJ)< aJ (3 partir d'une famille
disjointe (Zi) de parties libres z, telles que Card Z,=a; , en considérant

xeZ, et en prenant X =ZJ-{x} siieJ, X. =2, 8i ié¢], (Xi) vérifie

J i

i i
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bien dim ¢ (XK)z ag pour KcI et K # J, et cependant on a dim :p(xj)= aJ—1gaJ).

La condition dim w(x¢)20 est toujours vérifiée. On ne peut donc espérer écrire

moins de conditions dans le corollaire.

Maintenant voici comment en pratique on peut résoudre ce probléme. Les

processus indiqués se programment aisément sur machine dans les cas ol E est un

¢-espace discret, ou un espace affin de dimension finie sur un corps fini.

Soit (Xi) [ie€1) 1a famille & étudier dont on veut trouver une famille

¢-disjointe (Yi) incluse ou dim ¢ (Yi) =a

tels que a; = 0, on prend Yi =g et on les enléve de I. Puis on remplace

pour tout i. Pour tous les indices i

chaque X, pour une base Z. de ¢(Xi) incluse dans X,. (Zi) est de type & car
pour tout JcI, w(Z‘) = ¢(XJ).

On se raméne ainsi systématiquement 3 des familles de parties libres de

type lﬂ' telles que ai>0 pour tout i.

Voici d'abord deux méthodes qui permettent d'obtenir une solution en

itérant toujours le méme calcul.

a) (suppressibilité).

Soit (xi) (ie1I] famille de parties libres, de type /t= (ai) (ai> 0).

On pose I = {1,..., n} et on range les Xi de facon que Card X:.l - a croisse

avec i. Pour les Xi tels que Card Xi> ay on ne garde qu'une partie ayant ay

éléments.

on pose Y, =X, . Sinon p>a

Posons X, = {x1,..., xp}. Sip=a 1 1

1 1

et on vérifie pour x, les 271 inégalités :

Pour tout JcI -{1} dim q;(leJ(x1 - {x,l}))aaj +a, .

Dés que 1l'une de ces inégalités n'est pas satisfaite, x, n'est pas sup-

1
. Si elles sont toutes vérifiées, x

pressible et on le garde dans X est suppres-

1 1

sible et on 1l'enléve de X1. On obtient ainsi une famille ou x1 ou bien a p-1 é1é~

ments, ou bien a un élément x, non suppressible, cette famille étant toujours de

1
type # . on fait la meme chose pour x, avec la famille obtenue, puis pour X,,...

On s'arr8te dés que ou bien on a a, éléments non suppressibles, ou bien il ne
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reste que a, éléments dans X, et on pose Y1 1'ensemble de ces a, éléments,

1
Comme (Xi) [i = 25000, n] est de type JfI _ {1} dans E considéré comme ¥y -espace;
1

. '
il ne reste qu'a itérer la méthode pour (Xi) iz2

On justifie ce processus de la maniére suivante : On sait d'aprés le

théoréme 1 qu'il existe une famille (Yi) de parties libres Yicxi, disjointe, et
Card Yi = a; pour tout i. Si x¢ Y1, x est suppressible, de sorte que l'on a au
plus a, éléments non suppressibles (ceux de Y1). S'il y en a ag, ils forment

Y1 de maniére unique. S'il n'y en a que b1< a,, Y1 contient ces éléments et
a4-b
1-°1

a, - b, éléments suppressibles (on a cp—b1

maniéreide les choisir dans X1).

b) - (empilement)

Comme en a) on range les Xi i=1..., n de facon que Card Xi - a
croisse avec i. Puis on prend Y: partie de X_| ayant a, éléments. On construit
(Yﬁ s Yg) disjointe ou chaque Yi est une partie libre de Xi ayant a; éléments
comme indiqué en 2 b). Supposons que l'on ait ainsi construit de proche en proche
(Y§_1) [j =1, 2,..., i - 1] disjointe oh les Y?" sont des parties libres de
)(j ayant ay éléments. Pour obtenir (Y?) [j =1, 2,..., i] on construit Yi
élément par élément par la méthode qui nous a servi & démontrer R;ﬂ' . A mesure que
1'on ajoute des éléments pour former Yi , on doit en général modifier les Y§-1 et

on barre dans chaque Xj les éléments qui ont dfi &tre enlevés 3 un Yl.-1 3 un

moment ou 3 un autre (ce sont des éléments suppressibles au sens de a) ci-dessus),

la suite Kp 0<p<q s'allonge et un indice j donné ne peut passer de l(p qu'ad
un K ot r>p (en effet pour tout entier p, YP croit, donc Kp aussi, mais comme
on a toujours Xic q:(YP) pour p<q, la suite est toujours strictement décroissante

Quand X;c ap(Yq), on ne peut qu'allonger la suite des Ki).

c)- remarques

1°) Il n'est pas nécessaire de vérifier d'abord que (xi)iGI est de type r7g',
mais si on le fait, on note les parties J telles que dim cp(XJ) = aJ et on ordonne

celles-ci suivant Card J croissant : (Jk) [k = 15000y p] .



108 Chapitre IV

On résoud (xi) [ieJ1] s puis on raisonne dans E considéré comme
¢,-espace ol ®y =9, et A=UX, [ie]1]. Puis on résoud (xi) [i €J, - J1n12]
et on raisonne dans E considéré comme $,-espace ol 9, =93 et
B=vx [ieJ, - J,05,)  (e=¢, ob C=UX, (i€]J,0],])... . On obtient

en fin de compte une solution partielle (Yi) [ieU Iy [k=1,..., p]] dont on sait

Qu'elle se prolonge en une solution pour gxi). On est alors ramené au cas général

en raisonnent dans E considéré comme (pp-espace.

2°) La méthode par suppressibilité est avantageuse quand les dim «p(xi) sont
voisins des a; car on a alors des chances de supprimer rapidement assez d'éléments.
Au contraire plus les dim \p(xi) sont grands et voisins de ap, mieux la seconde
‘méthode est heureuse, car on construit rapidement des familles disjointes incluses
de type b= (bi) on ay - bI est petit, la difficulté est reportée sur les der-
niers éléments (le cas le plus favorable est évidemment celui oi dim \p(xi)eal .
pour tout i. Les constructions par la seconde méthode se font alors sans permu-—
tation).

3°) Si on a une famille (xi) dont on ne sait si elle est de type A ou non
(vérifier quand méme dim w(xi)gai et dim w(XI); aI) » on peut cependant essayer

1'une des méthodes a) et b) ci~dessus. Si les calculs aboutissent, c'est que (Xi)
est de type ff et on a une solution, sinon c'est que (xi) n'est pas de type #,et
il faut alors modifier of (diminuer certains a;, en augmenter d'autres...) si
on veut des solutions "au mieux", i.e. telles que & soit maximale.

4.4.- Progriétés §énéra1es des familles de tge 0%. Aglications

4.4.1.- Distributivité des familles de type Jb.

La remarque qui suit le corollaire nous permet d'affirmer que la proprié-
té pour une famille (Xi) d'@tre de type # n'est pas associative (i.e. (Jp) felL
étant une partition de I, si (Xi) [161) est de type 03'=(ai) [ied) (xi) [ieje]
est de type ‘/Zje pour tout € et (X”) [eeL] est de type &= (be = aJe) ; mais

la réciproque est fausse). On a cependant la propriété de "distributivité"
suivante :
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Soit (X,) (i€I] une famille de type A= (a;) et pour tout i
a; = I by [geLi] . Soit de plus L 1'ensemble somme des L, et pour tout e
dans L Y_e = xi“) ol 1(3) est 1'indice ie I unique tel que eel.i(_e) . I1 est

alors aisé de vérifier que :

"(Xi) [i eI] est de type A= (ai)"@ "(Ye) [ee L] est de type b= (bf)"

Résoudre (Xi) et résoudre (Yg) sont donc deux problémes équivalents.
Voici comment on passe des solutions de (Xi) 3 celles de (Ye) et réciproquement : .

(X'i) étant une solution de (Xi), soit pour tout i X", une base de w(X'i) incluse

n
dans X'i « Comme Card )(i = Pj23; il existe
3
cpi x(a; 1) /n(dy 1) [LeLy)

] L L}
partitions (YZ) [ee Li] de Xi telles que Card Yy = be pour tout ¢ dans Li R
et (Yé) [e € L] est solution pour (Yl)' Inversement si (Yé) [e e L] est une

solution de (Yf) ,(Y;‘ ) [ieI] est une solution pour (Xi).
i

Notons que la propriété de distributivité permet de se ramener systé-
inatiquement 4 des familles de type € = (ck) ou ¢ = 1 pour tout k. Mais la ré-
solution de ces systémes est en général beaucoup plus longue que celle du systéme
demandé. On a d'ailleurs toujours avantage & diminuer le nombre d'éléments de la

famille, c'est-a-dire 3 utiliser la distributivité en sens inverse.

4.4.2.,~ Familles réduites.

Soit (Xi) (i€ I) une famille de type '7€-= (ai). La relation sur
I:R{§i, j}siet seulement si ¢ (Xi)c tp(Xj) est une relation de préordre.
Soit p 1'équivalence associée, Io = I/p est ordonné par la relation d'ordre quo-
tient. On note a, E,¥ 1les éléments de Io’ i.e. les classes d'équivalences de I

suivant p et X =U X, (iea].

La famille (Xa) [ae]o] est dite réduite de (Xi)

il est clair que :

"(Xi) (i €1) est de type A= (ai)" <~ "(Xa) [aeIO] est de tvpe A = (aa)" .
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(on obtient ici une propriété plus forte que la distributivité).

De toute solution (Ya) de (xa) on déduit une solution de (Xi) de la
maniére suivante : Soit aeIo et E considéré comme Y -espace ou W= ¢ c et o
C=UY, [Belo‘v - {a}]. Pour tout i dans a, W(Ya)cA = \Y(Xi). Soit donc 2,
partie Y -libre de X1 ayant a, éléments, 22 partie WY1 ~libre de Xz ayant a,
éléments,... (od a= {1, 2,000}) (zi)iea est ¥-disjointe et Z est \{-libre,

et en remplacant Ya par Za dans la famille (Yp)’ on a encore une solution pour

(Xa). A partir de cette solution on fait comme ci~dessus avec un second élément
de I ,... d'od en fin de compte une famille (zi)iel telle que (Za) (ae1]

est solution pour (Xa) et (Zi) (iea) est solution pour (xi) [iea] d'oll (asso-

ciativité de la disjonction) (zi)i e1 Solution pour (Xi).

.5.~ Cas de familles finies de cardinaux quelconques

soit = (ai) [isI] une famille finie de cardinaux. L = -[e2 sesesen}
étant 1'ensemble des cardinaux infinis a; de I rangés dans 1l'ordre croissant,
soit T (resp. I,; resp. I ot k =2,..., n) l'ensemble des indices i€l
tels que a; =o (resp. ag fini non nul ; resp. a; = ek). On obtient ainsi la

partition (Ik) [k=0, 1, ..., n] de I.

I1 est clair qu'une famille (Xi) [ie1I] est de type p (ai) si et

seulement si :
VJ cI1 , dim ¢ (XJ)Q aJ
et Vier , a, infini, dim o (X,)>a;

ces conditions étant bien entendu indépendantes (voir début de 4.3).

Soit (Xi) une famille de type #. Pour k= 0, 1, eeoy n on note

Jo= UT. [rek]. (X;) [ieJ,] contient une famille disjointe (V) [ieJ;]
1

telle que r (Yi)= a; - Dans E considéré comme ‘PLespace ol ’~P1 =49, , T =71,
et A=UY, [ieJ1] , comme r(A) est finie, pour k = 2,..., n et i€l ,
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r1(xi) >a, (c.f. 3.3. corollaire 1 du théoréme 3 par exemple). Il va 8tre dé-

1

montré ci-dessous (théoréme 2) qu'il existe une famille ‘?1-disjointe (Zi) [ielz]
incluse dans (Xi) [ie IZ] telle que rt (Zi) = 'gz pour tout i. En prenant

pour tout i dans I, une \}’1—base Yi de CP1(Zi) incluse dans Zi on obtient une

2

famille (Yi) [ieIZ] ¢-disjointe telle que YI et YJ sont y-disjoints,
2 1
donc (associativité) (Yi) [ierl est ¢-disjointe. On itére de méme pour I

3
en raisonnant dans E considéré comme \Pz-espace sachant que ‘Pz = ¢ps

B=UY, [i(—:Jz] et r(B) = fz < €3 . Ayant itérer n-2 fois ce procédé on
obtient (Yi) (ie1) ¢-disjointe, de type o et incluse dans (Xi) [ie1]. En

particulier on a démontré le résultat suivant qui précise le théoréme 1 :

Corollaire 2.— Soit b= (ai) {ie I] une famille finie de cardinaux. Pour qu'une

famille (Xi) [ieI] de parties d'un ¢-espace coniienne une famille disjointe

LY_’i) [ieI] telle que dim (Y.) = a,

i i Rour tout i, il faut et il suffit que :

Pour tout ‘]f:.If , r(XJ) > aJ

Pour tout i tel que a; soit infini, r(Xj)gai

ces inégalités étant indépendantes.

11 reste 3 démontrer le :

Théoréme 2.- Soit a un cardinal infini et T un ensemble fini. Pour qu'une
famille (Xi) [ieI] de parties d'un y-espace contienne une famille y-disjointe
LY])[lell telle dve dim ¢ !Yi) = a pour tout i, il faut et il suffit que :

pour tout i dim g(Xi)a a .

Voici d'abord un lemme qui généralise aux g-espaces une propriété clas-

sique des parties d'un ensemble.
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Lemme 1.~ Soit a un cardinal infini, M et N deux parties d'un y-espace E telles

que MuN soit y-libre, card M = card N=a et card MNnN<a. Pour toute partie

X de E_telle que dim ¢(X) = a, on a la relation :

Ty x) + ry (X) = a (2)

Démonstration du lemme 1

Soit Y une ‘p“-base de X. D'aprés le théoréme 2 de 2.1.4. , on a :,

Card Y = r, X)gr(x) = a

Si Card Y= a, la relation (2) est vérifiée. Sinon on a Card Y < a,

donc :

ry M) = ry N) = ry (xX) = a

Soit alors 141 une «pY-base de M

et N1 une ‘pYUM1 ~base de N

(4] =
M, AN, g et M,UN,

wY—dlsJomtes (Xe oy (M1) ) et ona :

est «pY-libre (voir 3.2.), donc X et N1 sont

YUN

Or Y est une M UN -base de X , et conme N' =N - MnM est la
1
-base de N, N1c N! s, N' - N1 est ‘PMUN1 -libre , et comme

W -N = (MM € gy (D,

M

M uN,
Card (N' - N1) < Card Y < a
Or Card (MAN)za , donc : Card (N - N1)<a

et rYUN1 X) = a = Ty uN (x) ¢ r (x)

d'tou rN(X)= a
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Démonstration du théoréme 2.

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, a étant un
cardinal infini, 1'on démontre :

(R‘) (Yi)icl'étm une famille finie telle que r(Yi)a a pour tout i, ona :

Vier s JTCYi telle'que : r(T) =a et VjeI , Ty (Yj) = r(Yj) .

"En effet soit iel, zi une ¢-base de Yi et n=Card I. Comme
Card Zi; a, il existe une famille (Tm)n|=1,..,n de parties disjointes deux a
deux de Zi telles que Card Tm = a pour tout m. D'aprés le lemme 1, pour tout
jeI, il existe au plus un mj tel que

T (Yj)< a. On peut donc choisir T
parmi les T- .

En appliquant (Ra) Card ¥-fois et en ne considérant que des parties
libres, on construit aisément une famille (Yi) disjointe, incluse dans (Xi) et
telle que r(!i) =a pour tout i .

4.6.— Non-extension de ces résultats aux of -esgaces

L'on peut essayer d'étendre le théoréme 1 aux ef-espaces. Déja M.Rado
dans [9] a démontré que les axiomes imposés A sa structure sont nécessaires et
suffisants pour la validité du théoréme 1. Voici le résultat général :

Théoréme 3 (Rado).- Soit E un &£ -esi)ace pour que toute famille de type b3
(pour le rang ret) contienne une famille <£-disjointe de type ot , il faut et il
suffit que (E,¥) soit un L-espace régulier, i.e. un g-espace.

Démonstration

La condition suffisante résulte du théoréme 1 .
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La condition est nécessaire car si (E,¥) n'est pas régulier :

IxeZ , J¥ecf telsque Card X=Card Y+ 1 = n

et Yxex - Y y Y+x g & (2)

Alors (X,Y) est de type (1, n-1), mais (X,Y) ne contient aucune
famille disjointe, et de type (1, n-1) .
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Chap. V__ Existence de familles disjointes incluses dans

des familles infinies de parties d'un g-espace.

Suivant en cela Bourbaki [C, I, 3] , 1'on admet comme seuls axiomes
logiques 1l'axiome du choix (sous sa forme usuelle) et 1'axiome de 1'infini. Sauf
mention expresse dans 1'énoncé du théoréme, les résultats énoncés sont indépen-
dants de 1'hypothése du continu généralisé érigé en axiome de la théorie des en-
sembles par J.P, Cohen (voir par exemple [16] et [17]).

L'on utilisera en 5.2. des raisonnements sur les limites projectives
dont certaines parties sont analogues & ceux qui sont exposé; dans Bourbaki
[c, 1, 3] ,§6, exercice 29 et [c, 111, 1], Appendice, page 137 de la
troisiéme édition. ’

Une étude systématique des différents cas possibles pour une famille dé-
nombrable et le principe de 1'étude générale de 1l'une d'elles terminent ce cha-

pitre.

5.1.- Généralités

Soit = (a.)

. une famille de cardinaux. Alors
i‘iel

L= {aglicIl} = 1p , 1% = {a;lieTet a infini}= 1%

est un ensemble bien ordonné par 1'ordre naturel des cardinaux et pour tout -eel,

1'on pose :

I, = {i|iel et a; =%} =If

1

(Ie ){SL est une partition de I, et 1'on pose I‘é = @ si ¥ est un cardinal

qui n'est pas dans L. On écrit en outre :
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- fis o £ £ _
I = {1]161 et a, fini non nul} Idt , & —(ai)ielf

[}

A° = (a,)

19 w
4 i‘ielI

bt
€
I
—_—
e
(=
m
-

et a; infini }

et o =Min a, [ieT et a; infini]

Ces notations seront utilisées sans rappels, en précisant 5 quand ce sera néces-

saire.

Contrairement au cas fini, en général une famille infinie de type :79' ne

contient pas une famille disjointe de type f)% . Voici deux exemples typiques :

Exemple 1.- Soit A telle que Card Ife af . E étant un ensemble tel que

Card E= a; et (Ei)iel une partition (sens large) de E telle que pour tout
iel Card 1'3i =a; , considérons la famille (xi)iel définie par
Vl € Iadé N Xi = F ou l"cEIf et Card F = ag
Vier - I, , X, = E

E étant g-=espace discret, (xi) est de type A et ne peut conte-

iel
nir aucune famille disjointe de type ¢ .

Exemple 2.- Soit A une famille telle que pour un cardinal infini fel on
ait : Card I~e > . E étant un ensemble tel que Card E = ay et (Ei)iel

une partition (au sens large) de E telle que pour tout i€eI , Card Ei =a;

prenons XcE telle que Card X = ¢ s YCE telle que Card Y=Card I ,

et ¢ une bijection de I sur Y. la famille (xi)iel on ¢
Viexl , X =X u {T@)
Yiel - I, X, = E
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est de type lfi dans le y-espace discret E, mais ne contient aucune famille dis-

jointe de type 172'.

On peut donc particulariser les familles Jz' de la maniére suivante :

Définition 1.- Une famille Je—= (ai) est dite lisse si elle vérifie la pro-

ie1
priété :
(LIS) V Zer® , card I, < { et ) Card I < ?
Ocem<é m

?ﬁ'est dite faiblement lisse si

(LIS ) Card 1T < ag et V deL® , card Il ¢

Jﬁ est dite rugueuse si elle n'est pas faiblement libre.

si Aest faiblement lisse, pour tout JcI, si JnI® # ¢ ,

3y = Sup a, [ie]] . Donc pour tout fel® :
Z Card I < €
O¢me m

Toute famille lisse est donc faiblement lisse

Si (Xi) est de type £, on a :

(Vier®, r(x)2a,) et (Ve :F(Ii) , rx) 2 ap) (1)

inversement, & étant fixée, toute famille (Xi) vérifiant (1) est de type & si

et seulement si :

Vicr® , a;= sw a; [ie1®)

i.e. si et seulement si :

v €eL;‘£_ , Card If ¢ ? (2)

Les exemples 1 et 2 montrent que, en général, une famille de type ﬂ’t

rugueuse ne contient pas de famille disjointe de type k.

I1 va 2tre démontré ci-aprés que :
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Si ff& est lisse (resp. si U%est faiblement lisse et si 1'on admet
1'hypothése du continu généralisé) , et si en outre :

(€F) () VXcL® tel que "YYCX, Sup YEXU{SupX}", on a edX) < o,

et Card{,(lleL“i U, ¢ <fet Sup Lf\]é.,l[= ,2} <u,

et LY est de caractire final dénombrable au plus,.akaps toute famille

type A telle que :
Vier', r(x)) soit fini

contient une famille ¢-disjointe de type £.

Le probléme consistant & chercher si toute famille de type & fai-
blement lisse contient une famille disjointe de type £7tsans utiliser 1'hypothése
du continu généralisé est laissé ouvert, ainsi que celui qui consiste 2 généra-
liser le résultat ci-dessus aux familles ne vérifiant pas la propriété (CF).

En 5.2. 1l'on étudie les familles dg'de cardinaux finis, puis en §5.3.
est explicitée la séparation naturelle entre cardinaux finis et cardinaux infinis.
Les familles de cardinaux infinis font 1l'objet de 5.4. et en 5.5. une discussion
générale des familles dénombrables termine ce chapitre.

5.2,~ Familles # de cardinaux finis

I1 est deux cas ou l'on peut conclure & 1'existence d'une famille
disjointe incluse de type &

-celui oi r (Xi) est fini pour tout i

- celui ol r (Xi) est infini pour tout i sauf un nombre fini et ot
les a; non nuls 8ent égaux 2 1.

5.2.1,~ Cas ol les X. sont tous de rang fini.

L'on va démontrer le :

(¥)si a= Ma, 1'on désigne par ¢o_ le caractére final de @ et a= WU .
a a
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Théoréme 1.— Une famille (X telle que r(xi) soit fini pour tout i,

i)ieI
est de type A= (ai) si et seulement si :

Viedm , r(X)) > a; (4)

et alors elle contient une famille ¢-disjointe de type A& .

a! Démonstration par limite projective

Soit (X de type A = (ai) ol r(xi) est fini pour tout i.

i)ic I
Prenons alors pour chaque i€I wune base Zi de Xi incluse dans X; (Zi)

est de type 0&, (Zi) c (xi) et Zi est fini pour tout i .

Considérons alors pour toute;partie J de I 1'ensemble GJ des famillkes

(Yi) incluses dans (zi) , disjointes et telles que r(Yi) = Card (Yi) = a; ‘pour
tout i. '
Si JeKel

est une application de GK dans GJ .

I1 est clair que ((}J s fJK) [j, Ke & (D] est un systéme
projectif d'ensembles et que :
6p =Lim (6, fy) (1, ke F (D)

Or d'aprés (4) pour tout Je F (I), GJ est fini et non vide,
donc Gy ol (voir Bourbaki [cC, I, 3], gtme édition, §7, n° 4,

Théoréme 1 et exemple 1.)

Voici un raisonnement élémentaire qui. permet de démontrer que GI # g.
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1°) L'on restreint d'abord les GJ de facon & rendre les restrictions des

f TK surjectives :
. o _
Vie 2 (D , soit 6 = o
G} = N fix (cp) (ke d (1) e KkoJ]
G.'Il = N fix (cK'1) [k e F (1) et K>J]

d'ol la suite indéfiniment décroissante :

Vied , 6 =0 c} > ...:>G3‘" > 0] >...
on démontre aiscment par récurrence sur n>0 que @
G}‘ # @ pour tout J € F (I)
GJ étant fini, la suite est stationnaire et
Fy = fr\l 03‘ # 8
et la restriction gJK de fjl( a FJ est une surjection de FJ sur FK

telle que :

1lim (c

-~— J

, f = 1lim (F

Le fait que les sont surjectives est insuffisant pour démontrer

que la limite projective n'est pas vide (voir [C, 1, 3] s §1, exercice 32).

2°) Fn utilisant le théoréme de Zorn, 1'on démontre G #@ . En effet &
1'ensemble des familles (Yi)ieK telles que KcI et pour tout Je€ ff(K),

(Yi) € F . C ordonné par la relation :

ie] J

(CA T zZ) o) <> (ke et Viek, v, = z,)
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est inductif. On démontre alors aisément que tout élément maximal de ¥ est un
é1ément de CI .

b) Démonstration par suppressibilité.

Comme en a) 1'on raisonne sur (Zi)' L'on va d'abord démontrer que :

(R«ﬂ’) Pour tout i€l tel que Card Zi >a; , il existe un x dans Zi

suppressible, i.e. tel que la famille (Tj)jel , ol 'l'j = Zj

si j#i et T, =Z; -x , vérifie :
Vied (0 , rmp>a (4"

Soit en effet i<l tel que Card Zi> a .

x € Zi est suppressible si et seulement si :

VJ e Sﬁ(I—i) , r(zJ v (Zi-x))—za‘,.-i'ai

i.e. si et seulement si pour tout Je€ g (I-i) , =x est suppressible dans

Z95epm

Or zi est fini et si xe zi n'est pas suppressible, il existe

Iy € F(1-i) tel que x ne soit pas suppressible dans (zj)jEJx +4 - Posant

K= Jz +1i , A fortiori tout eri n'est pas suppressible dans (zj)jek N
ce qui contredit le fait que (zj)jcK soit de type JZ’K . D'od (B# ).

Considérons maintenant un bon ordre sur I (si I est dénombrable,
on ordonne I suivant le type d'ordre w, et 1'on raisonne par récurrence infinie

classique). L'on construit par récurrence transfinie sur i une famille (Yi)itl
telle que Card Yi =a; pour tout iel et telle que :

. i o
Vier , F = )5e1 =¥, siojei

(S TREFINE TN

et Y Z, si j>i

J
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vérifie (4'), en appliquant (Rﬁ')'

s . , _
Alors (Yi)ieI vérifie aussi (4') , et comme Card Y, =a; pour
)

tout iel, (_Yi je1 st disjointe (voir 3.3. théoréme 4).

c) Indépendance des conditions (3).

Les conditions r (XJ)ga quand J e ¥ (I) sont indépendantes si

J

Jes ay sont >0 :

Soit en effet (Y.)

dier une famille disjointe de parties libres telles

pour tout i, et soit J e & (I). Si 1'on prend xeYJ et si

que Card Yi=ai
1'on considére
){i = YJ-x si ie]

et XI = YJuYi si iel -]

1'on obtient une famille (xi)ieI qui vérifie r!XK!aaK _pour tout K € F (1)
sauf pour K =7 .

5.,2.2,~ Cas ou les X. sont presque tous de rang infini.

Soit A= (ai) une famille de cardinaux finis non nuls et (Xi)

iel
une famille de parties d'un g-espace E, Alors ® = (bi) ou bi = r(xi) pour
tout i est telle que :

_f . e
pour K = Ilb s (xi)isK contienne (Yi)ieK p-disjointe, de

K cps
type & , vérifiant r (YK) =ag .

Si K est fini, r(YK) = ag est fini

Si K est infini, r(YK) = = Card K , et alors si en outre

&K
Card K > ap s l'on a vu en 5.1, exemple 1 gque !xi)iel ne contient pas er

général de famille disjointe de type 472—.
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Par contre si Card K < a B considérant E comme ¢ -espace ol

N w . N
Y= «pYK , pour tout ie I“ s T, (Xi) =ry (Xi) =t; st infini, et
alors il est raisonnable d'emettre la conjecture suivante :

Soient & = (ai) une famille de cardinaux finis non nuls et (Xi)
une famille de parties d'un ¢-espace, ayant toutes un rang infini. Comme pour
toute partie infinie J de I, aJ Card J

(Xi) est de type A& si et seulement si (Xi) est de type 1 (*)

et dans ce cas (Xi) contient une famille disjointe de type ¥ pour toute famille

6 = (ci) de cardinaux finis non nuls telle que :

Z(eg-1 = Mn  (r(x)) (5)

Voici un exemple de familles ¥ et (Xi) de type 1 ne vérifiant pas

(5) et telle que (Xi) ne puisse contenir de famille disjointe de type ¥ :

exemple 3 : Soit f = (ci)ie 1 une famille infinie de cardinaux finis non
nuls telle que ¢ = 2 (ciL ~ 1) soit infini et > uo . Soit alors E un en-
semble de cardinal celui de I, ¢ une bijection de I sur E et XCE telle que

Card X<c et Card X infini

Posant pour tout ie€lI, Xi = ¢ (i)uX, (Xi) est une famille de

tvype 1 et ¥ qui ne peut contenir de famille disjointe de type ¥ .

(*) On identifie le cardinal a et la famille H= (ai) telle que a; = a

pour tout i,
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5.3.~ Réduction de 1'étude d'une famille !xi)iel quelconque.

Quand on se donne a priori une famille (X R de parties d'un

iel
p-espace E, on peut chercher quel est 1'ensemble ¥! des familles 476— (a ) telles
que (X ) soit de type & » ou mieux quel est 1'ensemble ¥ des familles 'i (al)

telles que (X ) contienne une famille ¢-disjointe (Y ) de type &.

Soit J 1'ensemble des familles (Y ) ¢-disjointes, incluses dans (x ).
S est inductive, donc admet des éléments maximaux et (Y ) = (dim ¢ (Y )) est
une application de f sur f Cependant Fe n'est pas 1nduct1ve en general.

Exemple .- Soit E ¢-espace discret de cardinal infini a et (X ). famille

iel
de parties de E telle que : card Ina et X. =E pour tout i€I, 1I1 est

clair que %contient toutes les familles #J = (a, J)1€I ou ai‘] =0 si
i#_] s 3y J = a si ie€] et card J =a ; mais si a+ est le successeur de
aet si card J = ﬁ‘] ¢ Qf bien que borrie supérieure d'éléments de 14

(Notons que ceci peut se produire également quand (dim ¢ (xi))iel est lisse).

3.1e~ Si r Xl) est fini pour tout i€l

En convenant que B = (bi)i€I1 est fini si et seulement si bi =0
pour tout i sauf un nombre fini, i.e. si et seulement si bI< o , et en dési-
gnant par & (}L’) 1'ensemble des "parties finies" de cﬂ', i.e. des

b = (b,) ¢ A = (a,) telles que b, = 0 pour tout ieI sauf un nombre fini
i i i

d'indices i pour lesquels bi =a;, alors il résulte du corollaire du théoréme
1 que :

M est de caractére fini et 9€= Fid)

Donc : % est inductif et admet des éléments maximaux.

On démontre alors que

- toute rtegeest inférieure ou égale 3 (r (X, ))] el

- # admet un seul élément maximal J si et seulement si (r()(i))i <l e # ,
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i.e. si et seulement si (Xi) est ¢-disjointe ; et dans ce cas o, = (r(xi) )

- pour une Aec¥® , les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) - & est maximale dans %

b) - Il existe une (Yi) ¢-disjointe, incluse dans (Xi) et telle que

dim ¢ (Yi) = a, pour tout iel et Y

i ¢-engendre q;(XI) .

I

En outre dans ce cas, toute 121) ¢-dis jointe, incluse dans (Xi) et de

type Kest telle que 2 y-engendre tpiXI) et dim ¢(Zi) = a, pour tout i ;

I
en particulier ay = dim ¢ (XI).

Les constructions faites en 4.2. et 5.2. permettent alors de cons-

truire b”, dlon ¥= % (i1 suffit d'en connaitre les éléments maximaux).

5.3.2.— Si pour cértains iel , r(Xi) est infini

. —
—— —

Soit ® = (r(X;)) et P = 1"‘90 .

On peut négliger systématiquement (xi)ielo , de sorte que 1'on

suppose 1° = # par la suite .

comme dans 5.3.1. d'ol é'ff et J"f .

dtou ng c Z:”et J:u .

On résoud (xi)ie f

On indiquera ci-aprés comment résoudre (xi)ielm’
Alors deux cas se présentent :

a) - ou bien Vielm , rX f) < r(xi) et alors :
I

oz I + S

- %+ %,

et

ol ces notations ont le sens suivant :

. c X .
V(Yi)i 1€ Mierr € Fp et (V) e w  dlol —» .
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Réciproquement ,

V(Y )1eIf € tf’f s Y (y. )161“" S en général (Y, )1eI f b

mais on peut modifier (Y ) de facon qu'en fin de compte (Y' )1£I e

ieI®

ou Y'i =Y VieIf. Mieux, on peut le faire de maniére que

i
dim ¢ (Y'i) = dim ¢ (Yi) ; signalons cependant que, si certains dim ¢ (Yi) pour
ieI® sont < 2 dim cp(Yi) [ielf] , il peut 8tre nécessaire de changer complé-

tement ces Y, (sinon il suffit de prendre Y, -base de ¢ (YIf v Yi),

P,
YIf

incluse dans Yi). D'ol 1la seconde égalité et ww

b) - oubien : JieI® , dim ¢ (XIf) > dim ¢ (xi).

dans ce cas ¢ Mf + #m 1'inclusion étant stricte en général.

Nous verrons sur un exemple (au 5.5. quand I est dénombrable) comment on peut
mener cette étude. Signalons qu'il est bon en général de se ramener 3 a) en res-—
treignant les Xi pour ieI, (ou ieI®). De toute facon on peut toujours rai-

sonner dans (E,p) o W= ¢ c et y résoudre (xi)ieI“’ , en passant aux
T
¢ -bases (qui sont g-libres), et en accolant (Yi)iel“’ ed’f on a alors une

solution pour I. D'ou

P cwm Py (pour ¢) + Fo  (pour %y )

5.3.3.- Réduction de (Xi)

La relation : iacj si et seulement si ¢(Xi) c ¢(Xj) définit un

préordre sur I, et si P est la relation d'équivalence canoniquement associée,

soit L=1Ip , (xe)eel, o Xy =q(X) Viet€

"(Xi) est de type (ai)" -— "(Xl) est de type (af)"

ot ay = > a; , et on passe facilement de I (pour (Xy)) 2 &F (pour

(Xi)) et i%vegsement (on "transporte" les partitions de cardinaux finis ou
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infinis représentées par les sommes cardinales).

On peut donc toujours se ramener 2 1'étude des familles (Xi) telles
que «p(Xi) #¢ (Xj) pour tout i # j . De telles familles sont dites réduites

(c'est la généralisation de la notion de réduction vue quand I est fini en 4.4):

5.4.~ Familles # de cardinaux infinis

5.4.1.— La topologie sur I et le théoréme fondamental

Soit £ = (a.)

idie1 une famille de cardinaux infinis,

L'application qui & toute partie J de I associe :
J={i1ieT et J]K<J tel que Sup aj[j €]] =ay
4
est une fermeture topologique, qui définit la topologie 61 = ‘I sur I .

i

>3, est une application de I dans 1'ensemble Ea des
cardinaux inférieurs ou égaux 3 a = a't= Sup a, [i€I], qui se restreint au

but en une surjection n de I sur L.

Par £= (!),L’eL’ L est muni comme ci-dessus d'une topologie

%i= @L, et ¢, est 1'image réciproque par n_ de %. (au sens de
L I -0 L

e, 11, 1], § 2,73, exemple I, p. 30).

De méme pour tout cardinal- a, Ea est muni de la topologie %,-
et, si L C€E_, %I_ est induite par {a sur L, et gI est 1'image réci-

proque par 7n de é:

fic1, T=«"GON = EOD

Etude sommaire de la topologie 6

Une partie X de Ea est fermée si et seulement si elle vérifie
1'une des propriétés équivalentes :

1) ch X, Sup Y. €X

2) foek,, sulllex etderjex
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Or, pour tout ‘e E, [U,> L) et [/, a] sont fermés ; donc :
V,ZCEa, Vm €E_, L<m, ]4s m[ est ouvert
et [£>m] est fermé.
et
Ve E -a, ([Lﬂo, ,Z], ]], a]) est une partition de E_ en deux ensembles

a2 la fois ouverts et fermés, donc ‘Z,a est totalement discontinue. En particulier

{/f} est fermé, mais n'est ouvert que si A aun prédécesseur.

‘éa est compacte : on vérifie qu'elle est séparée. Soit en outre

(x une famille de fermés de Ea telle que :

i)iel
YieFm, NX;[ie]]#8

Alors aJ = Max (N X, [1€]]) existe pour tout Je& T (I)

1}

Min aJ [_] éf(I)] est atteint pour un Je F(I)
J

au moins : a=a’, Comme

et a

VKe:ﬂI), K>J, a{aK_(aJ, ah=al =a

donc ac Oxi [i € I] et 1'axiome (C") de [C, II, 1], §o, 1.

Définition.~ Soit A = (a.) une famille de cardinaux et L“ 1'ensemble

i'iel

des cardinaux infinis. On appelle caractére fermé de b (resp. de Lb) le plus

petit ordinal a tel que :
pour tout M < L® tel que MU {Sup M} fermé, on a : Ord(M) ¢ a
et 1'on écrit CF(4) (resp. CF(L®)) 1le caractire fermé de & (resp. L“).
On appelle caractére ouvert de vt (resp. de I®), 1'ordinal :
co @ =co (LY =ord (0(L®))
on (*) :  o(1%) ﬁ{[lﬂéL, %o( Z2<X2 et Supm [meL et m C[]=j}

(*) Si a= b{a, 1'on désigne par «w_ le caractére final de w, et a= U .
a a
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Soit A =Sup (Ord M) [MC L® et MU{Sup M} femé} .

. Si la borne supérieure est atteinte, CF(#) = A+ 1 ; sinon, CF(#) = A .
Si I® est fini, CF(@#) = Ord (L9

Si I est infini, Cf(h) » @y s, mais CF(4) peut 8tre un ordinal

infini absolument quelconque ¢ Ord(1®)4 4.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le :

“Théordme 2,- Si %= (a;) est une famille lisse (resp. si 1'on admet 1'hypo-
thése du continu généralisé et si % est une famille faiblement lisse), et si
& vérifie 1a propriété : ‘
(CF) CF(h) < &, et COR) < o, .

ok tee 4(X;)w'~t{}~'~'°:‘v*}
Alors toute famille de parties d'un g-espace E, de type Jk ,/contient

une famille ¢-disjointe de typé jt .

Ce théoréme résulte de 5.3 et du:

Corollaire.- Toute famille (Xi) de parties de rang infini d'un y-espace E

telle que (r(xi)) soit lisse (resp. telle que (r(Xi)) soit faiblement

lisse et si on admet 1'hypothése du continu généralisé) et telle que en outre
(r(!i)) vérifie la propriété (CF), contient une famille disjointe (Yi)

telle que : Vi €1, r(xi) = r(Yi)

Toute famille dénombrable de cardinaux infinis est faiblement lisse
et vérifie la propriété (CF). En outre, on verra au lemme 4 que 1'hypothése
du continu généralisé n'est plus nécessaire quand pour le cardinall, dénombrable,

et pour les a; non dénombrables, la famille est lisse. D'oli le résultat

indépendant de 1'hxgothése du continu généralisé :
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Théoréme 3.~ Toute famille dénombrable (Xi) telle que r(xi) soit infini
pour tout i contient une famille disjointe (Yi) telle que :

ier r(Y) = r(x,)

Pour démontrer le corollaire et le théoréme 3, 1'on va d'abord établir
quelques lemmes de théorie des ordinaux et des cardinaux, puis 1'on utilisera une

récurrence transfinie sur L pour construire (Yi) .

5.4.2.~ Applications et familles fortes

Soit b = (:ai)iCI une famille de cardinaux infinis.

Une famille o= (b,);  ; est dite L-forte si elle vérifie :

(FC,) Vica, U € by <a; ou a, = U =b,
et
(Fc,) Vchje, VJCUIm (m <£] tel que Sup a; [i €J] =4
on a Supbi[i€‘1]=~»1Z
et

(F‘C3) Si L;t n'a pas de plus grand élément, VJ c1 tel que [aili < J}

soit cofinal A L, {bjli €] est cofinal 2 L,

La famille 4 est dite forte s'il existe au moins une famille &P

qui est A-forte.

Un ordinal a est dit fort si la famille (ugvéa est forte, i. e.
s'il existe une application f de a dans lui-m@me ayant les propriétés :
(F‘O,') f(o) = o et pour tout €eca - (0}, f(£) < €
et

(FOZ) Vg Cat1, VO c ¥  cofinal 2 ‘g, £(0) est cofinal 3 ¥ .

Une telle application f est dite o-forte. Cette définition se

transporte 4 un ensemble E bien ordonné, d'oi E fort et f F-forte.
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Lemme 1.- Un ordinal a est fort si et seulement si a <y,

i.e. si et seulement si a est fini ou dénombrable

démonstration

a) ©, n'est pas un ordinal fort.

En effet s'il existe une application f cn1—forte de ©, dans lui--
méme , soit oy = 1,
@ = Min ¥ [Vfr,em,l -€ , £ > q) (0]

a = Min ¥ [V'r,ew1 -t , M >a_,)

Raprés (F 0,) et (F 0,), a existe pour tout new et :
a, < flay) <oy < f (a) < ...

donc (a)

est strictement croissante, et :
n'new

Va'ew,' , si f(a)t_—an , a<a,,

On en déduit par récurrence transfinie sur a que tout ae W, est inférieur 2
un a_ au moins. (a ) serait donc cofinal & e, , d'ol la contradiction
n n’‘necw 1

(ces raisonnements sont identiquyes a'ceux-de [G',JI, '3] R §6, exercice 23).

b) Si (av)Vea est une famille d'ordinaux forts >0, indiciée par un

ordinal fort, alors Z % est un ordinal fort.
vea

*) @, - £ est une difference ensembliste ici
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En effet soit £ = Z a, =g, et Vvea, g = Z' o5
A&V

vea v ©
Alors, Vvea , ord ( [ g, » EvH[) = a,
et ([Ev s EVH[)vea est une partition de R
Donc : V?«eﬁ , dvea , v unique tel que Ae [ﬁ“v N vH[

on écrit w(A) cet ordinal.

Soit f% une application a-forte et pour tout vea, soit fv une
application [f.v s {:VH [ -forte. Alors 1l'application f de £ dans lui-méme
définie par

V}\GE , ou A>ﬁv(}\) et f(A) = fv(}\) (A)
ou A=§f 0 e f(A)= B
A
»(N) £ (v(A))
est une application f-forte.

(F 01) est trivialement vérifié. Démontrons (F 02)

Va eg+1 , Yoca , 0 cofinal 2 A
ou bien A Ev(}\) et o' =0.0¢( ]ﬁv(}‘) 5, A[) est cofinal & A,

donc f(0O') = fv(}\) (0') est cofinal & A, et 2 fortiori f(0)

ou bien A = ﬁv(l) oi v(A\) €ex+ 1et v(A) a un prédecesseur.
Alors soit Uy = J B, 4 » Bony . o" = 04U, st

cofinal & A, i.e. A U, et f(or) = f'(}\)-1 (o) est cofinale

3 U, , i.e. 2 X , donc a fortiori £(0)
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ou bien A= Ev(}\) ot v(A\) ea+ 1 et w(A) n'a pas dé prédecesseur.

Alors soit 0, {v/ vev(d) et B, < o}

et 0,

y {v/ vev(d) et 00 ()B,, B,,)# 8}

01 ou 02 est cofinal & w(A)

Si 0, est cofinal & v(A) :

sup £(0) > Sup £(B,) [ve€0,]> sup efa(’) [ve0,) 2 By

Si 02 est cofinal & w(A)

Yveo, , Jyge0.. 0 (e, By, () et

Sup £(0) > Sup f(Y) [veoz] > swp f(g) [veoz] > By

et comme f(0) c,ﬁv(}\) = A , f(0) est cofinal & A .

c¢) Tout ordinal dénombrable est fort

Tout ordinal fini est trivialement fort. w est fort car

f(n) n-1 si n>0

]

£(0) 0

est ‘w -forte.

I1 est alors aisé de démontrer par récurrence transfinie dénombrable

que tout ordinal dénombrable a est fort.

Supposons en effet que tout E£< a soit fort et a dénombrable.
Si a a un prédécesseur a-1 , a = (o=1) + 1
Si a n'a pas de prédécesseur, le caractére final de a est w , et 1'on peut

construire une famille cofinale & a ainsi :

soit n_—, En une bijection de <« sur a et soit
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1, = ¥
Ny, = Min (gk) [gk = q’n—1] = Zf(n)
(’I) ) est strictement croissante et cofinale 3 a

nnew

(voir 40) , Livre I, chap. IT , 39, page 83). D'ou :

a = Z ord (M, - M) en posant 4 =0
new

Donc a est toujours somme d'ordinaux forts >0, indiciée par un ordinal fort,

et d'aprés b) a est fort.

d) Les ordinaux a > w, ne sont pas forts

En effet tout ordinal inférieur & un ordinal fort est lui-m@me fort,

d'oll 1e résultat en utilisant a).

e) Construction d'applications fortes.

exemple d'application «®-forte :

(p-1) @ si gq=0 (pew et qe w )
f(pow+q) = ,
Pwt+q=1 si qx1
f(@2)=‘° s f(‘*’2+a)= ‘-"2+f(a) si 0<a <w2
f(w™ = ! , flw+a) = "+ fa) si Degcw"”

e

f (o) =

|
€
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D'une maniére générale soit a un ordinal et

o, = {E/‘E ordinal et @t <a}

Si g est une application Qe ~forte, on construit une application f a-forte
ainsi :

3
Vi ea , soit A= n1m1+...+ np w?fp

la décomposition polynomiale de A (voir [C, I, 3] s 36, exercice 12, page

100) o n; sont des entiers > 0, p est un entier>0 et 251 yeeey §

P
sont des ordinaux >0 strictement décroissants. Alors :

L4 g € g(E)
fN) = n, @ '4..+n @ Py (n-1) wPt @ P
1 p-1 P
CQFD
lemme 2.- Soit /t une famille de cardinaux infinis.

Si C F(Jt‘) > @, A nrest pas iorte

si CF(d) ¢« o est forte, et soit

et co(Jf;’)«»z , k= ()

1 i‘ieT
L= {ai / ieI} et Z = (heél]_ . Alors il existe
€= c £ -forte telle que pour tout {eL s
t/0eL

Card(.{m/meL , mx? et C < e}) < Min (l/Lz,é)

Démonstration

a) #- (ni) est forte si et seulement si ¥ = ({) ey st forte

S'il existe B = (hi) /%-forte, soit pour “felL i(d) e Ip.

Alors 6 = (hi(e)) JeL est <L -forte.

Inversement si £ est forte, il existe ¥= (Cp) L ~forte H

donc si 1'on pose pour tout ieI, (i) tel que i.C-Ié(i) s
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[ (c l(i))icI est zA‘—forte.

b)  Si ¥ est forte, CF (#) ¢ @,

En effet si < est forte, il existe ® = (b‘e )ZGL £ -forte

et si CF(A)> o, il existe McL tel que MU {Sup M} soit fermé et

1

Ord M = o, (donc M non fermé).
Soit v, m, 1'isomorphisme canonique de co1 sur M
f:v_— o f(v) = Sup A [}\eu1 et m < bm“]
ou 1'on convient Sup A [A € ¢] =0 , est une application 01-forte

En effet f(0) =0 et pour tout v e W, - {0} ,

Me(y) € bm‘. < m , donc f(v)<v

En outre :

Vgem1+1 R VOCE s, O cofinal & ¥ ,
On a Sup m, [re0] = me (m¢‘,,1 = Sup M)
donc Sup bm}‘ [ e 0] = me
et Sup f(0) = Sup A [7\ €w, et Jveo, m, €b ] =%

D'oll la contradiction car @, n'est pas un ordinal fort.

1

c) Si CF )« ©, et CO0K)<w, ,-F est forte.

2

Soient S(L) 1'ensemble des a €L tels que :
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a= MinL ou Sup ¥ [feL et €<a.] <a o,

R(L) 1'ensemble des a&l, a sans prédecesseur , a > L/LO (*) et tel que :

Sup ¢ [—eel. - S{L) et -€<a] < a (2)

et I(L) = Ss(L)u R(L)

L'on peut alors définir L = ) , L= I(L - I‘o) s ese s

L. = T1(L- UJ L) ,...
v Acv A )

et 1'on note Y le plus petit ordinal tel que I‘X= ']

(L,)

est alors une partition de L.
v'veY

Soit b= Sup L . Dans 1l'ensemble F‘b des cardinaux infinis ¢ b,

un cardinal ael est de trois types possibles :

type I : a= Mo ou a a un prédécesseur. Alors ae S(L) et acL..

type II : a n'apas d édéces a=U.
yo ap e prédécesseur et a >

Si a n'a pas de prédécesseur dans L , ou plus généralement si 1'on

a (1), aél ; sinon a el pour v>0.

Soit M une partie fermée de L telle que Ord M = o’ q ’
et A u m, 1'isomorphisme canonique de ¥+ 1 sur M, Pour tout
Ae w +1 s A sans prédécesseur,. m, est de type II. En outre on a
Sup M = Maxmel” CFE)> «@® , d'6d, posant Y- =Sup A [Ae¥] ,
ona :

wY" ¢ CF (z) < w(Y‘)+ 1

et en particulier ¥ < a.)1

Soit a€L, de type I ou de type II. Il existe we ¥ tel que

aeLv et, dans =1 - U L

Aevw A ¢ Oma
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a-=5Sup £ [(el.v et -€<a] < Sup £ [eel.v et '-£<a] < a

Donc a -<a et il n'existe pas de cardinal éeL" tel que :a- < ¢ ¢ a.

En particulier a- est le prédécesseur de a dans Lv’ s'il existe

] rd 2 —-_—
type ITI a n'a pas de prédécesseur et a > Vlo

type IIT a : a n'est pas limite dans L, i.e. a a un prédécesseur a-

sinon ael et il résulte de (2) dans ¥ que , soit

a- = Sup { [é eLv-S(L") et €<a_]
ona : a- <a
et N = ]a-,a[ ﬂLv=]a-,a[nL"

vérifie C F(N) ¢ @y Ou mieux NNL = N. L'on exprime encore ceci en disant

que N est discret pour la topologie ‘t’o définie sur L par la fermeture :
M__» M= {m/msL et 3 NcM, Card N¢ Mo et Sup N=m}
Alors on définit

as= Sup { [{’en(L") et [a-,€] n 1’ est °€o discréte]

On a a-<aga +.

I1 résulte de (1) dans Lv que N est cofinal & a .

%)

tvpe JITH : Si a+ € R(L , a-¢acga+ et

N, = Ja- , a+] N A Ja- , at] 0 L, est ‘Efo-discret .
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type IITc : Sia +%R(Lv) , a-< a<¢at et :

N, = lJa- , a+[ P = Ja- , a+[ nL, est %’o-discret,

Dans les deuxlsapso'ur tout Ae¥Y, A>v , ona L}\ n Na = g.

L'on désigne par /wl'ensemble des Na oin ae UR (Lv) .
ve¥

c_L, Toute famille ofo =) QeN oi N est fo—discret et Card N <w, est forte.

Ceci se démontre aisément par récurrence transfinie sur a = Ord N,

en considérant une famille (a v) {»griqtement,croissante et oofinale 3 a

ve Q’B

d'ordinaux de a (c'est trivial si a a un prédécesseur), et en utilisant un pro-

cédé analogue 2 celui de la démonstration du lemme 1, b) , sachant que, V —u (v

étant 1'isomorphisme de a sur N, ([a ) est forte. FEn effet, c'est
V Ve @
8
trivial si wﬁ = wo . Si wB =_a)1 , comme on peut toujours choisir les o,

de caractire final dénombrable au plus, il suffit de prendre :

cho»1 , my = Sup -t’a}\ [(rev)

N étant < -discrite, (m,) est (€ ) ~forte
a o n\‘ v:aa %Veoa

Remarque : Un raisonnement identique & celui du lemme 1, démonstration,
a) permet de démontrer qu'une famille QZ’O = ({) 2eN ou N est *fo—-discret,

mais <€,-fermé, o ¥, est la topologie définie par la fermeture :

1 1

X o i={x/xe$upx et 3JYeX, SupY=x et cf(X) = 01]- U X

ou cf (X) est le caractére final de X.

(Remplacer w, par @, et ©w, par w, dans les raisonnements, la suite

(an)"‘_m‘| serait alors cofinale 2 wz).



140 - Chapitre V

cl' Construction d'une famille <2 -forte

Soit f une application Y -forte et pour tout N & N R

une famille (ce (N)) leN ({)eeN—fone
Soit alors LelL : Le L,
Si € est de type I, cp = €-

Si ¢ est de type II, soit N‘e = ]4.’-, €JnL « L'on peut faire pour N

la partition (N , comme pour L ; 1l'on a Min Nl A= £
’

e,v)vs)\ﬂ

et 1'on pose :
c = Min N
2 £,f(2)
Si £ est de type IIT a, 1'on pose cyg = 2.

Si £ est de type IITI b ou IIT c, 1'on pose ce = cp (N)
oh Ne€ N est tel que J €N, quand £ n'est pas borne supérieure

dans N_ .
a
(F c,l) est trivialement vérifié

Vérifions (F cz) : ¥V e, Voc J«<,6UNnL tel que Sup 0= ¢,
a-t-on Sup cp [{’eo] = {2 e ne peut &tre que de type II ou III.

€el, et 0'=0n J€-,8[ st cofinal 3 £: 0'c U L,
Aev

Si £ est de type II :

ou bien il existe Aev tel que Oﬂl.}\ soit cofinal 3 € et deux cas :
1°) il existe une famille strictement croissante (£ n)new de cardinaux
de type I, II ou IIT a dans OOL)‘ telle que Sup -fn =¥ .

Alors ~£ <&

= ¢
n pour tout n, et Sup %n

€2 n+1

2°) il existe une famille strictement croissante (en)n co de cardinaux

de type III b ou IIT ¢ telle que Sup {n =4,
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A partir d'un certain rang tous les ‘ln sont de type III c et situés dans un uedw;

4= ‘€n+ , donc Sup cen (N) = 4

ou bien pour tout A eV, 0nL, n'est pas cofinal ad.

Alors il existe une suite strictement croissante (On)n cw

et une suite strictement croissante (-.‘.’n)n cw telle que {n c L\’n pour tout n

telle que Sup v, ="

et Sup [n'= <.

Commeen<'f et V< v ., , ona {méf—,

nt+1 n

et comme la suite (( =) ne peut décroitre indéfiniment, 3 partir d'un

nnew
rang p, on a f= = 'g- ={- pour tout n»p, donc pour tout necw >
’ n p
-en = Min (N‘e’ \’n)

et f étant Y-forte, on a :

Sup ‘fn=€=b8up c_e = f
n

Si € est de type III :

Alors €eL\, et, comme Card v ¢ M’o’ il existe Aev tel que

Sup O0L, = €, et en outre 0' =00L, N 10-, 61

Swp o0 = ¢
Or, pour tout ne0O', mo= Min {m/m an et m>n} est tel que
<, (Nf) < nem et e, (N?) < c oem

donc € = Sup m [neo0'] =Supn [nc0'] = Sup <, (Ne) [n €0'] = Sup < [n €0']

CQFD

c—3J Pour tout fel, cp = {m/mel, m>C et cm<€} a pour cardinal ?/11

au plus
En effet soit PeL, . Si Ae~ » cenL}\ =g .
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il existe au plus un m >{ de type I, II ou III a dans L)\

tel que m-< £ , donc tel que f({)< ® éventuellement .

il existe au plus un Ne¢ N s NcL, tel que

A
N = Ja,b[nL)\ ou N= ]a,b]nLA et a¢c feb .,

Donc Card (Cf N LA) < UL1

D'on Card c[ <& %1 pour tout v
En outre on peut toujours choisir c{ > U\,1 pour tout £>UL‘ ’

d'on le résultat du lemme 2.

Conjecture : J1 est fortement probable aque le lemme 2 puisse &tre etendu

au cas ou CF(«?%) = @, .
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5.4.3. = Autres lemmes préliminaires

Soit E un ensemble de cardinal infini a et % 1'ensemble des parties

<7€ de % (E) vérifiant :

SEP) Yxed, Vyed , x#Y, Card X=Card Y = a et Card (XNY) ca.

Le cardinal :
a® = Sup (Card %) [% € 5’]
est appellé le degré de séparabilité de a.

I1 est aisé de vérifier que cette borne supérieure est atteinte quand

a® ntest pas un cardinal inaccessible, et le fait que a" = a entratne a°a.

lemme 3.- Pour tout cardinal infini a, a®>a. En outre, pour tout cardinal
a tel que :

Sup 2° [bc<a] <a , ona a®=2%> a,

C'est en particulier toujours le cas si 1l'on admet 1'hypothése du continu géné-

ralisé, et alors la borne supérieure est toujours atteinte.

Démonstration : Soit a = Ula un cardinal infini tel que

Sup Zb [b<a] < a

Alors E= U 2}‘ [)\ € ma] est un ensemble de cardinal

-
Card E = ) 2card(}\) - y 2b -

an a
AE w beca
a

@

Considérons alors pour toute f&2 a , l'ensemble He des restrictions de f
- w

aux Aew,. Alors # ={Hf /fez @ } vérifie la propriété (S E P) pour

E, donc

S
a® > 2%

_ Comme on a trivialement ass 2% a =2
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Si on admet 1'hypothése du continu généralisé, pour tout cardinal
infini a, Sup zb [b<a] = a , donc a® = 2% = a+ successeur de a.

lemme 4.- Soit (X une famille de parties d'un y-espace E telle

i):leI
que, a étant un cardinal infini on a :

Vier s r(x;) > a et Card I < a°

Alors il existe une famille (Y

i)iel disjointe, 'incluse dans (xi) telle

que r(Yi) = a pour tout i.

Cette propriété est encore vraie si Card I = a quand a n'a pas de

prédécesseur

Démonstration

.
a) Si a est régulier et Card I<a  , toute famille (xi)iel telle que
r(Xi)a a pour tout i, contient une famille ¢-disjointe de type a.

Soit a = Ma et Card I = Mﬁ< a® . L'on considére I = wg

(B<a). Dlod (X)),
B

L'on va construire par récurrence transfinie sur Ac ws une partie

TA de cardinal a de X}\ , de sorte que :

(To)y e M1 soit disjointe
et
Vvoew VS r U r (xX,) > a
B ’ [ PQA p] v

Soit A e Qﬁ et supposons que 1l'on aic défini T, pour peEA
ayant les propriétés ci-dessus. En vertu du caractére fini de la disjonction, .,
(Tv)ve}\ est disjointe, En outre, comme a est régulier et Card A < Card I<a,

en vertu du lemme 5 ci-dessus,
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SR FURE B
e

V'v‘ewﬁ s [SREND ;o (X))> a

En particulier il existe une partie r'-libre Z de cardinal a de X)‘ .
Soit alors # une partie de ;}5 (z) , vérifiant (S E P) et telle que

Card ¥ >~ CardI . Or pour tout v ew

6 vV > A , il existe au plus

un T e ¥ tel que
rty (X)) <a
(i1 n'en existe certainement pas si r(X,)s a), en vertu du lemme 1 du

chapitre IV, et l'ona :

Card (ag) < Card X

donc :

il existe Te ¥ tel que pour tout Oe.wﬁ y V>N,
on ait rig (X,) >a

I1 suffit donc de choisir T}‘ =T

D'od (T disjointe, de type a, incluse dans (XA)’

A)Ae “’ﬁ

b) Si a n'a pas de prédécesseur, toute famille (x:l)iel telle que

;gxi) = Card I = a pour tout i, contient une famille disjointe de type a.

si a= U(_o , cecl résulte du lemne 3 et de a) car a® =2%5a,

Si a-> ULo , a= U _ ol a n'a pas de prédécesseur, et, g

a

étant le caractére final de a (cop < @), il existe une famille (n\))oewa

strictement croissante de cardinaux <a telle que Sup a , [ve wB] = a, .
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De meme il existe une famille (I.), swg strictement croissante de parties

de I telles que Card I,= a_, pour tout v, et telle que

LI, [vewg] = 1.

Soit en outre pour tout vewﬁ s b, 1le successeur de a, .

L'on va construire par récurrence transfinie sur A < wg une famille

(Y;) [iEI)‘ ] disjointe et telle que :

A A
Vier, , Yicx, , ¥} libre et Card Y = b,

et UY;‘ l[ier,] soit r [ U U Y;] -libre.
bexn  iel,

En effet supposons ces familles construires pour tout A ep .

Alors :

r( U uJ Y{)SZ a, «b = Z_bv<b}‘<a.

Aep isI},l pea pea
donc si r'=r [ U ] Yir]
Per ieIp
VieI . (Xi) = r(xi);a

Or bIJ est régulier et Card};< Card L..\Bga , donc d'aprés a), il existe :

p :
(Yi)i 1, disjointe telle que

. ko P
Vierp Y{ <X, Y

ko
i r'-libre et Card Y, b}‘ .

Donc UY{ [ieIF] est r'-libre

I1 est clair alors que :

(Y;‘) [(i,A)é UJ I, ¥ A] est r-disjointe, et pour tout i <I,

Ae w
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Y, = U Y;‘ [Aeme et isIA]
Y, est libre et Card Y, = a ; etona (Yi)iel

r-disjointe, de type a, iné¢luse dans (xi)
CQFD

lemme 5.~ Soit a un cardinal infini , (x:l)iel

de parties libres d'un y-espace E telles que t‘(Xi)s a pour tout i, et X une

une famille disjointe

partie de rang a .

Si
r [x;] M < et CardI .a

on a au moins l'une des trois situations suivantes :

(W Jiex et 3Y1cxi tel que r [XI - Yi] (X) = a

® Jjer telqueCard J =8 et B(Yi)ieJ (’(xi):lej tels que :

(1) Viey , !'(Yi)<: ; les r(Yi) sont distincts entre eux ; et

Sup r(Y;) [ieJ] = a

(2) r[XI-Y] (X) = a

En outre si on tronque J pour tout bca en :

I = {i/ie] et r(Y1)>b} , la famille (Y:l) [ie]b]

vérifie aussi les propriétés (1) et (2).
(€) 3JcI telque Card J=a et j(xi)iej € (xi)iEI tel que
r [X; - {x; /1eI}] X) = a

et pour tout KcJ tel que Card (J -K)<a , (xi)iel( a ces propriétés.
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Démonstration :
L'on peut supposer que X est libre.

Soit Z une r[X]-base de X; et Y uner [X;]-base de X.

UY sont deux bases de X, uX et :

1 1 ’
X0z = X 0NY = @ . Donc

Xuz et X
I
Card (XuZ) = Card (XIUY) , et come Card Yca,

Card (X-Y) = Card (xl-z) = Card X=a

Toute partie c¢ de X  -Z est une r[(X; - c)uZuY)-base de X.
Donc :

rx;-¢] ) > r[Yvzu(-¢) (X) = Card ¢

Pour toute partie c de XI -Z telle que Card c=a , on a

r_l_xl-c X) >a.

Corme Card (](I -2) = a , on a trois cas

1°) S'il existe ieIl tel que Card ()(i -2) =a, ona la situation (A).

2°) Sinon, pour tout ie€I, Card (Xi-z)<a; mais si
J={i/iel et xi-z;é P} est tel que Card J=a,

on a la situation (c) (prendre x;eX, -2 ees)

3°) Enfin si : YieI, Card (Xi-z)ca et Card Jca, alors :

a = ) Card (X -2)
ie]
donc a est singulier, Card J>a et Sup (Card (xi-z)) = a et il est alors
ie]
aisé d'expliciter la solution (B).

CQFD
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S.4.4.~ Démonstration du théorime 2

Soit (X une famille de parties d'un y-espace E telle que

i)ieI
r(xi) = &, soit infini pour tout ieI, et telle que A= (ai)i ey %oit fai-
blement lisse (resp. soit lisse, en admettant 1'hypothése du continu généralisé)

et vérifie (C F).

Soit a=0rd (L) et v —» €\, 1'isomorphisme de a sur L. Pour
tout Vea, onnote I, (resp. J , ) l'ensemble des i<I tels que I (xi) - ‘e\,

(resp < f)) et J', = J U I_.

Comme < = (l\,)

, < ~forte.

vea vérifie (C F) , il existe une famille

M= (m,)

veda

Nous allons construire par récurrence transfinie sur vea une
famille (z;) [1<Jy) disjointe, ob chaque Z; est une partie libre de X,

telle que :
Card z) = r(X,) = a, =
i i i > (1)

ces familles vérifiant :

j A
Vvea, Viej, , (Zi) Y)erev 5t décroissante et

card ( N z;‘ - zi") est nul pour presque tout i, sauf Min (141 » m?(i))
T(i)g Aev

au plus ou il est égal & m

v (1)

a) D'aprés le lemme 4, il existe une famille (2:) [15.10]
disjointe telle que, pour tout ic Io s 2: soit une partie libre de Ii et

° =
Card 21 'fo

b) Supposons que l'on ait construit ces familles pour A ¢ v

h.l Alors si v n'a pas de prédécesseur :
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Viey, , T, = nz;‘ [v(Wenrev)

est une partie libre de Xi telle que

Card (z:(i) - T < omyy et Card T, = a

et (T est disjointe.

i)i &«J,
Considérons sur I,, un bon ordre de type @ , naturel si I,,

est fini, initial si TI,, est infini ; et soit ¥ —o ig 1'isomorphisme

de B sur I,, . Il est alors aisé de construire par récurrence transfinie sur ;

une famille

Oy e ep

telle que
Vi ely s (TE )ge 6 soit décroissante ,
Vgee R ‘l‘ia 'I'ig et Card (Ti—Tf)gCardg‘xmt(i) H
| u 1t x ) =12,
et V’t]é-g""' ) r[jeJo j] i"]
en utilisant le lemme 5 pour chaque ¢ .
En outre, en prenant soin de ne diminuer plus avant T it que si

Card ¥ < m(i) °? et méme de ne jamais diminuer Tf si :l.ej'1 , on

obtient pour tout i<J :

=n-r\‘E [ 2ep)

z i

v

i
v

telle que : Card (Ti-z;)gmt(i) » donc Card Z; = e't:(i)

Alors (zi’)i &J, est disjointe, et, soit r' = r[u zi" [jej\,]] H

Vier, ri(x,) = ?, = 8 .
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b2l Si v a un prédécesseur V- 1 :
r (UZ\;_\1 [ie3.]) = ) {’ACard I, = @\,;“

Soit r' =r [Uzi"1 [iej\,]] ; come £, ¢, , ona

Vier, s ro(x) = 2,

L'on pose : Viej\, s Z, = zi

E_I Dans les deux cas, il suffit d'appliquer le lemme 4 dans le r'-espace E.
L'on obtient une famille r'-disjointe

v
Z,).
( 1)1 eIy

partie r'-libre de X

telle que pour tout il , Zr soit une

4 » de cardinal 4, , d'od :

() [ie]]

cl Construction de la solution : Soit pour tout iclI

z, = nz’ [v({) ¢v < a]

(z est disjointe et pour tout iel, 21 est une partie libre de Xi .

i)i el
En outre, si on a choisi J/{ X -forte vérifiant la condition du lemme 2,

on a

Veoea , Card A/ AV et m, 5 ¢ < U
A2t 1

Donc pour tout iel :

. = 7T(1) -
ou bien 1ej'1 et Zi Z1 ¢ Card Z:l ay

o

ou bien iEI—J'.l et

Card (Zz(i)- Zi) < M‘l sm) <%

donc Card Z, = a, .
i i
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‘8.5, = Familles dénombrables quelconques.

On déduit des théordmes 1 et 2, et de la réduction de 1'étude d'une

famille (xi) quelconque les corollaires suivants :

Soit (—Xi) une famille dénombrable de parties d'un ¢-espace E,

iel
et N (resp. K ; resp. I') 1'ensemble des icI tels que dim ¢ (xi) = N,

(resp. ¢ W, ; resp. > X,) :

Corollaire 1.~ Toute solution sur I - I' se prolonge en une solution sur I,

i.e. pour toute (‘i)iel _ 1t et toute (zi)iel-ll y-disjointe ot Z <X,
et dim v(zi) -":l , 11 existe (zi):lel ¢-disjointe, incluse danas(xi) et

telle que dim w(zi) = dim (p(xi) pour les i restant.

Corollaire 2.~ Si 1l'une des conditions "N = g" ou "K__est fini" est réalisée,

alors (11) contient ('i) ¢-disjointe telle que dim w(!i) = dim .p(xi) pour

tout £l - K et:(limco(!i)-u1 pour ic€K, si et seulement si :

pour tout J fini, J<K, dinw(xj)euJ

Corollaire 3.— Si Card K= . et N# @, soit (ai)ieK telle que pour
tout J fini, JcK, dim ¢ (Xj)alJ. Soit, de plus, (Yi)iel( p~-disjointe od

Yj_cx:l et dim (P(Yi) -a; (co.f. théoréme 1).

En posant Y = Y, et H 1'ensemble des ieN tels que dim, wY(XK)< Yo

a) (!1)1€K se prolonge en une solution pour I si et seulement si H=g ;

b) Si_ H ¥ @, i1 n'existe de sulution sur I que si di.mY Py (XK) = }5, 3

c) Si_ H#EP et dim, «pY(xK)<}‘°, soit A= (ai)ieKUH’ oh les a, pour i<H
sont finis suffisamment grands [ainsi pour ay>dimy ¢y [X, D, alors (X;) est
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de type r/i’ et ne contient aucune famille ¢-disjointe de type X N

Ces corollaires résolvent le cas dénombrable dans sa généralité. Il

reste uniquement & étudier le cas ot I'=@ , Card K=\, et N#g :
o

(xi)iel est une famille de parties de (E,y) telle que :
I admet une partition (I1 s I1) H 1! étant dénombrable, telle que
dim ¢ (Xi) < o pour i e1! et
dim ¢ (xi) = N, pour ier,
choisissant une solution "maximale" (Yi) de (xi)1611 .
op(YI1) = w(XI1) et il nous suffit d'étudier "exactement comme (xi)iel " la

famille (Xi) i eI, dans E considéré comme %11—espace (on prend wYI1 si

(Yi) n'est pas maximale). On se raméne de proche en proche 3 1'étude d'une
famille (x;) ) de familles de type ci-dessus ... ol
i’ eI}‘ O¢A v

v_est un ordinal dénombrable.
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Chap. VI Un théoréme d'échange ; circuits
généralisés ; Application a une conjecture de Rado

6.1. = Le théoréme d'échange pour un élément.

Probléme : Soit A un sous y-espace de E, B une base de A et xeA - B. A
quelle condition existe-t+il ye B, et quels sont tous les yeB tels que :
B' =B - y + x soit une nouvelle base de A ; et en outre que deviennent les Bz

quand z€ A,

Voici d'abord quelques propriétés de la fonction Lx définie au para-
graphe 1.4.3.

Soit L une partie libre de (E,¢) :

a) M étant une seconde partie libre et xey(L)n ¢(M), on a les équivalences
logiques :

(L, =M)e (L e M) == (M, €L) &==> (xep(L0}))

b) (M,N) étant une partition de L, considérons E comme ¥ -espace o Y= oye
On sait qu'alors M est une ¥ -base de ¢(L), et 1l'on a :

Yzeo(L) , M (pour ¥) = MaL  (pour ¢)

Ces propriétés se vérifient aisément sur les circuits et en utilisant

les résultats sur ¢, Vus en 2.1.3.

Théoréme 1.- Soient L une partie libre de (E,y), yeL et xe¢(L), alors on a

1'équivalence :

[(L‘ =L-y+x estg-libre) <= (ye Lx) J

et en outre dans ce cas :

a) L' est une y-base de ¢(L)

b) Pour tout ze ¢(L) = ¢(L'), on a :

[, =1 ) e G#1) = I )es Geolly) = @' - %)
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c) Pour tout ze¢(L) tel que ycLz, ona :

L' =(LvL -K)+x oh yeK et KecL nL
z x Tz x 'y

L'on verra ci-dessus que ce théoréme est vrai (avec la meme généralité)
dans les espaces vectoriels. Voici d'abord un corollaire qui résoud le probléme

posé ci-dessus

Corollaire .- Soit B une base d'un sous—espace A de sE,g!. ~Etant donnés

Xx€A -B et vyeB, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) - B'=B-y-+x est une base de A

(2) - yeB_

En outre dans ce cas, pour ze<¢(L) ona :

[

a) - (y¢B) <= (B! =B) &= (z€¢ (B-y))

b) - (B, = {yDe>(B] =B -y +x) <= (zs9(Y) - ¢(f))

- 1 = - N
c) S$i yeB, , B! (BxUBz K) + x ol yeK et KcB 0B,

Autrement dit, étant donné x€A et B base de A (x¢ B), on ne peut échan-
ger x avec un élément de B pour obtenir une nouvelle base de A que d'un nombre
fini de manidres, #.e. en choisissant un élément quelconque de Bx' Les équiva-
lences précisent les cas ou : a) Bz est inchangé ; et b) B, est changé "comme
dans un circuit"., On retrouve en particulier le théoréme 5 de 1.2.5.

Démonstration : Nous allons d'abord démontrer que L' est une ¢-base de ¢(L) si et
seulement si yeLx. En effet si L' est ¢-base de ¢(L), L' est libre, donc xg¢¢(L-y)
et come xe¢(L), yeL . Inversement si yeL , x¢ ¢(L~y), et considérant E comme

Y-espace ot Y= Py = ®pi_x1{Y} est une Y-base de ¢(L), donc {x} aussi :
L - y + x ‘est une y-base de ¢(L).

Soit maintenant xe ¢(L) et ye'Lx « L'=L-y+x est une yg-base de
¢(L), et pour tout ze¢(L).

- yfl.z si et seulement si zc ¢(L-y), i.e. si et seulement si Lz = L; .
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D'ol les équivalences b) en remarquant la symétrie entre L et L', sachant que
! = -
Ly Lx y+x.

~si veL, ,

1°) - (yeLz) <> (xe L;) d'aprés les équivalences b)
2°) - Ona: L;n(L-Lx) =L, n(L-Lx).

o - 3 = - = -
3°) Soit M Lx (an Lz) +y et N=L-M

OnaM, =MoL, ={y} (pour Y= ¢y)s donc {y , z} est un Y-circuit (on
suppose y # z, sinon c) est trivial). Or Mx =M, donc M!' =M - y + x est une
y -base de ¢(L). Comme {y;z} est un ¢-circuit, M; = M}', = M' , donc

1 1 = -
Lz >M (Lx anLz) +x.

1ot . 1= - N
D'oi ¢) : Lz (L ul.z K) + x ou KclL an et yeK.
C.Q.F.D.

On ne peut espérer obtenir un résultat meilleur (i.e. préciser K) sans

hypothéses supplémentaires. Nous allons le démontrer dans le cas des espaces vec-

toriels :

Exemple : Soient L = {fo » ~£’1,..., €p} une partie libre ayant p+1 éléments
d'un espace vectoriel E sur un corps k, et

P
1) x=Y N fi ou les A, sont tous dans k' =k - {o}

i=o

(2) y= ¢ et z =

T Me

1 By 45 oF 9<P et les p ek
{le corps k, les entiers p et q tels que O<q<p et (Ai), ( }Ai) variant, on a
ici le cas le plus général (3 un isomorphisme prés) concernant les espaces vec—

toriels, quand on néglige ce qui se passe en dehors de Lx).

Alors L =1 Lz={y= ? €1 seces lq}' et L et

o?

L' = {x, 31,..., @p} sont deux bases du sous-espace vectoriel F engendré par

L. On se propose de déterminer L', P 0 (Ai) et ( Pi) étant des paramétres.
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L' étant une base de F, z s'écrit de maniire unique :

(3) z= v x+ ii;‘l vy ei od les v ek

Des relations (1), (2), (3) on tire :

2= Zq by b= v, (i Ay li)"'ﬁ o 4

i=o i=1 i=1

.et, d'aprés 1l'unicité de la décomposition de z en combinaison linéaire des 8 i

v E
o )‘o Po
Y "o + \)i = ke pour i = 1,.4., q
‘ %% }‘i + Oi = o0 pour i =q+l,..., P

or A Po#o, donc Oc)‘o et xel' ; et pour.
i=aH 000, 0 vy =V A #o : {eq_H seees €} € L, .
Donc @

L, = {=x, Cat 2000 ep} V] {ii /ie{t,eeey a} et By A = b )\ifo}

1 .
sachant que vi= o - Yy NS -}: (}ai Ay = ko Ai) pour i = 1,..., q

D'on :

L, = (Lquz-K) + x
oi K= {y} u{ei/ieﬁ,..., a} et by A - po )\i=o} c L nL,

Mais il est bien clair que, 0<q<p étant donnés, pour tout Jc{1,eee, q}, ;_ll

existe des couples ((A.) , (}.)) tels que K =]J.

En conclusion, le théoréme 1 est vrai sans amélioration dans les espaces

vectoriels : d'un autre point de vue, on peut dire que le théoréme 1 sur les es-

paces vectoriels s'étend sans changement aux g-espaces.
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6.2.- Circuits généralisés ; La fonction I.x ; Bases d'un circuit généralisé.

6.2.1.—- Définitions

Définition 1.-
a) Ftant donné un ensemble '€ de circuits de (E,¢) , on appelle base de €
toute partie libre L de E telle que chacun des circuits de ¥ ait au plus un é1é-

ment hors de L.

b) On appelle circuit généralisé (on écrit c.g. en abrégé) de (E,¢) tout

ensemble ¢ de circuits admettant au moins une base. ¥ est dit propre si tous

ses éléments ont au moins deux éléments ; sinon il est dit impropre.

{{x}/ xeup(¢)} est un c.g., et toute partie libre L de E en est une
base. Aussi ne considérera-t-on que des circuits ayant au moins deux éléments par

la suite.

Des résultats de 1.4.3. on déduit que :

Tout c.g. ¢ de base L dans (E,¢) est de la forme :

€= {Lx+x/xe_N} (§))

ol N est 1'ensemble des &léments des circuits de ‘¢ qui ne sont pas dans L. En
outre 1'application qui & tout circuit de ¥ associe son élément en dehors de L
(i.e. dans N) est une bijection de ¥ sur N.

D'ou la "correspondance Galoisienne" :

Théoréme 2.~ Soit L une partie libre de (E,9). L'ensemble tL des c.g. de
base L est un sous-treillis du treillis des parties de 33 (E) et 1'application :

¥ — 5 N= {x/ﬂce‘@,xcc-L} =(CL€)€C)-L

est un isomorphisme (de treillis) de EL sur$(xp(l.) - L), 1les circuits générali-
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sés propres correspondant aux parties de (L) - (Lve(gF)).
La correspondance inverse est :

N__.\€= {Lx+x/xGN}

6.2.2.- La fonction Ly .

Voici maintenant un théoréme qui précise les relations entre % et N.

I1 se présente comme une extension des propriétés de la fonction ]'x B

Théoréme 3.- Soit L une partie libre de (E,p). Pour tout Ac¢(L), il existe
une partie libre minimale L(A) et une seule de L telle que Ac¢(L(A)). Cette
application X —» L(X) de 3 (¢(L)) dans ?(L) est aussi définie par :

(1) [L(A) AL [LeL et Ac tp(L')]J

et (2) L(A) L, = VI [xea) (%)

X —a Lx est un homomorphisme de treillis de parties, et en particulier pour
toute famille (Ai) de parties de ¢(L), L (n Ai) =0 L(Ai) et L(u Ai)=UL(Ai);

mais ce n'est un isomorphisme que si ¢(L) = L.
L'existence de L(A) définie par (1) résulte de 1.4.3.
Alors VxeA, xe ¢(A) < ¢(L(A)), donc L L(A) et Lc L(A) ;

inversement Ac ‘p(LA), donc L(A)cL, ; d'oh 1'égalité (2). Le reste du théoréme 3

résulte alors aisément de (2).

Comme d'aprés (1), L(A) = L(¢(A)), on a le :

(%) - On utilisera indifféremment LA ou L(A), surtout pour éviter les indices

de second ordre.
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Corollaire 1.,- Pour tout Ace(L), L, =Le (A). En outre, si A et B sont

deux parties de ¢(L), ona :

¢(A) ¢ ¢(B) => L(A) c L(B)
et ¢(A) = ¢(B) => L(A) = L(B)
mais les récigrogueé sont fausses.

Soit B une y-base de ¢(A), Ly = L,, et come Ac tp(LA),
dim ¢(A) & dim xp(LA) =card L, .

Si -Ace(f), L =@ et dim ¢(A) = card L, =0

Si dim ¢(A) = card B est infinie
Card L, =Card Ly < Z Card L [xeB] = Card B

donc dim ¢(A) = Card L. D'ol le :

Corollaire 2.— Pour tout Ac¢(L), Card L(A)>dim ¢(A) ) .

L(A) est fini si et seulement si dim ¢(A) 1'est, et on a 1'égalité dans (3) quand

dim g!A! est nulle ou infinie.

Notons qu'en général 1'inégalité est stricte dans (3) quand dim ¢(A) est

finie non nulle.

Corollaire 3.- Soit L une partie libre de (E,¢) et Acy(L).

a) M étant une seconde partie libre telle que Ac¢(M), ona :

“‘A‘“A)"” (LACM) > (MA c L)<= (Acyp(LONM))

b) (M,N) étant une partition de L et considérant E comme Y -espace ou ¥= oy 2
M est une Y-base de-9(L) et l'on a :

M, (pour ¢ ) = unL, (pour ¢)
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6.2.3.- Bases d'un circuit généralisé.

Jusqu'ici L est fixé et on étudie les ¥ admettant L comme base. On

Se propose maintenant d'étudier le probléme suivant :

Etant donné un ensemble ‘€ de circuits de E, quelles sont toutes les

bases de fi et en particulier 3 quelle condition ¢ est-il un c.g. ?

On suppose toujours € propre

On déduit aisément des définitions ci-dessus le

‘Lemme__1.- Soit Yun ensemble de circuits de (E,g). Si L est une base de ¥ ,
Ln 2 (od = UC [Cef]) est une base minimale de €. Inversement toute
base Lo de € incluse dans ?est une base minimale de ¥ et toute partie libre

L contenant Lo est une base de €.

I1 nous suffit donc d'étudier les bases de ‘€ incluses dans ¥ . On

démontre alors le

Lemme 2.- Soient C,,..., C n circuits distincts de (E;¢) et

E= {01,..., Cn} . Les propriétés suivantes sont équivalentes

a) ¥ est un circuit généralisé
k k
b) pour k =2,.ee, p , dimyp ( LJ C,) = Card (U Ci) -k

. 1= 1
b! ) " " " " " - " "

o) Vie{t,..., n} o, dim\p(CJ)=CardC -k

¢ Yie{te,n} dim ¢ (C) > Card C} - k

et dans ce cas 1'ensemble des bases de ¥ incluses dans ‘€ est

6 = {‘E R COPPRRPR N / pour i=1,..., n, eieci - _;#i Cj} 8

ot € = C1u...UCn.
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a) =p c). Car si ¥ est un c.g., soit L une base de ¥, incluse dans *? .
or C,{,eC, - L est une bijection de ¥ sur N = @- L, donc pour i =1,..,n
i i~
et pour tout j #1i, éiqfcj , et L=%- {ei seses ln‘el’é. De pius ,
Vi e {1,ece,n} = 1
LJ = it}J L'ei = CJ - {ei / iEJ} est une ¢-base de op(CJ) ;5 d'ol ¢) .
Inversement, si Led® , L ¢-engendre ¢ (‘E) et

Card L = Card CI

une base de €. D'ou la fin du lemme 2.

- Card I = dim w(CI), donc L est une ¢-base de \p(CI) : L est

¢) =» b) : il suffit de prendre J = {1,..., k} od k=2,..., p.

I1 est clair que b) =>» b') , ¢c)—> c') et c!') —»b!'),

b' —» a) se démontre par récurrence sur 1l'entier n.

Ceci est trivial si n =1,
Supposons la propriété vraie jusqu'a n-1 et soit
‘€=‘[c1 seees €} vérifiant b1). €' ={C,..., C _,} vérifie aussi b'),

donc ¥' est un c.g., et ©! ={L'£ + éi / {15}{'} od L' est une base
i
{2 seeer 44}

1}

de €' incluse dans €' et N' = Z' - L'

Comme
dim ¢ (8) > Card €= n = Card (£-€') + (Card €' - n+1) - 1,

dim ¢ () > dim ¢ (&) + [Card €-% - 1]
et comme ‘?'c ‘t-’, Card (f—‘?’) 21 gi‘? Soit alors énecn - N

et L=L'"vu ((Il,l - en) : L est une base de €, d'ol a).

n n
Nota : La condition dim ¢ ( U Ci) = Card v C, -n n'est pas suf-
i=1 i=1

(quand n33) pour que ¥ vérifie a).

fisante en général
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Théoréme 4.- Soit € = () une famille de circuits de (E,¢)

iel
(i — Ci étant une injection). Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) - ¥ est un circuit généralisé

®) - 3(£), oy telle aue: Viel, Pieci -Cry et - {4 /ie1}
est libre

c) - VYKkeZ (1), dim ¢ (c) = Card Cy - Card K

¢) - VKked (1), dim e (C,) > Card C, - Card K

oll on note pour tout K<I, Cy = UC:.l [iel(] et € = ¢y -

En outre quand 1'une de ces propriétés est vérifiée (donc toutes)

1'ensemble des bases de ¥ incluse dans € est

®={€ - {(i/iel} / Vier, eieci"cl-i} 9.

Une partie libre L est une base de ¥ si et seulement si LN E en

est une. En particulier toute base de ¥ contient

B, = v(cgoc) ({5t e F, (D)

Si ¥ est un c.g., tout ¥’c ¥est aussi un circuit généralisé
(prendre la méme base), en particulier les ¥' finis ; d'ou d'aprés le lemme 2,
a)=>c), a)=>c') et c')=>c). On démontre comme au lemme 2 que
a) => b) et que toute base de ¢, incluse dans € , appartient 3 & .

c) => a). D'aprés c), pour tout K e F (I), ‘@K = {Ci / iél(]» posséde

la propriété c) du lemme 2, donc “€K est un c.g. et pour tout ieK, il existe

@ie Ci - CK—i « Or pour tout ie€1I, Ci est fini, donc il existe -eiEC -C

i I-i’
et L=¢Y- {ei / iel} € # est une base de ¥ . En effet pour tout M€ fF(L),
il existe K ¢& & (I) tel que MeC, - ”1 / i€k} . or Cx -{ei/ ieK} est

une base de E’K, donc libre, et & fortiori M aussi : L est y-libre, donc base
de ¥ . D'ol a) et le reste du théoréme 4 (en utilisant aussi le lemme 1).
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On a démontré en particulier le :

Corollaire.~ La propriété " ¥ est un circuit généralisé" est de caractére fini,
i.e. 7; est un circuit généralisé si et seulement si tout ¥'c F 1§[ en est un.

6.2.4.~ Propriétés caractéristiques des circuits généralisés possibles. Appli-

cations.

La notion de circuit généralisé admet pour cas particulier celle de
"systéme fondamental de circuits" de H. Whitney dans [11] . Voici comment sont

faits les c.g. quand ¢ varie :

Soit (E,¢) , f={Bx +x/ x6E - B} oi B est une y-base de E est

un _¢-circuit généralisé maximal (g - C.g.m.), et cette propriété est en fait

indépendante de ¢ : f,est un ¢ ~ c.g. si et seulement si f‘t’ > Tet Zf(B)n?fﬂ
et dans ce cas B est une | -base de E, Yun Y-c.g.m., et tout ¢ _circuit X¢&
est tel que Card (X-B)>2.

La donnée d'un ¢ - c.g.m. ¥ fournit déjd de bons renseignants sur la
structure (E,¢) ; mais en général il y a de nombreuses structures (E, {) telles
que ¥ soit un Y-~ c.g.m. . Il est intéressant d'essayer de construire une Y ca-

noniquement associée 3 ¥ .

Mieux, la donnée de %€ est en fait indépendante de ¢ : &tant donné un

ensemble E, on dit que ‘¥ est un c.g.p. (c.g. possible ou en Eissance) de E

si ¥ est un ensemble de parties finies de E de la forme :

€={Bx +x ABCE , x€E - B et (B,) famille de parties finies de B}

x €E-B

Soit alors ¢ e & (E) tel que ¥ soit un g-c.g.m. (il en existe). Uti-
lisant 1'axiome (C"2) des circuits, si x, yeE - B sont teéls que Bthy 0,

Vzenxn By s (Bxu By -z) U {x,y} est réunion de circuits, d'oit en particulier
un ou plusieurs circuits C tels que : {x,y}ec et C C(Bxu By -z)u {xy} .

On peut trés bien vérifier (C"Z) en n'introduisant qu'un circuit (Bx ° By)u{x,y}.
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D'une maniére générale, posons :

%o = {C/CETF (E) et IXeF(E-B) tel que C = Xu (s B, [xex))}

ol Z1Bx [x ex] est 1'ensemble des z appartenant i un nombre impair de Bx quand

x décrit X. Alors ¥, vérifie (C.') et (Cz), et définit sur E une structure de

O-espace tel que € soit un ©-c.g.m.

Voici une autre maniére de construire @ canoniquement :

Soit ¥ un c. g. p. sur E et B une base de €. ¢ étant la bijection
x(.ﬁ.. €x de B sur la base canonique (€ Oxen
k engendré par B sur k, on prolonge ¢ en une application (non injective en
général) f de E dans k(B telle que :

de 1'espace vectoriel libre

x€E-B —s f(x)=2Z A f"‘ey [yeB,] (1

ol VxeE - B N Vye B, Axyek - {o} (prendre les )\xy = 1 par exemple).

o (¥) est ung, - c. g. m. du ¢, -espace k(B)
pace vectoriel, et 1'image réciproque ¢ de ¢, par f est alors telle que ¥ soit
un @-C. go Me &

associé & la structure d'es-

Quand k est grand, on a beaucoup de manidres de choisir f, d'ol en
général beaucoup de ¢ e $ (E), représentables (pour une extension de k), telles
que ¥ soit un ¢~c. g. m. ; mais si k = Fz n'a que deux éléments f est entié-

rement déterminée, d'oli canoniquement la structure de 6-espace sur E.

Remarque 1.~ Quand on considére les c. g. p. ¥ sur E tels que x _, Bx soit
une injection de E dans F (B) (y compris B, = {x} si xe&B), on obtient

ainsi toutes les ¢ e Q (E) qui sont I-‘z-représentables. On constate donc que

la propriété pour ‘g(p :

V{x1 seees Xn} @ = Cofley 21 X, [i=1..., n] est un y-circuit,

caractérise les ¢ Fz-—représentables, et cette propriété est vraie si et seulement

si elle 1'est pour toute partie finie d'un ¢ - c. g, m, ftel que x_,Bx soit
injective.

D'une maniére générale les c. B. p. ¥ sur E définissent canoniquement
(E,@) k-représentable ol k est un corps de caractéristique 2 ayant un cardianl
suffisamment grand.
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On améliore ainsi le résultat de H. Whitney [11] appendice.

Remarque 2.- Des procédés comme ceux du type (1) permettent de transformer le
probléme de k-représentation de (E,p) en 1'étude d'un systéme d'équations (au
sens le plus général, i.e. f#0, f =0, fyouf, =0 «ss) ayant en général plus
d'inconnues (les }\xy) que d'équations. On sait cependant que de tels systémes

n'ont pas toujours de solution.

6.;.- Un algorithme gour résoudre une con!'ecture de Rado

Dans une communication au Congrés de Stockolm (1962), M. Rado a présen-
té un théoréme sur les espaces vectoriels, théoréme dont la démonstration n'a pu
jusqu'ici s'étendre aux "¢p-espaces" (i.e. aux "matroids" au sens de H.Whitney,
c. f. [11]) . M. Rado conjecturait alors 1l'une des deux éventualités suivantes :
ou bien ce théoréme n'est pas vrai sur les ¢-espaces, et sa validité constitue
un axiome supplémentaire qui nous rapproche des axiomes des ¢-espaces représen-

tables dans un espace vectoriel, ou bien on peut étendre ce théoréme aux «p-espace's.

Le but de ce paragraphe est de lever définitivement ce doute en démon-
trant le (%) :

Théoréme 5.- Soit E un ¢-espace, pour qu'une partie S de E admette une partition
formée de k parties y-libres, ou k est un entier >0, il faut et il suffit due :

S vérifie 1'une des propriétés équivalentes :

(Pk) : Pour tout X € Z‘(s), |X] ¢ kor (X) et IS|2k

(P',): Pour tout sous-espace A, |ANS| < k.r (ANS) et |S| 2k
k

ol r est le rang sur E associé 3 ¢.

(*) - Aprés cette communication, M, R. Rado a également trouvé un raisonnement

sur les espaces vectoriels qui s'étend aux "matroids".



PARTITIONS EN PARTIES LIBRES 167

Les conditions (I’k) et (P'k) sont équivalentes. En effet :
(I’k) _— (P'k) trivialement
inversement si (P'k) est vérifiée,‘ pour tout X €& ¥ (S),

IXI < fe(X)ns| - ¢ ker(e(X) 0S) = k.r (X)
d'ol (l’k)

La condition (P,) est nécessaire car, si (S.) est une
k i1=1,..,k
partition de S en k>0 parties libres Si, pour tout Xe & (S),
Ixt =Z Ixos;| [i=1,.00, Yk (Max IX05;] [i=1,..., k]).
et comme r(X) > |xnsi| pour tout i (car S, est y-libre), 1X]| g kr (X).

La difficulté essentielle est la réciproque.

Comme pour le probléme de disjonction, la démonstration que nous allons
donner est essentiellement constructive.

La pééiproque est connue quand k = 1, car S est libre si et seulement
si ¢ VXE F(S), I1Xl2r(X) (alors IX| = r(X) ).

Nous supposons donc désormais k22 , et démontrons le :

Lemme 3.- Soit S une partie finie d'un g¢-espace E et k uj entiery2. S1 §

vérifie (Pk), pour toute f;mille (Xi)i 1 -de parties libres X, telle que
ux' [ierl g5 () et T=4{1.. kb , il existe une famille (), g de
parties ._w;libres Yi telle que :

ux, ([ier] g vy, [ieljes et Vier o(x})co(rh)

(*) - Pour une famille (X;); .y de parties de E, le terme U X, [ieI] dési-

gne U Xi [ieI] et implique que les Xi sont disjoints deux 3 deux.
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En itérant |S| -fois au plus le procédé du lemme 3 & partir de (¢),
on obtient la réciproque du théoréme 5 quand S est fini.

Voici comment on’construit (Yi) 3 partir de (xi)

Soit ScF, k22, T={1,2,...,k} et (), | une famille de

parties libres de E telle que U X' [ieI) S S.

Posant S, =S - (U X' [ieI]) = A, . S'il existe i, €I tel que

i i, .
So ¢ ¢ (X °), pour tout x,€S, - ¢ (X ), la famille (YJ)jeI on v =xd
ie i
si jeI-i, e¢ Y =X +x, répond au lemme 1 sans autres hypothéses sur S

et les X', T1 ne reste donc & étudier que le cas ol ¢

(ay) = S,cA oﬁA="\q>(xi) iel
o

Soit alors pour tout iel, Ai =x! (Sy). S'il existe i,eI tel que

1

A, 7£A , soit i eI (i, # i, nécessairement) tel que A, ¢ o(X. ) :
i, ° 1 i1 i,

i

v oy Iyes x|
x1eAi1 - (X ), X, €S, tel que x,€ x,

donc Y = Xi - X, + X, est ¢-libre (théoréme 1),

i .
Y =X +x, est ¢-libre (x1 f (X °), et posant v = xd pour

jer - fi, , i,} , ona (Yj). I1 ne reste donc & étudier que le cas ou (ag) et
o0 1y

(a) : Vier, Ay =X (s.)eh

D'une maniére générale, pour tout entier q 20, soit Iq 1'ensemble des
a= (i1 seeey iq)qu tels que 1 # i 4q pour k=1,..., ¢-1 , donc
I, = {8} et I,=1 ; et pour tout a= (i, ,..., 1q)elq , et tout entier k
o
tel que O<ke¢q , soit ak= (11,..., ik) et a = o.

Supposons alors que S et Xi vérifient :

pour q =0, 1,000, p~1 , ona (%)

(*) 11 s'agit ici de composition de fonctions 1.x . On écrira de méme par la
suite a(k) = o ... i(k) = ik quand aucune confusion ne sera & craindre.
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i i i
A=x9 6 x99 5. 0x! (5) e A

(aq) : Va= (11 secey 1q) € Iq > a

ot A=0¢(x,) [ieI].

En vertu des hypothéses successives (%): (a1)... (ap_1)

Aa est défini par récurrence ainsi :

pour q =0, 1,..0y p=1 ; pour k = 1,..., q et Vaelq H
i

A =S, et Ak= X (Aak-1) .
Alors soit pour tout ieI, et pour tout entier q, O<qep :
q _ - (1 . : o _
A U oA, [a [COVPIRE SRR i)qu] (3 A})
Q _ LI =

et A = U A} [ieI] = U a, [ae1,]

Nous allons démontrer que :

1 2 p-1 P
(AgA s...sA §A

1°) Démontrons que A1c A2 ceeec AP, Ceci résulte du fait que, pour tout ielI,

Al e A2 c...caP
1 h § 1

En effet en vertu du théorime 3 et de son corollaire 2, pour tout

. iuj i 1 2
(3,1)512 s X oX) (S)> X (S) , donc A; € A] .

D'une manidre générale, Ag c AgH car pour tout a=(i1,..,iq_1,i)elq,

soit £ = (11 sesey iq_1 » Js i)qu_H tel que i#j # iq_1 # i

on a Aa c A'3 quand I a trois éléments au moins. Quand I n'a que deux
éléments : I = {1,2} , Iq n'a que les deux éléments a = (1, 2, 1,...)

et ﬁq = (2, 1, 2,...) et il est alors aisé de démontrer par récurrence sur q
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que @ A c et A, c A
L Pa et

2°) Supposons maintenant que pour un entier r, 1<r<p-1, on ait Ar=Ar+1.

Alors pour tout iel, A; = A;H . Donc pour tous i,j dans I, i# j ,
ry _ ry _
e (a5) = o (Aj) U
U est un sous-espace ayant les A!i. pour bases et U::»So « Comme S est fini,
V= UnS est fini et

vl = ker (V) + ISol > kor (V)

ce qui contredit le fait que S vérifie (l"k)
Donc on a bien une suite strictement croissante.

' Conclusion :

Comme S est fini et vérifie (l’k), la propriété (ap) ne peut &tre vraie
pour tout entier p20 .

Donc il existe un entier paO tel que :

(a)) est vraie pour q =0, 1, ..., p=1
et q
(ap) n'est pas vraie.
Construction de Yi) (L'on suppose p>1)
Comme (ap) n'est pas vérifiée,
Ja=( (1) 5000, ilp) )elp et Ji(pr)el tels que :
Alors :

Ve Ay - o (xi(p+1)) , > e xi(P)
pr'1eA tel que Le Xi(p) (x —1)

ety xiGet) (K

a(p-1)
ka € A tel que
alk)

pour k =p-1, p~2 ,..., O
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on obtient une suite (x° N x1 sesey xp) telle que pour k = 1,..., p N
xk e Xl(k) et x’es

o "o
Considérons maintenant }e processus d'échanges successifs dans les Xi olt on
fait passer L de xl(p) dans xl(p+') . D'ou :

T;(p) = i _p T:(pﬂ) = xi(p+) . op
et Ti = X

P pour iel - {i(p) , i(p+1)}

Puis par récurrence descendante, pour k = p, p-1 ,..., 1

i(k) _ qi(k) k i(k+1) _ i(k+1) k
Tk = Tk+1 - x N Tk = Tk+1 + x
i i . s .
et T P = X pour i€I - {1(k) R 1(k+1)}
Et finalement
A1) _ Li(1) 0 i _ i . .
T, =T, + x e T = T, pour ieI - i(1)
est telle que (Y') = (T;) est solution

En effet on vérifie par récurrence descendante sur k que

pour k =p, p=1, ¢es, O
vxeAk'-" , Ti(‘l) (x) = xl(Q) (x)

(utiliser le théoréme 1 et les \pAk )
et en particulier pour k =p, p-1, ceo, 1
k k -
x € A - A

Donc les TJ sont bien des parties libres

k

C.Q.F.D.

Remarque 1.- Quand S vérifie (Pk), la suite A1C... cA% ... est stric-
tement croissante tant qu'on peut la définir, et, au fur et i mesure de la cons-
truction, elle ne peut que s'allonger, un élément x de AY ne pouvant passer que 2

A7 G k>0,
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Remarque sur cet algorithme fini.

Soit S une partie finie vérifiant (Pk) ol k entier 2. Quand on
utilise 1'algorithme indiqué, on construit sans permutation :

x’ p-base de ¢(S) incluse dans S

2

X ¢-base de  ¢(S - X1) incluse dans S - X1

p-1 < p-1
P ¢-base de (S - U x') incluse dans S - U X
=1 i=1

e

pour p=1, 2, ..., k

On obtient ainsi sans permutation : X = U xPcs
-2

Si on a de 1a chance, X =S et 1'algorithme n'est pas nécessaire ;
mais en général Xgs. Cependant X est une fraction assez grande de S que nous

allons essayer de minorer. En effet d'aprés (Pk)
k Ix s 1sl et de maniére générale,
pour pel,

p-1 p-1

kIXPl = ker (5- U X 2Ist - T IxY (1)
i=1 i=1
Soit alors pour tout pel, [XP| = bp ISt : bp est un rationnel ayant |S|
comme dénominateur, et 0<bpé 1. Comme IX| = Isl (b‘| +ooot bk) ; il nous suffi
de minorer b1 + b2 +ooot bk .
1 1 jund
(1) stéerit : b, D seees b he (- l§1 b)) ...

donc

1 1 1 1,42
b2 2 /k (1‘ /k) ’ bsé /k (1" /k) yeee
et on démontre aisément par récurrence sur p=1,..., k que

byoa e (= T (2)
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donc

K
by+by+ et b2 1-(1-1)

1
Or la fonction (1 - 1/x)x croft quand x augmente (x>2) et quand x
tend vers + ® , elle tend vers ‘/e , d'oll le résultat :

1'algorithme indiqué permet d'obtenir sans permutations
X=U X' [i€I] telle que :

Xl (- (=05 ) usi

Si k =2, on obtient ainsi au moins les 7/8-idme de S, quand k
augmente, on en a une fraction qui va en diminuant, mais toujours supérieure a
A- 1/6 > 0,63.

Cas ot S est infini.

Soit S une partie infinie de E,S vérifiant (l’k). VTG ff(s)_, 1'en-
semble PL(T) des partitions (Ti)i«'—:I de T en k' parties libres est non vide
(I1=1{1.., k}) et soient TcUeF(s) . (u,) €PL(V) —= (U, A T)< PL(T) est
une application fy, de PL(Y) dans PL(T), le systime (PL(T), fy)(Te F(5)]

est un systéme projectif d'ensembles, et il nous suffit de démontrer que :

PL(S) = lim proj. (PL(T), fy,) [reds) # 8.

Nous avons déji rencontré au chapitre V un probléme analogue: La

démonstration se fait de la méme maniére ainsi :
On se raméne 3 une limite projective surjective en sorte que :

PL(S) = 1lim proj (QU(T) , &y, (1 eF(9)]

ou QL(T) ¢ PL(T) et By est la restriction de fru 2 QL(T) en procédant de

la méme maniére

¥r, rl(m) = Ny (PL(V)) [veTF (s), uot) # 8
1

N

d'oll un systéme projectif (PL1(T), f TU) ol f1TU est la restriction de fTU .
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Puis PLE(T), ... et QL(T) = aPI*(T) [n3p1]# §

Soit ¥ 1'ensemble des familles (xi)iel de parties de S telles
que : VTE‘J'(S) s (xiﬂ'l‘)iel e QL(T) (alors les X' sont libres et
Us,; [ie 1} cS). <f ordonné par inclusion xh c(Yi)) est inductif, et

(théoréme de Zorn) tout élément maximal (Mi). de f est tel que
i

€l

v [ie1) = s, i.e.  O)erL (s).

En effet si M=UM ¢ S, soit xeS - M. Pour tout Ue F (M),
¥

1'ensemble IU des ieI tels que Ut'\Si + x soit libre n'est pas vide, car

est surjective. Donc I_= 0T, [U e.’f(M)] £ 0 (car si I = g,

8y, Ux
on aurait ¢=IUHIU f'\...ﬁIU = Iy oy ) et Vielx ,

1 2 n VU eV Uy

M+ x est libre, et (Ml) n'est donc pas maximale.



175

Chap. VII Changements de bases. Applications aux matrices

Les théorémes d'échange classiques montrent 1'existence de bases ayant
certaines propriétés, mais ne se préoccupent pas de la maniére dont on peut les
obtenir. Le but de cette section est d'étudier comment on peut construire de
proche en proche une application u d'une base L dans une base L' en sorte que,
par échanges successifs on ait toujours des bases. La premiére difficulté cons-

siste 3 bien formuler la notion d'échanges successifs.

7.1.~ Lemmes et remarques préliminaires

SoientX et L deux parties d'un ensemble E, < un bon ordre sur X et u une

application de X dans L. Le procédé d'échanges successifs entre X et L défini

par < et u se conduit par récurrence transfinie dans X ainsi :

- a étant le premier élément de X, 12=1

- 8i x a un prédécesseur y, LX=1Y - u(y) +y

- si x n'a pas de prédécesseur, L* est 1'ensemble des zeXul pour
lesquels il existe y>x tel que pour tout te€ ]y,x[ N ysLt.

L* est bien défini par ces conditions car pour tout z il n'y a qu'un
nombre fini (trois au plus) de passages (soustraction ou addition) effectifs. En
effet

1) Si zeX-L, zeLt pour tout t>z (z est ajouté une fois pour toute)
2) Si z€l-X, ou bien u-1(z) =f et zelt pour tout t

ou bien u-1(z) =@ et x° étant le plus petit élément
de u_1(1), Yte ]\ ¥] , zel® et Vee ]x",_.[ ,z#Lt

(I1 se peut que [u'1(z)l > 1, globalement on échange alors z et u'1(z), mais
1'échange "successif" n'est "effectif" que pour x°)

3) Si ze€X0L, on note x°® le plus petit élément de u-1(z) s'il existe.
3a) Si u'1(z) =@, alors zelt pour tout t
3b) Si u-1(z) #8,et 32, ¥te Je, x°] , zelt et Yte ]x ,..[,z{l.t
3c) Si u-1(z) #8, x°<z et u-1(z) c] -— z[ , alors :

Vte ]«,x‘] N zeLt H Vee ]x°,z] ’ szLt; Vte Jz,_.[,zel.t
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3d) Si u"(z)#ﬂ, x°<z , u(z) #z et u(z)yﬁ]4_ ,z[ , en notant x! le

plus petit élément x de u-"(z) tel que x>z , ona :
Vte Je, x], zelt ; Vie ]x, 2] , z#Lt ; Vte]z, x’], zelt
Vee ', o[, 2415 .

I1 reste a étudier les cas o ze u"(z), i.e. tels que u(z) =z : on note alors

x° le plus petit élément de u-1(z) et x' 1le plus petit xcu“(z) tel que x>z

e

s'il existe .

3a') u-1(z) ={z}: zelt pour tout t
3b!') x° =z et x1>z : alors Vtg x1 s zeLt et \ft>x‘l R szt

3c') x°¢z et z est le plus grand élément de u"(z) (x1 n'existe pas) :
Vte ]_, , x°] , zel® ; Vee )xe, z] R z#Lt ; Vee ] z,_‘[ R zelt
3d') x"<z<x1 : alors

Vte e, x7, zel’ ; Vte Jx, z] , z#Lt

Vee ] x1,_.[ s szt

Vee 1 =z x1] , zel®;

On constate un trés grand arbitraire dans cette construction ; mais
comme on veut obtenir en fin de compte une partie Lx contenant X, en ajoutant un

plus grand élément x% 3 X, Lx =1*® si X n'a pas de plus grand élément et

Lx =X =r*_-u(x) +xsiXax pour plus grand élément, en particulier Lx

contient XAL ; donc les cas 3b), 3d), 3b') et 3d') ne peuvent se produire. Les

cas restant sont caractérisés par :

(Ech) Vz eXnl , u_1(z) c Je z]

En outre il est naturel d'exiger que 1l'échange soit "éffectif", i.e.
- ou bien u(x)el* et x¢ X - u(x)
-~ ou bien u(x)¢Lx et xel* - ¥ - u(x)

Alors nécessairement dans les cas 2) et 3a) u-1(z) a au plus un élément ; dans
le cas 3c¢) vu-1(z) ={x°} ; dans le cas 3a') u_"(z) = 2z ; et le cas 3c')
doit &tre écarté car z€Lz, donc Lz+ g L%, On constate alors aisément que :

Un prodécé d'échanges successifs tel que anx et tel que 1'échange soit

toujours effectif est caractérisé par le fait que : u est une injection et
Yee XnlL, u-1(z)_< z

Fn outre dans ce cas, en examinant chacun des cinq cas 1), 2), 3a), 3c) et 3a'),

on vérifie que
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YzexuL , Veex + x@ R zel’ si et seulement si zeM®

t
od M =L-u(xt)+xt od X = Je s t|

ponc Vtex + x?® , Lt=Mt=L—u(Xt)+xt

Lexme 1 .- Soient X et L deux parties libres de (E , ¢) telles que XCo(L),

u une appljcation de X dans L, < un bon ordre sur X et (LX) associé au

X € X+x%

procédé d'échanges successifs (u , <) de X dans L. Alors X contient X si
et seulement si :

(Ech) VzexnL, u-1(z) e Je s 2]

En outre les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) (u,¢) vérifie (Ech) et YxeX+x® , L*

est:une base de ¢(L)
b) (u,g) vérifie (Ech') : VYxeXxnL , u(x)f u(Xx) oi X_= J=, x[
et Vx‘X«l-x"" R wW=1L- u(Xx) +X_ est une base de (L)

Si 1'une de ces propriétés est vérifiée, u est une injection telle que :
VzexaLr, u-1(z)5 z et pour tout x€X+x%® , *=1- u(xx) +X_

a) =—=> (b, u injectif et L* =¥ pour tout x)

En raisonnant dans le ¢ x -espace E, on constate que 1'échange est
L -u(x)
effectif pour tout xe€X, et comme u vérifie (Ech), u est une injection telle

que : Vuan, quand u"(z)#ﬂ, u-1(z),sz, et VxeXxix, X=u* .
D'ol aisément b).

b) ==> (a, uinjectif et L* =M" pour tout x)

I1 suffit de démontrer que : u est une injection telle que : pour tout
zeXnL, u"(z) &z quand u.1(z) £0 .

u est injective si et.seulement si pour tout xe€X, u(x) é u(xx). Donc
si u n'est pas injective, soit x&€ X le plus petit ye€X tel que u(y)e u(xy).
Alors X_ # § , la restriction de u A X est injective et u(x) € u(xx).
or W= L-u(xx + x) + X +x et W= L-u(Xx) + Xx sont deux bases de ¢(L),
et W=+ x, donc xeM* : xeXnl » ce qui contredit (Ech').

Pour tout z€X NnL tel que u-1(z) #0, u-1(z)$z. Sinon soit x le plus
petit z€ X 0L tel que u-1(z) #0 et u-1(z)> z. La restriction u* de u a X

12
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défini un procédé d'échanges successifs (u* s £ sur Xx) de X  dans L tel que
X cL et (Ech). Donc t = pour tout t<¢x.

Comme u(x) = x1¢[ Xx + x (sinon, u-1(x) = x ou x1e X0L et u"1 (x1)==

x>x1, et x ne serait pas minimal), W =X u(x) + x. Or si xeM® (i.e.
xf u(xx)), u(x)#Mx , donc u(x)e u(Xx), ce qui contredit (Ech'). De plus si
fox,\ xeu(xx) ;5 il existe donc Yq< x tel que u(y1) = x, mais u (x1) = x,
ce qui d¢eontredit u injective.

C.Q.F.D.

Remarque 1.- Si u est injective et vérifie (Ech), u vérifie (Ech'); mais en
général, quand u n'est pas injective, méme si (Ech) est vérifiée, (Ech') ne 1l'est

pas. Inversement, il est aisé de construire u injective (donc vérifiant (Ech')),
mais ne vérifiant pas (Ech), et a fortiori u non injective. Les conditions (Ech)

et jE'ch'! sont donc indépendantes.

Remarque 2.- La condition (Eéh') stintroduit naturellement pour (MY). En
effet si (M) est une base de ¢(L) pour tout xe€X + x@

-ou x€X -1 et u(x),fu(xx)UXx

ou xeXnL et x¢M et u(x)#u(xx)uxx

ou xeXnL et xeM , alors
ou bien u(x)e M* s donc u(x) = x
ou bien u(x)¢ Mx , alors on peut choisir arbitrairement u(x) dans L-Mx,

i.e. dans u(xx) - Xx . (Ech') écarte donc cet arbitraire.

Remarque 3.- Si (u ,<) vérifie a) ou b), u-1(z) # # pour tout z€ XNL, car
ou bien u (z)nxz =@ et u(z) =z, donc u_1(z) =2z , ou bien u-1(z)<z.

Z:2.~ Changements de bases.

Définition 1.- X et L étant deux parties libres d'un ¢-espace E telles que
Xc¢(L) , on appelle changement de base (en abrégé : ¢ d b) de source X, de but
dans L, tout terme (u , <) formé d'une application u de X dans L et d'un ordre
total ¢ sur X tels que : u soit une injection de X dans L vérifiant

Yxex , L- u(xx) + X, est une base de (L) ou X = Je, x[

et L - u(X) + X est une base de ¢(L).

I1 résulte aisément du lemme 1 le :
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Théoréme 1.- Soient X et L deux parties libres de (E telles qu
€ un bon ordre sur X et u une application de X dans L. Alors les propriétés sui-
— ettt ettt

vantes sont équivalentes :

1) (u,g) estuncdb de source X, de but dans L

2) VYxeX + x®, L™ est une base de ¢(L)
et YxeXal, v e Je> x)

3) VYxex+x® ,L- u(Xx) +X_ est une base de ¢(L)
et Vxexnlr, u(x)¢ u(xx)

et alors, pour tout xeXnlL, u-1(x) #0 et u_1(x)sx 3

et YxeX + x%,; Lx=L-u(Xx)+Xx

Justification de la terminologie : changements de bases.

Soit (u ,¢)uncdb deX dans L. Alors B=L et B'=1L-u(X) +X
sont deux bases de ¢(L), et u se prolonge trivialement, & savoir v(x) = x pour
tout x€L - u(X), enuncdb (v , ') de B sur B' pour tout bon ordre ¢' sur

B induisant celui de X.

v permet alors essentiellement de construire de proche en proche la base
B' 3 partir de B, en n'ayant par échanges successifs que des bases intermédiaires;
mais seule la restriction de v 3 X, i.e. u, fait réellement des échanges, en sorte
qu'il est techniquement préférable de raisonner sur u.

L'on note ¥ ¢ 1'ensemble des cdb de (E, ¢).% ® est ordonné par
la relation : (u ,¢) (resp. (u', ¢')) étant unc db de X dans L (resp. de X'

dans L'), on dit que |(u,$) (u, s')l et on lit u est restriction de u!',

ou u' prolonge u, si et seulement si :

XeX' , LeLl' , <! induit ¢ sur X

et u est la restriction de u' 3 X

Si (u,¢) estuncdb de X dans L, tout (v , ¢') restriction de

(u,g¢) est aussi unc d b -, Inversement :

Lemme 2.- Tout cdb (u, ¢) de X dans L tel que X ne soit pas une base de y(L)
se prolonge en un ¢ d b (v,¢') de X+ xdans L ot : x est un élément quel-
conque de ¢(L) - ¢(X) donné & priori et «' le bon ordre sur X + x prolongeant <
et pour lequel x est le plus grand élément.
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En effet coome LX=1 - u(xx) + xx est une base de ¢(L), il suffit de
prendre v(x)el.xx tel que v(x)>x si xeXnL. Or :

si xelX , on choisit v(x) = x

si x¢1L® , comme X + x est une partie libre, Lxx¢ X' et on choisit
X _x
v(x)elL x X x

7.3.— Propriétés des c d b

Le principal intérét des c d b est qu'on peut en démontrer 1'existence
dans un grand nombre de cas. En effet le lemme 2 permet de prolonger un peu tout
cdb de X dans L quand ¢(X) # (L) ; mais nous allons voir que €  ntest
pas un ensemble inductif, en sorte que l'existence et la construction de c d b
pour les bons ordres infinis est délicate. Cette étude semble bien augurer de

1'existence de ¢ d b pour tout bon ordre sur X. Voici une notion plus faible -

Soient X et L deux parties libres telles que X<¢(L), < un bon ordre sur
X et u une injection de X dans L. (u , ¢) est dit cdb f (c d b faible) de X
dans L si :

Yx €X, la restriction de u 2 X'x estuncdb de X'x dans L.

Soient ¢ un bon ordre sur X, u une application de X dans L. (u, ) est

~

un c d b f de X dans L si et seulement si on a les propriétés :

(1) X et L sont des parties libres telles que Xc ¢(L)
(2) Vxex, L - u(Xx) + Xx et L - u(X'x) + X'x sont des bases de ¢(L).
(3) L-u(X) +X est une partie libre de ¢(L).

Doncuncdbf (u,¢) estuncdb ~siet seulement si L - u(X) + X ¢-en-
gendre ¢(L) (c'est toujours le cas si (X , <) a un plus grand élément).

Letme 3.~ Soit (u ,4) uncdbf de X dans L et a le premier élément de X.
Si La a deux éléments au moins, i.e. si :

L = {e,,e1 sesey € oi q21

x ol

etod a = a,= w! (e0)< a, =u! (e))<.ceca

q u! (eg)
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Alors, notant W 1'application de X dans L définie par :

W(a1) = e, W(a,) = e, et W(x) = u(x) pour les autres ,

(W,€) estuncdb f de X dans L.
Ceci est faux en général si on échange les valeurs de a; et a j ol

(4,5) £10,1} .
Démonstration.
(1) et (3) de la proposition 1 sont vérifiées. I1 suffit donc de démon-
trer que :
Vx €x, L - w(xx) +X et L- W(X'x) + X'x sont des bases de ¢(L),
i.e. que :
szx, a,¢xca, , N=1L - w(xx) + X est une base de ¢(L).
or Vxex, a,¢Xsga,, *=1L- u(xx) + X est une base de ¢(L) , donc

N=1X-e, + e, est une ¢-base de ¢(L) si et seulement si e,# o(I* - e1). or
si e e (L™ - e1), comme L +a -{e e1} c1* -,

x
L +a- e1cw(L - e1)
donc e,‘e <p(Lx - e1) , ce qui contredit X libre.

L'on sait que en général les "valeurs" de a; et aj ne peuvent &tre per-

mutées dans les autres cas (considérer les matrices inversibles).

Lemme 4.- Soit (u, <) un cdbf de X dans L et B une \pL_u(x)+x-base de
¢(L) incluse dans u(X) - X. Siun'est pascdb, b# @ et pour beB, soit
“1 . . . .
u (b) = x, , il existe une suite (xn)Osn«n strictement croissante d'éléments de
X telle que :

1°) (xn) soit cofinale & X

et 2°) 1'application v : v(xn) = u(xn_H) pour tout n30
et v(x) = u(x) pour les autres x, définisseuncdb f (v ,<) de X dans L

pour lequel on a

a) Vxex , JyeX, ysx tel que v(x) = u(y)

etb) L-v(X)+X=(L-uX)+X)+b

démonstration. Posons wu, = u. En raisonnant dans le ¥x -—espace E, et en uti

lisant le lemme 3, on déduit que Xo



182 Chapitre VII

3y,x1>x° tel que 1'application u, :

u, (x,) = u(x1), u1(x1) = u(x,) et u1(x) = u(x) pour les autres (x1 est unique
si on le choisit successeur de x, dans u? (Lx° - xxe)) , définisse (u1,_<)
cdbf de X dans L. :

On itére avec Xy d'ou u, et X, 3 partir de u, et Xqs puis avec

[x2 , u2] +ee .« On construit ainsi de proche en proche une suite (xn) strie-

n»0
tement croissante dans X telle que, pour tout entier n 1, 1l'application L

u(x_,,) pour p=0, 1, ¢0sy n=1

P+

b et un(x) = u(x) pour les autres

u (xp)

Yn (xn)
définisseun c d b f (un , &) de X dans L.
Pour tout n3»0, la restriction Wn de u a Xx définit un c d b de Xx

n
dans L. On a ainsi une suite croissante de c d b (Wn, £) , donc :

W= W estuncdbf de x*= U X_ dans L.
n x
n nx0 n
Si (xn)nz.o) n'est pas cofinale & X, soit x = Sup x_ [05n<m].

On a xx =X'et L - W(Xx) + Xx est ¢-libre. Or L—u(Xx) + Xx est une y-base
de ¢(L), d'od la contradiction puisque

L - w(xx) + xx ; L - u(Xx) + X

D'oi 1°) et 2°) , a) et b), et 1le :

Théoréme 2.~ L'ensemble des c d b sur (E,9) muni de la relation d'ordre de

prolongement n'est pas inductif. Plus précisément soit (ui s ‘i) une

iel
famille bien ordonnée de ¢ d b de Xi dans I‘i . Alors si le caractére fin_g*

de I n'est pas dénombrable,
(u= U u, ,¢= Ug,) estuncddb de X = U X, dans L=UL, ;
e O i 1 i
mais si le caractére final de I est dénombrable, alors (u,<) est uncdb f de X

dans L qui, en général, n'est pas un c d b.

#) voir A, Tarski, quelques théorémes sur les alephs, Fund. Math. Vol. 7
(1929) p. 2
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Théoréme 3.- Soient X et L deux parties libres telles que Xco(L).
Alors pour tout bon ordre ¢ sur X tel que :

a=0rd (X ,¢) < @,

il existe une injection u au moins de X dans L telle que (u ,¢) soit unc d b
de X dans L.

Corollaire.- Soient X et L deux parties libres telles que Xc¢(L), £ un bon
ordre sur X et Y un segment de X. Alors, si Ord (X - Y) ¢ w, on peut prolonger
tout cdb (u,g y) de Ydans Lenuncdb (u'y<) de X dans L d'au moins une
maniére.

I1 suffit de raisonner dans E considéré comme Py~espace.

Démonstration du théoréme 3.

L'on va raisonner par récurrence transfinie dénombrable sur a. Supposons

le démontré pour tout ordinal A<a. Si a a un prédécesseur, il suffit d'appliquer

le lemme 2. Sinon il existe une suite strictement croissante (an)o_jn‘w d'ordinaux
a,<a telle que : N
a = Sup o [0sn<w]

Soient L' une tpx—base de (L) incluse dans L, Y=L ~-L' : ona
L' =L - Y. Soit en outre ¢ un bon ordre sur X tel que Ord (X,<) = a.
Alors si .

X, est le segment de X isomorphe & a,

Xn est le segment de X - U X ism;gqrphe a aQ -a

p<n n-1
(xn)05n<m est une partition de X.
Raisonnons dans le ¢,-espace E ou ¢, = o : il existe ug c d b de
X, dans Y.

Raisonnons dans le ¥,~espace E ou oy =
de X dans Y - U up(Xp) [Osp<n].

L xn;_1‘ , i1 existe u c db

Finalement u =@un estunc dbf de X dans L tel que u(X)c Y. Donc
L ~ u(X) + X est une partie libre contenant L - Y+ X : c'est une base de ¢(L).

C. Q. F. D.
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Z'ﬁ" Aﬂlication aux matrices.

Soit A = (ai) [(i,3)€1xJ] une matrice sur un corps k, i.e. une
application de I xJ dans k telle que :

Viel , A= (a)) (1em) ex(D

(ce sont les vecteurs lignes). On note (ei)i la base canonique de k(I) et on

el
suppose ici JcI systématiquement.

Posant L={ei/i¢1} et X= {Aj/jej} » 1'on sait que M est
réguliére si et seulement si X est libre (famille libre) ce que l'on suppose dé-
Sormais.

Soit un bon ordre ¢ sur J, d'ou
J=0(a) e X=(AY) Og¢oca

Toute injection u de X dans L définit une injection o de J dans I par u(A")=A°(v)
et inversement,

Alors (u, s). estuncdb si et seulement si :
() VYveo(a) , L-u({A"/A<v})+ {A)‘/kc\?}

est une base de k 1 ainsi que L - u(X) + X.

Si Vv n'a pas de prédécesseur, on a une condition "forte", mais si v a
un prédécesseur, soient V_13 V_gs eees V_ les prédécesseurs successifs de
v (o v -p n'a plus de prédécesseur), alors (1) pour v est équivalente 3 :

det (af) (70, 5= g,V ey v JFO

Du théoréme 3 on déduit alors

Proposition 1 : Soit A = (ag) [(i,j)eIxJ] ol J={0, 1, «c., n, . Jel
une matrice réguliére sur un corps k: Alors il existe au moins une permutation «
des vecteurs colonnes de A (i.e. une injection ¢ de J dans I) telle que :

a) Pour tout entier p=20, notant Jp ={0, 1, «ec P}, ona

det (ad ;) (@9 esyxy) #0
et b) 1la matrice extraite A, = (a&]’(i) [(i,j)ej ) soit inversible.

Quand ] est fini, on retrouve un résultat classique.
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Remarque .- Soit A une matrice carrée d'ordren : I =J = {1,..., n}

La donnée d'un bon ordre ¢ sur J est équivalente 3 celle d'une permutation C de
J et celle d'une injection de I dans J & une permutation % de I. Alors

"(q;_ ) )" est unc d b f pour tout couple de permutations si et seulement
si tous les déterminants mineuis de A sont non nuls, ce qui est en particulier le
cas quand les (ag) [(i,j) el xJ] sont algébriquement libres sur le corps

premier k, .

Z.5.~ Notions plus fortes

Définition 2.~ Soient X et L deux parties libres de (E,¢) telles que Xc ¢(L)
et u une injection de X dans L. On dit que u est un c d b F (c d b fort) de X
dans L si

VY ex s, L-u(Y)+yY est une base de ¢(L).
Soient X et L deux parties libres de (E,¢) telles que Xc¢(L) et u
une application de X dans L. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) u estuncdbFde Xdans L
(2) Pour tout ordre total ¢ sur X, (u , ¢) est un c d b de X dans L.
(3) Pour tout bon ordre sur X, (u , <) est unc d b de X dans L.
En général les c d b ne sont pas des c d b F. On le constate aisément
méme pour X ayant deux éléments.

La propriété pour u d'dtre un ¢ d b F n'est pas de caractére fini en ce

sens que si
Yy e 7@, “/Y estunc dbFde Ydans L,

Alors u n'est pas en général un ¢ d b F (ainsi considérer L = (en)n>0
N

base canonique de K(
X = {xnlxn = e g€, et nyo}
et pour tout ny0 , u(xn) =eq) .

Reprenons les notations du paragraphe 7.4 :

Une matrice A = (ag) [(i,j)eIxJ] est dite forte s'il existe une injection
g de J dans I qui fait deuunc d b F de X dans L.

I1 est aisé de vérifier la :
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Proposition 2.- Une matrice A = (ag) [‘(i,j)eI-J] , ou J est fini, est
forte si et seulement si il existe une injection ¢ de J dans I (d'ol permu-
tation des vecteurs colonnes) telle que tous les déterminants mineurs :
J s 2
det (ad ;) [(,9)eK’)

ol K est une partie quelconque de J, sont non nuls.

Toutes les matrices réguliéres 2x2 sont fortes.

Les matrices réguliéres 3x3 non fortes sont toutes, 3 une permutation
des lignes ou des colonnes prés, et & une constante multiplicative non nulle prés,

de la forme :
1, a, [\]
A= (b, ab, Ab) abAp#0
0, ap Ap
Ces matrices sont caractérisées par le fait que :
1°) deux de ses éléments sont nuls
et 2°) deux de ses déterminants mineurs 2x 2 sont nuls et deux seulement.

Démonstration : Si A est une matrice réguliére 3x3 :
- on peut, par permutation des colonnes ou des linges, rendre les éléments de

la diagonale principale non nuls,
- il y a au plus trois déterminants mineurs 2 x2 nuls.

Une matrice réguliére 3 x3 non forte est donc équivalente a :
1, a A
At = (b, ab, }a) abc #0
At n c (A =p) (p' - ar') #0
alors A' est faible si et seulement si :

Ap =0, A' p'=0 et un second déterminant mineur 2x2 extrait de

maniére symétrique par rapport 3 la diagonale principale est nul.

Matrices réguliéres 4x4 non fortes

1°) Si une ligne ou une colonne a trois zéros, les matrices 4 x 4 réguliéres

non fortes sont, i une permutation des lignes ou des colonnes prés, et & une cons-

tante multiplicative non nulle prés de la forme :
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c 0 0 c a Y
a 1 0 ou 0 1 a 0
B b ab Ab [\] b ab Ab
Y 0 ap Ap 0 0 ap Ap

ol abcAp#O

2°) Sinon : on vérifie que toutes les matrices réguliéres 4x4 ayant huit
éléments nuls sont fortes. Voici un exemple de matrice non forte

aa', o, a', 0

0 b bt, b, 0
A=

o , o, c , cc!

ad , bd, 0 ~dc!

oi abcda'b'c' #0

3°) Voici un exemple de matrice non forte n'ayant aucun coefficient nul :
1 1 LN
-1 1 1
1 -1 -1
-1 1 -1

- - -
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Index terminologique

catégorie ensembliste 1.1.| image réciproque (<Z,¢) 2.2.1
fooncteur ensembliste 1.1 | structure induite (¥,¢) 2.2.1
-\’g -espace . 1.2 | somme directe et union directe. 2:¢3.3
‘partie libre, famille libre 1.2.1| ¢-espace 1-réduit ? "“2.4.1
rang, rang faible 1.2.2 | foncteur de 1-réduction 2.4.1
rang associé 3 un rang faible 1.2.2 -Yi-espace 2-réduit ;composantes 2.4.2
partie liée, famille liée 1.2.3 | ¥-espace complet 2.4.3
circuit, base 1.2.3 | représentation 2.5.

rang régulier ; < -espace régulier 1.2.4.

fonction génératrice mince (fgm) 1.3.1 (Yi) incluse dans (X,) 3.1.1
systéme générateur 1.3.2 | famille &-)-disjointe 3.1.1
fonction génératrice faible (fgf) 1.3.4 | J-algibre;famille 2-disjointe 3.4.1
fermeture 1.3.4 famille de type df; 4.1,
fonction génératrice 1.3.4 | élément suppressible 4.2.
sous-catégorie propre 1.3.4 | famille réduite 4e4.2
" pleine 1.3.4 | famille lisse, famille rugueuse §.1.
p-espace 1.4.1 | famille faiblement lisse 5.1.
fonction génératrice régularisée 1.4.2 | caractire fermé, caractéire ouva §5.4.1.
sous-espace 1.4.3 | famille t/Lforte, ordinal fort §.4.2
degré de séparabilité de a 5.4.3
< -espace ; y-espace 2.1.1 | circuitsgénéralisés 6.2.1
pseudo-circuit 2.1.1 | procédé d'échanges successifs entre
¥ plus fine que ! 2:1.2 Xet L cococcoscescscee 7.1.
$fortement plus fine que &£ 2.1.2 | changement de base (c.d b) 7.2,
¢-espace discret, -grossier 2.1.2 " fort (cd b F) 7.5,

translatée de El,ppar A 2.1.3 | matrice forte 75
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Index desnotations

Les symboles, notations et terminologies de Bourbaki seront utili-

sées sans rappel, ainsi que les notations ensemblistes suivantes :

Notation utilisée Notation Bourbakiste correspondante
X+Y Xvy
X+x Xv{x)
X-x X - {x}
X-xty-z W x-{xp + {y)h - {z})

Elles seront utilisées quand aucune confusion ne sera & craindre
avec des lois de composition.
En outre cy :est 1'ordinal initial d'indice a, wa est le cardi-

a a
le cardinal de finalité de U o Tout ordinal v est 1l'ensemble bien ordonné des

nal aleph a, wgz le caractére final de w, et si a= U >y a= %- est

ordinaux qui lui sont strictement inférieurs.

Ens ; (G, S) ; C(E) SN PE A A 2.1.2
(E,%) ; 3(E) ; F(B) 5 F(B) ;L 1.2.1 | &£, 58[a]; r, 5 r[A) 2.1.3
RE; R 5 F 122 | ¥, e, 2.2.1
¥;5¢; B W23 @% , we, 2.3.3
e . T
~‘<f¢ H ZZ‘P 1.3.3 (Yj_) e (xi) ; xJ 3.1.1
F 3 1.4.
- ’f’}i" a. ; 4 ;5 X 4.1,
o, 1.4.1 J
¢ g% « B 4.1.
R
® 1.4.2 ¢ o
L; L9 ;1 ;1 ;10 ;1% 5.1,
T(E,¢) 5 1.4.3 P )
I; ;}‘4; L ;i,-‘- 5858 2.1.1 c F(ot) 3 CF(1L®); Co(«ft’) ;Co(lf’)?d:i
e L'« =4 2.1.2 as 5.4.3
L, ;L 6.2.2
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