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LE THEOREME D'EICHLER SUR LE NOMBRE DE CLASSES
D'IDEAUX D'UN CORPS DE QUATERNIONS TOTALEMENT
DEFINI ET LA MESURE DE TAMAGAWA

par

Marie France GUEHO

I. - INTRODUCTION.

Nous allons donner la démonstration du théoréme d'Eichler [2] sur le nom-
bre de classes d'idéaux d'un corps de quaternions totalement défini, en partaﬁt
du calcul du nombre de Tamagawa du groupe spécial linéaire de la variété indui-
te par le corps de quaternions, calcul effectué en 1961 par Weil [10] . L'idée
de relier le nombre de Tamagawa du groupe spécial linéaire a la formule d'Eichler
m'a été suggérée par Serre (lettre & J. Martinet). La démonstration est analogue
(Kneser [11]) & celle qui sert a démontrer 1'équivalence entre le théoréme de
Siegel et le calcul du nombre de Tamagawa du groupe orthogonal. Si l'on se
référe a la publication de 1937 d'Eichler, déja citée, le théoréme que nous obte-
nons semble différent. On en retrouve en fait une forme équivalente (ce qui peut
se démontrer de fagon purement algébrique [4], [S]). En considérant le groupe
projectif induit par le corps de quaternions, on retrouve exactement la formule
d 'Eichler, mais la formulation donnée au paragraphe II est plus utile pour les
applications au nombre de classes d'idéaux d'un corps de quaternions sur des
corps quadratiques [4], et aux propriétés de l'exposant de 2 dans la valeur au

point -1 de la fonction zé&ta d'un corps de nombres totalement réel [3], [8] .

II. - NOMBRE DE TAMAGAWA DU GROUPE SPECIAL LINEAIRE.

Références : pour la géométrie algébrique, Weil [10] ; pour l'arithmétique,
Deuring [1].

Soient Q un corps "universel", HK un corps de quaternions totalement

défini sur un corps de nombres K , et posons H = Q% HK . Fixons une base

Upreeesy de H, ; tout élément x ¢ H s'écrit 7, xi‘ui' P X E€EQ et. cette ba-

K 1
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se, par X - (Xi) , définit un plongement de H dans l'espace affine Q4 . La

multiplication de H se prolonge naturellement & H ; ainsi, H est une va-

K
riété d'algébre définie sur K .

La norme réduite Nrd(:) : H - K est un homomorphisme multiplicatif,

K
défini, sur la base (ui) , par un polyndme homogéne de degré 2. Le groupe

algébrique G = {x¢H|Nrd(x) = 1{ est défini sur K ; on l'appelle le groupe
spécial linéaire de H .

Soient A l'anneau d'adéles de K et GA le groupe adélisé de G ,

c'est-a~-dire le produit restreint des GKV par rapport & leurs sous-groupes

compacts GA (si Ec Q , on note Gg les éléments de G rationnels sur
v

s

E) .Le groupe GA opére sur les idéaux & gauche de 9O ,ord're maximal de H :
a l'idéal T et a 1'élément x = (xv) de GA , on associe 1'idéal Px défini
par ses composantes locales (qsx)v = Tvxv , pour v ultramétrique. On obtient

bien un idéal, car, pour presque tout v , on a 15va = Dv .

PROPOSITION 1. - L'orbite d'un idéal & gauche de © est l'ensemble des idéaux

de méme norme réduite.

Par définition, deux idéaux d'une méme orbite ont la méme norme réduite ;
la réciproque provient de la surjectivité de la norme réduite restreinte.au grou-
pe des unités d'un ordre maximal de HKV sur le groupe Uv des unités de
Av . Si Nrd(‘bv") = Nrd(‘;\\',) , pour tout v ultramétrique, il existe un élément
x, € Hlﬂ, , tel que :

Nrd(xv) € Uv , ‘P;] = ‘Bvxv

mais on peut choisir y_ € H tel que
v Kv

Nrd(x ) = Nrdly ) . B =Py
on pose 2z = (zv) . avec z = 1 si v est infinie et z, =y, X si v est

ultramétrique ; ona P' =Pz et z € GA .

Nous considérons maintenant 1'orbite de’ © , que nous notons g (mais ce
choix n'est fait qu'en raison de sa simplicité). En vertu de la proposition précé-
dente, § est aussi l'ensemble des idéaux & gauche de © ou encore l'ensem-
ble des classes G'\GA si nous notons G' le stabilisateur de © dans GA'

§ peut étre muni de la G,-relation d'équivalence : $' = Px , xeGK ; ce n'est

K
pas la relation d'équivalence habituelle sur les idéaux, mais nous avons :
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PROPOSITION 2. - Le nombre de GK- classes dans une classe est fini. C'est

des normes réduites des éléments x ¢ HK

l'indice [U+:Uh] du groupe Uh

tels que Px =P pour un idéal P de la classe h , dans le groupe U+ des

unités totalement positives de K .

On considére maintenant une mesure de Haar r définie sur le groupe
localement compact GA [par la suite, 1 sera la mesure de Tamagawa de GA]'

Le groupe 'GK étant discret dans GA , la mesure T induit canoniquement

une mesure sur GA/GK , notée encore T . Notons x ..,X un systéme de

représentants dans GA des doubles classes G‘\GA/GIK . Onta :
t
T(GA/GK) = 121 T(G'xi-GK/GK) .
Comme 1T est invariante & gauche, on a :

[
MH

t '
'r(xi_lG'xiGK/GK) =7 'r(xi_lG xi/(GKﬂ(x;lG'xi)) :

i=1 i=1

de la définition méme de G' , on déduit :
_1 L} — - L} -
X G xiﬂGK = {xEGK/‘bix = 'pi} , pour 1'idéal L Dxi

C'est le groupe formé des unités de norme réduite 1 de l'ordre & droite de 'pi;
on sait que ce groupe est fini, nous notons son ordre Wi . Cet ordre ne dépend
en fait que de la classe de 1'idéal ‘pi et nous permet de revenir aux classes

d'idéaux usuelles :

Proposition 3. - On a :

h ("))
T(GA/GK) = 'r(G’)iE1 —Wi—— .

ol la somme est faite sur les classes d'idéaux & gauche de © , de norme ré-

duite (1) .

Calcul de 71(G') .
Référence : Weil [10], Tamagawa [9] .

On choisit sur les complétés Kv de K les mesures canoniques dxv

suivantes :

1) Si v est réelle, dxv est la mesure de Lebesgue.
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2) S8i v est ultramétrique, dxV est la mesure telle que

J‘Adxv=1 .

(On note AV l'anneau des entiers de KV , UV sera son groupe d'unités).

Sur le groupe algébrique H¥* = {x¢H | Nrd(x) = 0} , on a une forme inva-

riante & droite et & gauche de degré 4 :
_ -2
w(x) = Nrd(x) (dxl)(dxz)(dx3)(dx4) ,

d'ol on déduit pour toute valeur absolue l'v une mesure de Haar sur H§
: v

wy () = [NrdGe)| Zx) oo (dx,)

Sur le groupe algébrique Gm induit par le groupe multiplicatif de K , la

forme p(x) = dx/x induit sur chaque K‘: une mesure de Haar

“v(x) = (dx)‘/|x‘v .

Des formes différentielles ét u  on déduit une forme différentielle

invariante a droite et & gauche, de degré 3, sur le noyau G de la norme ré-

duite, Nrd : H* o Gm . On déduit de v , sur chaque G , une mesure de

K
Haar Vg et on a la relation : v
[ ) = [ ) [ fuxly (%)
* v vy V . v
HK Nrd(HK ) _ GK
v v v
pour toute fonction intégrable f sur H"lz ; dans cette relation, on a u € H"Iz
v v

et Nrd(d) = u .

Pour presque tout v , l'application x - (xi) définit un isomorphisme de

HK sur GlZ(AV) , groupe des matrices carrées d'ordre 2 & coefficients dans
v

Av et inversibles, On a (10) :

J(ax) . lax) ) = (eNE) T -NE) T

v

¥ -
“’v(HA ) = IGl (A
A% 2

_ . -1
b, (U) = J‘UV dx =1 - N()

_ -2
\)V(GA ) = wV(HXV)/“v(UV) =1 - N(PV) .

La convergence au point 2 de la fonction zé&ta de K entrafne celle du

produit |v| vv(GAv) et le produit de mesures T = v| vy définit sur GA
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une mesure de Haar canonique (formule du produit), appelée mesure de Tamaga-

wa de GA . Le groupe G étant discret dans G la mesure T induit ca-

K A’

noniquement une mesure sur GA/GK notée encore r et on sait [10] que

_.3/2 R
T(GA/GK) = DK ol DK est le discriminant absolu de K .

Nous avons posé : G' = {x ¢ G, , 9x =9} , donc G' = G? Gp .,
P e Gy ! R lv;eL Ay

avec GA = ixesv , Nrd(x) = 1} . Nous constatons que le calcul de T(G') se

v

raméne a celui de vV(GAV) si v est ultramétrique, de \)V(GR) si v est
réel.

1) v ultramétrique. HKV posséde un ordre maximal unique DV (4 isomor-
phisme prés) qui est un Av module libre de rang 4 . Soit 2z ...z une base

1 4
de © sur A ; alors
v v

GAv = {x =?yizi P Y € Av , Nrd(x) =1} ,

m
w,x) = |Nrd(x)| (dx)) ...(dx,) =N(P ) Y|Nrd()| (dy,) ... @y,),

ou m, € Z est défini par 1'idéal A'Z de l'anneau des entiers de K engen-
___ 2m

dré par dét [Trd( uiu],)] et 1'égalité (1) : A,Z = Azl i PV V. (Trd(.) est la
v

trace réduite de HK dans K prolongée naturellement & H)

Si v n'est pas ramifié dans HK , le plongement x - (yi) associé a

la ‘base zi définit un isomorphisme du groupe D-); des unités de Dv sur
GIZ(AV) . On a donc :

m m
\ _ v - v -2
V(G ) = NP T (G A/ (U,) = NP TN )T
Si v est ramifié dans HK , on a :
- mv 2
o _ -
w,©F) = Np_V(L-N(P )™
_ -1
“v(Uv) =1 NPV
m -2 -1,~-1
v, (G, ) = NP_V(L-NPT )(1-NPv1)
\'4
8i nous calculons le produit des \;V(G'A ) , nous obtenons :
v
T VY o =l -l
| 1 vy(Gy ) = 6@ NG@) T (vp-1)
Vo v . - P|a

2) v réel . Chaque plongement g de K dans R définit une valeur

absolue réelle |-|ch et un plongement ¢' de HK dans H]R:
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|x\V = |o(x)] pour x ¢ K,
o
o'(x) =? g(xi)o (ui) pour x = ? xu € Hy |

les o'(ui) étant définis par les relations
o'(u)o (u].) = E a(ai].k)o (uk) st uwu, = E k%

I1 n'existe qu'un corps de quaternions sur R et la base que l'on choi-

sit habituellement est formée des éléments 1 , i , j , ij liés par i2 = -1,
jz = -1, 1ij = -ji , car si y ...y4 sont les composantes d'un quaternion
X € H]R sur cette base, sa norme réduite s'écrit : Nrd(x) =2 yi2 , et on a
-l i
w, (x) = 40(s") dyl...dy4
o
= [det(Trd(uiuj))]l/2
Nous intégrons sur H’];{ la fonction f(x) = Nrd(x)ze-Nrd(x) . La suite
%+ Nrd +
1 - G]R - H]R - R - 1
étant exacte, on peut écrire :
~ ” -u 2du
[n t00m, 0=y, @p) [ o™ WP 2
R o] o 0
+oo 2
-1 - 4 © =-u 2 du
45(s") [J‘ e X dxl” = N, (G]R) J‘O e u T,
- g

2 -1 2 -1
% (Og) = 4nole)™ TT v,Gp) =4" n""N(s")

®

<_.

Compilant ces calculs on aboutit a :

r@) = 4" v’ @7 TT mvp-n™"
PlA
(@) = 2 DTN TT a-Nen™t .
P|A

Nous avons ainsi obtenu une amélioration du théoréme d'Eichler :

THEOREME. . - Soit HK un corps de quaternions totalement défini sur un corps

de nombres algébriques K', soit h le nombre de classes des idéaux 3 gauche

d'un ordre maximal © de HK de norme réduite un idéal donné. Alors :
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On désigne par :

gK(.) la fonction zéta de K

N(.) la norme absolue de K

n le degré absolu de K

U+ le groupe des unités totalement positives de K

A le discriminant de HK sur K

% la_sommation sur les classes des idéaux & gauche de O de norme

=1 réduite un idéal donné

Ui le groupe des normes réduites des x € HK tels que ‘Dix = Ti our
un idéal 'pi représentant d'une classe

w, l'ordre du groupe de ces éléments de norme réduite 1

i
(Nous avons donné la démonstration de ce théoréme lorsque 1'idéal consi-
déré est l'anneau d'entiers de K , puis il est facile de la généraliser & un
idéal quelconque).
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