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EXEMPLES DE PLONGEMENTS D'EXTENSIONS GALOISIENNES
par

Roland GILLARD

I. INTRODUCTION.

Soit p un nombre premier. Soient E un groupe non abélien d'ordre p3

A un sous-groupe distingué de E et G le quotient E/A . Soit K/k une

extension galoisienne de corps de nombres dont le groupe de Galois est isomor-
phe 3 G . On cherche s'il existe une surextension galoisienne N/k de grou-
pe de Galois isomorphe a E telle que le passage au quotient E - G corres-
ponde sur les groupes de Galois a la restriction des k-automorphismes de N a

K . Si une telle surextension existe on dit que le plongement est possible.

Si p est égal & 2 , il existe & isomorphisme prés deux groupes non
abéliens d'ordre 8 . Le groupe quaternionien }:".1 engendré par deux éléments a

et b vérifiant les relations :

at oy , b2 =a% , bab !l =a’l ;
et le groupe diédral E2‘ engendré par deux éléments a et b vérifiant :
at=1 , p¥=1 , papt=al .

Si p est impair, il existe & isomorphisme prés deux groupes non abé-
liens d ordre p3 : le groupe ]EI'l est engendré par trois éléments vérifiant :

-1 -1
a

ap=bp=cp=1 b =¢c ,ac =ca , bc =cb ;

, ab

et le groupe E'z engendré par deux éléments a et b vérifiant :

2 -
a =bp=1 , bab1=a1+p

Pour chaque place v de k , on choisit un prolongement encore noté v
a4 la cléture algébrique @ de @ . On note kV et KV les complétés corres-
pondants, on désigne par Gv le groupe de décomposition de v dans K/k .

On note Cp et ¢ 2 des racines primitives de 1l'unité d'ordre p et p2 . On
p
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appelle k' et K' les corps obtenus par adjonction de gp a ketK.

On étudie le probléme de plongement par une méthode qui s'inspire de [3]

(pour les détails, voir [4]). Distinguons deux parties suivant l'ordre de G .

II. G D'ORDRE p .

Dans ce § , on suppose que K/k est une extension cyclique de corps de

nombres de degré p . On peut distinguer trois cas :

1. E est extension décomposée de A par G (ceci peut arriver pour p = 2

et E=EZ ou pour p;£2etE=E'l ou E=E'2) . On sait alors que le

plongement est toujours possible.

2, Cas ol p=2 et E = El .- Posons K = k(A/E) . On peut alors énoncer :

Théoréme 1. Si p =2 et E = E1 , le plongement est possible si et seule-

ment si toutes les places réelles de k restent réelles dans K , et si pour

toutes les places au-dessus de 2 telles que (-¢o) soit dans (ki‘,)2 , le
degré local [kv:(DZ] est pair,

On retrouve ainsi le résultat correspondant de [1]

3. Cas ou p=2,E=E2,ou p;éZ,E=E'2,A étant engendré par ap

et b ., On peut énoncer :

Théoréme 2. Dans ce cas le plongement est toujours possible.

Remarque : Le cas n°3 pour p # 2 est un exemple de plongement toujours

possible bien que E n'y soit pas extension décomposée de A par G .

III. G D'ORDRE p2 .

Dans ce cas A est un sous-groupe distingué d'ordre p de E : c'est
donc le centre ; de plus le quotient G est de type (p,p) . Dans la suite
K/k désigne donc une extension galoisienne de corps de nombres, de type (p,p).
La méthode utilisée consiste & se ramener & des conditions "locales" sur Kv/kv
pour chaque place v . On ne sait pas expliciter toutes ces conditions, L'hypo-

thése restrictive suivante a pour but de tourner la difficulté :

au plus de k' sauvagement ramifiée et non décomposée dans K'/k' .
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Cette hypothése est vérifiée lorsque k est égala @ ou a CD(gp) .

Avec cette hypothé&se on peut énoncer :

Théoréme 3. Pour p =2 et E = El , le plongement est possible si et seule-

ment si, pour toute place v décomposée (partiellement ou totalement) dans

K/k , -1 est norme de Kv/kv , et _si, pour toute place v non décomposée

dans K/k , A/—_l n'appartient pas a kv .

Théoréme 4. Pour p =2 , E = E2 et K =k(/a./B) , K se plonge dans une

surextension diédrale de degré 8 sur k et cyclique sur k(/a) si et seulement
si B est norme de k(/-a)/k .

On retrouve le résultat de [2] .

Théoréme 5. Pour p# 2 et E = E'1 , le plongement est possible si et seule-

ment si toute place de k premiére & p est décomposée (partiellement ou to-

talement) dans K .

Théoréme 6. Pour p # 2 et E = ]3'2 , désignons par b l'image de b dans

G et par H le sous-groupe de G engendré par b . Pour que le plongement

soit possible, il faut et il suffit que les conditions "locales" (cf. ci-dessous)

soient vérifiées pour toutes les places v de k :

v condition locale
G cH condition vérifiée
%
G d'ordre p condition locale vérifiée si et
A ;
et Gv # H seulement si gpz’kv ou gpeNKv/kav
G_ d'ordre p2 condition locale vérifiée si et seu-
et pfv lement si le prolongement de b a
ce qui implique : ¢ €k K, opére sur ( , par élévation
et ¢ ZEK pv a la puisgance (1+p)
pt v
G d'ordre p2 la condition locale est conséquence
v p|v des conditions précédentes
(une place au plus de ce
type)
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