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ALGEBRES DE KRASNER-TATE et GENERATEURS UNIVERSELS
par

Alain ESCASSUT

Introduction.

Pour rechercher une nouvelle forme de caractérisation des algébres de
Krasner-Tate parmi les algébres de Tate, on introduira la notion de générateur

universel et on étudiera les propriétés attachées & cette notion.

Rappelons briévement qu'il existe deux théo@es qui permettent de définir
des fonctions analytiques en analyse ultramétrique, dues respectivement & Marc
Krasner et & John Tate, et chacune de ces deux théories permet de construire des
algébres de Banach ultfamétriques, appelées habituellement algébres de Krasner
et algébres de Tate. Alors, on appelle algébre de Krasner-Tate une algébre iso-

morphe 3 la fois & une algébre de Krasner et & une algébre de Tate.

1. - Théorie de Krasner ([12] et [13)).

Soit K un corps valué non archimédien, complet, algébriquement clos,
et soit D une partie infinie de K . Soit K(D) le groupe topologique des
fractions rationnelles sans p8le dans D , muni de lak topologie de la convergen-
ce uniforme sur D , et soit H(D) le groupe topologique complété de K(D) .
Alors H(D) est une sous-K-algébre de Banach de kP pour la norme | . ||
de la convergence uniforme sur D si et seulement si D est fermé borné. On
appelle algébres de Krasner les algébres de Banach H(D) ol D ‘est fermé
borné.

Remarque. - On peut donner une définition plus générale des algébres de
Krasner en considérant tous les ensembles D tels que H(D) soit une sous-
K-algébre de KD [3] . Toutefois nous n'utiliserons ici que des algébres H(D)

normées pour la convergence uniforme sur D .

L'étude des algébres de Krasner H(D) a été traitée dans [9] , (1] , [3].
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2. - Théorie de Tate.

Soit K un corps valué non archimédien complet ; on appelle extension

topologiquement pure de de:jré n de K 1l'algébre K{Xl,...,Xn} des séries
formelles restreintes, & n indéterminées, munie de la norme d'algébre de
Banach.
“Eail"”’in el o t) la‘l R
1 n )
Les extensions topologiquement pures sont ncethériennes et leurs idéaux sont

fermés. Alors on appelle algébre topologiquement de type fini sur K , un quo-

tient d'une extension topologiquement pure muni de la structure d'algébre de

Banach quotient.

Les algébres topologiquement de type fini sur K sont noethériennes et
leurs idéaux maximaux sont de codimension finie. Leur étude a été traitée dans

(1) , (14 , (73, (8}, (1), [6] , [10] , [5] .

3. - Algébrés de Krasner-Tate.

Pour comparer les théories de Krasner et de Tate, on doit naturellement
prendre un corps K valué, non archimédien, complet, algébriquement clos.

Alors nous appellerons algébre de Krasner-Tate une K-algébre de Banach ultra-

mé/tri\que isomorphe & la fois & une algébre de Krasrief H(D) et & une K-algébre
topologiquement de type fini ‘A . Comme les algébres de Krasner H(D) sont
complétes pour leur norme spectrale, il est-clair, d'aprés un théoréme de
Banach, que ces isomorphismes sont également topologiques, c'est-a-dire biconti-

nus,

Les algébres de Krasner-Tate ont été étudiées dans [4] et [5] ; rappelons
trés bridvement certaines possibilités de caractérisation parmi les algébres de
Tate. On extrait du théoréme V.8 de [S] le théoréme 1.

THEOREME 1. - Une K-algébre topblogiqu‘ement‘ de type fini intégre A est une

algébre de Krasner-Tate si et seulement s'il existe deux polynémes P et Q pre-

" miers entre eux dans .K[X] , tels que

1) P soit unitaire ; i
2) 1 =|P| =Q] (ot |.]] désigne la norme dans I'extension topologi-

quement pure K{X}) ;
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3) deg(P) > deg(Q) ; et tels que A = K{T,X}/(P(X)-TQX)K{T,X} .

De plus, si A est l'algébre de Krasner-Tate Ki{T,X}/(P(X)-TQ(X))K{T,X}

et si D est l'image réciproque de U par la fraction P/Q , ona A =~ H(D).

Ce théoréme donne une forme sympathique des algébres de Krasner-Tate
intégres (et se généralise, par un énoncé analogue mais plus compliqué, aux
algébres non intégres), mais il ne permet pas de reconnaftre une algébre de
Krasner-Tate si celle-ci ne se présente pas sous la forme que l'on vient d'obte-

nir. Par exemple, pour reconnaftre que l'algébre
A = K|T,Y} /(¢ +3TY2+Y(12+1)+1)K |1, Y]

est une algébre de Krasner-Tate, il faut faire le changement de variable X = T+Y

afin d'obtenir A = K{T,X}/(X3+X+l-T(X2+1))KlT,X} .

On extrait de [5] le théoréme plus intrinséque suivant :

THEOREME 2. - Une K-algébre topologiquement de type fini A est une algébre

de Krasner-Tate si et seulement si_elle est réduite et contient une sous-K-

algébre de type fini principale, dense dans A .

Comme les algébres de type fini principales sont les algébres de la forme
K[t,x] , o0 t € K(x) , et comme les algébres de Krasner-Tate intégres sont de

la forme Kf{t}[x] ol t € K(x) , il est naturel de faire la conjecture suivante :

Conjecture. - Toute K-algébre topologiquement de type fini principale est une

algébre de Krasner-Tate.

Si cette conjecture était vraie, elle impliquerait que les algébres de
Krasner-Tate soient les algébres topologiquement de type fini réduites dont tout

idéal maximal est principal.

Nous allons rechercher un résultat voisin, en remarquant que dans une al-
gébre de Krasner-Tate H(D) , l'application identique x sur D est telle que
si a e D, (x-a)H(D) soit un idéal maximal, et si a ¢ D alors (x-a) est

inversible dans H(D) .

4, - Générateurs universels.

Nous dirons qu'un élément x d'une K-algébre topologiquement de type

fini A est un générateur universel si pour tout a € K ,
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ou (x-a)A est un idéal maximal de A

ou (x-a) est inversible dans A .

Remarques. - Si A admet un générateur universel, alors tout idéal maximal de
A est principal et si A est réduite la transformation de Guelfand définit une

injection de A dans l'ensemble des fonctions dérivables sur le spectre D de

X , & valeurs dans K

Cette notion de générateur universel permet d'obtenir un théoréme de carac-
térisation des algébres de Krasner-Tate parmi les algébres de Tate, par des con-
sidérations strictement algébriques, qui est plus faible que la conjecture ci-des-

sus mais s'en rapproche tout de méme.

THEOREME 3. - Une K-algébre topologiquement de type fini est une algébre de

Krasner-Tate si et seulement si elle est réduite et contient un générateur univer-

sel.

Le théoréme 3 utilise notamment dans sa démonstration les trois théorémes

suivants intéressants par eux-mémes.

THEOREME 4. - Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique commutative uni-

taire ncethérienne, sans idempotent différent de 0 et 1 , dont tout idéal maxi-

mal est de codimension 1 . Supposons que A posséde un générateur universel

et que l'intersection des idéaux maximaux soit nulle. Alors A est principale.

THEOREME 5. - Soit A une K-algébre topologiquement de type fini de la forme

Kit} [yi S ,yq] qui posséde un générateur universel x . Alors A = Kitj [x] .

On a enfin le théoréme 6 qui permet sous certaines hypothéses de caracté-

riser les générateurs universels d'une algébre de Tate.

THEOREME 6. - Soit A une K-algébre topologiquement de type fini intégre de /

la_forme Kit}[x] et soit F(t,X) = X+ fn__l(t)Xn_1 +...4+ fo(t) € K{tj[X] le
polyndéme minimal de x sur Ki{t] . Alors x est un générateur universel de
A si et seulement si pour tout o € K , F(t,o) admet au plus un zéro dans le

disque unité (c'est-a-dire si F(t,q) est un élément premier ou inversible de

l'anneau principal K{t}) .

De plus, si x est un générateur universel, si ||P(t,x)|| =1, et si l'on

J
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écrit F(t,X) sous la forme. P(X) - tQ(X) + tze(t,x) ol Pet Qe K[X] , alors

on a

A = K{T,X}/F(t,K{T,X} = K{T,X]/(PO-TQX)K{T,X] .

Remarque. - L'intérét de ce dernier théoréme est de donner une réponse positive,

dans ce cas trés particulier, au probléme suivant :-

soit an(t)Xn +.. .+ ao(t) € K{t} [X] ; existe-t-il des polyn®6mes bi(t) € KI[t]
approchant suffisamment ai(t) "pour que l'on ait ’

KIT,X}/(a _X+...+a ) ~ K{T,X}/(b X'+...+b ) 2
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