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REPARTITION DES SOUS-SUITES D'UNE SUITE DONNEE
par

Y. DUPAIN

I. RAPPELS ET DEFINITIONS.

Soient X un ensemble et u = (un) une suite d'éléments de X .

n€EIN
Soit E un sous-ensemble de X . Nous définissons n(E,N) = card{n€IN .;

n<N ; u €E}
n

Si X est le tore IRR/Z , nous dirons qué la suite u = (un) est équi-
o(l,N)
N

dant vers l'infini, la limite u(I) (u étant la mesure de Haar).

répartie si, pour tout intervalle I , l'expression admet, pour N ten-

D'une fagon plus générale, si X est un espace topologique et si pu est

une mesure borélienne positive de masse 1, la suite u = (un)nEIN sera P-équi-

répartie, si, pour tout sous-ensemble E de X p-mesurable au sens de Rie-

o(E,N)
N

mann (i.e. wp(Fr(E)) = 0), l'expression admet la limite u(E) pour N

tendant vers l'infini.

II. BUT DE L'EXPOSE

Nous allons nous intéresser aux sous-suites d'une suite donnée., Considé-

rons le tore muni de la mesure de Lebesgue et u=(u) suite donnée,

n'n€EIN '
dense ; et recherchons les sous-suites de u possédant une densité et équi-
réparties. J. Lesca remarque que l'ensemble des densités de telles suites est
un intervalle [0,0] . M. Mendés—France [2] demande si cet intervalle est fer-

mé.

La réponse est positive. Avant de résoudre ce probléme, nous allons le

transformer et le généraliser,

Soit (un )kE]N une sous-suite de u de densité o > 0 équirépartie ;
k cardik,k<K,unkEI}

alors, pour tout intervalle I , K

le sous-ensemble de IN défini par P = {nkxke]N ; nous remarquons alors que

- u{l) pour K - o , Soit P
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cardin,neP,n<N,un€I§
N —~ au(I) , ce qui nous améne, d'une maniére plus géné-

rale, & définir dans un espace topologique, la y-répartition d'un sous-ensemble
de IN .

Soient X un espace topologique, u = (-un) une suite d'éléments de

nelN
X et v une mesure borélienne positive définie sur X . Nous dirons qu'une

partie P de IN est y-répartie, si, pour tout sous-ensemble E de X v-
card]n,nEP,n<N,uneE‘,

N
pour. N tendant vers l'infini, la limite y(E) . On peut remarquer que si P

mesurable au sens de Riemann, l'expression admet,
est y-répartie, P admet la densité y(X) , donc que y est de masse totale
inférieure ou égale 4 1 . De plus, si vw(X) > 0 la suite (un)nEP est =

1
équirépartie pour la mesur = —= .
quirépartie pou ure SV

La recherche des sous-suites de u possédant une densité > 0 et équi-
réparties se réduit & la recherche des mesures vy pour lesquelles il existe des

parties . P de IN y-réparties.

Nous poserons donc le probléme dans les conditions suivantes :
Soit X un espace topologique localement compact muni d'une base dénombrable.
Soit M l'ensemble des mesures boréliennes positives sur X .
Soit @ l'ensemble des mesures v de M pour le_squelles il existe une partie

P de IN y-répartie.

Il s'agit de caractériser @ .

Théoréme. L'ensemble @ des mesures p € M telles qu'il existe une partie P

de IN p-répartie est un intervalle initial fermé de Mm .

On prouve l'existence d'une mesure Ho € M telle que @ est l'ensemble

des mesures majorées par Mo + La mesure Ho est construite explicitement. [1]

Remargués :

1) Ce théorédme est bien une réponse au probléme initial. En effet, s'il
existe des sous-suites 'de densité a équiréparties, pour tout a' < a , il existe
des parties Pa‘ de IN a'y-réparties (u é‘tax:nt la mesure de ‘Haar), donc
"?'“ < Mo pour tout a' < a ; donc au < Mg autrement. dit, il existe une par-
tie Pa de IN ap-répartie, et la sous-suite (un)neP est équirépartie de

densité a . a
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2) Si X' est réduit & deux éléments X = {a,b} , & une suite n de
points de X faisons correspondre la partie Q = {n:un=a} . Alors u est
équirépartie si Q a une densité. Si Q n'a pas de densité, il existe un nom-
bre d, qui est la plus grande densité des sous-suites de Q . Il convient de
remarquer que do n'est pas en général la densité inférieure d~ de Q mais
un minorant de d~ , et que si l'on se donne trois nombres d° , d” et at tels
que 0 < d0 <d < d+ < 1 , il existe des parties Q pour lesquelles ces nom-
bres sont respectivement la meilleure densité, la densité inférieure et la densité

supérieure.

3) Si X n'est pas réduit & un élément, pour toute mesure | appartenant
4 M de norme au plus 1 il existe une suite u telle que l'ensemble G soit

l'ensemble des mesures majorées par u .

4) Si P est une partie de IN p-répartie et y-répartie, u et y étant
des mesures de M , alors y =y . Soient u .une suite p-équirépartie et Bo
un borélien de X ; soit vy la mesure définie par y(B) = p(BﬂBo)_ . Alors deux
parties P et Q y-réparties ont une différence symétrique de densité nulle.(Ce

résultat est & rapprocher de ceux de R. Scoville [3]).

5) Il ressort du théoréme que si pu est une mesure de norme 1, l'ensem-
ble des densités des sous-suites p-é&quiréparties, s'il n'est pas vide, est un
/intervalle réel [0,_)\0] .8 X=[0,1[ , 4 = la mesure de Lebesgue, et si u
posséde une fonction de répartition. f , on calcule )\o(u) =%, = Inf{f'(x) :

X€E [Q,l[ , f dérivable au point x} .

Ce résultat s'applique, par exemple, & la suite. .des puissances d'un nom-
bre de Salem 6 ; en particulier si k est le degré de 6 , on montre que )‘o

ne dépend que de k et que )‘o tend vers 1 quénd k .tend vers l'infini .
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