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REPARTITION DES NOMBRES PREMIERS DE LA FORME [n
par
Jean-Marc DESHOUILLERS

Soit ¢ un nombre réel non-entier supérieur & 1 ; on note nc(x) le nom-
. ) . . A Cc : .
bre d'entiers n inférieurs & x tels que [n~’] soit un nombre premier. Nous
nous proposons de montrer la vraisemblance de la relation (¥) :

X
c Log x

(*) nc(x) ~ lorsque x tend vers l'infini.

1. - Résultats antérieurs.

A notre connaissance, les seuls résultats connus concernant nc(x) sont
celui de I.I. Pyateskii-Sapiro qui a démontré en 1953 (cf. [3] la validité de (%)

lorsque c¢ est inférieur a 12 , et celui de G.A. Kolesnik.qui a démontré en

11
1967 (cf. [2)) que la relation (¥) a encore lieu lorsque c¢ est inférieur a 10

9

. C N .
2. - Répartition des nombres [n~] dans les progressions arithmétiques.

Appelons Nc(x ;: k,2) le nombre d'entiers n inférieurs ou égaux & x
tels que [n®] soit congru & ¢° modulo k . On trouvera dans [1] un certain

nombre de résultats concernant 1'évaluation de NC.(x ; k,8) , en particulier :

PROPOSITION 1. - Posons :

R (x ; k) = Sup Sup |N (v : k,® - | .
[¢} [} k
2 ysx
Pour tout nombre réel cO non entier supérieur & 1, et tout nombre réel positif

A , il existe deux nombres réels B et K, + un voisinagé 'V(co) , tels que
l'on ait, pour tout réel c de V(co) : ’
X

z R ,(x) <K
c,k o (log x)A

ksxo(log x)_B.
[c+2]
2 O

-1

< <
o _ pour 1 c, 12

2
3¢ (log co+15) pour ¢ supérieur & 12 .
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3. - Justification heuristique de la relation (¥) .

Le théoréme des .nombres premiers implique que la probabilité heuristique

pour un nombre n d'étre premier est

.

log n
La proposition 1 signifie que les nombres [nc] se répartissent harmonieu-
sement dans les différentes progressions arithmétijues ; on peut raisonnablement

penser jue la probabilité heuristique pour le nombre [nc] d'étre premier est
1
c log n

s n ()~ D L | =
c ¢ log x c log x
n<x

, et il est donc vraisemblable que l'on ait :

4. - Majoration de "rrc(x) .

L'article de H.E. Richert (cf. [4]) montre que l'on peut appliquer la métho-
de du crible de Selberg pour obtenir une majoration du nombre de nombres pre-
miers contenus dans une suite finie donnée @ , & partir du moment ol l'on sait
avec suffisamment de précision comment les éléments de @ se répartissent
dans certaines progressions arithmétiques. En particulier, de la proposition 1, on

peut déduire le résultat suivant :

THEOREME 1. - Pour tout nombre réel cO non entier, supérieur & 1 , il existe

un voisinage de Cy 'V(co) , et une constante K(co) tels que pour tout nom-

bre réel c appartenant a V(co) et tout nombre réel x supérieur & 2 , on

ait : .
1-'c(x) = K(co) c log x
5. - Nombres presque-premiers de la forme [nc] .

En appliquant maintenant la méthode de Selberg dite de la "borne inférieure",

on obtient a partir de la proposition 1 :

THEOREME 2. - Pour tout nombre réel ¢ non entier supérieur & 1 , il existe

un_entier rc on _peut prendre r;: = [Sc3 log c] si c est supérieur & 12) tel

qu'il existe une infinité d'entiers [n®] ayapnt au plus r, facteurs premiers.

6. - Estimation en movenne de nc(x) .

Soient c1 et <, (cl<c2) deux nombres réels supérieurs & 1 ; on constate

aisément que l'on peut écrire :
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(o] Cc

J 2 rrc(x)dc = Z z 2 v, (@dc ,
cy n<x p premier 4 !
c
N - 1 si p<n < pt+il
ou ch,n(c) 0 sinon.

On peut alors sans grande difficulté estimer 1'intégrale ; on obtient 1'éva-

luation suivante, qui nous indique que la relation (*) est satisfaite en moyenne.

THEOREME 3. - Il existe une constante L ne dépendant que des nombres réels

¢ et cy telle que :

&) . CZ X
j' rrc(x)dc ~ Tog % log s | s L 2
c, g 1 (log x)
7. - Estimation "presjue partout" de nc(x) .
' °2 2, 11, %

Si 1'on connaissait 1'équivalence de J‘ m (x)dc et (-
c c, C 2
c, 2 71 (log x)

lorsque x tend vers l'infini, on pourrait montrer que pour presjue tout c (au

sens de la mesure de Lebesgue sur [1,+*[), la relation (¥) est valide.

En combinant les théorémes 3 et 1, nous n'avons pu parvenir qu'au résultat

plus faible suivant, analogue au théoréme de EJebyEev.

THEOREME 4. - Pour presque tout c¢ (au _sens de la mesure de Lebesque sur

[1,+<[), il existe trois constantes positives kc B Kc et xc telles que pour
tout x supérieur a xc , on ait @ '

<mu(x) <K X
c

X -
c log x c log x

Notons que les constantes k et x sont totalement ineffectives, (on ne
0 . :
connait aucun nombre réel c > 15- tel que ﬁc(x) tende vers l'infini avec x),

tandis que la constante Kc est effectivement calculable.
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