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INTRODUCTION

Nous nous proposons de décrire, pour toute extension abélienne H d»un corps
quadratique imaginaire K , un groupe d*unités &„ construit à l'aide des valeursH
singulières de certaines fonctions modulaires. Les éléments des groupes 8 sont
analogues aux unités circulaires de la théorie des extensions cyclotomiques du corps
des rationnels, nous les appelons unités elliptiques. Lorsque le conducteur de l'ex-
tension H/K est puissance d'un idéal premier A de K , nous montrons (th. 16
§ 6 . 5 ) - à l'aide de la formule de décomposition de la fonction zêta du corps H en
produit de séries L - que l'indice du groupe g dans le groupe E^ est donné par
la formule

(E )̂ = ^/[HH^:H] ,

où ĥ  est le nombre de classes du corps H , où H/ \ est le corps de classes ab-
solu de K , et où \ = 2a5p , a > 0 , p > 0 (plus précisément, on a

j u • y"|»«4
X = 12- * /̂ i , où p, est .un certain entier qui divise 6 ) . On observera que le
quotient h / [ H H / \ : H ] est nécessairement un nombre entier, puisque l'extension
HH/ \/H est abélienne et non ramifiée.

Soit p le plus petit entier > 0 qui appartient à 4 , . Des formules, exprimant
l'indice de certains sous-groupes de 8 dans le groupe E comme produit deH H
h^/[HH/ \ : H ] par un entier \ , ont déjà été construites par FUETER [ p ] , SIEGEL
[ s ] , RAMACHANDRA [p] et NOVIKOV [N ] ; l'entier \ était alors le produit de puis-
sances de p , de puissances de h et d'un autre facteur entier. Ici \ ne con-
tient que des puissances de 2 et de 3 ; en particulier, si p ^'2,5 , la formule
peut être utilisée pour démontrer des critères de divisibilité de h /[HH/ \ : H ] par
p analogues à ceux de NOVIKOV [N ] ; nous ne le ferons pas ici.

Je tiens à exprimer ici ma dette à l'égard de MM. les professeurs A. NERON,
dont les remarques m'ont fourni le point de départ de mes recherches concernant les
formules pour le nombre de classes, J.P, SERRE, qui a lu avec attention plusieurs
versions du manuscrit et m'a fait avec pertinence un grand nombre d'observations et
de suggestions, et G. POITOU qui a su diriger avec tact et persévérance l'élabora-
tion de ce travail. Je remercie enfin Mme BONNARDEL qui s'est chargée avec autant
de gentillesse que d'efficacité de la dactylographie de mon manuscrit.



§ 1 . FONCTIONS THSTA REDUITES DE DIVISEUR ( o ) RELATIVES A UN TORE (E/F

Ce paragraphe contient les résultats préliminaires à la construction des inva-

riants <p.(c) du § 2. Ces résultats seront également utilisés dans les §§ 4.2 et

4.4, lorsque nous rechercherons les racines f-ièmes des invariants œ (c). Notre

terminologie est celle de WEIL [ï^] chap. VI.

Soient t e (F et w ç. <S avec Im(w) > 0 . On définit

r)(w) = q1/24 ^ (1-q11)
n=l

6 (t,w) = 2q178 sin^t) n (l-q^d^q11 cos(2-n;t) + q211) ,
n=l

avec q == exp(27iiw) , q178 = exp(7tiw/4) et q1/24 = exp(7iiw/l2) ; les deux produits

infinis convergent absolument. La fonction A(w) = (2Ti;)12 -n^w) est une forme mo-

dulaire de poids 12. La fonction t »-. e (t,w) est identique à la fonction

t ^ Q (t,w) de WEBER [wb] § 24 P. 85 ; elle est donc entière, elle vérifie les

identités

( 1 )
e^(t+i,w) = -e (t,w)

6 (t+w,w) = -exp(-7ti(2t+w)) e (t,w) ,

cf. [wb] § 20 p. 69 î ses zéros sont les points du réseau de base 1 , w , chacun

d'ordre un, cf. [wb] § 21 p. 75 ; sa dérivée au point 1 = 0 est égale à 2^^).

Soient r un réseau complexe et w , w une base de r telle que

lm(w^/w^) > 0 ; les invariants a(r) = (w w - w w )/2i (l'aire de (E/r) et

A(r) = w A(w /Vf ) sont indépendants du choix de la base w , w . Posons

e(tîw^) =•n~1 (w^/w^) exp^t2^^ a(r)) 6 (t/w , w^/w^) .

La fonction t »-» e(t;w ,w ) est entière ; ses zéros sont les points de r , chacun

d'ordre 1 ; sa dérivée au point t = o est égale à 2n w""1 ^(w /w ). Pour i = 1

ou 2 , on déduit de ( 1 ) l'identité



(2) 9(t+w^w^)= -exp(^w^t)+8é(w^)/2) e(t;w^) ,

avec X(t,t') = TiTt ' /aCr). Il en résulte que la fonction -bu- e(t,-w ,w ) est l'u-

nique fonction thêta réduite de diviseur (o) relative au tore (C/r , dont la déri-

— i ?
vée au point 1=0 est égale à 2-n; w ^ (w /w ) ; cf. [w^] chap. VI pp. 115 et

suivantes. La fonction t h-» e (t;w ,w ) est donc l'unique fonction thêta réduite

de diviseur 12 (o ) relative au tore (C/r telle que

lim ^(t îw.wj/ t1 2 = (2^)12 w-12 ^ ( w / w ) = A(r) ;
t->o ' " 1 2 1

elle ne dépend pas du choix de la base w , w de r , et on pose

e^^dîr) =e12(t;w^) .

Soit (p(t;w ,w^) = 9(-t;w ,w ) exp(-afi[t,t)/2) ;

la fonction t h» ip (t;w ,w ) ne dépend, pas du choix de w , w et on pose

^^(tîr) = e^^tir) exp(-6S<(t,t)) = y^d^.w^) ;

on déduit de (2) l'identité

(5) y(^+y;w^,w^) =-exp(^(Y,t)/2)y(t;w ,w^) , y ç r ,

avec ^,t) =X^,t) - %(M).

Le résultat suivant est immédiat :

Lemme 1, Pour tout nombre complexe a ^ 0 , ^n. à. ©(at;aw ,aw ) = e(t;w ,w )

f i ? ) f i ? )
1̂ y(at;aw ,aw ) = y(t;w ,w ) ; par conséciuent 6 ' (atîar) = 6 (t;r) et

^^^atîar) = (p^^dîr).

Soient Y et y' deux éléments de r , le nombre

^(^Y»)/^ = (^Y*) - lÉCY^Y))^^. == (y 'Y - ï?)/(^ - w^)

est un entier et par conséquent ©^(^.(•y,^ ) ) = 1 , On déduit alors de (5) le résul-

tat suivant :

Lemme 2. Soit f un entier > 0 . Lorsque t £ <T est tel que ft £ r , les

nombres <p (t;w ,w ) et <p (t;r) = y ( t îw ,w ) ne dépendent que de la



classe de t module r .

Soient maintenant r et F' deux réseaux tels que r' ==> F ; le groupe r'/r

est fini, on note n == (r*;r) son ordre et n . le plus petit entier > 0 tel que

n T* c: F . Démontrons le résultat suivant, qui généralise les formules (88) à ( 9 1 ) ,

P. 128 de [R] § 6.

Proposition 1 . Soit {t =0 ,1 ,. •. , t } un système complet de représentants

de r*/r î soient f un entier > 0 et^ t ç. (C , tels que ft £ r ; on a

n n (l2)n
(A( r ' ) /A( r ) ) 1 = n y ^t.;?) ,

i=2 1

£i

^hw)= ^ ^ht^r)
i=1

où m est le p.p.c.m de f _e_b_ ̂  n .

Démonstration : soient w , w une base de r et w1 , w* une base de r*

telles que Im(w /w ) > 0 et Im(w'/w') > 0 . La fonction t h-» eC t îw* ,w') est une

fonction thêta réduite de diviseur (o) relative au tore (E/r* ; c'est aussi une
n

-fonction thêta réduite de diviseur ) \ (t.) relative au tore (E/r • Soit 6 la
J=1 û

fonction définie par

n
11-> e(t) = n e x p ( - 9 ê ( t . , t ) ) e ( t + t . ; w , w ) î

J=1 D 3 1 . -

d'après [w^] chap. VI p. 1 1 1 , le j-ième facteur de 6 est une fonc-

tion thêta réduite de diviseur (t.) relative au tore (C/r ; par conséquent 6
J n

est une fonction thêta réduite de diviseur } \ (t.) relative au tore (C/r . Les
3=1 J

fonctions t h» 9(t) et t »-»• Q( t î 'w ' ,w* ) sont donc proportionnelles : il existe

K £ (C , tel que

(4) e(t) = ^e(t;w^wp .

Dérivons ^identité (4) au point 1 = 0 , il. vient

n
(5) n e(t^w^,w^) == ^^(w^wp^'(w^w^) ,

J —~



1 0

où T^(w^) =w^T^2(w^) et T^(w^,wp ^''YCw^) . posons

n n
= K exp(- C^t ,t.)/2) e-t T = T"̂  t. , on déduit des identités (4) et (5) :"2

j=1 J l3 3=1 / 3

n
(6) exp(^(t,T)/2) H (p(t+t^,wp = 1^ ydîw^wp

i)̂

^) ^9(^^^)=^(w^,wp,;1^^) .

2n
Comme, d'après le lemme 2, les nombres <p ( t . ;w ,w ) ne dépendent que de la

d 1 f.

classe de t. module r , il résulte de (7) que la constante K , définie par

^lK = K(w ,w ; w . w * ) = K , ne dépend pas du choix du système de représentants

(^ = 0 , ̂ •••^J de rl//r •

Notons m le p.p.c.m de 4f et de 2n . Comme 2r et ft appartiennent à

F , le nombre ^(ft,2ï)/2TCi est un entier et on a exp^t,-!;)^)'^ =exp(^(ft,2T))=1;

par conséquent, si l'on élève les identités (ô) et (7) respectivement à la puis-

sance m et à la puissance 2n , il vient

(8)

r n m m /2n m
•j;w^) == K y v" ,^ ,^n y ^t+t ;w w ) == K 1 1 <p ^tîw^)

J=1
î n 2n1 2n1 -2n

^<p (^îw^w,) ^K^^w^wp^ 1^^) .

La proposition 1 résultera des identités (s) si nous démontrons que K(w ,w ; w ' , w ' )

est une racine 6-ième de l'unité,

Considérons d'abord les réseaux r et r/2 , et observons que

K(w ,w ;w /2,w /2) = 1 pour toute base w , w de r ; il résulte en effet de la

définition de y(t;w ,w ) que

(p4(w^/2;w^w^)y4(w^/2;w^,w^)y4(w^/2+w^/2,•w^,w^) =

T^"12(w)exp(2TOw)e^(1/2,w)e^(w/2,w)e^((1+w)/2,w) ,

où w = w^/w ; de plus on sait d'après [wb] § 21 p. 75 et § 54 p. H2 que



1 1

exp(27riw)e^1/2,w)e^w/2,w)e^((l4.w)/2,w) = 6^6^ ,

etque WlO^I =2115(w) î ̂

y4(w^/2;w^w^)94(w^/2;w^w^)94((w^w^)/2îw^w^) = 24 ,

et K(w^w^/2,w^/2) = 1 d'après (s) puisque ^(w^/2,w^/2)/^(w^w^) = 2 .

Revenons au cas général. Soient respectivement }s = 0,s ,s ,s ) ,
1 2 5 4

{s^1 = 0 ,s^ ,s_,s*} et }t = 0 , 1 ,...,t^) , if = 0 , t*, . . . , t^) des systèmes com-

plets de représentants des quotients (r/2)/r , (r'/2)/r* et (r*/2)/(r/2) , F'/r .

Appliquons les identités (s) aux couples r/2 , r*/2 et r , r' , il vient

n 4n 4n -4n
(9) n (p '(t^w^/2,w^/2) = r(w^/2,w^/2;w^/2,w^/2)^ • (w^/2,w^/2)^ 1 (w^/2,w^/2),

t]=<- •

et

n 4n 4 n 4n,
(10) n y ' ( t^w ,w ) n n <p ' ( f+s ' îw ,w )

j=2 t3 ' 2 i=2 j=1 J î 1 2
g 4n -4n 4 4n

= K (w^ ,w^;w^,wp^ (w.wpi^ (w^,w^) n y ( s ^ ; w . w _ ) .
1=2

4n
Posons A = n m ( s . + t . ; w , w )

(i,j)€(l,...,4) d,...,n) 1 J 1 2

( 1 , 3 ) ^ ( 1 , 1 ) 4,

et A'= n 9 ^s '+ t ' îw w ) .
(i,j)€(l,...,4) (l,...,n) 1 J 1 2

( i , j )^( l , l )

Puisque K(w^ ,w^;w /2,w^/2) = K(w.w^ ;w ' /2 ,w» /2 ) = 1 , nous avons d'après (s),

4 4n 4n
n 9 (s^+t ;w^,w^) = y (t ;w^/2,w^/2) , 2 < j < n ,

4 4- 4 4-et n 9 (s ;w ,w ) = n y ' C s ' î w ' w ' ) = 2 ' .
i=2 -L î ^- j_^ -L î ^

Substituons ces identités dans (9) et (lo), il vient

4n 4n -4n
A = 2 ' r(w^/2,w^/2îw^/2,w^/2)îi ' (w^wp^ '(w^w^)

4n 4n -4n
et A1 = 2 K^w^w^w^wpTi ' (w^wp^ ' (w^w^ ) .



1 2

Les nombres {r^ = s^+t | i ç d,...,4) et j £ ( l , 2 , . . . , n ) j et

{r[ - = s^+t• I i c ( l » . . . » 4 ) et j £ ( l , 2 , . . . , n ) j forment chacun un système com-

plet de représentants de ( r*/2) /T , et d'après le lemme 2, le nombre
4^

<P (r- - î^»^) ne dépend que de la classe de r. . module r ; il en résulte que
> " • — ^">0

A = A* , d'où

K^^î^wp ='K2(w^/2,w^/2;w^/2,w^/2) .

D'autre part, d'après le lemme 1, nous avons

K(w^,w^îw^,wp == K(w^/2,w^/2;w^/2,w^/2) ,

par conséquent K(w ,w ; w ' , w ' ) est bien une racine 6-ième de l*unité ; la proposi-

tion 1 est démontrée.
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§ 2. LES INVARIANTS ç.(c) ASSOCIES AUX CLASSES DE RAYONS C MODULO f .

Nous rappelons dans le § 2. 1 quelques notions de théorie du corps de classes et
précisons nos notations. Dans le § 2.2 nous définissons les invariants ( p p ( c ) et
nous montrons qu'ils coïncident avec les conjugués complexes des invariants
P̂ d)^ iîî oduits dans [p] § 5. Le théorème 1 § 2.5 est un rappel des propri-
étés algébriques des invariants ( p y , ( c ) démontrées dans [a] §§ 5 . 6 , théorème 5 et
théorème 7 ; le théorème 2 § 2.5 décrit certaines relations algébriques vérifiées
par les invariants <p^(c) , relations qui résultent de la proposition 1 § 1 . Nous
empruntons le théorème 5 § 2.4 à MEYER [M ] et SIEGEL [s] ; ce théorème exprime le
produit h îi du nombre de classes et du régulateur d'une extension abélienne H
d'un corps quadratique imaginaire, à l'aide des logarithmes des valeurs absolues des
invariants œ ^ ( c ) . Nous observons enfin (corollaire du théorème 5) comment le thé-
orème 2 § 5 de [R] peut se déduire du théorème 2 et du théorème 5, ( i ) .

2 . 1 . Notations.

Soient K un corps quadratique imaginaire et -or l'anneau des entiers de K .

Les symboles Tr et N désigneront respectivement la trace et la norme d'un élé-

ment de K relativement au corps des nombres rationnels. On note a . , J K - , f , -fr- , . . .

des idéaux de K . L'idéal /̂  est la différente et l'entier négatif -d le discri-

minant de K . On note e le nombre de racines de l'unité qui appartiennent à K

et h le nombre de classes de K . Pour tout entier n > 0 , on désigne par n le

groupe des racines n-ièmes de l'unité.

Pour toute extension abélienne H de K , on note e le nombre de racines deH
l'unité qui appartiennent au corps H , et on note E, le groupe des unités, h le

nombre de classes'et R^ le régulateur de H .

Pour tout idéal entier { de K , on désigne par ê  le nombre de racines de

l'unité de K congrues à 1 module f . On note Cl(^) le groupe de classes de

rayon module f de K , c'est-à-dire le quotient du groupe des idéaux premiers avec

f par le "rayon module f " formé des idéaux principaux ( \ ) tel que
y

X=lmod f , cf. No te. Pour tout caractère ^ du groupe Cl(^) et pour tout idéal en-
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fier 01 de K , nous posons ^(ùc) = 0 si (oi,^) / (l) et ^(a) = ^G ) si

(0(.,^) = (l) , où C £ Cl(^) est la classe à laquelle appartient (J^.

On désigne par H^ le "corps de classes du rayon module f de K ", le corps

H» est l'extension abélienne maximale de K dont le conducteur divise f , On note

g(c) l'automorphisme de Hp/K associé à une classe C C Cl(/) par la loi de réci-

procité d'Artin ; l'application C i-» g(c) définit un isomorphisme du groupe Cl(^)

sur le groupe de Galois de Hn/K . Soit H/K une sous-extension de H«/K ; nous

attachons à l'extension H/K le groupe de classes d'idéaux Cl(H/Kl , quotient du

groupe Cl(f) par le groupe Cl(lL,/H) formé des classes de rayon C C Cl(^)

telles que g(c) définisse un automorphisme de H^/H ; les groupes Cidîn/Eî) et

Cl (H/K) sont respectivement isomorphes au groupe de Galois de Hp/H et H/K , et

les caractères du groupe Cl(H/K) s'identifient aux caractères ^ du groupe

Cl(f) , tels que ^(c) = 1 pour toutes les classes C € Cl(H»/H).

2.2. Construction des invariants y (c).

Soient f un idéal entier de K et f le plus petit entier > 0 qui appar-

tient à f . On considère l'ensemble A(^) des .couples (t,^r) , où t ç (C et .̂

est un idéal de K , tels que f = (a C <f \ at € ^} = <T 0 t~1^ . On dit que deux
-X-

couples { t ,^ j et (t ',(-') sont équivalents s'il existe 0 C K tel que l'idéal

(t'/9t) appartienne au rayon module f et ^' = 6(r ; il existe alors une unité

u de K telle que f 5 u6t mod V et nous avons le résultat suivant :

Lemme 5. Soient (t,^) et (f,^ ) 6 A(^) deux couples équivalents ; alors

/^^(tî^^^^'d^f) .
Démonstration : d'après les lemmes 1 et 2 § 1 , nous avons

V02^^) = ̂ ^(t^-e-1) = y02^;^ ̂ (t.;*-) ; C.Q.F.D.

Note. La congruence \ = 1 mod ^ signifie qu'il existe des entiers a et ^ ç. ff

premiers avec f tels que \ = a/(3 et a = ? mod ^ ,
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Pour tout couple (t,-0 ç. A(^) , l'idéal t^T1 est entier et premier avec

f ; soit C / . n \ C Cl(^) la classe de t^ , nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.. Désignons par ~ l'équivalence dans A(,P) . L*application

("b,-^) h» C / . . \ définit un isomorphisme des groupes A(^)/~ .̂b. Cl(f) .

Démonstration : soient (t,<-) et ( t ' ,^ ' ) ç A(^ ) deux couples équivalents ;

la classe C/ , n , \/C(^ ,\ est celle de l'idéal t'^-B'""1/!^"1 = (t'/9t) ; comme

(t'/et) appartient au rayon module f nous avons C / , , p , \ = C / , .\ . Par consé-

quent l'application (t,-(0 h» C . , ,\ définit, par passage au quotient, un hompmor-

phisme du groupe A(^)/~ dans le groupe Cl(^).

Réciproquement, soient (X et Ol* des idéaux entiers de K , premiers avec f ,

et soient (t,t) et ( t ' ,T - ' ) des couples tels que a-^"1 = (t) et a'-B-' ̂ 1 = (f ).

Nous avons (t,-0 et ( t * , ^ * ) C A(^) ; en effet pour tout entier a ç. if , une con-

dition nécessaire et suffisante pour que at C -E- est que l'idéal a t ^ = aaf

soit entier ; comme l'idéal Ot» est entier et premier avec -S cette condition

équivaut à a C f . D'autre part, supposons que les classes dans Cl(^) de a et

de Ob' soient égales. Les idéaux -^ et •?-* appartiennent alors à la même classe
-x-

absolue de K , il existe donc 9 ç K tel que •€•* = Q H et

(t'/ôt) = Ol.' •P-'/ôoi^ Ot'/c^ , et le quotient a' /a appartient au rayon module f .

Par conséquent les couples (t,-^) et ( t ' , - ^ * ) sont équivalents et nous avons

construit l'application réciproque de l'homomorphisme (t,fr) »-»• C / , .\ de A(^)/~

dans Cl(^) • Le lemme 4 est démontré,

Définition. Pour tout idéal entier f ^ ( 1 ) de K et pour toute classe

C C Cl(^) , on pose

<P/C) = (p02^!;^) ,

où (t,'&-) C A ( ^ ) est tel que C ! / , o \ = C . Lorsque ^ = ( l ) , o n a t ç ^ - d'où

(*) Cette construction nous a été suggérée par Jean-Pierre SERRE.
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/ .? \
9 ( "^?^ ) = 0 ; pour toute classe c ç Cl(l) , on pose alors

<P^)(°) = ^xr12!^)^)! ,

où l'idéal ^ appartient à c" . D'après le lemme 5, les invariants (p.;(c) ne

dépendent que de l'idéal ^ et de la classe C £ Cl(^).

Les invariants <p (c) sont'les conjugués complexes des invariants définis

dans [p] § 5 ; plus précisément, nous avons :

Proposition 2. Soit f un idéal entier de K , et soit C £ Cl(^) une classe

de rayon modulo f ; on a y (c) = ^ /^(c) , où l'invariant $ (^(c) est défini

comme dans [p] § 5 pp. 108 -110 .

Démonstration : soit y un élément de K tel que l'idéal -y rf- f soit entier

et premier avec f ; soient t- un idéal entier de K premier avec ^ tel que

• y n t - ^ e C , e t b ,b une base de i telle que Im('b^/b ) > 0 . Lorsque

/= (l) , nous avons <p (c) = ^ (^}^ = ^ d)^^' Lo:̂ s(lue / 7^ ( l )» l'invariant

^ / \ (c) est défini par

^ (^(C) = (p ( 1 2 ) f(Tr(yb^)b^-.Tr(•yb^b^^ ;

comme Tr^b )b - Tr(-Yb )b = -i'fa. "y N ( ^ ) , il résulte du lemme 1 § 1 que

^ (C) = (p02^-!^ ^ N(^) î^) = /^(-i^ ̂ r1) ,
» ff\u

d«où ^ / Je) = (/^(i^a ^;r1) î l'identité ^ f^(c) = (p (c) s'en déduit
ff\< i f » \ ' / ^

immédiatement, puisque pour l'idéal entier y itf^ de C l'on a

(ï^/^r1^"1 = (iY^ y), d'où c . = c .
' ' (i^Y»^1)



2.5. Propriétés des invariants m (c).————————— ^

Vu la proposition 2, on déduit de [p] §§ 5 et 6, théorème 5 et théorème 7 les

propriétés suivantes des invariants y (c).

Théorème 1 . Pour tout idéal entier f ^ (1 ) du corps K e^j pour toutes

classes C ĵ l C* £ Cl(^) ,

(i) L'invariant y.(c) est un élément entier du corps de classes H.;

(ii) Le quotient y ^ C c O / y C c * ) est une unité de H.;

(iii)^.^. y (C)^^ = y (CC* ) .

Démontrons maintenant, à l'aide de la proposition 1 § 1 , les relations sui-

vantes.

Théorème 2. Soient f un idéal entier et ^ un idéal premier de K . Soient

respectivement f , p et f les plus petits entiers > 0 qui appartiennent aux

idéaux f , ^ ^b. .̂ On pose e = e /e (e = 1 ,2 ,5 ,4 ou 6) ; ^1, lorsque

(^,^) = (l) , on note C. € Cl(^) la classe à laquelle ^ appartient. Pour toute

classe C C Cl(^) , on a :

(i) Lorsque JL\f , l'entier f'/f est égal à p si f f. i^ et à 1 si

f € ̂  , et

y (C)^ = n y (C ' ) 6 ;
r c^cc T (

(ii) Lorsque (^,^) = (l) et { ^ ( 1 ) , l'entier f'/f est égal à p , et

^(c)'7^^^1)^1/^ n y^c '^ ;
r f l c»c:c ^r

(iii) Lorsque j = ( 1 ) , on a

A^mA-IY?^ - n <. ( n t \ ^A^^A^tfp = n y . C c ' ) 6

c^cc rc^c
pour tout idéal ^ C C~1 ; '

où les trois produits sont pris sur toutes les classes C' € Cl(^-M contenues dans

la classe C 6 Cl(^).
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Démonstration :

Soit (t,^) ç A(^) un couple tel que C / , \ = C . Soit
<">»• /

(u^ | u^ ç <T , i € ( l , 2 , . . , , N ( ^ ) ) ) un système complet de résidus de fT module

f^ congrus à 1 modulo f . Lorsque ^| f , les nombres u. , i £ (1 ,2,... ,N(-fl<)),

sont premiers avec -|t et on a

. ( 1 1 ) n (^(c')6^ (p^^du.î^) .
c*cc f1 1=1 1

Lorsque (^L,^) = (1 ) , supposons que u 6 -^ ; alors, les nombres u. ,

• i C (2,5,. . , ,N(-(l)), sont premiers avec ^ ; on a

( 1 2 ) <P^Ccp ^^(tu^ ;^) , et

d5) n ^(c^^y (p^^du.;^) .
C*cc n i=2 z

Comme (t,-^) C A(^) , on a f = (a £ ir | at C •(.{ ; par conséquent

{u^t - t|i G (1 ,2,... ,NGjl) )} est un système complet de résidus 'de ^ modulo ^1,;

lorsque ^ = (1) , on a t ç ^ - . e t u t € if,, et {u . t | i C (2,5,... ,N(-)l)) { est un

système complet de résidus non nuls de ^ modulo ^-(t. Nous déduisons alors de la

proposition 1 § 1 les identités suivantes ; lorsque { ^ (1) on a

(14) ^) /^^'(tu, ; ̂  = /^^'(t;^) . ^(C)^^ ;

et, lorsque f = ( 1 ) , jon, ^_

( 1 5 ) "^ y^^^^u.;^) ^A^) A-^) .
i=2

Remarquons enfin que f ' /f = p ou 1 selon que f / PA ou f ç. fJa, , en particu-

lier f ' /f = p lorsque (^,^l) = (1) . Le théorème 2, (i) résulte alors des identi-

tés (n) et (14), le théorème 2, (ii) des identités (12), (15) et (14), et le

théorème 2, (iii) des identités (15) et (15).

Remarque. D»après le théorème 1 l'idéal de Hn engendré par y.(c) est indé-

pendant de C et invariant par Galois. D'après le théorème 2, (ii) cet idéal est

(i) si ^ est divisible par deux idéaux premiers distincts. D'autre part, soit
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•|t un idéal premier de K e-b supposons que f = -f^ , n > 0 ; Î idéal ^ se décom-
k [H : H / J

pose dans H ^ en un produit n ^. ^ ' ) , où les idéaux -(t. ,
i i==1 ;

i € ( l ,2 , . . . , k ) , sont premiers dans H et tous distincts ; d'après [a] § 22
'f'

pp. 42-45, pour tout idéal •(i- , le quotient A(^)/A(^f') engendre l'idéal •f^2 ; si

l'on note p , 0 < m < n , le plus petit entier > 0 qui appartient à •^n , on
k m /

déduit alors du théorème 2, (i) et (iii) que (<p (c)) = n ^t p /£ avec

e = e/e .
^

Pour tout caractère ^ du groupe Cl(^) , notons s(%) la somme

) .' x(c) l°ê|(p«(c)| • Nous déduisons du théorème 2 les propriétés suivantes des

ceci(^)
sommes s(^).

Corollaire 1 . Pour tout caractère ^ -^ \ du groupe Cl(^) , notons ^ ĵ . ca-

ractère du groupe Cl(^(t) qui, à toute classe ? C Cl(^-ft) , fait correspondre le

nombre %(c) , où C 6 Cl(^) est l'unique classe qui contient C . Nous'avons

f.e^.s(^) = e^.f'.(l-^(^))s(x) .

Corollaire 2. Pour tout caractère ^ ^ 1 du groupe Cl(^) , notons f le

, ' . • ' • . .?
plus petit entier > 0 qui appartient au conducteur ^ de ^ , et x* le carac-

tère primitif du groupe Cl(^ ) associé à ^ , Nous avons

e .f S(x) = e f. n d-?(^)).s(x') ,
\ x f |̂/ 3

où le produit est pris sur tous les idéaux premiers «ft» qui divisent / .

Démonstration : on obtient l'identité du corollaire 1 , .en prenant le logarithme

des valeurs absolues des deux membres des égalités du théorème 2, puis en sommant •'

sur toutes les classes C C Cl(^) , et enfin en tenant compte :

(i) Lorsque ^\ f , de ce que x(-jfc) = 0 ;

(ii) Lorsque (-fr,^), = (i ) et f ^ ( 1 ) , de ce que

• r , C ^(c) ̂  ly/cc;,1)] = C ^c(ccJ log |(p.(c)| ,
' cœi^) ' ' ceci^) T . , •
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d'^ E ^c) ̂  l9 /c) /œ(cc, 1 ) ! = (1- Î (^)) S(x) î
ceci(^) • •

(iii) Lorsque f = ( 1 ) , de ce que

|A(^)/Aap| =N(^) 6 q^)(c)/(p^)(cc:j,1)

pour tout ^ ç. C , d'où

C Ï(C) log |A(^)/A(^)| = d-'x(^)) S(x) .

cccid)
Le corollaire 2 se déduit du corollaire 1 par récurrence sur le nombre de fac-

teurs premiers de l'idéal -f/^ ,

Remontrons une- dernière conséquence du théorème 2,

Corollaire 5. Soit H une extension abélienne non ramifiée de K . Posons

H = [H/ \:îï] et soit {•&• , ̂  , . . . , - f c - j un système com-plet de représentants du
\\ ) 1 2 Z

groupe de classes Cl(îî/ \/Iî) . Alors, pour tous idéaux {. et (.' de K , le pro-

duit

p = n A(U.)/A(^.)
3=1

(-* — IA t-»\v v. / / *-*\y v./

3=1 J t]

est une "puissance e—ième dans H ; en particulier A(-î-)/A(^' ) est une "puissance

e—ième dans H / \ .

Démonstration : notons c , c ,...,c et c,c' € Cl(l) les classes respec-
"̂""——"~'—'— 1 d. Xi

tives des idéaux ^ ,^r , •. • ,̂  et •S' , ̂ ' . Choisissons dans la classe ce'1 2 a
des idéaux premiers n, et A , tels que (N/ ^»N/ . \ ) = 1 et qui ne divisent

1 î 1 2 ^; T^

pas 6 ; notons p et p les plus petits entiers > 0 qui appartiennent à A

et à fi . Pour i = 1 ou 2 , posons

^
p. = n n y (c) .

3-1 CCCl(^) Fi
Ccc^c

D'après le théorème 1 , (i) le produit p. appartient au corps H , et l'on déduit
fl

du théorème (i), (iii), pour tout automorphisme a de l'extension H /Eî ,

a, ^±
l'identité p.' = p. ; par conséquent p. C H . D^u^re part, d'après le théorème 2,
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(iii), nous avons

£ p. p.
n A 1^ s. UA ^^ ^. ^ - e

( 1 6 ) n A^UJ/A ^U.f..) = p6 ;
j=1 J J

soient X et \^ des éléments de K tels que ^' = \.A.t' , i = 1 ou 2 , et

soient s^ et s^ des entiers tels que s p + s p = 1 ; on déduit de (16)

l*identité

12^ s 12^ s es^ es
P - ^ \ ^ ^ .

Par conséquent le produit p est une puissance e-ième dans H

2.4. Expression des valeurs des fonctions L(s,^) au point s = 1 à l'aide

des invariants (paCc).

Pour tout idéal entier f ' de K , et pour tout caractère ^ de Cl(^) , on

définit la série L attachée à ^ par

L(3,x) -C X(^)/N((X)8 , Re(s) > 1 ,
en

où la sommation porte sur tous les idéaux entiers (X» de K . Soit .-y un élément de

K tel que l'idéal y^-f soit entier et premier avec f , nous définissons une

somme de Gauss ï(%) par

^(x) = E 'X^-Y^)®2^^ Tr(A-y)) ,
\ mod f

où la sommation porte sur un système complet de résidus \ module { ; la somme

-c(%) ne dépend que du caractère ^ , et, lorsque ^ est primitif, le module du

quotient p(^) = T^/N^)7 est 1 ; cf. [3] chap. II, § 4, pp. 159-140.

On trouvera la démonstration du résultat suivant dans [M] formules (4.55)

P. 5 1 > (5.4l) P. 44, (l5.8) et (l5.9) P. 129, ou bien dans [s] formule (74) chap. II,

§ 2, p. 102, et th. 9 et 1 0 chap. II, § 4, pp. 144 et 149.

Théorème 5. Soient ^ ^ 1 un caractère de Cl(^) , si X' ^ 1 le caractère

primitif de Cl(^ ) associé à ^ .

(i)^n.^ ('P/2^l)L(1,x t)^(x l) = - S(x t)/6f e .
X ^
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(ii) Pour toute extension abélienne H ^ K , dont le conducteur est f . le

roduit \\ J^L nombre ^e. classes ^b ̂  régulateur ^e, H est dorme par j^a, for-

mule :

YH -^V6) x n [ ^ (x^^ fe p(^)] ,
X^ /c fx

où le produit est pris sur tous les caractères ^ -à \ à.o_ Cl(îï/K).

On déduit immédiatement du théorème 5, (i) et du corollaire 2 du théorème 2 le

résultat suivant, dont le contenu est identique à celui de l'identité (64) du thé-

orème 2, § 4, p. 1 1 7 d-e [R].

Corollaire. Pour tout caractère % ^ 1 ^e Cl(-f) , on .a.

(-2îr/6fVn) s(x) = e. ï(^) L(l ,x ') n ( 1 - x 1 ^ ) ) .f M/
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§ 5, FORMULES POUR LE NOMBRE DE CLASSES DES EXTENSIONS ABELIENNES NON RAMIFIEES.

Pour toute extension abélienne non ramifiée H de K , nous construisons - à

l'aide des valeurs singulières de la forme modulaire A(w) - des invariants ô (c)

associés aux classes c C Cl(H/K) . Lorsque c et c' parcourent le groupe

Cl(H/K) , les quotients ô (c)/ô (c ' ) engendrent un sous-groupe A^ du groupe E

des unités de H ; nous montrons (th. 4 § 5.2) que l'indice de A dans E est

donné par la formule

w-^-^v
où k == [H:K] et où h est le nombre de classes de H ; notre démonstration re-

prend celle de la formule (76) de [s] chap. II § 2 p . 105.

Soit c la classe unité de Cl(H/K) . Les produits n ô ( c ) ' 0 ' , où
0 ceci(H/K) H

les entiers rationnels n(c) , c ç Cl(H/K) , sont tels que

C n(c) = 0 et n c^ = c^ ,

ceCl(H/K) cCCl(H/K)

forment un sous-groupe V d'indice k du groupe A ; cf. proposition 5 § 5.2.

Nous montrons (th. 5 § 5.2) que les éléments de V sont des puissances (eh)-ièmes
H

dans H . Par conséquent il existe un plus grand sous-groupe Q^ de E , tel que

fî-- = V • Nous avons les inclusions
H H

^ c ̂  c "H Œ \ '

cf. proposition 6, (i) § 5.2, et nous montrons (th. 6 § 5.2) que l'indice du groupe

\i SL. dans E est donné par la formule
H

(E^=, ^)=Xh^/[H^):H] ,
H

j~TJ • '[/"'"L-t

où X = 1 2 1 - * - ^Q • On observera que le quotient h /[H/ \:H] est entier, puis-

que l'extension H/ \/H est abélienne et non ramifiée.
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5.1, Les invariants ô(c) ^ ^(c).
n

Définition. Soit c ç Cl.d) une classe absolue de K , et soient .̂ un idéal

de c et p un élément de K tels que ^ == (p ) . Comme dans [s] chap. II § 2 ,

on pose

ô(c) = (2^-12h p 1 2 ^4) ;

le nombre complexe ô(c) ne dépend que de c .

Les invariants ô(c) possèdent les propriétés suivantes :

Proposition ^. Pour toutes classes e , c* ^ c" G Cl ( l ) , et pour tous

idéaux ^, '̂ ^b. <-" appartenant à c"1, c'~1 ̂  c"~1 :

(i) Le Quotient A(-(0/A(^') appartient à H/ \ ^- ô(c)/ô(c ' ) est une unité

M H ( ^ ) ,.

(ii) ^^ (AC^)^^)^^10 = A(K")/A(.Pr) , .ci

(ôCc^c'))6^'0 = ô(cc")/ô(c'c") .

Démonstration (d'après [s] chap. II § 2 pp. 105-104) : choisissons dans la

Classe ce*" des idéaux premiers A et A , tels que (N(-«L ) , N(-fl )) = 1 et

qui ne divisent pas 6 î soient p et p les plus petits entiers > 0 qui appar-

tiennent à ^ et -^ , et X , \ , \i , \i des éléments de K tels que

^i = ^i^ et ^i = ^"^' avec i = 1 ou 2 • D'après DEURING [D] § 22 pp. 42-45,

les nombres complexes (a . ) = N(-^. )1 A(^-(U. )/àW appartiennent à H / \ et

(o^) = ^_ ; par conséquent le quotient A(^)/A(^') = A(*8-)/^. A^-p. ) appartient à

H/ ^ et ô(c) /ô(c») = Ah(^)/\12Ah«-^.) est une unité de H/ ^ .

Pour i == 1 ou 2 , posons

p _ ( c ) = n œ (C)6 ^A151^)^1^.) ;
CCCl(^) Ti 1:L

Ccc

cf. th. 2, (iii) § 2.5. Les produits p . ( c ) appartiennent à H/ \ , et l'on déduit

du th. 1, (iii) § 2.5, l'identité

( 1 7 ) P^c)6 ( c / = p^(cc") avec c" C Cl(l) .
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Soient s et s des entiers rationnels tels que s p + s p = l ; o n a

s s 12p s 12p s
FAO)/^) = p ^ ( c ) ^(c)2/^ 1 1 ^ 2 2 , et

(18) ^
1 hs hs. 12p s 12p s
[ ô ( c ) / ô ( c » ) = ^ ( c ) ^(c) 2/^ 1 \ 2 2

II résulte de (17 ) et (18) , que (A4)/A(^ ) î^010 = A(U")/Aa^") , et

(ô^/ô^1))^07 = ô(cc")/ô(c'c"). La proposition 5 est démontrée.

Soit maintenant H une extension abélienne non ramifiée de K . Pour toute

classe c ç Cl(lï/K) , posons

ô (c) == n ô(c) ,
H ^CCl( l )

c'cc

où le produit est pris sur toutes les classes absolues ô' ç Cl(l) contenues dans

c . Les invariants ô__(c) possèdent les propriétés suivantes.
n

Proposition 4.. Pour toutes classes c , c' ^ c" C Cl(îî/K). , et pour toutes

classes- c' et c'* ç. Cl(l ) , telles que c^ Œ c et c^1 Œ c' ;

(i) ^n,^ N^ ^(ô(c')/ô(c)) = ôg(c')/ô^(c) ;

(ii) Le quotient ô (c*) /ô (c) est une unité de H ;

(iii) ̂ ^ (ô^c'Vô^c))^010 = ô^(c'c")/Ô^(cc") .

Démonstration : notons c la classe unité de Cl(lî/K) . D1 après la proposi-

tion 5, (ii) et le th. 1 , (iii) § 2.5, on a

N /,(ô(c')/ô(5)) = n (ô^Vô^))^'0 = n (ô(S'c?")/ô(S5")) ;
^i)711 c^ecid). c"ecid)

c'"c:c * c'"cc
0 0

d-'où N^ /^(ô(c ') /ôCc)) = ô (c')/ô (c) , ce qui prouve (i). Les assertions (ii)

et (iii) sont des conséquences immédiates de (i) et des assertions (i) et (ii) de la

proposition 5,
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5.2. Formules pour le nombre de classes.

Soit H une extension abélienne non ramifiée de * K . On pose k = [H:K| et

Z = [ H / \ : H ] ; on note c^ ç. Cl(H/K) et c e Cl(l ) les classes unités des groupes

Cl(H/K) et Cl ( l ) ; on note c , c ,... ,c ç Cl(H/K) les éléments de Cl(H/K)

différents de c^ , et c ^^•••^S-i £ cl(1 ^ les Gl^ents de Cl(H/ ^/H) diffé-

rents de S ,o

Définition. D'après la proposition 4, (ii), les quotients

ou -, = ^H^i^/^n^0 ) » 1 ^ d ,2, •.. ,k-l ) , engendrent un sous-groupe A _^e E .

Démontrons le résultat suivant (cf. [s] chap. II § 2 p. 105 Formule (76)) .

Théorème 4.. Les unités ô ^ , i ç d ,2,... ,k-1 ) , forment un système maximal

d^ités indépendantes de H . Le groupe A^ est donc un, sous-groupe d'indice fini

de E ; cet indice est donné par la formule—— g ——— «———«— ——— —___—_• —__ ^__^_

W-1 2"1 1"2^-
Démonstration : soit W le déterminant de la matrice carrée d»ordre k-1 et

de terme général

g(c.) .
log|ô^ | =log|ô^(c^)| - log|ô^)| ,

où i C (1,2,. . . , k-1) et j C (l,2,.. . ,k-1) . Le déterminant W a la forme d*un

déterminant de groupe et par conséquent (cf. [s] chap. II § 2 p. 102) on a

k-1
M = | n Eî^) log|ôu(ci)|l »

^1 i=o z H z

où le produit est pris sur tous les caractères % 7^ 1 de Cl(H/K) . Comme

ô(c) = n ô(S) ,
secid)
Sec

nous avons

k-1

^9) E^^) ^lôn^i^ = C ^5) log|ô(S)| .
i=o -, , ^ceci(i)

Vu que [ô(c ) | = y^)(S) , on déduit de (19) l'identité
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k—1
(20) C î(c^) log|ô^)| = h S(x) .

i=o

Substituons l'identité (20) dans la formule du th.5 , (ii) § 2.4 » il vient

VH = ̂  1 " tS^ ^IV^I^6^"1 h^2 .

Par conséquent le déterminant W est ^ 0 ; les unités ô . , i £ d,2,...,k-1)
H ,1

forment un système maximal d'unités indépendantes de H ; et le quotient

e 2 "^[vl/R^ , qui n'est autre que l'indice de A^ dans E , est égal à

^k-1 ^k-2 ^k ^ ^ ^ ̂  ^ ̂  démontré.
H

k-1 n.
Définition. Soit V le_ sous-groupe de^ A^ , formé des produits n ô , ,
——————— H H - __< n > —

k-1 n.
où les entiers rationnels n. , i C (1,2, . . . ,k-1) , sont tels que n c = c .

Proposition 5, L'indice de V dans A^ est égal ja. k .

Démonstration : d'après le th. 4 les unités ô ^ , i € d,2,...,k-1) , sont

multiplicativement indépendantes ; par conséquent l'application

k-1 n. k-1 n.
n ô \ K n c x

i=i HÏ:L i=i 1

définit un homomorphisme de A^ dans Cl(H/K) . Cet homomorphisme est surjectif,

son noyau V est un sous-groupe d'indice k = card(cl(H/K)) de A^ ; C.Q.F.D.
H n

Démontrons maintenant le résultat suivant :

Théorème 5. Tout élément de V est une -puissance (eh)-ième dans H .

Démonstration : soit ô un élément de V , et soient n. , i ç. (l,2,...,k-l),
k-1 n^ H k-1 n^

des entiers rationnels tels que n c.1 = c et ô = n ô- . . Pour tout
i=1 1 ° i=1 Hïl k-1 \

i 6 (i ,2,... ,k-1 ) soit Cl. un idéal qui appartient à c"1 ; le produit n (X^

appartient à c , et, par conséquent, on peut trouver un élément a de K tel que
k-1 n.£
n a.1 == (a) . Soient ^ , ^ ,...,^ des idéaux qui appartiennent aux classes

S , c ,,..,S ; nous avons

- k-1 ^-1 n.h n.h
ô ^ a 1 2 1 1 n n A 1 (o^.)A1 (-U ;

i=1 j=o 1 ° 3
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il résulte alors du corollaire 5 du th. 2, (iii) § 2.5 que le nombre ô C V est
H

une puissance (eh)-ième dans H . Le th. 5 est démontré.

Définition. On déduit du th. 5 l*existence d'un plus grand sous-groupe Q de

eh
Eg jaî  SH =V^ .

Démontrons les propriétés suivantes des groupes V , \ et Q .

Proposition 6.

( i ) Les groupes V , A.- et Q sont des sous-groupes d'indices finis de
H H H

^•' '
(ii) Pour tout automorphisme a de H/K , on ja_ V° = V , A-0 = A, et

H H lî lï

0^;

(iii) ̂ .^ V ^ Q ^ C A ^ Œ ^ C ] ^ .

Démonstration : l'assertion (i) résulte immédiatement du th. 4 et de la propo-

sition 5. L'assertion (ii) est essentiellement triviale. Pour toute classe

c C Cl(H/K) , on a c = c , par conséquent ô--(c) /ô_(c ) est un élément deo H H o

V ; d'où A c Q^ c SL. , et par conséquent A^ c Q ; les autres inclusions de

l'assertion (iii) sont triviales.

Enfin, déterminons l'indice (îvr;p. Q_) •
H ^^

Théorème 6, L'indice du groupe p, Q dans E est donné par la f ormule
H

(E^:,Qg) ^V[H(^:H] ,
H

avec X = 12^:K]''1 e/e__ .
H

Démonstration : d'après le th. 4, le groupe A^ est engendré par k-1 unités

indépendantes ; par conséquent V , sous—groupe d'indice fini de A^ , est égale-
Il îî

ment engendré par k—1 unités indépendantes. Il en résulte que nous pouvons trouver

un sous-groupe A de Q , tel que A = V- , A n u, = 11 j et Q = u A où g
H ii Q,, H g

n
est le nombre de racines de l'unité qui appartiennent à Q . , Nous avons alors
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^W = eH(A!VH) = ̂ ^ = eH(eh)k"1 '

et la fornrale du th. -6 ̂ résulte de la détermination des indices (E : A ) et (A :V )

effectuée dans le th. 4 et la proposition 5.
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§ 4. UNITES DANS LES EXTENSIONS ABELIENNES RAMIFIEES.

Nous noiis intéressons maintenant aux extensions abéliennes H de K , dont le

conducteur est un idéal entier -f ̂  (1) ; nous avons e | l 2 f , où e est l'ordre
• H H

du groupe des racines de l'unité de H et où f est le plus petit entier > 0 qui

appartient à f ; cf. lemme 7 § 4.1.

Pour toute classe C C Cl(îî/K) , posons

(pg(c) = n (p.(c) .

5cci(/)
Sec •

Lorsque C et C" parcourent Cl(lî/K) , les quotients y (c)/(p ( c* ) engendrent un

sous-groupe $ • de E . Pour toute classe C C Cl(H/K) , soit 0[»(c) un idéal en-

tier, premier avec 12 f , qui appartient à C ; le résidu de N(oi(c)) module e
H

ne dépend que de C , cf. lemme 5 § 4.1 ; nous notons V le sous-groupe de $
H H

formé des produits

n ..(c)11^ ,
CCCl(H/K)

où les entiers rationnels n(c) , C C Cl(lï/K) , sont tels que

F"! ^(c) = 0 et 7"; n(c)N(ix(c)) = 0 mod e .

C€Cl(H/K) CCCl(H/K)

Nous démontrons (th, 7 § 4.5 et th. 8 § 4.4) que les éléments de V sont desH

puissances d'ordre e«f dans H . Par conséquent, il existe un plus grand sous-

Vgroupe Q^ de E^ , tel que SL. = v . Nous avons les inclusions

^^H et ^""H^ •

cf. proposition 1 5 § 4.4 et proposition 1 6 , (ii) § 4.5.

Le groupe Q^ n'est pas, en général, un sous-groupe d'indice fini de E^ •

Toutefois, lorsque î est puissance d'un idéal premier -ft de K , notons D(-(l) le

corps de décomposition de -11 dans H/ \ î nous démontrons (corollaire 2 du th. 10

§ 4.6) que Çî. est un sous-groupe d'indice fini du groupe E / / \. formé des

unités de H dont la norme, relativement à l'extension H/D(-)l»)nH , est une racine

de l'unité,
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4 . 1 . Racines de l'unité.

Soient m un entier > 0 et n un multiple de m . L'automorphisme d'Artin de

î^^A associé à un idéal entier <x, premier avec n , est défini par z ̂  z^^

où z ç ^ . Ceci nous permet, à l'aide des résultats généraux de théorie du corps

de classes, de caractériser l'inclusion ^ c H , lorsque H est une extension

abélienne de K ; énonçons ce critère sous les deux formes suivantes :

Î emme 5. pour ^ue. ^ c H , il faut et il suffit que tout idéal entier a,

premier avec n , qui appartient à la classe unité de Cl(îî/K) , vérifie

N(oi) = 1 mod m .

I^mme.6. Lorsque ^ est l'ensemble des racines de l'unité qui appartien-

£ê£LÈ. à. H > l'idéal (m) est engendré par les nombres ^(dt) - 1 , lors Que Qi parcourt

l'ensemble des. idéaux entiers, premiers avec n , qui appartiennent à la classe

unité de Cl(H/K) .

Une conséquence du lemme 5 est le résultat suivant :

^emme "̂  Soient f J_e. conducteur ^e. H/K , ̂  f j^ plus petit entier > p qui

•appartient à -g ; alors e | l 2 f .

Démonstration : il nous suffit de prouver le lemme lorsque H = H/ . Soit p

un nombre premier, et soient respectivement a et b les plus grands entiers > 0

tels que î ^ c: H/^ et p |f . D'après le leimne 5, on a ^ c H ; et comme
p a / a \

W^^^'V)'
on en déduit p, ^ c H ^ .Par conséquent, d'après le lemme 5, pour tout entier

P (P )
rationnel a , premier avec p , tel que a = 1 mod p" , nous avons a2 = 1 mod p8' .

Il en résulte :

(i) Si p ^ 2 et p ^ 5 , on a a ^ b ; d'où p^f

(ii) Si p = 5 , dans le cas où b > 0 on a a < b , et dans le cas où

b == 0 on a a = 0 ou 1 ; d'où p8')^ .

(iii) Si p = 2 , dans le cas où b > 1 on a a < b + 1 , et dans le cas où
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b ç J 0 , l { on a a == 1 ou 2 ,• d»où pa|4f .

Finalement, pour tout nombre premier p , l'entier p8' divise 12 f ; ce qui

prouve que e._ | l2f et démontre le lemme 7
^f)

4.2. Valeurs singulières de certaines fonctions thêta réduites.

Pour tout idéal <• de K , posons

g je)=60^p~ 4 et g ( 0 = 140 C P""6 ;
W •> ^
^o (3^0

le nombre A(^ ) = gj(^) - 27g2^) est ^ 0 , et l'on pose j(^) = 1728 ^(^/A^) ,

Suivant que e = 2, 4 ou 6 notons ï(t^) l'expression g (^)g (^)9(t, ̂ )/A(^) ,

^(t^)/g^0) ou y^t^/g^) , avec

?(t^) = t-2 + C ((t+p)-2 - f2) , t € C - ^ .
P€(-
P^o

Les fonctions t »-^9(t,^) et t t-> r(t,^) sont elliptiques sur le tore <T/^ ; cf.

HASSE [Hl]l.

Définitions. Pour toute classe C £ Cl(l) , on pose j (c) = j(^) où -g. C C~1

Pour toute classe C C Cl(<») avec ^ ^ (1 ) , on pose r(c) = ï(t,^) , où

(t,^) £ A(^) est tel que C / , \ = C ; cf. § 2.2. D'après [Hl]l, les invariants

j(c) et r(c) ne dépendent que de C C Cl(-OL) .

Rappelons les résultats fondamentaux suivants, cf. [Hl]l.

Proposition 7.

(i) Pour toutes classes C .ai C* C Cl(l) , on a H / . . == K(j(c)) ^t

^^^(CC.).

(ii) Pour -boutes classes C ëî. C 1 £ Cl(fll.) avec A ^ (1 ) . on a

H =H(^(T(C)) £t ^C)8^^ = T ( C C ' ) .

Soit d un idéal entier de K . Nous posons

e02^,*;») = e02^^^-1)^12^;»)^ ;
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démontrons les résultats suivants :

Le mine 8,

(i) lour.̂ ou.t. \ ç K* , n̂. a, e^^Xt.Uîa) = e02^!^ ;a) ;

(ii) La fonction t i-» ^—(t^îa) est elliptique sur le tore (C/^ ;

(iii) Pour tous couples équivalents (t,^) ^ ( t ' , ^ ' ) C A ( ^ ) avec ^(l),

e02^,^)^12^^.^).

Démonstration : l*assertion (i) résulte du lemme 1 § 1 . Posons

X(t,t») = 24Tti "fct'/a(^) » où a(^) est l»aire de (T/-Î' , cf. § i. il résulte de la

formule (2) § 1 que, pour tout p € ^ , on a

^12^-h^R.^ - <^r.n^(Q +^ . Wfû Q ^ / o ^ / ^ ( 1 2 ) ( <e^^d+pîfr) =exp(x(p,t) ^(p^W^d^) ,
et

e^2^^;^"1) == exp(N(oi)(X(p,t) +X(p,p)/2))e ( 1 2 )( t^(»•1) ;

d'où e (t+Mîc^) = 6 (t,^;0i) , ce qui est l'assertion (^i). On déduit l'as-

sertion (iii) de (i) et (ii), comme on a déduit le lemme 5 § 2.2 des lemmes 1 et 2

§ 1 .

Définitions, pour toute classe C G Cl(^) avec f ^ ( 1 ) , posons

e(c;o) = e02^,^;») ,

où (t,^) £ A(^) est tel que C / , s == C . D'après le lemme 8, (iii), pour a

fixé, l'invariant e(c;oi,) ne dépend que de C £ Cl(^).

Pour tout idéal entier ^ de K , soit T(x,^;a) le polynôme ainsi défini :

(i) On pose T(x,(.;(l)) = 1

(ii) Si ^ ^ (i) , on pose T(x,^;<jp = n(x-ï(c)) , où le produit est pris sur

toutes les classes C . € Cl(<l) contenues dans la classe absolue de <^\T^

D'après [Hl]ll, Satz 1 6 p. 85, nous avons le résultat suivant :

Proposition 8. La fonction T(x,^;-oi) est un polynôme en X ^_ j(^) , dont

les coefficients appartiennent j^ K et ne^ dépendent pas de ^
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Définition. Pour -boute classe C € Cl(<) avec ^ ^ ( 1 ) , posons

T(c;<jp = T(T(t^Uî<p ,

où (t,fr) € A(^) est tel que C / , .\ = C . D'après les proposition 7 et 8, pour -df

fixé, l'invariant T(c;<l) ne dépend que de C C Cl(f) , et l'on a le résultat sui-

vant :

Corollaire. Pour toutes classes C et C' C Cl(^) avec f, ^ ( 1 ) , 1'inva-

riant T(C;<JL) appartient à H. et l'on a TCc;^)^ 0 7 = T(cC';op.

Définition. Posons L^;a) = A^O"1 VA^M^)1"1^01' , avec

M(^) = 250524/j2(^)(.](^)-1T28)5 si e = 2 , et M(^) = 1 ou -(27)"'1 suivant que

e = 4 ou 6 ,

Remarque. D'après les propositions 5 § 5,1 et 7, 1'invariant L(^;0l) appar-

tient à H/ \ ; il ne dépend que de la classe absolue de ï- , et l'on a

L^-îOi) =L(U';Ol) -pour toute classe c' G Cl(l) et tout idéal ^ de G î"1 .

Démontrons le résultat suivant :

Proposition q. Lorsque (a,6) = (l) , on a l'identité

e02^,»;») = L(<.;a) n T(ï(t,t),t;<»)12 ,
< |̂o

o^ le produit est pris sur tous les diviseurs entiers OL de 01 ,

Démonstration : la fonction t h» F ( t ̂  ; <jp == TCïCt , -^ ) ,̂  ;<}) est elliptique sur

le tore (C/q , et on vérifie qu'elle admet pour zéros les points proprement de

01-division de (C/^ (c'est-à-dire les points t C (C , tels que a= }a £ <S \ at e ^})

chacun d'ordre e , et pour pôles les points de t chacun d'ordre ^^("Cjp (ou

u,(^) désigne le nombre d'éléments inversibles de l'anneau -(T/dÙ • Supposons que

(û&,6) = 1 , pour tous les diviseurs entiers •01 de OC on a alors e = 1 ; par

^

conséquent la fonction
»

t ^ G(t,-e-îac) == n F(t,^)
|̂(X

admet pour zéros les points de •6'Ot» qui n'appartient pas à t-, chacun d'ordre 1,
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et pour pôles les points de ^, chacun d'ordre N(dt) - 1 == ) ' (̂d) ; il en résulte
qTol/ \ « i

que les fonctions elliptiques t ̂  e'12^!,^;^ et t ̂  (^(t^îa) admettent mêmes

zéros et mêmes pôles, elles sont donc proportionnelles. On vérifie, en comparant

leurs comportements lorsque t -^ 0 , que ^^(t.^OlVG12^,^) == L^îoc) ; C.Q.P.Û

A l*aide du corollaire de la proposition 8 et de la remarque faite plus haut,

on déduit de la proposition 9 le résultat suivant :

Corollaire. Pour toutes classes C ^b. C* € Cl(^) avec t ^ ( 1 ) , l'inva-

riant e(c;0l) appartient à H. et l'on a eCc ;» )^ ' = e(cc';ofc) .

Les invariants ©(c;0l) sont des racines f-ièmes des invariants œ«(c) ; plus

précisément :

Proposition 10. Lorspue (^,6f) = (l) , pour toute classe C C Cl(f) avec

î 7^ (l) » nous avons

^(CC,)/^)1^ = 6(0;^ ,

où C... £ Cl«) est la classe de (X .

Bémons-tra-tion : soi-t (t,^) e A(p un couple -bel que C / , .\ = C . Nous avons

^^(t;^»-1) =exp(-N(ol)îKt,t)/2)e(12)(t;t.o^-1) ,

et (l)02^;^) = exp^Xd^t)/^02^;^) .

D'où e^t^îOl) = ̂ ^(t;^-1)/,/12^0^^) = 9 (^/^(C)11^ ; C.Q.F.D.
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4.5. Notations.

Introduisons les notations suivantes que nous utiliserons dans les §§4.4 à

4.6.

Soient f et f1 deux idéaux entiers de K tels que { | y et { ^ (1) ;

soient H et H* deux extensions abéliennes de K , 'telles que H c: H et

H c = H ' <= IT . Nous appelons f et f les plus petits entiers > 0 qui appartien-

nent à f et f1 ; nous posons k = deg(H/K) et k* = deg(H*/K) .

Nous notons g le plus grand diviseur de e<f tel que exp(2iti/g) € H ;

d1 après le lemme 7, nous avons g|e | l 2 f .
H

Pour toute classe C £ Cl(H/K) (resp. C* € CidïVK)) , soit w(c) (resp.

a(c')) un idéal entier, premier avec 12 f , qui appartient à C (resp. C ' ) ;

d*après le lemme 5, le résidu de N(a(c)) modulo e (resp. N(cX.(c*)) module e , )
H H

ne dépend que de C (resp. C * ) ; en particulier, pour toutes classes C ç. Cl(H/K)

et C* C Cl(H*/K) telles que C* c= C , nous avons N(a(c)) = N(bt(c 1 ) ) mod e . pour
H

tout idéal entier 0, de K , premier avec l2f , nous notons C' C Cl (H* /K) la

classe de Ot.

Nous notons respectivement C^ £ Cl(lî/K) et C* € Cl(H'/K) les classes unités

des groupes Cl(H/K) et Clfe* /K) ; nous notons C ., C ,...,C, £ Cl(H/K) les

éléments de Cl(H/K) différents de C^ , et C' , C,,... ,C^ ç Cl(H*/K) les élé-

ments de Cl(H*/K) différents de C' .

4.4. Racines (e.f)-ièmes des invariants œ,(c) .

Lemme 9. Pour toutes classes C £ Cl(lï/K) sî. C ç. Cl{{ ) telles que C c C ,

nous avons

V/^9/^ = n , x ^ ( c t ) •n//h ^ C * C C l ( ^ ) /
0*0=0

Démonstration : nous savons que
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N /.(y/?)) = n (p,^00 ;
^/H ^ c'cci^) ^

C*c:^

d»où, d'après le th. 1 , (iii) § 2.5 :

M M

N ^((p (c)) = II y ( C C * ) == n <p (C") ; C.Q.F.D.
I^/H f C'CCI^) ^ C;"(:ClQ) ^

C'c rc C"c:C

Nous supposons dorénavajit que H = H et H* = H , •

Définitions. D'après le th. 1 , (ii) § 2.5, les quotients

y ^ i = 9/C^)/(p (C^) , i € (l,2,...,k-l) ,

engendrent un sous-groupe $. de E
H/ , k-1 \Soit V- le sous—groupe de c&. formé des produits n (pp . , où les entiers

rationnels n. , i ç (l,2,..,,k-1) , sont tels que

k-1
F"! n. [N(a(c.))-l] = 0 mod e .
î Ï 1 1 H^

Déduisons du th. 2, (i) § 2.3 le résultat suivant :

Proposition 1 1 . S'il existe un diviseur premier -d de f, tel Que ^ */^ = A ,

n > 0 , on a :

(i) V^P-^'(ii) v^-^r'
avec e = e^/en» (e = 1 , 2, 5 ou 4).

Démonstration : nous pouvons nous borner au cas n == 1 , le cas général s*en

déduisant par récurrence sur n .

D'après le lemme 9, pour toutes classes C £ Cl({) et C* C ClO-fl,) telles que

C* c: C , on a

\ Aï S^'^ = n . ^ ^^ •f̂.̂  ^ ?çCl(^u) ^
Cfcc

On déduit alors du th. 2, (i) § 2.5 l'identité
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( 2 1 ) ^ /h^/^/^o^-^^o^'^ •

L*identité (i) en résulte immédiatement,

Soit w un élément de V , et soient n. , i £ (i,2,...,k*-l) , des entiers

rationnels tels que

k'-1
(22) y"' n . tN^cO-î ] == 0 mod e ,

i^Ï 1 z H^
k'-1 n^

et w == n y .
i=1 ^1

Posons m. = ) ' n. , j 6 (l ,2,. . . ,k-1) ; on déduit de (22) la congruence

ii|qc=C^

k-1
^ m.[N(oi(c .))- 1] = 0 mod e
J=1 t] 3 ^

et, d'après ( 2 1 ) , nous avons

k-1 m.f'/f

^ Aï (w£) = n ^/nK^/11^ 3=1 ^l3

Par conséquent N-_ ._ (w6^) appartient à V. / , d*où N / (Ve ) c: V 7 .
H^/H^ / H^/H^ ^ f

Réciproquement, soit w un élément de V, , et soient n. , i ç U,2,...,k-lJ,

des entiers rationnels tels que

k-1 k-1 n^
)~~1 n.[N(oo(c.))- 1 ] = 0 mod e et w = n 9 . .
J Ï̂ 1 1 Y i=1 ^1

D'après le lemme 6, l'idéal (e_ ) est engendré par les entiers N(ot) - 1 , lorsque

f
0l parcourt l'ensemble des idéaux entiers, premiers avec 12 f , qui appartiennent a

C . Nous pouvons donc trouver des idéaux entiers a , o c , , . . , ( % , € C^ , premiers

avec 12 f , et des entiers rationnels m ,m ,...,m^ , tels que

r k-1
(25) C m.(N(oi.)-l) +C ^[Xo^C^-l] = 0 .

j=1 J J i=1

Posons

wl = j, S/^-V0^1'13 ̂  ^^/^(c,)^^^^111 ;

on déduit de (25) que w* appartient à V, , et d'après (21) nous avons
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k-1 n.f*/f /
N, .^= n ,1/ ^A.
H^/1^ 1=1 f'1

Par conséquent ^ / î appartient à N- ^ ( V e ) , d'où V^^cN,, /_ (v,8) . Ce
{^{ fit { {^{ ^

qui complète la démonstration de l'identité (ii).

Théorème 7. Tout élément de V, est une pqissance (e.f)-ième dans H< ,

pé mons trat ion : soit w un élément de VA , et soient n. , i ç. (l,2,,.,,k—l),

des entiers rationnels tels que

k-1 k-1 n.
F"1 n.[N((X.(c.))-1] = 0 mod e et w = n ( p 1 .
î  1 ± ^f i=1 ^1

D*après la proposition 10, nous avons

k-1 n.[N((X(c ))- 1 ] n f
w = n (p/Go) e(c ,a(c^)) ;

i=1 T

comme dans la démonstration de la proposition 1 1 , nous pouvons trouver des idéaux

entiers Ot » Ol> ,..,,oi C C • premiers avec 12 f , et des entiers'rationnels1 2 r o

m , m^, . . . ,m^ , tels que

r k-1
(25) T""1 m.(N(^.)-l) + Y'"1 n.[N(oi(c.))-l] = 0 .

J==1 3 J i=1 1

Nous avons alors, d'après la proposition 10,

r m.f k-1 n.f
(24) w = n e(c ÎOL.) t] n e(c ;oc(c.)) 1 .

j=1 ^ i=1 ° -

D'après le corollaire de la proposition 9, le membre de droite de (24) est une
\

puissance f-ième dans H. . Ce qui démontre le th. 7 lorsque e n = 1 .

Supposons que e. > 2 , d*où i\6 , Soit A un diviseur premier de { , nous

avons S^ \ 6 d^ù e = 1 . Posons f1=f^ , d'après la proposition H, (ii)

ft2

nous avons

^^H /H^ ^/ H^ / H^ f

or, les éléments de V , sont des puissances f'-ièmes dans H , (d'après la par-

i1 /f
fie déjà démontrée du th. 7), par conséquent les éléments de V* / sont des puis-

sances (e.f')-ièmes dans H/, ; C.Q.F.D.
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Définition. On déduit du th. 7 l'existence d'un plus grand sous-groupe Q, ^e,
e^f ^

E .bel .gué. Q ' = v .
nf f ^

Le résultat suivant est essentiellement trivial.

Proposition 12. Pour tout automorphisme a de H /K nous avons V° = Vp ,

^ = ̂  ê± Q - ^ ^ .

Nous pouvons décrire Q. de la manière suivante

Théorème 8. Soit (t,^) un élément de A(^) . Le groupe Q. est engendré par

les racines g-ièmes de l'unité et par les racines ej-ièmes des produits

s (l2)m.
n e '-(t^oo:1) ,

i=1 1

ou les ci. sont des idéaux entiers de K , premiers avec 1 2 f , et ^u les entiers
s s

rationnels m. , i ç (l,2,...,s) , sont tels que ) _' m. = 0 ^_ } \ m. N(cW». ) = 0
i=1 1 i=i 1 1

Démonstration : posons C = C / , . \ € Cl(^) ; comme

e(c;0l) = e^^^tîtor^/e^12^!;^.)1^^^ , il nous suffit de démontrer que Vp est
s m. r

l'ensemble des puissances f-ièmes des produits w = .n e(c;a.) 1 , où les entiers
i==1 1

rationnels m^ , i £ d,2,. . . ,s) , sont tels que J—; m. [N(oi. ) - 1 ] = 0 . D'après la
i=1

proposition 12 et le corollaire de la proposition 9, nous pouvons supposer que

C = C ; les identités (25) et (24) nous montrent,que tout élément de Va est la

puissance f—ième d'un tel produit w ; réciproquement, on déduit de la proposition
f

1 0 que w appartient bien à V. ; C.Q.F.D.

Proposition 15. Nous avons V c: $ ĵb, ^12^e c: Q Œ E
f f- f f H.

Démonstration : d*après le lemme 7 nous savons que e J 1 2 f , et pour tout
^f

idéal entier W de K , premier avec e , nous avons N(oo) - 1 = 0 mod e . Il en

résulte que y . ' appartient à V. pour tout i ç (1 ,2,... ,k-1 ) ; par conséquent

nous avons

^/^nyc^.d.où ^2/e^.
Les autres inclusions de la proposition 1 5 sont triviales.
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Enfin, on déduit immédiatement de la proposition H, (ii) le résultat suivant :

Proposition 14.. S'il existe un diviseur premier -A ^e. f tel que ^'/^-A11 ,

n- > 0 , on ^_

'A^"V >-v
4.5. Racines (e.f)-ièmes des invariants œ (c).^ ________^_____ g

Soit H une extension abélienne de K de conducteur { ^ (1) . Pour toute

classe C € Cl(H/K) , posons

y^G) = n <P/^) »
H 5cc ^

où le produit est pris sur toutes les classes C C Cl(^) contenues dans C .

Proposition 1 5 - Pour toutes classes C et C' € Cl(îî/K) et pour toute classe

C € Cl(^) contenue dans C ,

(i) ^n,̂ . (p^(c) = N^ ^((^(C)) î

(ii) L'invariant (D (c) est un élément entier de H ;H ——— —— ——^—— ——— ——

(iii) Le quotient <p (c)/(p (c* ) est une unité de H ;

(iv) ûn.̂ . y^c)^^ = y^(cc') .

Démonstration : l*assertion (i) est un cas particulier du lemme 9 ; les asser-

tions (ii), (iii) et (iv) sont des conséquences immédiates de (i) et des assertions

(i), (ii) et (iii) du th. 1 § 2.5.

Supposons pour l'instant que t' = t et H* = H» .

Définitions. D'après la proposition 1 5 , (iii), les quotients

^H.i = ̂ i^H^ f ± c (1 '2 ' --• 'k-1) '

engendrent un sous-groupe <S> de E^ , On déduit de la proposition 1 5 , (i) l*éga—
""~" H ""—— H

lité $ = N ^(c&J .
H H//H r k-1 n.

Soit V le sous-groupe de $ formé des produits n œ . , où les entiers
H H _ H,l

rationnels n. , i ç. (1,2,..,,k-l) , sont tels que
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k-1
r"1 n,[N(ùl(c.))-l] = 0 mod e .
fef . H

Théorème Q. Nous avons V- = N__ ^(Vj) , et tout élément de V- est une puis-_««__«»„_ __^____ y g ^g ^ _____ ^

sance (e-f)-ième dans H .

Démonstration : soit w un élément de V , et soient n. , i ç. (1,2,. , . ,k*-1),

des entiers rationnels tels que

k'-1
(25) C n-[N(a(c*))-l] = 0 mod e

î Ï i 1 H^
k'-l n^

et w =^ n 9 . .
i=1 ^1

Posons m. = ^ ' , j € (1,2,...,k-1) ; nous avons

{i|c^.c:C }
1 J k-1 . m.

NH^(W) = ̂ ; ^H'O -

et l*on déduit de (25) la c-ongruence

k-1
7^ m.[N(oi(c.))- 1] = 0 mod e
J=l J J

Par conséquent N Aj(w) appartient à V , d'où N ^ (Va ) s V .

Réciproquement, soit w un élément de V et soient n. , i C d,2,.••,k-1),
H -L

des entiers rationnels tels que

k-1 k-1 n^
^ nJ>(oL(C!^))-l] = 0 mod e^ et w = n 9g^.

Comme dans la démonstration de la proposition 1 1 , nous pouvons trouver des idéaux

entiers 01 ,0l ,...,<X C C , premiers avec 1 2 f , et des entiers rationnels

m , m , . . . ,m , tels que

r k-1
(25) E m.(N(ofc.)- l ) +^ n [N(01(C _ ) ) - l ] = 0 .

J^ 3 J i=1 1 1

posons

wl = n ^fW/f^3 ̂  ^(c,)^/^111 i

nous avons w = N /r^^) » et i:]- î'ésulte de (25) que le produit w* appartient à
Hp/H
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^ ; d'où Vgcr^^) .

Nous avons donc V = N /u^£ ) , et il résulte du th, 7 que tout élément de

V est une puissance (e.f)-ième dans H ; C.Q.F.D.
H y

Définition. On déduit du th. 9 que le groupe

"H = ̂ W^
f e^f

est le plus grand sous-groupe de E. tel que SL. == V .

On déduit des propositions 12 et 1 5 les résultats suivants.

Proposition 16.

(i) Pour tout automorphisme a de H/K , nous avons V ° = = V , ^ = $ et

^^•'
(ii) Nous avons V c ^ et (^2 <= ̂  c E .

Supposons maintenant que ^* est un multiple de { , et H' une extension

abélienne de K de conducteur ^ ( telle que H c H* • Nous déduisons des proposi-

tions H et 1 4 le résultat suivant :

Proposition 17. S^l existe un diviseur premier -)i ^e. -^ tel que ft/f=^ ,

n > 0 , on a

^ ^^H.^^'^'

(ii) NH^(VH£.)=vr/f•
^^^.^^•^"H'

avec e = ©o /®» ! •

On déduit immédiatement de la proposition 1 6 , (i) la conséquence suivante de la

)sition 1 7 :proposition 1 7 î
-p » /-p - f » /f c-

Corollaire. On a ^ / c $__. , V 7 c= V,-, ^b.Corollaire. On a ^t/f c ̂  '^i*711^. ^- ^ c: ^H' •
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4.6. Le rang des groupes d'unités V , ^ 1̂ Q^ .

Soit H une extension abélienne de K de conducteur f. -^ (1) ; nous suppo-

sons que f = f et H' = H , cf. § 4.5.

Pour tout entier i ç (o,1,»..,k-1) et toute unité u de H ^posons

g(c^) 2
p^(u) = log u

L'homomorphisme

u € E^ n -p (u ) = (p^(u) ,p^(u) , . . . ,p^(u)) C C1^

^
définit une représentation de E. dans C ; nous avons

, k-1
p(E^) ® C = { ( P ô » P 1 » - • - » P k - 1 ) c <c 1 C Pi = °1 -

i==o

Pour tout caractère % ^ 1 de Cl(lî/K) , notons f le conducteur de ^ et

^ le caractère primitif de Cl (lin H /K) associé à ^ , Posons
'X
k-1 ^

y(x) =C ï(c^)p(<p^ ^) î

nous déduisons du th, 5 § 2.4 et de son corollaire le résultat suivant :

Théorème 10. Nous avons

p($ ) ® ( C = ^ , <C.(p(x) î
X€C1(H/K)
X + 1

et pour que ç(x) = 0 , il faut et il suffit que, lorsque -B, parcourt l* ensemble

des diviseurs premiers de f , le produit n ( 1 - ̂ ' (-p.) ) soit nul.

Démonstration : soit M la matrice carrée d»ordre k-1 et de terme général

^(c) , où % parcourt l» ensemble des caractères ^ 1 de Cl(îî/K) et où C par-

court l'ensemble des éléments ^ C de Cl(H/K) . L*identité

p(î ) oc = ® , <c-<p(x)
X€C1(H/K)
X ^ 1

résulte de ce que M est inversible et les vecteurs p(m .) , i ç ( 1 , 2 , . . , , k — 1 ) ,H,i

engendrent pC^,,) •H
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Pour tout caractère % ^ 1 de Cl(îï/K) , posons

<p(x) = (<Pç(x) » <P< ( % ) > • • • > < P ^ < ( x ) ) î P0^ tout entier j e (o,1,...,k-1) , nous avons

k-1

y-(x) -C^P^H^J i==o J ~

-CÏ^i)10^^^)!2
k-1

= 2 x(c^) C ^(C^log|(p^)| .

k-1 k'-1
Comme C î(c^)log|<p (c )| = C X^^logly ( c « ) | = s(x) ,

i=o j=o J f J

pour que qp(^) = 0 il faut et il suffit que s(^) = 0 . Comme L( l ,x* ) est ^ 0

lorsque ^ est ^ 1 , il résulte du th. 5, (i) § 2.4 et de son corollaire que la

somme 3(50) est nulle si et seulement si II ( l - "%'(^)) = 0 , Le th. 10 est
^\f '

démontré,

D'après la proposition 1 6 , (ii) § 4.5, nous avons

^^ ^H et ^2/eŒQH•'

les groupes V , <=& et Q ont donc même rang. Comme le rang de $ est égal à
H H H H

la (C-dimension de p^-j) ® Œ , nous déduisons du th. 1 0 le résultat suivant :
H

Corollaire 1, Soit m lé nombre de caractères -^ de Cl(H/K) tels que

H (1 -"X'Cft)) = 0 . Le rang des groupes V , $ ^fc. Q est égal à k-m .
»| J • . n n ri

Supposons maintenant que f = ̂  , n > 0 , pour un. idéal premier -f» de K .

Notons I)('-4) le corps de décomposition dans Iî(l) de l'idéal - A ; les caractères

du groupe Cl(îî H D(-ft)/K) sont les caractères ^ de Cl(HHH/ \/K) tels que

) = 1 . Soit E^ / / \ le groupe formé des unités u de H telles que

/ \(u* ) = 1 . O n déduit du th. 1 0 le résultat suivant :

x(f)

"H/kn
Corollaire 2. Lorsque f = A , n > 0 , les groupes V , $ et Q^ sont des

sous-groupes d'indices finis de E ^ / \ .
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Démonstration : les éléments de E^ /r, ( \ sont les unités u de H telles

que, pour tout caractère ^ de Cl(lî fl D(-|b)/K) , la somme Y""1 %(c.)p(u ) soit
i=o 1

nulle. Or, pour toute classe C € Cl(îï/K) , on a :

k-1 g(c . ) k-1
E^W^^^ 1 ) ̂ ^P^H^iV^i^ = (x(c)- l )q)(x) î
i=o i=o

comme (p(%) = 0 pour tout caractère ^ de Cl (H 0 D(-/i)/K) , le quotient

y (c)/(p (c ) appartient à E /^ / \ . Par conséquent $ est un sous-groupe de

\/n^(n) î de P1113» ^^P^s le corollaire 1 , les rangs de ^ et Ey/^^^(„) sont

égaux à k-m ; il en résulte que c& est un sous-groupe d'indice fini deH

E / / \ . Comme E^/ / \ ne possède pas d*extension non triviale dans E^ qui

ait le rang k-m , les groupes V et Q^ sont également des sous-groupes d*in-

dices finis de EgA^(n) ? C.Q.F.D.
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§ 5. LE GROUPE DES IMITES ELLIPTIQUES D'UNE EXTENSION ABELIENNE.

Pour toute extension abélienne H d-e K de conducteur t , nous appelons

groupe des unités elliptiques de H le groupe

g - a n Q ,
H \^ ̂

où le produit est pris sur tous les diviseurs entiers -or de f, ; cf. définitions

§§ 5.2 et 4.5.
Z ^

Soit f = n -|t. une décomposition de S, en produit de facteurs premiers
±^ 1

distincts ^ , i ç. d,2,...,^) . Pour tout /g-uplet e = (e , e , . . . ,£) d'en-
Z e.n.

tiers e. égaux à 0 ou 1 , posons f = n A.1 1 et notons f le plus petit en-

tier > 0 qui appartient à { « II résulte du corollaire de la proposition 1 7 que

Ï3=\ , " . 'W, •H e^e^,^,...,e^ ^

où le produit est pris sur tous les ^-uplets e formés de 0 et de 1 .

Dans [R] K, RAMA-CHANDRA décrit certains systèmes maximaux çPunités indépen-

dantes de H , dont les éléments appartiennent au produit

f ^e
^H ~ ^HH/ ^ / n N ^HÛH ;

U 1 £=(.£ , £ , . . . , £ , ) f
^(olo,2..^) i fe

cf. th. 4 p. 119, formule (95) p. 115 et th. 12 § 7 p. 154 de [R] .

comme VH^^^OH^) et ^.^nn

(cf. proposition 6, (iii) § 5.2 et proposition 16 , (ii) § 4.5) , nous avons

U ' c: g ; d^ù le résultat suivant :

Théorème 1 1 , L'indice de g dans E^ est fini.

Remarque. Nous ne possédons pas de formule générale permettant de déterminer

l'indice (E^ : g ) . Rappelons à ce propos que l'on ne connaît pas non plus de for-

mule générale permettant de déterminer l'indice du groupe des unités circulaires

d'une extension cyclotomique dans le groupe de toutes ses unités ; cf. HASSE [Ha 2].
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La suite de notre travail sera consacrée à la détermination de l'indice
(E : &) dans le cas où le conducteur de H/K est puissance d'un idéal premier,
Rappelons que, dans le cas d'une extension cyclotomique H dont le conducteur est
puissance d'un nombre premier, l'indice du groupe des unités circulaires de H dans
le groupe des valeurs absolues de toutes les unités de H est égal au nombre de
classes de H .
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§ 6 . FORMULES POUR LE NOMBRE DE CLASSES DES EXTENSIONS ABELIENNES
DE CONDUCTEUR PUISSANCE D'UN IDEAL PREMIER.

Soit H une extension abélienne de K , dont le conducteur est puissance d'un

idéal premier. Nous nous proposons de démontrer ('th. 16 § 6.5) que l'indice de f

dans E .̂ .est donne par la formule ,;

(E^)=^/[HH(^:H] ,-' •

où h est le nombre de classes de H , où H/ \ est le corps de classes absolu de
lu •y1«.'t

K et où X = 12- ' - /(A , l'entier p, étant un certain diviseur du quotient

e /e . Lorsque H/K est non ramifiée, nous avons p = e /e et la formule est
f 1 ^ H

celle du th. 6 § 5.2.

Supposons H/K ramifié et traçons les grandes lignes de notre démonstration.

Il existe un idéal premier -f. de K et un entier n > 0 , tels que -ffc11 soit le

conducteur de H/K ; nous notons p et p , 0 < m ^ n , les plus petits entiers > 0
qui appartiennent à •fl et -^ ; nous posons r = e p , Nous construisons des

A11

groupes F

^ffi^H'

^^(^H telîue V Œ Ï

et ^^OH^ telîue A r = v '

. -X-
et nous posons A = |j, A ;

^
-x-

les groupes ¥ , V , A et A sont des sous-groupes d'indices finis de E ; cf.

proposition 2 1 , (i) § 6.5. Les résultats du § 2 nous permettent de calculer les in-

dices

^ et ^nH^^03^^'
selon la technique déjà développée dans [p] ; nous en déduisons la valeur des in-
dices

(EH:A') et ^nH^^0^^ ;

cf. th. 12 e-fc 15 § 6.2 et th. 15 § 6.4.
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L'identité S^ A =Ï de la proposition 25 § 6.5 nous permet d'utiliser
* /

A comme intermédiaire pour déterminer l'indice (E : S ) ; plus précisément, nous

avons

^^ = ^OH^ ••^^••^^^••^^^ •'

notre calcul se termine en observant que la valeur de l'indice (E • 1K )
^d) ^d)

nous est donnée par le th. 6 § 5.2.

6.1 , Les invariants 4,(c).

Soient ^ un idéal premier de K , et H une extension abélienne de K de

conducteur ^ , n > 0 . Nous notons p et p321 , 0 < m < n , les plus petits en-

tiers > 0 qui appartiennent à -ft et -n11 ; nous posons r = e ^ . Nous pouvons
t11

préciser la valeur de l'entier m :

(i) Lorsque l'idéal (p) est inerte ou bien décomposé dans K , nous avons

m = n ;

(ii) Lorsque l'idéal (p) est ramifié dans K , nous avons m = n/2 ou

'm = (n+l)/2 suivant que n est pair ou impair.

L'extension H O H / \/K est la sous extension abélienne non ramifiée maximale

de H/K ; nous posons k - [H n H/ \ : K] et k = [H : K] . Nous notons c et C

les classes unités des groupes C l ( H n H / \/K) et Cl(H/K) ; nous notons

c ^^-••^k-i les élémentQ de C l ( H U H / N/K) différents de e , et

C , C-,...,C, . les éléments de Cl(H/K) différents de C . Pour toute classe
1 d -K—1 0

C € Cl(H/K) , nous notons c(c) ç C l ( H n H / \/K) la classe qui contient C . Nous

avons

îïi^)=\^ûs^) et sîl=\ûaftîi^•
Définition. Pour toute classe C C Cl(H/K) , nous posons

*(c)=^^\^•



Nous déduisons des propositions 4 § 5.1 et 1 5 § 4.5 les propriétés suivantes

des invariants (^(c) .

Proposition 18. Pour toutes classes C ., C* et C" £ Cl(ïî/K) ,

(i) Le Quotient 4)(c)/0"(c*) est une unité de H ;

(ii) &a. (({/(CV^C1))^'0 =4,(CC")A(C«C") .

Définition. Pour toute classe c C Cl(lî H H/ \/K) , nous posons

(p(c) = n <p(c) .
cecife/K)
Cc:c

Proposition 19. Pour toutes classes c , c* ^ c" ç Cl(HnH/ \/K) et pour

toutes classes C ^1 C* 6 Cl(lî/K) telles que C c: c ^ C ' c c ' ,

(i) ^.^ ^AîftH W^M^^ = ^(c)A(c t ) î

(ii) -Le quotient (LCcyÂbCc ' ) egt une unité de H H H / \ ;

(iii)^L^ (^cV^c'))^0^ =^(cc" )A(c»c" ) .

Démonstration : d'après le lemme 9 § 4»4» on a

N ^ (<pg(c)) = n y (c) .
H/HOH^ H ?çci(H/K) H

^cc

II en résulte que

rk/k
,(c)A(c.)=(ô^^(c)/ô^^(c.)) \^^(^(C)/^(C»)) î

d*où l^ssertion (i). Les assertions (ii) et (iii) résultent immédiatement de (i)

et des assertions (i) et (ii) de la proposition 18.
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6,2. Le groupe d'imités y .

Définition. D'après la proposition 18, (ii) les quotients ^. = (p(c.)/(^(c ) ,

i € (l ,2,. . . ,k-l) , engendrent un sous-groupe ¥ de E^ .

Démontrons le résultat suivant :

Théorème 12. Les unités <b^ , i ç. (1,2,... ,k-l ) , forment un système maximal

d'unités indépendantes de H . Par conséquent y est .un, sous-groupe d'indice fini

de E .̂ ; cet indice est donné par la formule

(E : ¥) = B ^ n n / J ^ r ) ^ 1 et^/n ,

^à. B ( H O H / \ ) est l'entier > 0 ainsi défini ; '

(i) L'entier B(K) est 1 ;

(ii) Lorsque H H H/ \ ̂  K , l'entier B(lî 0 H/ J est le produit

n ( 1 — xC-u) + ehk/k ) , où ^ parcourt 1 ' ensemble des caractères 4- \ de
XT^I 1

Cidini î /^ /K) •

Démonstration : soit W le déterminant de la matrice carrée d'ordre k-1 et

de terme général

g(c.)
log|^ t} | = log]((,(c^)| - log|4,(c.)| ,

où i ç (1,2,... ,k-1) et j ç. (1,2,. . . ,k-l) . Le déterminant W a la forme d'un

déterminant de groupe et par conséquent (cf. démonstration du th. 4 § 5,2 et [s]

chap. II § 2 p< 102) on a

k-1
M = I n C^i)10^,)!! »

X7^1 1=0

où le produit est pris sur tous les caractères ^ ^ 1 de Cl(H/K) , Comme

<^(c) = ô ( cCc) ) 1 1 ^(c ) , nous avons
UJ k-1

(26) E^i)10^^,)! = A ^ + rB ,
i=o 1 1

k-1 • k-1
avec A =^ ^(C^)log|^(c^)| et B = ̂  ^(c^)log| ô ( c ( c ^ ) ) | .

i=o i=o (1 )
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Puisque cp (c) = II œ (?) , nous avons
H ?C Cl^) V

îcc '

(27) A = ^ ^logly ̂ )| = s(x) .
?eciCji11) 1l

Notons J1 le conducteur de x et x* le caractère primitif de Cl({ ) as-

socié .à. x •

(i) Si / =-ft avec s > 0 , nous avons

.-g^,,(.,)i^,-«(c)-o.
C<=c.k 3 '»

nous déduisons alors de (26) et (27) l*identité

k-1
(28) Ex(Ci)log|(t,(c^)| =3(x) .

i=o

Notons p le plus petit entier > 0 qui appartient à -ft ; nous déduisons de (28)

et du corollaire 2 du th. 2 § 2.5 l'identité

(29) Ë^)log|^)| ̂ (e^/e^x1) .
1=0 t t

(ii) ̂ . î = (l) , ̂ n.^

V1

B^kA^C-X'^^lô^^^)! ;

en utilisant l*identité (20) § 5.2, il vient B = (hk/k ) s ( x * ) . Nous déduisons

alors de ( 2 6 ) et (27) l'identité
k-1

(50) Cx(Ci)iog|^(c^)| = s(x) + (^/^(x*) .

Nous déduisons de (50) et du corollaire 2 du th. 2 § 2.5 l'identité

k-1
(51) C Ï(c^)log|((,(^)| = (r/e)(l -^'(t) + eh /̂k )s(x*) .

i==o

Substituons les identités (29) et (51) dans la formule du th. 5, (ii) § 2.4, il

vient

k-1 .
^Rg-h(e^/e) n ^ î(c^)log|(l/(c^) | / B ( H R H ( J(6r) " ' .

X^1 ±=0 \ ^
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Par conséquent le déterminant W est ^ 0 ; les unités <|/. , i ç. (1,2,...,k-l)

E"orment un système maximal d'unités indépendantes de H , et le quotientforment un système maximal d'unités indépendantes de H , et le quotient
. .k-1®g2 M/Kg > qui n'est autre que l'indice de Y dans E^ , est égal à

Bdîni î^JC^r) 1^ 1 eh^/h ; C.Q.F.D.

Démontrons maintenant le résultat suivant :

Théorème 1^- J^^âïons. N^ (Y) = Y H E ^ . les. unités ^)/^) ,

j € 0 ,2,... ,k - l ) , engendrent Y 0 E^ et forment un système maximal d'uni-

.bfs. indépendantes ^e. ^^i) • Par conséquent ynE» est un sous-groupe d'in-

dice fini de î\r^ î cet indice est donné par la formule

^OH^ : "^HH^^ ^HnH^Xiar)"1 1 e^^A ,

.oà. B(HflH/ \) est le même nombre que dans le th. 12,

Démonstration : le groupe Y est l'ensemble des produits

^ = n ^(c) » où les entiers rationnels n(c) , C ç. Cl(lî/K) , sont tels
CCCl(H/K)

(lue J~^. n(c) = 0 . Pour toute classe C* C Cl(H/K) , on déduit de la proposi-
CÇCÎ[H/K)

tion (18), (ii) l'identité

^(ct) = n ^(cc*)^^ .
C€Cl(H/K)

Pour que le produit ((, appartienne à H H H/ y , il faut et il suffit que, pour

toute classe C» C Cl(H/K) contenue dans c , on ait ^ c / = ^ ; c'est-à-dire

que

(52) n ^(c)^^ n ^(cc*)11^ .
C€Cl(H/K) CCCl(H/K)

D'après le th. 12 les unités ^(c)/<(/(c^) , C € Cl(lî/K) et C + C , sont multipli-

cativement indépendantes ; comme 7^* n(c) = 0 , on déduit de (52) qi^une con-
CCCÎÏH/K)

dition nécessaire et suffisante pour que ^ € E . est que, pour toute classe"HHH(^
C C-Cl(H/K) et pour toute classe C* C Cl(lï/K) contenue dans c , on ait
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n(c) = n(cc*) . Il en résulte que YnE- . est l'ensemble des produits-HOH^)

< ( . = n ^(c)"1^,
ceci(HnH/ N/K)

où les entiers rationnels m(c) , c C C l ( î î n H / \/K) , sont tels que

C m^ = ° îcecidinH/ N/K)

nous avons alors 0 = n ((p(c)/^(c ))"" ^
cçddïnH/ N/K) 0

et les unités (p(c)/((/(c ) , c C C l ( H n H / \/K) , engendrent Y 0 E^ . O n déduit

alors immédiatement'de la proposition (19), (i), l'identité

Ï'1EKOH(,)=NH^H(^(Î :'•

Considérons maintenant le déterminant W de la matrice carrée d'ordre k -1

et de terme général :

g(c.)
log|((^(c^)/(p(c^)) J I = log|((,(c^c.)| - log|0(c.)| ,

où i ç (i ,2,.., ,k- l ) et j C d ,2,... ,k-1 ) . Le déterminant W a la forme

d'un déterminant de groupe et par conséquent, comme dans la démonstration du th. 12,

on a

V1

|v.| = | n C ̂ (ci)loe|<^(c,)|l >
1 x^i î

où le produit est pris sur tous les caractères ^ ^ 1 de C l ( î î n H / \/K) • Nous

avons

V1 V1 k-i
^^(c) iog|^(c) |=^x(c.) iog n dXc) ^C^0^,))10^!^0.)! •
i=o 1 i==o - C€Cl(H/K) j=o J J

Cc:c^
Nous déduisons alors de (51) l'identité

V1

(55) C x(Ci)log|(t/(c^)| = (r/e)d - ^(^) + ehk/k^ )s(x) .

Appliquons le th. 5, (ii) § 2.4 à H Ï Ï H / \/K , et substituons l'identité (55) dans

la formule pour le produit h R ; il vient
HHH^^nH^)
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V1' k-1
^H^nH^) -^HnH^/^ ̂  jC^^^l^^HnH^^ôr) 1 ' ;

Par conséquent le déterminant W est ^ 0 ; les unités ((;(c. )/<{/(c ) ,

i € (l ,2,. . . ,k-l) , forment un système maximal d'unités indépendantes de H f ) H / \ ,

et le quotient

•H.H(,/'"1",IA,,,(,) .

qui n'est autre que l'indice de YOE- r u dans E^-, » Qst égal à

k -1
B(HnH^) ( l 2 r ) ' eh^ A ï C.Q.F.D.

6.5. Les groupes d'unités V , A et A •

Pour toute classe C C Cl(H/K) (resp. c' ç Cl(lï H H / , \/K) ) désignons par

oc(c) (resp. Ol(c)) un idéal entier, premier avec 12 p , qui appartient à C

(resp. c). D'après le lemme 5 § 4.1, le résidu de N(ot(c)) (resp. N(io.(c)) module

e (resp, e ) ne dépend que de C (resp. c) ; en particulier, pour toutes
H H O H / . \

classes c ç C l ( H n H / \ / K ) et C € Cl(H/K) telles que C c c , on a

N(tft(c)) = N(oi»(c)) mod e . Pour tout idéal entier OC de K , premier avec
HflH^)

12 p , nous noterons C ç. Cl(iï/K) la classe de cX.

k-1 n.
Définition. Soit V le sous-groupe de Y formé des produits n ^. , où

i=1
les entiers rationnels n. , i C (1,2, . . . ,k-l) , sont tels que

k-1
)""1 n^[M(a(c^))- 1] = 0 mod e^ .
i=1

Proposition 20. L'indice de V dans ^ est égal à e /e .

Démonstration : d'après le th. 12, les unités ({/. , i € ( l ,2,... ,k-1 ) , sont

multiplicativement indépendantes ; par conséquent l'application p , qui à un pro-

duit

k-1 n^
n <p

i=1 x
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fait correspondre le résidu modulo e de la somme
H '

k-1
E njN(oc(^))-l] ,

définit un homomorphisme de y dans le groupe des résidus modulo e dont le no-
H

yau est V . D'après le lemme 6 § 4.1, Limage de p est le groupe des résidus mo-

dule e^ congrus à 0 modulo e ; par conséquent l'indice de V dans y est

égal à e /e ; C.Q.F.D.il

Théorème 14. .22. à. V <= A^ V^ j§l V^ c: A^ v . Tout élément de V est

une. puissance r-ième dans H .

Démonstration : soient n^ , i ç d,2,...,k-l) , des entiers rationnels tels

que

k-1
7"""' n,[N(a(c ) )- 1] = 0 mod Q ;
i=1 H

k-1 n. k-1 n. ' k-1 n
posons (p = n d, y = n y 1 et ô = n (ô ^(Cjî/ô.,,., ( c ) ) 1 .

i=1 i==1 H>1 i=l HnH(1) 1 HnH(1) 0

Les produits ((; , y et ô appartiennent respectivement à V , V et A
H "^(l)

et on a (p = ô y et y = ô (p ; d*où

^^/H et \'=^^ •

D'après le th, 9 § 4.5, tout élément de V est une puissance r-ième dans H ;H
par conséquent tout élément de V c A 3 . , V_- est également une puissance r-ièmenlln/ \ H
dans H ; C.Q.F.D.

Définitions. On déduit du th. 14 l*existence d*^ plus grand sous-groupe A
r ^

^e- Erj tel cme A = V . On pose A = a A .
' 'H
Proposition 21.

(i) Les groupes V , Y , A ^JL A sont des sous-groupes d'indices finis de

^
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(ii) Pour tout automorphisme a ^, H/K , .on. .a, V0 = V. , Y° == ^ , A0 = A .̂t.

A ' ° = A <

(iii) .22.̂  ¥127 C A C A * < = S Œ E ^ ^b. v c y .

Démonstration : l'assertion (i) résulte immédiatement* du th. 12 et de la pro-

position 20, L*assertion (ii) est essentiellement triviale. On déduit du th. 14

l'inclusion V <= A3' ft3' , d'où A <= A ^ Ç^ et par conséquent
•x. U / U J

A = (A A c: p, A.--- Q,_ c= g , D'autre part, d'après le lemme 7/ nous savons que
^ ^^(l)11 H

e | l 2 p , et pour tout idéal entier cX» de K , premier avec e , nous avons
m /

N((%) - 1 = 0 mod e . Il en résulte que <(/. p /e appartient à V pour tout

i C (l,2,..,,k-1) ; par conséquent nous avons

Î^^CA^A^ ,d .où î12/6^.

Les autres inclusions de l*as sert ion (iii) sont triviales.

6.4. Intersections des grouï)es d'unités V , ¥ , A et A avec E-
"^(l)

Démontrons d'abord le résultat suivant :

proposition 22. ̂  N^^^^(^) c= ̂ ^ .

Démonstration : d'après le th. 2, (i) et (iii) § 2.5, pour tout

i € (l,2,...,k-1) , on a

VinH^^,^ = ̂ ^/^i^f^il^^ •

où •l.. est un idéal qui appartient à c(c.) , II résulte des considérations du

§ 5.2, que toutes les racines e-ièmes de

\^^W/^^
appartiennent à Q^^ ; par conséquent on a N;̂  (^) <= ̂  ; C.Q.F.D.

La proposition 22 a les conséquences suivantes ;

Corollaire 1 . ^n. .a. ¥ H E^ c ̂
^(l) "^(l)
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Démonstration : d'après le th. 13, on a T O E = N i, • (ï) ; comme
HIIH^ H/H«H^)

^^nH^H ' on dédui1; de la P3'0?0811-1011 22 due ^H^^^nH^nH^^

II en résulte que Ï"EH(,H^ c "MH^ • Fuisque ^nH^) c Vî^ dlapres la

proposition 6, (iii) § 3.2.

Corollaire 2. Le groupe A f> E-,,,- est le plus grand, sous-groupe .de. E,
"^(l) . """(l)

^1^2. (A»E^) =V"^H^) •

Démonstration : nous avons V c : Y , d . * o ù v n E c^ d'après le co-
HHH^) TinH^)

rollaire 1 , Par définition, le groupe AnE-r. est l'ensemble des racines
-"^d)

r-ièmes d*éléments de V qui appartiennent à E ; comme
"^(l)

^»
V fl E--— c: Q,..,.. , tout élément de V n E_ possède une telle racine dans

"•"d) ^d) """d)
r̂rm"r î ce (3-ul d-é^ontre le corollaire 2.
"^(l)

Corollaire 3. n̂. ̂  A^O E^ = ^ (A H E^ ) .
"^(l) HnH(i) d)

•x'
Démonstration : il résulte du corollaire 2, que tout élément de A n E-

"^(l)
est le produit d*un élément de A 0 E^ et d*une racine de l'unité, d'où le

i^d)

corollaire 5.

corollaire 4. ^JL A*n E^ c: g^^ .

Démonstration ; d'après le corollaire 2, on a

.̂H;,/- ,̂) ,̂).

"•"-(,) c •'•,«,(, ^B(,)•
-X- .

Par conséquent A 0 E___ = ^ (AnE.-.,- )
^(l) ^nH^) "^d)

est contenu dans •g = ^ Q^ ; C.Q.F.D.
^d) ^nH^^^d)

Démontrons maintenant les résultats suivants :
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•

Proposition 2^. Le groupe N-/.—„ (v) est I1 ensemble des produits
H/HOH/ \

k^-1 n^
n ((|/(e. )/<(,( c )) , où les entiers rationnels n. , i ç (l ,2,... ,k-l ) , sont tels

i=1 x ° 1

que

V1

n;njN(oi(^))-l] =0mo<ie^^ .

Démonstration : soit w un élément de V , et soient n. , i € (l,2,•.,,k-l),

dés entiers rationnels tels que ,

k-1
(54) 7"'. n-[N(oi(c.))-1] = 0 mod e

i=1 1 1 H

k-1 n^
et w = n ((;. .

i=1 :L

Posons m - T"""1. ^ > <3 C (l ,2,... ,k^-l ) ;

ii|c^c^}

nous déduisons de (54) la congruence

V1
r^ m [N(CT(c ))- 1 ] = 0 mod e
3 = 1 " " , " (l)

et, d'après la proposition 19, (i), on a

V^)^ = ^1 (l-^^^^o))^ •

Réciproquement, soient n. , i ç (l,2,.,.,k-1) , des entiers rationnels tels

que

V1 '
C^W°i))-l] = 0 m o d e
1=1 <1 /

k^-1
posons w = n (^(c.)/^(c )) . Comme dans la démonstration de la proposition H

i=1 1 °
§ 4.4, nous pouvons trouver des idéaux entiers Ot» , 01 ..,. ,01 £ c , premiers avec

1 2 p, et des entiers rationnels m ,m ,...,m , tels que
1 2 s

V1

(25) C^^O^-^C n,[N(oc(c))- l ] = 0 .
j=1 t] J i=1

s m. k--1 n.
Posons w* = n (({^C^)/({Xc )) J X n ((^(C^/ ) ) A ( C Q ) ) 1 ;

0-1 3 i-1 i
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on déduit de la proposition 19, (i) que w = N - /-—-. (w* ) , et il résulte de (25). , . . H/HIIH/ \
que w' est un élément de V . La proposition 25 est démontrée,

corollaire. l̂ nd^e. je. ^^(v) ̂  ï "^ffi^ ̂  ̂  ̂  'HIH^/6-

Démonstration : d'après le th. 15 , les unités (^(c.)/({,(c ) , i ç d ,2,.., ,k-l ),

sont multiplicativement indépendantes ; par conséquent l'application p , qui à un

produit

kl-1 n
n (4,(c. )A,(c )) 1 . .

i=1 J

fait correspondre le résidu module e de la somme

V1

C"! !><'»( °i)-i] '
1=1

définit un homomorphisme du groupe yn B dans le groupe des résidus modulo
^(l)

e , D'après la proposition 25, le noyau de p est N /„ (v) ; et d'aprèsHHH/ \ H/HflH/ \

le lemme-6 §4 ,1 , l'image de p est le groupe des résidus modulo e congrusHOH^)

à zéro modulo e . Par conséquent l'indice de N-/ . - , ,_ (v) dans ¥nE.-^ estH/HnH/ \ rnlH/ \

égalà 'Hna^/6 5 C•Q•F•I)• ..

Ï£W^^SQ.S. ^^(v^AnE^^Yn^,,^ .

Démonstration : on a

Vto^ = ̂ OH^/^ c ̂ nî /

et ^"^nu ^ c: Ar n ̂ nTT :=V^EtTnTT î

^^d) "^d) ^^d)

la proposition 24 résulte alors de ce que VUE. c: y n E , puisque Vc:y ,
"^d) "^d)

Définition. On pose Li^^nB-^ : ( A O E ) ) • D'après le corollaire
-^d) ^^d)

de la proposition 25, l'entier a divise e /e ; comme e divise 1 2 ,
^d) ^d)

on en déduit que [̂  divise 6 .

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant :
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Théorème 15. Soit B( l înH/, \ ) l'entier défini dans le th. 12.

/ \ *{±) L'indice de A dans E^ est donné par la formule

( E ^ : A * ) = B ( H ^ H / ^ ) 1 2 k " 1 h ^ / h î

/ \ *tijj L'indice de A H E,,,,- dans E, _ . est donné par la formule
^d) —— ^d) ——— ————

^OH^ : ̂ ^OH^^ -^^d)^2'1 ^^HnH^)^^^ •

Démonstration : d'après le th. 1 2 , le groupe Y est engendré par k-1 unités

indépendantes ; par conséquent V , qui est un sous-groupe d'indice fini de Y ,

est également engendré par k-1 unités indépendantes. II en résulte que nous pou-

vons trouver un sous-groupe A de A , tel que A11 = V , A 0 p, = {l j et
V

A = u A . Nous avons :
H

(A* :V) = e^(A :V) = e^(A : A3') = e^-1 .

La formule du th, 15 , (i) résulte alors de la détermination des indices (E î ¥)

et (Y : v ) effectuée dans le th. 1 2 et la proposition 20.

De même, d'après le th. 15, le groupe ¥ 0 E-.-- est engendré par k -1

^ ( 1 ) 1

unités indépendantes ; par conséquent (A 0E- > } , qui est un. sous-groupe d*in-
^d)

dice fini de Y n E- - est également engendré par k -1 unités indépendantes. II
"HOH(^ 1

en résulte que nous pouvons trouver un sous-groupe B de A HE- tel que
"""d)

B1' = (ADIL f et B O u = hl ;
"•"(l) W1i^)

nous déduisons du corollaire 3 de la proposition 22 que [i B = A f\ E- .
^(IH^) "^(l)

Nous avons

^ ^OH^ ! ̂ nH^^ = (A<'1 ^nH^ !BS) = ̂ H^)^ :BS) = ^H^)1- 1 1 •

La formule du th. 15, (ii) résulte alors de la définition de p, et de la détermina-

tion de l'indice (E^ :¥nE^ ) effectuée dans le th, 15.
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La possibilité d'utiliser le groupe A comme intermédiaire pour déterminer

l'indice ( E , :^ ) repose sur le résultat suivant :

Proposition 25. .02. à. 8̂  A* == Sg .

Démonstration : d'après le th. 14, on a

r r r
v = ̂ /H = "HOH^ •

d'où A c: A^ SL. . Il en résulte que

A '= ̂ (IH^ c ̂  • d'où ^nH^A ^H-

Réciproquement, d'après le th, 14, on a

^ c= ̂ H^ = ̂ H^ •

à.'où. Q (= A A et par conséquent u Q,_ <= & - _ , A . Finalement,
" "'"(l) eHÏ """(l)

il en résulte ,ue ^ = ̂ ^ft Œ ̂ HnH^ ) •

La proposition 25 est démontrée.

Déduisons de la proposition 25 le résultat suivant :

Proposition 26. ^n. .a. 8g 0^^^ ^HOH^ •

Démonstration : d'après la proposition 25» on a

V^) = ̂ Hn^/^"1^) ̂ HnH^^0^^ •

Or, d'après le corollaire 4 de la proposition 2 2 , o n a A n E . c=^ ;H H H ^ ) HnH(^
il en résulte que g OE^ =^«11 ? C.Q.F.D.

h. nlln/ \ hflh/ \

Nous pouvons maintenant déterminer l'indice (E :§ ) .

Théorème 16 . Soit H une extension abélienne de K , de conducteur puissance

d'un idéal premier. L'indice de Ï dans E est donné par la formule————— —————— ^ _____ —g " """"' —————

(^:^)=^/[HH^:H] .

_a. \ = 12 L H : K J 1e/e lorsque H/K est non ramifiée, et \ = 12 L H : K J 1^ lorsque
n . ^ "—'—
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H/K est ramifiée (l'entier p, étant J.e. diviseur ^e. e /e défini ̂  JLa. suite

de la proposition 24. ^ 6.4.).

Démonstration : lorsque H/K est non ramifiée l'énoncé du th. 16 reprend la

formule du th. 6 § 5.2,

Supposons H/K ramifiée. D'après la proposition 25, on a

V^H = V^/ s ̂ V^^HnH^//^ •

D*après le corollaire 4 de la proposition 22, on a A 0 E^ c ̂  ; et,
"^d) ^d)

d'après le th, 15, l'indice de A 0 E-. dans ^ est fini. par conséquent
"^d) ^d)

le groupe

^H^A^HnH^"^)

est fini, et on a

(^:^)=(E^:A*)/(^^=A%E^^) , d'où

(35) (Eg =î^) = ̂ ^••^^^••^/(\^--^^^ .

En utilisant la formule pour (E :S ) donnée par le th. 6 § 5.2 et les
"^d) ^d)

formules du th. 1 5 , nous en déduisons l'égalité

(^^^^MH^HnH^];

ce qui est la formule du th. 1 6 puisque

[HH(^ :H] = [H(^ : H H H ( ^ ] .

Remarque. Esquissons une alternative pour la démonstration du th. 16 .

Soit a un entier > 0 . Pour toute classe C € Cl (H/K) , posons

^c)a^Mr^•'
et soit B(a,HnH/ \ ) l'entier > 0 défini par

B ( a , H O H ( ^ ) = n (1 - ̂ ) + aehk/k^)

-—: ' ' : - ,... xœiCHnH^/Kr
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lorsque H O H / \ ^ K , et par B(a,K) = 1 . Comme dans le th, 12, le groupe y

engendré par les quotients <p (c)/^ (c ) , C C Cl(H/K) , est un sous-groupe d'in-a a o

dice fini de E^ , cet indice est donné par la formule :

(56) ^H^a^ = ^^HnH/NK^rî^eh^i ;

et comme dans le th. 1 5 , le groupe Y n E est de son côté un sous-groupe
a HflH/ \

d*indice fini de E , cet indice est donné par la formule
(l)

(57) ^(^V^nH^ ^(a.HnH^K^1 \^/1 .

Soit V le sous-groupe de Y formé des produits n ^ (c) , où
a a CCCl(H/K) a

les entiers rationnels n(c) , C C Cl(H/K) , sont tels que

7""1 n(c) = 0 et y"""1 n(c)N(oi(c)) s 0 mod e .
CCCÏ[H/K) cecîïH/K)

Comme dans le th, 14, nous avons
«

^^/H et ^^^nn^/a'

et tout élément de V est une puissance r-ième dans H , Par conséquent il existe
a

r *
un plus grand sous-groupe A de E- tel que A = V ; nous posons A = \i A .a H a a a e a

•x- n

On déduit alors de (56) que l'indice de A dans E^ est donné par la formule

(58) ^H^a^ = B(a»H^H(1))12k '"\/h î

•x-
et l'on déduit de (57) que l'indice de A 0 E-- dans E donné par la

a H OH / \ HP H / \

formule

(39) ^m^'-^^^-^'^^)^ 1 ^H^^H^/11 >

, = ̂ "HO) ; ̂ "H^^ = ^a" \^^ •• ^a" ^OH^^^ •
•X-

Comme dans la proposition 25 nous démontrons que ^ A = ̂  î nous avonsHHH / \ a H

alors la formule

(40) ^••^-^^••^^^••^^^••^^^ '

analogue à la formule (•55).
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En utilisant, comme précédemment, la formule pour (E ; '§ ) donnée
^d) ^d)

par le th, 6 § 5.2, nous déduisons des formules (38), (59) et (40) la formule du

th. 16.

Démontrons la conséquence suivante du th. 16,

Corollaire. L1indice de 'Q ^ dans E .̂ est donné par la formule

^^H^-^iAnH^ '
[H:K]-[HDH/ y.-K]

^ X' = 1 2 'HnH^-

Démonstration : on a 1'isomorphisme

^HnH^H^V^/^nH^V^ ;

or, d*après la proposition 26, on a

^nH^iA "^nH^^^H^nH^) = ̂ ^ftm^^ •

Par conséquent, l*indice (E^ : E^ ç ) est le quotient des indices (E :ç )

et (E, :^ ) , dont les valeurs nous sont données par le th. 16 ; la for-
^d) ^d)

mule du corollaire s'en déduit immédiatement,

Remarque. On observera que le quotient h / h est nécessairement un
H HnH/ \

nombre entier, puisque l'extension H / H f l H / \ est composée d'extensions totalement

ramifiées, cf. CHEVALLEY [c] .
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APPENDICE

UNE ILLUSTRATION NUMERIQUE

Soit K = QC'Ï^d) , d > 0 , un corps quadratique imaginaire de nombre de classes
un. Il résulte de la remarque (9) de [H2] chap. III § 26 p. 75 que toutes les unités
du corps K(Y5) = Q(f5 > "f̂ O sont réelles. On déduit alors de la formule de
Dirichlet pour le nombre de classes des corps biquadratiques imaginaires
(cf. HASSE [H2] chap. III § 26 p. 74, formule (6)) que le nombre de classes de
K(ï5) est égal à la moitié du nombre de classes de (^('̂ ^O. Or, suivant que
d = 1 , 2, 5, 7, 1 1 , 19 , 45» 67 ou 165 le nombre de classes de (^("p l̂) est égal à
2, 2, 2, 2, 4, 8, 1 4 » 18 ou 50. Par conséquent, le corps K = Q("V-165) est le seul
corps quadratique imaginaire de nombre de classes un, tel que K("f5) possède des
classes d'idéaux d'ordre 5. posons Ç = exp(2-n;i/5) ; comme l'idéal (5) est inerte
dans K = Q('FT^5), les extensions H = K(ç) et H* = K("^) de K ont l'idéal
(5) pour conducteur ; nous nous proposons de déterminer leurs groupes d'unités el-
liptiques respectifs.

§ 1 , Désignons par 2T l'anneau des entiers rationnels et par IF le corps des

résidus de J module 5. Notons respectivement G et G' les groupes de Galois de

H/K et H*/K . Soit C-——— ç. Cl(H/K) la classe de l'idéal (-pf^) î notons

o = g(c-, /•-) l'automorphisme d'Artin de H/K associé à C._,- . Nous avons les

résultats suivants :

Lemme 9,

(i) Nous avons Ç° = Ç5 , et G est \Q_ groupe cyclique d* ordre 4 engendré par
?

a tandis que G' s'identifie au quotient G/j l ,o { .

(ii) Pour toute classe C £ Cl(H/K) , 1'invariant (p (c) est un nombre réel.

Démonstration :

L'assertion (i) résulte de ce que N(^-165) = 5 mod 5 , et l'assertion (ii) de

ce que C,—y— — qui engendre Cl(H/K) — est invariante par l'action de la conjugai-
y—165

son complexe,

Soit TJ le caractère de G à valeur dans F , qui à tout automorphisme

T = g(c) , C ç Cl(H/K) , associe le résidu de N(0û(c)) module 5 , où Ol(c) est un

idéal entier, premier avec 10 , .qui appartient à C ; cf. lemme 5 § 4.1. On a

Ul) = 1 , U(o) = 5 , U(a ) = 4 et U(o) = 2 . Le groupe des caractères de G est

le groupe J 1 ,U , U , U { , et le groupe des caractères de G' est le groupe

(1 ,U j . Pour tout automorphisme T = g(c) , C C Cl (H/K) , nous posons

(p ( ï ) = 9-j(c) . Nous avons les résultats suivants :
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Lemme 10,

(i) Le groupe $„ est.l'ensemble des produits

5 i n-
w = .n ^H^0 ^A^1)) avec n^ e J pour i ç i l , 2 , 5 { .

(ii) Pour_guele produit w appartienne à V il faut et il suffit que

5 j_
} ! n.ftj(a )-1) = 0 mod 5 .
i=1

Démonstration : le groupe ^ est l'ensemble des produits

w = n (^(c)/^(c^)n{c) avec n(c) C J pour C G Cl(H/K) î
CECl\H/K/

l'assertion (i) en résulte immédiatement.

Pour que le produit w appartienne à V il faut et il suffit que

C ^cOEN^cO-l] = 0 mod e ; cf. § 4.4 .
CCCiTîï/K) H

Or, pour tout idéal entier a de K , premier avec e , on a N(oi)-l = 0 mod e ;

par conséquent, lorsque (e /e,e) = 1 , une condition nécessaire et suffisante pour

que w appartienne à V est que
H

F""! ii(c) [N(OC(C))-1] = 0 mod e /e .
CÇCÎÏH/K) n

Dans le cas présent, on a e = 2 , e - 1 0 et e /e = 5 ; l'assertion (ii)
ri ri

résulte alors de ce qui précède, puisque pour tout automorphisme T = g(c) ,

C ç Cl(H/K) , on a u(r) = N(oc(c)) mod 5 .

L'action de G munit les groupes E^ et ^ ainsi que E , et ^ de
H H H H

structures de z[G]-modules ; par passage au quotient, on en déduit que l'action de
G munit les groupes

E=E^ et ï-\/t^ ainsi que E* = E^,/E^. et ^ =^./^.

de structures de F[(î]-modules. A chaque caractère ^ de G associons l'élément

1 -E X^ÎT de F[G] ;
x TCG

pour tout i C ( 0 ,1 ,2 ,5 J , posons

E = 1 E et ^ - 1 ^ ;i qi l qi

nous avons E = ( B E . et 8 = ® ' § . .
i=o i=o 1
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On démontre aisément le résultat suivant

Lemme 11. .Qn. .a. E^ = ̂  = (1 { ainsi que E* = E ^ ^' = S

Comme E^ et ^ sont chacun engendrés par - Ç et par 5 unités indépen-

dantes, les ?-rangs des quotients E et ^ sont égaux à 4 ; on peut donc énoncer :

Lemme 12. Les 5-rangs de E ^ g sont égaux à 4..

Soient maintenant y , m et m ç <^ les unités réelles (cf. Lemme 9, (ii))
1 '- j H

de H définies par :

^ =^\{a)2/^a2\{a5)2 ,

<?2 == ̂ ^^a2^/^^^^) et

^ '^^H^^Î^V^2 •

Pour tout j C i l , 2 , 5 i , on a

(41) y, = n (^.(o^/y-.d))^^ 1) modulo ^5 .
3 i=1 n H H1=1

Comme la somme

L:^1)^)^)
i=1

est congrue à 0 ou 4 suivant que j ç { 2 , 5 } ou j = 1 , on déduit du lemme 10, (ii)

q^® lê .̂ nombres y^ , cp^ ^b. 9 appartiennent à V ^ que y n 'y appartient

-^a^ î P^isq^e C C ^ , J .̂ identités w5 = œ ât w5 = y définissent deux nom-

bres réels w et w C Q ,2 5 H

On démontre sans difficulté le résultat suivant.

Proposition 27.

^a _ ^~1 ^4- w î . 1 1 ! ^ / - ^(i) ^n.̂ . w^=w; 1 ^1 g^. = ̂ |n ç J) .

(ii) Les unités w , w .̂ w° sont indépendantes, on a y = w^/w5

est l'extension de de-gré deux du groupe

(ii) Les unités w , w e_t w° sont indépendantes, on a y =w^a/w^ j3_b_ ^
-/ •̂  1 5 5 H

. ( / \a b c dori ,A = K-Ç) w^w w |a ,b,c,d ç z {

obtenu par l'adjonction des racines carrées de

(^(o)/^d))2 = 1/wJwJw^ .
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Posons w' = w w0 , on a w' a = w °/w = (w* ) /w , d'où

^ - ^ { a ) modulo^ .

D'autre part, on déduit de (41 ) la relation

m° s (p-^ modulo c& .
1 1 H

Le groupe A est l'extension de degré H du groupe
•

B = K-Ç^^w^la^c.d ç Z {

obtenue par adjonction de la racine H-ième réelle de

w;1 = (w^4/^ .

On démontre alors sans difficultés le résultat suivant.

Proposition 28. On a les congruences

^ = ̂ (g) modulo ̂  , cp° = ̂ (g) modulo ̂  ;

w0 =w^ (g) modulo^3 et w» = w'^ ( g) modulo •^ .
2 2 H 5 5 H

Les classes de Ç et cp modulo 'g^ engendrent <§ ; les classes de w et w*
1 H 1 2 5

modulo S engendrent respectivement 'g et ç .
H 2 5

§2. L'anneau des entiers -ff de K = Q("V-165) a pour base le couple

(l , (1+'V-16'5)/2) ; nous posons d = 165 et a = (l+V^)/^ . Il résulte des défini-

tions §§2,2 et 4.5 que les invariants

9g(l) » ^H^0) » ^H^0 ) et ^a )

sont donnés par les formules suivantes :

<p,(l) ^^(l/!);^12^/?^)/12^^-!)^) ,ri

^(ff) = v(12)5((2a-1)/5,•1r)9(12)5((a-2)/5;<r)9(12)5((1+a)/5,•<r) ,

9g(o2) =(p (12)5(2/5^)y (12)5(2a/5^)</12)5((2^2)/5;<r) et

Vg(o3) = <p(12)5((2+a)/5;^(12)5((1+2a)/5^)<p(12)5((2+2a)/5^) .
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Ces formules permettent le calcul numérique des quotients

(p^(o)/(^(l) , (^((/'Vy^d) et (^((^/(^(l) .

Nous aurons besoin des résultats suivants.

Lemme 15. Soit w ç SL. une unité elliptique de H • La valeur absolue de w

est une puissance 6—ième dans le plus grand sous-corps réel H de H ; il existe

un entier rationnel a tel que w = Ç |w| .

Démonstration : soit 0& un idéal entier de K , premier avec 50 ; démontrons
/ * r\ \

tout d'abord que le nombre 6 d/^»-^;^) est une puissance 12-ième dans H / _ v •

D'après les propositions 7 et 9 § 4.2, il suffit de vérifier que L(o';0ï>) est une

puissance 12-ième dans H/ \ . Or, nous avons

L(<r;o0 = a12 M^)^-1 ,

où a C -cr est un générateur de l'idéal (X; et l'invariant M(<ï') est donné par la

formule :

M(^) =250524/j2^)(jGr)-1728)5 .

D'après [wb] § 125 p. 462 et § 154 p, 504, nous avons

<](<?)= -(64.5.5.25.29)5 et j(<r) - 1728 = - 1 6 5 ( 8 . 2 7 . 7 . 1 1 . 1 9 . 1 2 7 ) 2 ;

par conséquent MCoO est une puissance 6-ième dans K = 0(^-165) » et comme

N((%) - 1 = 0 mod 2 l'invariant L^Ol) est une puissance 12-ième dans K . Le nom-

bre © (1/5»^;^) est donc une puissance 12-ième dans H/[- \ .

D'autre part, d'après le th. 8 § 4.4 et les définitions 4.5, le groupe Q^ est

engendré par Ç et paryLes normes, relatives à H/ \/H , des produits

m (l2)n
n e (i/5,tr;c^) ,

i=1

où les QL sont des idéaux entiers de K , premiers avec 50, et où les entiers ra-

tionnels n. sont tels que

m
V. n^(N(o^)-l) = 0 .
i=1

II résulte de ce qui précède que les unités w ç. SL. sont des puissances 12-ièmes

dans H .
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Soit u C Eg une unité telle que w = u12 ; comme H est une extension abé-

lienne du corps des nombres rationnels nous pouvons appliquer la Sa-cz 14 § 20 p. 54

de [H2] à l'extension H/H^ ; nous en déduisons l'existence d'une unité réelle v

et d'un nombre rationnel a , tels que u2 = (-ç)^ . D ' o ù w = ^v6 , et par consé-

quent la valeur absolue |w| = v est une puissance 6-ième dans H ; C.Q.F.D.

Î me. 14. four. tous entiers u ç }-2,-1 ,0,1 ,2} .̂ v C { 0 , 1 , 2 } , nous avons

^((u+vaV^îl.oO^/M^u.vÎB^.v^u.v) = 1 + e(u,v) ,•

.̂ |e(u,v)| < 5.10"18 , ̂ b.̂ . M = 2exp(-^/12) , A(u,v) = exp^2^^) ,

B(u,v) = 2ch(7tv-fa/5) -2cos(-n;(2u+v)/5)

^1 C(u,v) = 1 +2cos(ît(2u+v)/5) exp^^^-v)-^/^) .

Démonstration : d'après le § 1 , pour tout t ç C , nous avons

00

(p ("b ;1 ,a ) = - M sin(Ttt) exp[7tit(t-'b)/(a-^)] n (l - 2qncos(27ït) + q211)
n=l

Lorsque t == (u+va)/5 , nous avons

|exp(7tit(t-ï)/(a-ï()]|2 = A(u,v) et |sin(îtt)|2 = B(u,v) .

De plus, on vérifie que

00

|[c(u,v)/| n (1-2qncos(27lt)-^q2n)|2 ]-1| < exp(-^) ;
n=1

l'assertion du lemme résulte de l'estimation

0 < exp(--n;Y'd) < 5.10"18 .

Lemme 15. Posons p = exp(-7iYÏ/5) ; nous avons

p^lyHd)!1730/"6^)-^ .

p14/5]^^.)!1/30^6^..)^^^ ,

p12/5)^2)!1/30^2)^^ et

p16/5!^^!1/50^6^^)^.^ ;

^ pour tout i C J 1 , 2 , 5 , 4 { , on a [ e . | < 10~ 1 5 , et où
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\i( 1 ) = (2 - 2 cos(2Ti/5))(l - 2p cos(7t/5) + p2)2 ,

\i( a) = (1 - 2p2)(1 - 2p 003(511/5) + p2)^ + 2p5) ,

\i{a2) = (2 - 2 cos(47i/5))d - 2p2 cos(2^^;/5))2(1 + 2p5 cos(27i/5))2

et ^(o5) = (1 + 2p + p2)^ - 2p2 cos(47t/5))2(1 + 2p5 cos(4V5))2 .

Démonstration ^ ce lemme résulte du lemme 14 et des formules pour les invariants

9gd) » <Pg(cî) » ̂ ^ et ^H^0^

données au début de ce paragraphe, compte tenu de l'estimation

0 < 8 exp(-47ifd/5) < 10"15 .

§5. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les nombres w et w ,

a) Calcul de w .

Posons A = |w l / + |w l / , d'après le lemme 1 5 , nous avons

^(a3)^!1/6/?2^)^2) = 1 +e^ avec |^| < 4.10"1'5 ,•

par conséquent

A = (l+£g) exp(2^l•P/5)^i(a)^l(o:5)^(1)^^((J2) avec |e l < 5.10"15 .

D'autre part, d'après le lemme 1 2 , le nombre A est un entier rationnel ; comme

|wl / < |w [ / , le nombre w est donc la puissance 6-ième de la plus petite
2

racine du polynôme X - AX + 1 .

Ayant fait le calcul à l'aide d'une calculatrice fournissant 1 0 chiffres signi-

ficatifs, nous avons trouvé A = 1 860 498,000 ; la plus petite racine du polynôme

X2 - 1 860 498 X + 1 est ((y5-i)/2)50 d'où w^ = ((^-i)/2)180 .

Comme, d'après la proposition 27, on a

^H' = S.l^l11 ^ ^} »

et d'autre part E^ = (±((f5-1 ̂ ^jn ç 7} ,

il vient (s^, ^H '^ = 180 • comme Hr ) = K » dentier ^ défini § 6.4 est né-

cessairement 1 ; la formule du th. 16 § 6.5 nous donne alors
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V = ̂  ^H»)/^ = 15 ,

ce qui est la valeur déjà connue par la formule de Dirichle-b,

p) Calcul de w .

Posons

B = Iw^l176 + .|w^|-1/6 et C = lw^/6 , |̂ |-1/6 .

D'après le lemme 15, nous avons

tiCo)2^2)^ l176/^3)2^) = 1 + E^ avec |e^| < 6.10"13

et ^^(<ï2)2n(o5)|wo|1/6/p2^t(1)2^l(<,) = 1 + E, avec |.| < 6.10-13 ;
^ 0 0

par conséquent

B = (1+^)[(^a)2^^(o2)^(o5)2n(1)) + (^t(^)2n(1)^(o)2n(a2))] avec |^| < 1 2 . 1 0 " 1 5

et C = (1+e^)exp(2^tÏ3/5)^l(cî2)2^l(c^)/^l(1)2^l(o) avec |e^| < 7.10"15 .

D'autre part, d'après le lemme 1 2 , les nombres B+C et BC sont des entiers ra-

tionnels ; par conséquent B est la plus petite racine du polynôme X - (B+c)x+BC.

Nous avons obtenu les valeurs suivantes pour S = B+C et P = BC :
2 2

S = 65 776 1 9 1 , 00 et P = 191 408 459 > 0 . On vérifie que S -4P = 5D avec

D = 28 521 577 ; d'où B = (s-D^5)/2 et C = (s+D^5)/2 .

Comme )w | / < |w j / , nous en déduisons que w est la puissance 6-ième
.) J r\ .)

de la plus petite racine du polynôme X - ( (s - D"f5)/2)x + 1 . Il vient finalement

w^ = d^)6^-!)^ - (a-P^)Vl65(5-^)/2]6 ,

avec a = 1 5 1 5 502 et p = 587 257.

§4. Rappelons la définition des logarithmes de Kummer en l'adaptant à notre

situation ; cf. HERBRAND [He] §5 pp. 421 à 425. Pour tout élément a de H , entier

et premier avec 5 , choisissons une fonction rationnelle f(x) , à coefficients

5-entiers dans K , telle que f ( ç ) = a ; pour- i 6 J 1 , 2 , 5 } , les classes module 5

des nombres
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/^(a) = (d^og ^e^/du1)^)

ne dépendent que de a . No-bons i l'idéal (l-ç) de H î on démontre sans peine
les résultats suivants.

Lemme 16. Pour tous éléments p, et v de H , entiers et_ premiers avec 5, et

pour tout automorphisme T de^ H/K :

(i) ^.^ / (^iv) = r1^) + /'(v) mod 5 , en particulier

^ (^) = 0 mod 5 ;

(ii) ^â. ^V) ̂ (r)/1^) mod 5 ;

(iii) ̂  ^ v mod ^i+1 , alors /i)^) = /^(v) mod 5 .

Comme dans [He] §5 pp. 422-425, 'on démontre le résultat suivant.

Lemme 17 . Pour qu'un, élément ^ de H , entier et premier avec 5, soit congru

JE. une puissance 5-ième de H modulo ( , jj_ faut ^_b_ j_3_ suffit que

^ (ti) = 0 mod 5 pour i C i l ,2,5} .

^6Posons e = ((Y^-l)/2) , de telle sorte que w = e . La connaissance ef-

fective de w , la proposition 28 et le lemme 1 6 , nous permettent de dresser le ta-

bleau suivant, qui donne les valeurs de £ , avec i ç ( 1 , 2 , 5 } , pour les nombres

ç > ?i = ̂ l ' ^ et w ? = w!̂  •
\

c

^
ŵ?

/1)
1

-iy^

0

0

/2)
0

0

1

0

/3)

0

0

0

0

On déduit alors du lemme 1 7 le résultat suivant.

Proposition 29. Pour qu'un produit Ç <p e w' , avec a , b , c , d ç y , soit

congru ^_ une pmissance 5-ième de H modulo { , il faut eĵ  il suffit que

a = b = c s 0 mod 5 .

D'autre part, l'injection ^ c-» E définit un F[G]-morphisme j de ï dans

E ; et nous avons j(^.) CE. pour tout i ç ( 1 , 2 , 5 } . Comme w est une puissance
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5-ième dans E^ nous avons j(g ) = 0 ; d*autre part, d'après la proposition 29,

pour que le produit Ç y soit une puissance 5-ième dans H il faut et il suffit

que a s b = 0 mod 5 » P3-1' conséquent j est une injection de ^ dans E ; le

calcul nous a permis de vérifier que w* = w w n'était pas une puissance 5-ième

dans H , il en résulte que w* n'est pas une puissance 5-ième dans H et j est

une injection de Ï dans E , Enfin, comme e n'est pas une puissance 5-ième

dans H , la classe de e module E^ est un élément non trivial de E ; vu que

le 5-rang de E = E^/Brr es^ 4 d'après le lemme 12, nous en déduisons le résultat

suivant,

Proposition 50. Les classes de Ç et œ modulo E^ engendrent E ; les—__———_ ^ —^ ^

classes de e et w' modulo B engendrent respectivement E et E •2 5 ^î 2 5
Nous déduisons immédiatement des propositions 28 et 50 le résultat suivant,

Corollaire 1 , L'indice (E : ç ) est divisible par 5 et n'est pas divisible
2 H H

par 5 .

Il résulte du th, 1 6 § 6.5 et du corollaire précédent que le corps H possède
une unique extension abélienne non ramifiée de degré 5, que nous notons L ; nous
avons le résultat suivant :

Corollaire 2. On a L = Iï(W).
5

Démonstration : d'après le corollaire 1 , il suffit de vérifier que H(YW_) est
bien une extension non ramifiée de H . Cela résulte du fait que w' , congru à une

p- .)
puissance '5-ième de H modulo •(? d'après la proposition 29> es^ urLe unité pri-

maire cf. th.N° XI p. 47 § 9 de HASSE [H^].
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