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INTRODUCTION

Nous nous proposons de décrire, pour toute extension abélienne H d'un corps
quadratique imaginaire K , un groupe d'unités &}1 construit & l'aide des valeurs
singulidres de certaines fonctions modulaires, Les éléments des groupes EH sont
analogues aux unités circulaires de la théorie des extensions cyclotomiques du corps
des rationnels, nous les appelons unités elliptiques, Lorsque le conducteur de 1'ex~
tension H/K est puissance d'un idéal premier r de K , nous montrons (th, 16
§ 6.5) = & 1'aide de la formule de décomposition de la fonction zéta du corps H en
produit de séries I - que'l'indice du groupe 3}{ dans le groupe EH est donné par
la formule

(By:8;) = My /[y E)
ol hH est le nombre de classes du corps H , ol H(1) est le corps de classes ab-
solu de K, et ou A = 2a3ﬁ ,a»0, B3>0 (plus précisément, on a
A= 12[H:K]—1/p , o p est un certain entier qui divise 6). On observera que le
quotient hH/[HH(1):H] est nécessairement un nombre entier, puisque 1l'extension

HH(1)/H est abélienne et non ramifiée,

Soit p 1le plus petit entier > 0 qui appartient a f,. Des formules, exprimant
1'indice de certains sous-groupes de EH dans le groupe EH comme produit de
hH/[HH(1):H] par un entier A , ont déjad été construites par FUETER [F], SIEGEL
[s], RAFACHANDRA [R] et NOVIKOV [N1] ; 1'entier A était alors le produit de puis—
sances de p , de puissances de h et d'un autre facteur entier, Ici A\ ne con-
tient que des puissances de 2 et de 3 ; en particulier, si p #'2,3 , la formule
peut &tre utilisée pour démontrer des critéres de divisibilité de hH/[HH(1):H] par

p analogues & ceux de NOVIKOV [N2] ; nous ne le ferons pas ici,

N

Je tiens & exprimer ici ma dette & 1'égard de MM, les professeurs A. NERON,
dont les remarques m'ont fourni le point de départ de mes recherches concernant les
formules pour le nombre de classes, J,P. SERRE, qui a lu avec attention plusieurs
versions du manuscrit et m'a fait avec pertinence un grand nombre d'observations et
de suggestions, et G, POITOU qui a su diriger avec tact et persévérance 1'élabora-—
tion de ce travail, Je remercie enfin Mme BONNARDEL qui s'est chargée avec autant

de gentillesse que d'efficacité de la dactylographie de mon manuscrit,



§ 1. FONCTIONS THETA REDUITES DE DIVISEUR (0) REIATIVES A UN TORE /T .

N

Ce paragraphe contient les résultats préliminaires & la construction des inva-
riants 9 (c) au § 2. Ces résultats seront également utilisés dans les §§ 4.2 et
4.4, lorsque nous rechercherons les racines f-iémes des invariants cp,(C). Notre

terminologie est celle de WEIL [wf] chap. VI.

Soient t € ¢ et we € avec Im(w) > 0. On définit

nw) = d'/24 1 (1=,
n=1

©o
6, (5,m) = 2a"/% ain(xt) 1 (1=0")(1-20" cos(ant) +4%")

n=4
1/8 1/24

avec q = exp(zniw) , Q = exp(niw/4) et q = exp(niw/'}z) ; les deux produits

infinis convergent absolument, La fonction A(w) = (2-;;)12 n24(w) est une forme mo-
dulaire de poids 12, La fonction t » 61(t,w) est identique & la fonction

t - eH(t,w) de WEBER [Wb] § 24 p. 85 ; elle est donc entidre, elle vérifie les

identités

]

91(t+1 W) —91(t,W)

(1)
91(t+w,w) = mexp(-ni(2t+w)) 91(t,W) ,
cf, [wb] § 20 p. 69 ; ses zéros sont les points du réseau de base 1 , w , chacun

d'ordre un, cf, [Wwb] § 21 p. 73 ; sa dérivée au point t =0 est égale & 21m3(w).

Soient T un réseau complexe et w1 , w2 une base de I telle que
Im(wz/w1) > 0 ; les invariants a(r) = (wzil - w1v-r2)/2i (1taire de €/T) et

Alr) = w:12A(w2ﬁv1) st indépendants du choix de la base w1 , W Posons

5
. _ .~ 2=
6(1:,w1 ,w2) =7 (w2/w1) exp(nt w1/2w1 a(r)) 91(1:/w1 , w2/w1) .
La fonction t v (E)(‘D;;w1 ,wz) est entitre ; ses zéros sont les points de T , chacun
d'ordre 1 ; sa dérivée au point t=0 est égale & 27 w_1 n2(w2/w1). Pour i=1

1
ou 2 , on déduit de (1) 1tidentité



(2) 9(‘c+wi;w1 w,) = —exp(w,,t) +%lw, W, )/2) e(t;w1,w2) ,

avec x(t,‘c') =nt t'/a(r‘). I1 en résulte que la fonction t e(t;w1 ’WZ) est 1'u~-
nique fonction théta réduite de diviseur (0) relative au tore ¢/T , dont la déri-
vée au point t=0 est égale & 2x w:1 nz(wz/w1) ; cf, [w,e] chap, VI pp. 113 et

suivantes, La fonction t’r-> 912(t;W1 ,w2) est donc l'unique fonction théta réduite

de diviseur 12(0) relative au tore (11/1" telle que

1lim 912(‘c;w1 ,Wz)/‘t12 = (2n)12 W:12 n24(W2/W1) = A(r)
t-o0

elle ne dépend pas du choix de la base w1 , w2 de I, et on pose

6(12)(’0;1") = 612(t;W1 )
Soit cp(t;w1 ,w2) = e(’c;w1 ’Wz) exp(-¥(t,t)/2) ;
la fonction +t (p12(t;w1 ,w2) ne dépend pas du choix de W, s W, ef on pose
12 (551) = 6112 (451) exp(-6M(t,5)) = 9! (k5w w)) 5
on déduit de (2) 1'identité
(3) opltaysw, W) = —exp(}(‘r,17)/2)<1>(t;w1 W), Yy €T,

avec 4(y,t) = My, t) - %(t,y).

Le résultat suivant est immédiat :

Lemme {1, Pour tout nombre complexe a # 0 , on a e(at;aw1,aw2) = e(‘c;w1 ,w2)
et cp(at;aw1,aw2) = cp(‘c;w1 ,W2) ; par conséquent 9(12)(at;al") = 6(12)(1:;1") et

o\ atsar) = o' (5i0).
Soient y et y' deux éléments de TI' , le nombre
$lyoyt)/em = (Ry,y') - ®y'oy))/2mt = (y'y = yy')/(ww, - ww,)

est un entier et par conséquent exp(%(y,y')) =1 ., On déduit alors de (3) le résul-

tat suivant :

Lemme 2, Soit f un entier > 0 , Lorsque t € ¢ est tel que ft €I, les

nombres cp2f(t;w ,w2) et q>(12)f(t;1") = q;12f(t;w1 ,w2) ne dépendent gque de la

1



classe de t modulo T .

Soient maintenant T et TI' deux réseaux tels que TI' DT ; le groupe T'/T
est fini, on note n = (F':r) son ordre et nf le plus petit entier > 0 tel que
nﬁ'cr,%mMmmleﬁwHﬂsﬂmm,@i@ﬁmh%l%fwmhs@@é(mL
p. 128 de [R] § 6.

Proposition 1, Soit {t1 = 0,t2,...,tn} un systdme complet de représentants

de T'/T; soient f un entier >0 gt t € ¢, tels gue ft €I ; ona

n n (12)n
(a(r)/a(r)) ' = o g ' 1(’ci;r) ,

(%;1) = .E ¢(12)m(t+ti;F)

i=q

(12)m
9

o m estleppemde f etde n.

Démonstration : soient w1 » W, une base de I et w; , wé une base de T

telles que Im(w2/w1) >0 et Im(wé/w;) >0 ., la fonction *t - e(t;w;,wé) est une
fonction théta réduite de diviseur (0) relative au tore €/T' ; c'est aussi une

n

fonction théta réduite de diviseur z (tj) relative au tore ®/F . Soit 6 1la
J=t

fonction définie par

n
tr6(t) = 1 exp(-#(t,,t))e(trty5w W) ;

3=

d'apres [W}] chap, VI p. 111, le j—iéme facteur de @ est une fonc~

tion théta réduite de diviseur (tj) relative au tore €/T' ; par conséquent 6
n

est une fonction théta réduite de diviseur 2:: (tj) relative au tore C/F . Les

J=1

fonctions t+ 6(t) et tm e(t;w;,wé) sont donc proportionnelles : il existe

K1 € ¢, tel que
(4) o(t) = K1e(t;w;,Wé) .
Dérivons 1tidentité (4) au point t=0 , il vient

(5) I e(tj;w

-1
' W, ) =KX n (W"W')f) (W ", ) ’
j=2 2 1727172772 1772

1



=1

N _ =12 o) L
ol 712(‘"1"”2) =v.'n (w2/w1) et 1’)2(W1:W2) =w

nz(wé/w;) . Posons
n n

Kﬁ = K1 exp(- z::,g(tj,tj)/é) et ¢ = }j , on déduit des identités (4) et (5) :
= =1

J

(6) sxaly(6,)/2) 1 gltst,m, w,) = K, gltsmt,m)
=1
(1) jzz p(tyiw W) = Kénz(w;,wé)h;1(w1,w2) .

2n
Comme, d'aprés le lemme 2, les nombres Y] 1(tj;w ,w2) ne dépendent que de la

1

classe de tj modulo I , il résulte de (7) que la constante K , définie par
2n

K = K(w1 »W, ;W; ,wé) = K2 ! , ne dépend pas du choix du systéme de représentants
{t1 =0 ,tz,...,tn} de T'/T.

Notons m1 le p.p.c.,m de 4f et de 2n1 . Comme 21t et ft appartiennent &
I , le nombre ’}(ft,Zq:)/Zni est un entier et on a exp(l}(t,t)/2)4f =exp(§(ft,21:))=1;
par conséquent, si l'on éleve les identités (6) et (7) respectivement & la puis—

sance m, et & la puissance 2n1 , il vient

nom m1/2n1 m1
.1;11 ] (t+tj;w‘| ,w2) =K 9 (t;w; ,wé)
(8) =
n 2n1 2n1 --2111
. —_ 1 L}
.n P (tij1 7W2) = K"']2 (W1 ,WZ)T]Z (W1 9W2) .
Jj=2
La proposition 1 résultera des identités (8) si nous démontrons que K(w1 ,wz;w;,wé)

est une racine 6-itme de 1l'unité,

Considérons d'abord les réseaux I et T/2 , et observons que

K(w1 ,w2;w1/2,w2/2) =1 pour toute base W, W, de T ; il résulte en effet de la

définition de (p(t;w1,w2) que

4 4
9 (W1 /25‘”1 ’W2)934(W2/23W1 »WZ)CP (W1 /2+W2/2;w1 ,w2)
n“2(w)exp(2niw)ef(1/2,w)ef'(w/z,w)ef'((1+w)/2,w) ,
o w = w2/w

)3 de plus on sait d'aprés [Wwb] § 21 p. 73 et § 34 p. 112 que



1

N\ 4 40 0 N4 444
eXP(21U-W)61(1/2,W)91 (w/2,w)e1((1+w)/2,W) = 00081 0%

P . d'ol
et que 600910601 =21 (w) ; d'ou
40 1o 4 1. 4 ) _4
¢ (w1/2,w1 W, )o (w2/2,w1 ’wz)q’ ((w14ﬂvv2)/2,w1 ,w2) =2",
. _ ' P s _
et K(w1 ,w2,w1/2,w2/2) =1 d'aprés (8) puisque nz(W1/2’W2/2)/112(W1 ,w2) =2 .

Revenons au cas général, Soient respectivement {31 = 0,52,83,54} ,
{s; = o,sé,sé,si} et {t1 =0, t2,...,tn} , {t; =0, té,...,tx'l} des systimes com-

plets de représentants des quotients (r/2)/r, (r'/2)/r* et (r'/2)/(r/2), r'/r.

Appliquons les identités (8) aux couples I‘/2 , '/2 et T, ', il vient

oA 2 RN PR
(9) m ¢ (tj;w'/z,w2/2)= (w1/2,w2/2;w1/2,w2/2)n2 (w1/2,w2/2)n2 (w1/2,w2/2),

j=2
et
n 4n‘I n 4o
(10) _H P (17‘!];W1 ,w2) RN ) (t'.+si;w1,w2)
Jj=2 1=2 j=1
8 an,y —4ny 4 amy
- I3 al ] ] 1 Tegt 1
=K (W1 1W2,W1 ,W2)T|2 (W1 ’W2)n2 (W,' ’WZ) 122 P (Si,W1 7W2) .
410‘l
Posons A= his ) (s.+t 5w ,w.)
P 2
(1,3)€(1,000y4) (1,000,m) o
(1,3) # (1,1)
1
et A= I ¢ (si+tlsw ,w ) .
A 2
(1,5)€(1,000p4) (1y0em) 5 9]
(1,3) # (1,1)
Puisque K(w1 ,w2;w1/2,w2/2) = K(w1' ,wé;w;/Z,wé/Z) =1 , nous avons d'aprés (8),
4 41’1,l 4—1'11
iI; ¢ (-"»i+tj;w1 W) =9 (bgw 2w f2) ,2¢3¢n,
4 4
et I (;;4(si;w1 ,w2) = 1 cp4(s:!L;w;,wé) = 24 .
i=2 i=2

Substituons ces identités dans (9) et (10), il vient

4n, 2 4n, -4n,
= ow?! 1 ! 1
A=2 (w, /2w, /25w! /2w f2)n " (whywy)n F(w, W)

4y 8 an -4
| - oyr? 1 1 1
et A= 2 K (W1 ywzsw1 ,W2 )n (W1 ’W2)TI (W,I !W2) .



Les nombres {ri 5= Si+tj [ i€ (1y000,4) et jo¢ (1,2,...,0)} et

’

{ri,j = s£+t3 l ice (1,..,,4) et j € (1,2,,..,n)} forment chacun un systéme com-

plet de représentants de (I'/2)/T , et d'aprés le lemme 2, le nombre

] 1(ri j;w ’W2) ne dépend que de la classe de L modulo T ; il en résulte que
?

’

1
A =A', d'ob

Kﬁ(w1,w2;w;,wé) =‘K?(w1/2,w2/?;w;/é,wé/?) .
D'autre part, d'aprés le lemme {1, nous avons

K(w, wswl,wi) = k(w, /2,w, /25w! [2,w)/2)

par conséquent K(W1,w ;w;,wé) est bien une racine 6-idme de 1'unité ; la proposi-

2

tion 1 est démontrée,



§ 2. LES INVARIANTS o ’e(c) ASSOCIES AUX CLASSES DE RAYONS C MODULO £ .

Nous rappelons dans le § 2.1 quelques notions de théorie du corps de classes et
précisons nos notations, Dans le § 2.2 nous définissons les invariants ¢¥(C) et
nous montrons qu'ils coincident avec les conjugués complexes des invariants
Qf,(1)(c) introduits dans [R] § 3, Le théortme 1 § 2,3 est un rappel des propri-
étés algébriques des invariants ¢¥(C) démontrées dans [R] §§ 5.6, théoreme 5 et
théoreme 7 ; le théordme 2 § 2.3 décrit certaines relations algébriques vérifides
par les invariants ¢f(c) , relations qui résultent de la proposition 1 § 1. Nous
empruntons le théortme 3 § 2.4 & MEYER [M] et SIEGEL [S] ; ce théoréme exprime le
produit hH RH du nombre de classes et du régulateur d'une extension abélienne H
d'un corps quadratique imaginaire, & l'aide des logarithmes des valeurs absolues des
invariants ¢,(C). Nous observons enfin (corollaire du théordme 3) comment le thé-

ortme 2 § 3 de [R] peut se déduire du théordme 2 et du théordme 3, (i).

2.1, Notations,

Soient X wun corps quadratique imaginaire et ¢ 1l'anneau des entiers de X .
Les symboles Tr et N désigneront respectivement la trace et la norme d'un é1é-
ment de X relativement au corps des nombres rationnels, On note o, 4, £, ...
des idéaux de K . L'idéal A est la différente et 1'entier négatif -d le discri-
minant de XK ., On note e le nombre de racines de l'unité qui appartiennent & X
et h le nombre de classes de K . Pour tout entier n > 0 , on désigne par Hy le
groupe des racines n-iémes de l'unité,

Pour toute extension abélienne H de X , on note eH le nombre de racines de
1'unité qui appartiennent au corps H , et on note EH le groupe des unités, hH le
nombre de classes et RH le régulateur de H .,

Pour tout idéal entier { de K , on désigne par e¥ le nombre de racines de
1'unité de K congrues & 1 modulo 4§ . On note Cl(f) le groupe de classes de
rayon modulo f' de K , c'est-&~dire le quotient du groupe des idéaux premiers avec
{ par le "rayon modulo £ " formé des idéaux principaux (\) tel que

A=1 modxf,cﬁ Note,Pour tout caractére y du groupe Cl(f) et pour tout idéal en-
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tier O de K , nous posons y(o) =0 si (O‘"f) #(1) et xla) = X(Ca.) si
(G.,{) =(1), oh Ca’ € Cl(?) est la classe & laquelle appartient (.

On désigne par H’ le "corps de classes du rayon modulo ¢ de K ", le corps
H¥ est 1l'extension abélienne maximale de K dont le conducteur divise {§ . On note
g(c) 1'automorphisme de H?/K associé & une classe C € Cl({) par la loi de réci-
procité d'Artin ; 1'application ¢ + g(C) définit un isomorphisme du groupe Cl(?)
sur le groupe de Galois de Hf/K . Soit H/K une sous-extension de Hy /K ; nous
attachons & l'extension H/K le groupe de classes d'idéaux Cl(H/K) , quotient du
groupe Cl(f) par le groupe Cl(H{/H) formé des classes de rayon C € C1(#)
telles que g(C) définisse un automorphisme de HI/H ; les groupes Cl(Hf/H) et
Cl(H/K) sont respectivement isomorphes au groupe de Galois de H¥/H et H/K , et
les caractér;as du groupe Cl(H/K) s'identifient aux caractéres y du groupe

Cl(f) , tels que x(C) =1 pour toutes les classes C € Cl(H’/H).

2,2, Construction des invariants (Pf(c)'

Soient ¢ wun idéal entier de K et f 1le plus petit entier > 0 qui appar-
tient & £ . On considére 1l'ensemble A(f) des couples (t,f) , ou t €€ et §
est un idéal de K, tels que f={a € ¢| at €6} =0 Nt "4, Oon dit que deux
couples {t,§} et {t',f'} sont équivalents s'il existe © € K tel que 1'idéal
(t'/et) appartienne au rayon modulo f et $' =06b ; il existe alors une unité
u de K telle que t' =uo6t mod & et nous avons le résultat suivant :

Lemme 3, Soient (t,8) et (t*,8') ¢ A(f) deux couples équivalents ; alors

2)f 2)f
o120 (150) = U1 (erspr)
Démonstration : d'aprds les lemmes 1 et 2 § 1, nous avons

o120 = o2 gty C (20 g g §1(80) 5 cLarun.

Note, La congruence A =1 mod* # signifie qu'il existe des entiers o et B € o

premiers avec § tels que A =a/f et o« =g mod 7 .
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Pour tout couple (t,%) € A(J’) , 1'idéal tfﬂ-1 est entier et premier avec

§; soit c(t 2) € Cl(f) la classe de t{’!}_1 , nous avons le résultat suivant :
’

Lemme 4, Désignons par ~ 1'éguivalence dans A(iﬁ) . L'application
*)

(t,-{‘,) b C(117 ) définit un isomorphisme des groupes A(i)/'- et Cl(f) (
?
Démonstration : soient (%,8) et (t',4') € A(*) deux couples équivalents ;
: <1z -1 =1
la classe Clyn ,8')/0(17,{') est celle de 1'idéal t'98'" '/tyt = (t'/6t) ; comme
£ . - -
( /et) appartient au rayon modulo f nous avons C(t',e') C(t,{;) . Par consé
quent 1'application (t,¢) +~ C;

(t,¢
thisme du groupe A(y)/~ dans le groupe C1(#).

) définit, par passage au quotient, un hompmor-

Réciproquement, soient o et o' des idéaux entiers de K , premiers avec I
et soient (t,¥) et (t',¢') des couples tels que qu = (%) et a.'{}'fﬂ =(t1),
Nous avons (t,8) et (t',f;') € A(f) ; en effet pour tout entier o € ¢, une con-
dition nécessaire et suffisante pour que ot € ¢ est que 1'idéal a t {’,-1 = aa,f_1
soit entier ; comme 1'idéal O est entier et premier avec #’ cette condition
équivaut & o € ‘0. D'autre part, supposons que les classes dans Gl(}) de o et
de o' soient égales, Les idéaux 4 et &' appartiennent alors & la méme classe
absolue de X , il existe donc 6 € K* tel que ¢' =od et
(t'/ot) = ' ' /ol =a' /oo , et le quotient o'/o appartient au rayon modulo f .
Par conséquent les couples (t,8) et (t',4') sont équivalents ét nous avons
construit 1'application réciproque de 1l'homomorphisme (t,8) » C(t,ﬁ) de A(f)/'*

dans Cl(’(‘) . Le lemme 4 est démontré,

Définition, Pour tout idéal entier § # (1) de K et pour toute classe

C € Cl(f) , On pose
7y(0) - W12 (450

ou (t,4) €A(£) est tel que C(t%) = C . Lorsque ?= (1) ,ona teg d'ou
’

(*) cette construction nous a été suggérée par Jean-Pierre SERRE,



<p(12)(t;&) = 0 ; pour toute classe c € c1(1) , on pose alors

9(py(e) = [(2n) " 2u(e)°a(e)]

o 1'idéal & appartient & 0_1 . D'aprés le lemme 3, les invariants (Pf (¢) ne

dépendent que de 1'idéal # et de la classe C € Cl(,(’).

Les invariants g;f(c) sont' les conjugués complexes des invariants définis
dans [R] § 3 ; plus précisément, nous avons :
Proposition 2. Soit ¢ wun idéal entier de X , et soit ¢ € c1(#) une classe

de rayon modulo ¢ ; on a (Pf(C) =& )(C) , o l'invariant @ )(C) est défini
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comme dans [R] § 3 pp. 108-110.

Démonstration : soit y un élément de K tel que 1'idéal yo‘f soit entier
et premier avec $; soient ¢ un idéal entier de K premier avec f tel que
yot #¢ € C, et b1 ,b2 une base de ¢ telle que Im(bz/b1) > 0 . Lorsque
2= (1) , nous avons (Pf(c) = @i’(”(c) = W. Lorsque § # (1), 1'invariant

)(c) est défini par

%, (1

(@) = ¢{12 (am(yp, )b, ~ 1y Db, 58)

%, (4

comme Tr(sz)b1 —Tr(yb1 )b2 =-iyd ¥y N(¢) -, il résulte du lemme 1 § 1 que

. 2, (1)) = ¢ a T )i e) = U v v
d'ol @#,(1)(0) = ¢(’2)f(iva vit™') ; 1'identité @#,(1)(0) =o,(c) s'en déduit

?

immédiatement, puisque pour 1'idéal entier yJ{B de C 1l'on a

(g™ = (@ y), aron c.

(iV'dY,b_1) )



2.3. Propriétés des invariants cpf(C).

Vu la proposition 2, on déduit de [R] §§ 5 et 6, théortme 5 et théordme 7 les

propriétés suivantes des invariants ¢£(C).

Théoréme 1, Pour tout idéal entier ! # (1) du corps X et pour toutes

classes C et ! €Cl(p) ,

sl un element entier au SSE2REE Hy H
(ii) Le guotient qu(C)/(pf(C') est une unité de Hf 3

]
(iii) on a ‘p#,(c)g(C ) q>£(CC').
Démontrons maintenant, & l'aide de la proposition 1 § 1, les relations sui-

vantes,

Théoreme 2, Soient Fowm idéal entier et 4 un idéal premier de K . Soient

respectivement f , p et f' les plus petits entiers > 0 gqui appartiennent aux

idéaux F 4 et - On pose € = e¥/eHb (e =1,2,3,4 ou6) ; et, lorsgue

({,f,) = (1) , on note C* € Cl(»{) la classe & laquelle 4 appartient. Pour toute

classe C € C1({) , ona :
(i) Lorsque ‘Mf , l'entier f'/f est égal & p si f ;{ff, et & 1 si

f € {f, , et
' - n (c")®
‘Pl Clcccp’Hu
(ii) 1orsque (1,,?) =(1) et f £ (1) , l'entier f'/f est égal & p , et
(o) /% 7 (o0 7 701"

c'cc

%
(iii) Lorsque \/ =(1), ona
AR = 1 gl
clec .
pour tout idéal f € oy

)

ou les trois produits sont pris sur toutes les classes C' € Cl(ffz) contenues dans

la classe C € Cl(f).



Démonstration :
soit (t,8) € A(f) un couple tel que C(t,g) =C . Soit
{ui I uy € o, 1¢€ (1,2,...,1\1({.))} un systéme complet de résidus de ¢ modulo

#1« corvxgrus a3 1 modulo g . Lorsque ‘M‘P , les nombres u; iceg (1,2,...,N(1b)),

sont premiers avec I et on a

n(p)

(11) I )= 1 o1 (s pp .

clce q){f' i=1 ? ul r’)
Lorsque (fl.,it) = (1), supposons que u‘| € 1l,; alors, les nombres ui ,
-i€ (2,3,...,N(1u)), sont premiers avec ; on a
(12) ploiy)) = F 12 (e s 0p) et

N(-’b) ( '
o)E = 12)ft';# .

(13) C'gccpﬁb( ) 152 [ (ul f")

comme (t,8) € A(f) ,ona g= fae €0 ‘ at € 4} ; par conséquent

{uit - tli € (1,2,...,N(1L))} est un systeéme complet de résidus de € modulo P
lorsque ¢ = (1), ona teboet utedp, et {utlie(2,3...,04))} estun
systéme complet de résidus non nuls de $# modulo ¢{v. Nous déduisons alors de la

proposition 1 § 1 les identités suivantes ; lorsque ?;é (1), on a

N(g) ' ' '
(14) v ol (e = o2 () RONEE
i=1

et, lorsque #=(1), ona

N(p)
(15) neU P s ep) = a%0) 87

i=2
Remarquons enfin que f'/f =p ou 1 selon que f ’prf’ ou f € HL , en particu-
lier f'/f = p lorsque (f,f;) = (1). Le théordme 2, (i) résulte alors des identi-
tés (11) et (14), le théoréme 2, (ii) des identités (12), (13) et (14), et le

théoreme 2, (iii) des identités (13) et (15).

Remarque, D'aprés le théordme 1 1'idéal de H#, engendré par cp’-(c) est indé-
pendant de C et invariant par Galois. D'aprés le théoréme 2, (ii) cet idéal est

(1) si ‘[ est divisible par deux idéaux premiers distincts, D'autre part, soit
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4§ un idéal premier de K et supposons que l f. , >0 ; 1'idéal 4o se décom-
k [H S : N ‘

pose dans H en un produit I 1 (1) , ol les idéaux +;
n P i

i€ (1,2,0..,k) , sont premiers dans H n et tous distincts ; d'apres [D] § 22

PP. 42-43%, pour tout idéal f, le quotient A(@)/A(f}fo) engendre 1l'idéal -'-12 ; si
m

l'on note p , 0 <Kmg¢n, le plus petit entier > 0 qui appartient a _"n

12P/E

déduit alors du théordme 2, (i) et (iii) que (cp n(C)) H .f. avec
+

€ = e/eipln
Pour tout caractere x du groupe Cl(f) , notons S(x) la somme

E (c) loglq) (C)l . Nous déduisons du théordme 2 les propriétés suivantes des

ceci(p) f

sommes  S\y).

Corollaire 1, Pour tout caractdre x #1 du groupe Cl(f) , notons § le ca-

ractére du groupe Cl(,{f,) qui, & toute classe C € Cl(ff.) , fait correspondre le

nombre y(C) , o C € Cl(#’) est l'unique classe gui contient C . Nous'avons

f.ef.s(i) = e¥f.f'.(1-§(p))s(x) .

Corollaire 2, Pour tout caractére y # 1 du groupe Cl(#’) , notons fX le

)

plus petit entier > O gui appartient au conducteur ’ X , et x' le carac-

tere primitif du groupe Cl({x) associé & y . Nous avons

e}, .fX.S(x) = e#.f. I (1—7(’(f)).s(x'2 )
X M4 ;
ol le produit est pris sur tous les idéaux premiers f Qqui divisent f.

pémonstration : on obtient 1'identité du corollaire 1{,.en prenant le logafithme
des valeurs absolues des deux membres des é.galités du théoréme 2, puis en sommant ’
sur toutes les classes C € Cl(f) , et enfin en tenant compte :

(i) Lorsque 11.] f , de ce que X(f) =

(ii) Lorsque (f.,g) = (1) et f # (1) , de ce que

T %(c) 10 |o (ccf1)| - }(ccf') log |q,¥(c>|
cecr(y) ceci(f)
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d'od Y x(c) o |g,(c)/p,(ccT)| = (1=-%(p)) s(x) 5
¥ FA
cec1(p)
(iii) Lorsque f: (1) , de ce que

|88)/8b | = 1) g(,y(0)/p(,y(ccy)

pour tout & € C-1 , d'ou

2= x(c) tog |al) /a8 = (1-%(p)) s(x) .
cecr(1)

Le corollaire 2 se déduit du corollaire 1 par récurrence sur le nombre de fac-

teurs premiers de 1'idéal f/#x .

Démontrons une dernidre conséquence du théoréme 2,

Corollaire 3, Soit H une extension abélienne non ramifiée de K . Posons

L= [H(1)H] et soit {&1 , &2,..., (',8} un systdme complet de représentants du

groupe de classes Cl(H(”/H) . Alors, pour tous idéaux § et ¢ de X, le pro-

duit

p=
J
est une puissance e-idme dans H ; en particulier A($)/A(') est une puissance

8>

A(_Hj)/A(!}' &j)

e-itme dans H(1) .

Démonstration : notons c1 , 02,...,cl et c,c' € ¢1(1) 1les classes respec—

tives des idéaux {-:1 ,&_1,...,'};1 et {:1,(,'_1 . Choisissons dans la classe cc' |

des idéaux premiers f°1 et 11,2 , tels que )) =1 et qui ne divisent

),

pas 6 ; notons p, et 'p2 les plus petits entiers > 0 qui appartiennent & 1»1

1

et & 1(.2.P0ur i=1ou?2, posons

2
p, = I I ¢ (c) .
Toa=t ceca(p) M
Cce.c
J
D'aprés le théordme 1, (i) le produit Py appartient au corps H , et 1'on déduit
" .
du théordme (1), (iii), pour tout automorphisme. ¢ de 1'extension H /& ,

1

1'identité pg = p, ; par conséquent p; €H . D'autre part, d'aprés le théoréme 2,

1



21

(iii), nous avons
LBy Py e
(16) jg A (e 4)/a (L) =0y 5

soient x1 et A

5 des é1éments de X tels qué = xipit sy i=1o0uz2, et

soient s1 et 52 des entiers tels que s1p1

1tidentité

+ 8,0, = 1; on déduit de (16)

=12z1»1s1)1\2,¢f,2s2 631 632
PN 2 Py Py -

Par conséquent le produit p est une puissance e-itme dans H ,

2.4, Expression des valeurs des fonctions L(s,x) au point s =1 & l'aide

des invariants ¢£(C).
Pour tout idéal entier {' de K, et pour tout caractere y de Cl(f) , on

définit la série L attachée & y par

L(s,x) :; 2o /() , re(s) > 1,
ol la sommation porte sur tous les idéaux entiers & de K , Soit y un élément de
K tel que 1'idéal Yqﬁf soit entier et premier avec f , nous définissons une
somme de Gauss T(i) par

w(x) = Z ')'((xynif)exp(zni (ry))

A mod
ou la sommation porte sur un systéme complet de résidus A modulo { 5 la somme

T(X) ne dépend que du caractére x , et, lorsque y est primitif, le module du
quotient p(y) = r(x)/N(g)’l" est 1 ; cf. [2] chap, II, § 4, Pp. 139-140.

Oon trouvera la démonstration du résultat suivant dans [M] formules (4.35)
p. 31, (5.41) p. 44, (15.8) et (15.9) p. 129, ou bien dans [s] formule (74) chap, I,

§ 2, p. 102, et th, 9 et 10 chap, II, § 4, pp. 144 et 149.

Théordme 3, Soient yx # 1 un caractére de Cl({) , et x' #1 le caractire

primitif de 01({)() associé & x .
(1) ona (Y3/2m)n(1,x")e(x') =~ S(X')/“X e

£
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(ii) pour toute extension abélienne H de K , dont le conducteur est f, le
a

produit hHRH du nombre de classes et du régulateur de H est donné par 1

)
5
1

mule

hoR

e Rlo/e) x 1 [SGeVee, oy o]

ol le produit est pris sur tous les caractdres yx # 1 de Cl(H/K),

On déduit immédiatement du théoréme 3, (i) et du corollaire 2 du théordme 2 le
résultat suivant, dont le contenu est identique & celui de 1'identité (64) du thé-

oréme 2, § 4, p. 117 de [R]°

Corollaire, Pour tout caractére x #1 de Cl(f) ,ona

(-2n/6£Ya) s(x) = % w(x') 1(1,x") T*Tf (=x'4) .
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§ 3. FORMULES POUR LE NOMBRE DE CLASSES DES EXTENSIONS ABELIENNES NON RAMIFIEES.

Pour toute extension abélienne non ramifiéde H de K , nous construisons - &
1'aide des valeurs singulidres de la forme modulaire A(w) - des invariants éH(c)
associés aux classes ¢ € Cl(H/K) . Lorsque c¢ et c¢' parcourent le groupe
c1(H/K) , les quotients 6H(c)/6H(c') engendrent un sous-groupe A du groupe E

H

des unités de H ; nous montrons (th, 4 § 3.2) que 1'indice de AH dans EH est

donné par la formule

k-1, k-2
(EH:AH) =125y eth ,
ot k = [H:K] et o hH est le nombre de classes de H ; notre démonstration re-

prend celle de la formule (76) de [S] chap, II § 2-p. 105.

Soit ¢ la classe wité de C1(H/K) . Les produits I 6H(c)n(c) , ou
cec1(u/K)
les entiers rationnels n(c) , ¢ € C1(H/K) , sont tels que

z:: n(c) =0 et I cn(c) = co .
cecl(H/K) cec1(u/x)

forment un sous-groupe VH d'indice k du groupe AH ;3 cf. proposition 5 § 3424
Nous montrons (th, 5 § 3.2) que les éléments de VH sont des puissances (eh)-iémes
dans H . Par conséquent il existe un plus grand sous—-groupe QH de EH , tel que

Qgh = VH . Nous avons les inclusions

TS Ry
ef, proposition 6, (i) § 3,2, et nous montrons (th, 6 § 3,2) que l'indice du groupe

MGHQH dans EH est donné par la formule

(BﬁzueHQH) = )\hH/[H(”:H] ,

A

o A= 12[H:K]_1e/eH . On observera que le quotient hH/[H(1):H] est entier, puis-

que l'extension H(1)/H est abélienne et non ramifiée,
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3.1, Les invariants &(c) et 6H(c).

Définition, Soit ¢ € €1(1) une classe absolue de X , et soient § un idéal
AN
de ¢! et B un élément de K tels que " = (g) . comme dans [S] chap. II §2,

on pose
5(c) = (2n)"12% 612 AP(p) ;

le nombre complexe 5(c) ne dépend que de c ,
Les invariants &(c) possddent les propriétés suivantes :
Proposition 3. Pour toutes classes c , c' et c" ¢ c1(y) , et pour tous

idéaux 4, &' et " appartenant sz ¢ c'—1§1 L

(1) Le guotient a($)/A(4') appartient & Hiyy &b 5(c)/s(c') est une unité

de Ay
(1) on e (a(8)/a(8))EC") = aGgen)/aterdr) , ot
(6()/6(c"))84") = g(aen) /o(cron) .
Démonstration (d'aprés [S] chap. II § 2 pp. 103-104) : choisissons dans la

1

classe cc' des idéaux premiers @1 et FZ , tels que (N(+1) ,N(pz)) =1 et

qui ne divisent pas 6 ; soient p, et p

1 5 les plus petits entiers > 0 qui appar—

tiennent a 11 et ﬂz , et x1 , AZ P By by des éléments de K tels que
h _ ' s ' S _
= ()\i) et '*1"1 = ui& avec i =1 ou 2 , D'aprés DEURING [D] § 22 pp. 42-43,
12, /¢ X N
les nombres complexes (ai) = N(fi) A(@ﬁ&)/A($) appartiennent a H(1) et
(ai) =:ﬁ;2 ; par conséquent le quotient a($)/a($') = A(@)/ple(&pi) appartient &
h 12.h s
] -
H(1) et 6(c)/s(ct) = (@)/xi A (&T&) est une unité de H(1) .

Pour i =1 ou 2 , posons

(e) = @ (€)% =2 @)/a *(bp) 5
Pi ceci(p,) s / fa

cce

of. th, 2, (iii) § 2,3. Les produits pi(c) appartiennent & H(1) , et 1'on déduit
du th, 1, (iii) § 2.3, 1'identité

)g(c")

(17) pi(c = pi(cc") avec c" € c1(1) .
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Soient s1 et 52 des entiers rationnels tels que s p, + s p2 =1 ; ona

. 11 2
S s, 12p,s, 12p_s
8(4)/a(¢') = p, (c) 192(0) 2/p1 1 1p2 22
(18) ,
hs hs_  12p s, 12ps
8(c)/s(cr) = p1(c) 192(0) 2/)\1 1 'x2 2%

T1 résulte de (17) et (18), me (a4)/a4'))EC") — aeen)/a(ergr) | ot

(6(0)/6(0'))g(c") = 8(cc")/s(ctc"). La proposition 3 est démontrée,

Soit maintenant H wune extension abélienne non ramifiéde de K ., Pour toute

classe c € C1(H/X) , posons

8, (C) = I 6(6) ’
i gec1(1)
. gce

ol le produit est pris sur toutes les classes absolues & ¢ Cl(1) contenues dans
¢ . Les invariants BH(C) possédent les propriétés suivantes,

Proposition 4. Pour toutes classes ¢ , c' et c" € Cl(H/K),, et pour toutes

classes & et &' € c1(1) , tellesque Ccc et c'cec'

i ot o - ' N
(i) oma NH(1)/H(6(C )/8(8)) = éH(c )/6H(C) ;
(ii) Le guotient éH(c')/éH(c) est une unité de H ;
cad 1 g(c") _ talt "
(i11) on a (s (c') /5 (c)) = g (cren)/a (een) .
Démonstration : notons c, ‘la classe unité de Cl(H/K) . Dtaprés la proposi-

tion 3, (ii) et le th, 1, (iii) § 2.3, on a

Ny leE)/s@) = 1 (s(e)/6(e))EE") o m (s(3ram)/s(sEm))
(1)

avec1(r) . gveci(s)
an

S"ce . g'ce
o o
d'ou NH /n(a(s')/a(a)) = GH(c')/éH(c) , ce qui prouve (i), Les assertions (ii)
1
et (iii) sont des conséquences immédiates de (i) et des assertions (i) et (ii) de la

proposition 3,
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3.2, Formules pour le nombre de classes,
Soit H une extension abélienne non ramifide de K . On pose k = [H:K] et
£ = [H(1):H] ; on note c_ € c1(H/K) et 80 € c1(1) 1les classes unités des groupes

c1(u/k) et c1(1) ; on note c1A,c € c1(H/X) les é1léments de C1(H/K)

PEARN ,ck—1

différents de c, et & ,¢& ,...,31_1 € c1(1) 1les éléments de Cl(H(1)/H) diffé-

1 2

rents de 30 .

Définition, D'aprés la proposition 4, (ii), les quotients
éH,i = 6H(ci)/6H(co) , 1€ (1,2,...,kﬁ1) , engendrent un sous-groupe AH de EH .
Démontrons le résultat suivant (cf, [S] chap, II § 2 p. 105 Formule (76)).
Théordme 4, Les unités 6H ;0 ie(1,2,...,k1) , forment un systéme maximal
’

d'unités indépendantes de H . Le groupe AH est donc un sous-groupe d'indice fini

de EH 3 cet indice est donné par la formule

oy L k1 k2 X
(EH.AH) =127 h e b .

Démonstration : soit W 1le déterminant de la matrice carrée d'ordre k-1 et

de terme général
g(cj)
loglaﬁ,i | = 1og|6H(cicj)| - logléH(cj)| ,
o i€ (1,2,000,k1) et 3 € (1,2,00.,k=1) . Le déterminant W a la forme d'un

déterminant de groupe et par conséquent (cf, [S] chap. II § 2 p. 102) on a

k=1
lwl =1 m Y2 x(e;) togfs (e )],
W i=o

olt le produit est pris sur tous les caractéres y # 1 de Cl(H/K) . Comme

8e) = 1 8(8) ,

nous avons

k=1

(19) T aley) dosls,(e)] = T2 3(8) 10g]e(®)]
=0 ec1(1)

Vu que |6(8)| = ¢?1)(5) , on déduit de (19) 1'identité
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k=1 ~
(20) L x(e;) toglg (e )] =n s(y) .
1=0
Substituons 1'identité (20) dans la formule du th,3, (ii) § 2.4, il vient
k=1 1 ke
- — = =1 e
nRy = (eg/e) | m T %(e;) toglg (e )| /(6e) n7° .
WA i=o
Par conséquent le déterminant W est £ 0 ; les wnités 6 . , i € (1,2,...,k1)

H,1

forment un systéme maximal d'unités indépendantes de H ; et le quotient

=1 . L P N
ey 2 IWI/RH , qui n'est autre que l'}ndlce de AH dans EH , est égal a

-1 k=2 k
12k 1 2 o

h hH . Le th, 4 est démontré,

k-1 n,
Définition, Soit V. le sous—-groupe de AH , formé des produits I aHl. ,
H - i=1 )3

k=1 n,
ou les entiers rationnels n, , i€ (1,2,00.,k=1) , sont tels que I oil =c, .
i=1

Proposition 5, L'indice de VH dans AH est égal & k.

Démonstration : d'aprées le th, 4 les unités 5H i i€ (1,2,...,k—1) , sont
’ .

multiplicativement indépendantes ; par conséquent 1l'application
k-1 ni k-1 n
o é » I c,

im 1 i=mp

i

définit un homomorphisme de AH dans Cl(H/K) . Cet homomorphisme est surjectif,
son noyau VH est un sous-groupe d'iﬁdice k = card(Cl(H/K)) de AH 5 C.Q.F.D.
pémontrons maintenant le résultat suivant :
Théoréme 5, Tout élément de Vy est une puissance (eh)-itme dans H .

Démonstration : soit & un élément de Vs oot soient n, , i€ (1,250.0,k1),

k=1 n, k-1 n,

des entiers rationnels tels que II cil =c, et 6= 1 6Hli . Pour tout
i=1 i=1 ’ k-1 n,

i€ (1,25000,k1) s0it &, un idéal qui appartient & cE‘ ; le produit I ﬂﬁl

. i=
appartient & e, s et, par conséquent, on peut trouver un élément o de K tel que
k=1 n.f
i

lj ()bi = (a) . Soient -&0,&,...,&

4 1 des idéaux qui appartiennent aux classes
i=1

C ,C,ye0esC

; nous avons
o 1 17

k-1 41 nh n.h
s=a® m WAt @d)at(4);
i=1 j=0 J J
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il résulte alors du corollaire 3 du th, 2, (iii).§ 2,3 que le nombre § ¢ VH est

une puissance (eh)-idme dans H . Le th. 5 est démontré.

Définition, On déduit du th, 5 1l'existence d'un plus grand sous—groupe QH de

eh
tel = .
EH el gque QH VH
Démontrons les propriétés suivantes des groupes VH , AH et QH .
Proposition 6.

(1) Les groupes VH , AH et QH sont des sous—groupes d'indices finis de

P . G _ [e] _
(ii) Pour tout sutomorphisme o de H/K , on a VH =V, AH AH et

(iii) on a VH=g§hcAHcngcEH,

Démonstration : l'assertion (i) résulte immédiatement du th, 4 et de la propo-
sition 5, L'assertion (ii) est essentiellement triviale, Pour toute classe
c € Cl(H/K) , on a ch =c_, par conséquent 6H(c)h/5H(co)h est un élément de
VH ; dtou AE CIQ;h < QE , et par conséquent AH C:QH ; les autres inclusions de
1l'assertion (iii) sont triviales.

BEnfin, déterminons 1l'indice (EH:pe QH) .
. H

Théoreme 6, L'indice du groupe Bo QH dans EH est donné par la formule
H

(EH:p,eHQH) = )\hH/[H(1):H] ,

avec A = 12[H:K]—1 e/éH .
Démonstration : dtaprées le th, 4, le groupe AH est engendré par k-1 unités
indépendantes ; par conséquent Vy » SOus-groupe d'indice fini de Ay est égale-
ment engendré par k-1 unités indépendantes, Il en résulte que nous pouvons trouver
eh N
un sous-groupe A de QH,tel que AT =V, ANy, = {1} et Q{{:”gA ou g

H
est le nombre de racines de l'unité qui appartiennent & QH . Nous avons alors
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. oA - a8y k=1,
(ueHnH.vH) = eH(A.VH) = eH(A.A ) = eH(eh) ;
et la formle du th, 6 résulte de la détermination des indices (EH:AH) et (AH:VH)

effectuée dans le th, 4 et la proposition 5,
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§ 4. UNITES DANS LES EXTENSIONS ABELIENNES RAMIFIEES.

Nous nous intéressons maintenant aux extensions abéliennes H de K , dont le
conducteur est un idéal entier f;é (1) ; nous avons egl12 f, ou ey est 1'ordre
du groupe des racines de 1l'unité de H et o f est le plus petit entier > 0 qui

appartient & f ; cf, lemme 7 § 4.1.
Pour toute classe C € C1(H/K) , posons

g (0) = T gy(C) .
Gec1(¢)
Ecce
Lorsque C et (' parcourent Cl(H/K) , les quotients ¢H(C)/¢H(C') engendrent un
sous-groupe @H cde EH . Pour toute classe (C € Cl(H/K) , soit CI(C) un idéal en-
tier, premier avec 12f , qui appartient & C ; le résidu de N(g{C)) modulo e

H

ne dépend que de C , cf. lemme 5 § 4.1 ; nous notons VH le sous—~groupe de ¢h

formé des produits
n(C
i 9, (c) (),
. cec1(a/x)
ol les entiers rationnels n(C) , C € Cl(H/K) , sont tels que

1. =nl)=0 et J  n(c)wbdc)) so0mode, .

cec1(u/x) cec1(u/x)
Nous démontrons (th, 7 § 4.3 et th, 8 § 4.4) que les éléments de VH sont des

puissances d'ordre e#f dans H ., Par conséquent, il existe un plus grand sous-

e,f

groupe QH de EH , tel que Qﬁ? = VH . Nous avons les inclusions

V._C e

w o, % S By
cf, proposition 13 § 4.4 et proposition 16, (ii) § 4.5.

Le groupe QH n'est pas, en général, un sous—groupe d'indice fini de EH .
Toutefois, lorsque f est puissance d'un idéal premier + de KX , notons D(f) le
corps de décomposition de 4 dans H(1) ; nous démontrons (corollaire 2 du th, 10

§ 4.6) que QH est un sous-groupe d'indice fini du groupe E formé des

H/D(4)NH

unités de H dont la norme, relativement & l'extension H/DCp)nH , est une racine

de 1l'unité,
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4.1, Racines de 1l'unité,

Soient m un entier > 0 et n wun multiple de m . L'automorphisme d'Artin de
K(pm)/K associé & un idéal entier @, premier avec n , est défini par 2z zN(a'),
ol z € [T Ceci nous permet, & 1l'aide des résultats généraux de théorie du corps
de ‘classes, de caractériser 1'inclusion By CH , lorsque H est une extension

abélienne de K ; énongons ce critére sous les deux formes suivantes :

Lemme 5, Pour gque p < H , il faut et il suffit que fout idéal entier w,

premier avec n , gui appartient % la classe unité de C1(H/K) , vérifie

N(G.) =1 mod m ,

emme 6, Lorsque est 1l'ensemble des racines de 1l'unité gui appartien—-
Lemme ~orsque. p - 88% gaes gce gqul appartien-

=

ent 2 H , 1'idéal (m) est engendré par les nombres N(a)-1 , lorsque ox parcourt

1'ensemble des idéaux entiers, premiers avec n , gui appartiennent & la classe

unité de c1(H/K) .

Une conséquence du lemme 5 est le résultat suivant :

Lemme 7, Soient -,8 le conducteur de H/K , et f le plus petit entier > 0 gui

appartient 3 4 ; alors eH|12 £,
Démonstration : il nous suffit de prouver le lemme lorsque H = H(f) . Soit p

un nombre premier, et soient respectivement a et b les plus grands entiers ) O

a

tels que aCH(f) et pb|f . D'aprés le lemme 5, on a aCH( ) ;5 et comme
P by by

=H . H ,
() (e) (i () T by

on en déduit p a < H . Par conséquent, d'aprés le lemme 5, pour tout entier

b
() b 2 a
rationnel « , premier avec p , tel que « =1 mod p , nous avons « =1 mod p .
I1 en résulte :

(i) si p#2 et p#3,ona agbjdlon pf .

(i) si p

%, dans le cas ob b > 0 ona a g b, et dans le cas oh

b=0 ona a

]
[e]

ou 1 ; d'ou pa|3f .

(iii) si p=2 , dans lecas ou b > 1 ona ag b+1, et dans le cas ol
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be{0,1) ona a=1ou2;don plaf .
Finalement, pour tout nombre premier p , l'entier pa divise 12f; ce qui

prouve que eH |12f et démontre le lemme 7,
f)

Pour tout idéal 4 de X , posons

g,(¢) =60} ] g4 et 33(&) -10) 87
BEL pee
B gfo

le nombre A() = gg(&) - 27g§(&) est # 0, et 1'on pose j(8) = 1728 gg(&)/A(fr) .
Suivant que e =2, 4 ou 6 notons r(t,&) 1'expression gz(?,)gj({,)?(t,{,)/A(!}) ,

F(6,0)/e,(4) ou P(5,4)/e;(4) , aveo

P(t,8) =t2 + T 2 ()2 - p2) , tca-¢ .
3;&
B#o

Les fonctions t - %(t,8) et t 1(t,4) sont elliptiques sur le tore ¢/4 ; cf,
HASSE [H1]1.

Définitions, Pour toute classe C € ¢1(1) , on pose j(c) = j(4) ou & ¢ 0—1
Pour toute classe C € Cl(?) avec o # (1) , on pose =(c) = <(t,8) , o
(t,4) ¢ A(g,) est tel que C(t,i.) =C; cf, § 2.2, D'apreés [H1]I, les invariants
j(c) et <(C) ne dépendent que de C € Cl(f’) .

Rappelons les résultats fondamentaux suivants, cf, [H1]I.

Proposition 7.

(i) Pour toutes classes C et €' € ¢1(1) , on a H(y) = k(j(c)) et

5(0)8C") _ 3.

(ii) pour toutes classes C et C' € Cl(g) avec (1) , ona
9 avec 9

ity = H(y)((0) 2t 2] < o(co).

Soit o wun idéal entier de K , Nous posons

e(12)(,5";%) _ 9(12)(,&;%—1)/9(12)(,6;:)1%(0») ;
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démontrons les résultats suivants :
Lemume 8,
(i) Pour tout A €K ,ona 9(12)(xt,xt;a.) = 9(12)(t,&;a.) ;
(ii) 1a fonction t 9(12)(1:,&;@ est elliptigue sur le tore €/4 ;

(iii) Pour tous couples $quivalents (t,4) et (t',4') € A(p) avec ¢ # (1),

I8
w

6(12)(1?,";0«) = 9(12)(*;',;';0..) .

Démonstration : l'assertion (1) résulte du lemme 1 § 1. Posons
R(t,t') = 2471 Tt'/a(b) , ou a(d) est 1'aire de ¢/&, cf, § 1. Il résulte de la

formule (2) § 1 que, pour tout B €4 , on a

6{12) (t18;8) = exp(p,t) + %(p,8)/2)612) (154) ,
et

6112) (1 4d") = exp((o) Ok(s, ) +%(p,8)/2))6! 12 (15801
d'on 6(12)(t+ﬁ,&;0v.) = 6(12)(1;,{;(») , ce qui est 1l'assertion (:iii). on déduit 1l'as-
sertion (iii) de (i) et (ii), comme on a déduit le lemme 3 § 2.2 des lemmes { et 2

§ 1.

Définitions, Pour toute classe (C € Cl({) avec { # (1) , posons
2
a(csm) = 612 (4 ,050)

ou (t,4) € A({) est tel que C(t,{.) =C . D'aprés le lemme 8, (iii), pour
fixé, 1'inveriant 6(Cjw) ne dépend que de C € C1(4).

Pour tout idéal entier 9 de X, soit T(X,!,;g) le polynbme ainsi défini :

(1) on pose m(x,8;(1)) =1

(ii) Si {}74 (1) , on pose T(X,l,;q,) = H(X—'c(C)) , ou le produit est pris sur
toutes les classes ( € Cl(g) contenues dans la classe absolue de ?l,—1 .

D'aprés [H1]II, Satz 16 p. 83, nous avons le résultat suivant :

Proposition 8, La fonction T(X,&;g) est un polynbme en X et j(&) , dont

les coefficients appartiennent & X et ne dépendent pas de ¢ .
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Définition, Pour toute classe C € Cl(#) avec f 74 (1) , posons
2(C;q) = T(<(t,4).45q) ,

on (t,4) € A(f) est tel que Cy,4) =C - D'aprés les proposition 7 et 8, pour 9
’
fixé, 1'invariant T(C”}) ne dépend que de C € Cl(;) , et 1'on a le résultat sui-

vant

Corollaire, Pour toutes classes C et C' ¢ Cl(;) avec # (1) , 1'inva-

riant T(C;q) appartient 3 Hy et l'on a T(C;q,)g(c') = 1(cc';q).

Définition, Posons L(b;a) = A(l,a,“1)/A(L)M(L)"N(°") , avec
n) = 27%24/52(4)(3(4) - 1728)7 si e =2, et M) =1 ou -(27)7" suivant que
e=40ub .

Remarque, D'aprés les propositions 3 § 3.1 et 7, l'invariant L{;m) appar—

I

tient & H(1) ; il ne dépend gue de la classe absolue de &, et l'on a

1 -
L(&;oz.)g(c ) = L($4';;) pour toute classe c' € c1(1) et tout idéal &' de &' !

Démontrons le résultat suivant :

Proposition 9. Lorsgue _(u.,6) =(1), on a 1'identité

6(12)(17’&;“) = L(‘;a') I T(T(t,")";?)‘lz »
Yo

ou le produit est pris sur tous les diviseurs entiers (} de @,

Démonstration : la fonction +t F(t,l;%) = T(r(t,&),b;q) est elliptique sur
le tore c/q , et on vérifie qu'elle admet pour zéros les points proprement de
1—division de ¢/t (c'est-a-dire les points t € € , tels que 9= {a € o]atet)
chacun d'ordre eg , et pour pdles les points de § chacun d'ordre equ(q) (o
p(fj) désigne le nombre d'éléments inversibles de 1'anneau 17/9) . Supposons que
(06,6) =1 , pour tous les diviseurs entiers Q) de O on a alors e, =1 ; par
conséquent la fonction

t e G(t4m) = 0 F(t,bi9)
glo

admet pour zéros les points de &' qui n'appartient pas & ¥, chacun d'ordre 1,
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et pour pdles les points de &, chacun d'ordre N(m)-1 = U(Q)) ; il en résulte
(} [¢ 3

que les fonctions elliptiques t 9(12)(1;,&;“) et t G12(t,£;a.) admettent mémes
zéros et mémes pbles, elles sont donc proportionnelles, On vérifie, en comparant
leurs comportements lorsque t - 0 , que 9(12)(’53’;0&)/(}12(17,&;“) = L(¢;m) ; C.Q.F.D

A 1'aide du corollaire de la proposition 8 et de la remarque faite plus haut,
on déduit de la proposition 9 le résultat suivant :

Corollaire, Pour toutes classes C et C' € Cl({) avec ;;é (1) , 1'inva—

]
riant 6(Cjor) appartient 3 H¥ et 1'on a e(c;ov.)g(c ) = e(cctson) .
Les invariants e(c;o(.) sont des racines f-ilmes des invariants (Pf(C) 3 Plus
précisément :

Proposition 10. Lorsque (a,6{) = (1) , pour toute classe C € Cl(f) avec

#,1. (1) , nous avons

¢£(Ccm)/qJ’(C)N(m) = s(ca)’

o Cy € Cl(f) est la classe de o ,

Démonstration : soit (‘t,!,) € A(f) un couple tel que C(t %) = C ., Nous avons
cp(’z)(t;m”) = exp(-N(ov.)%(t,t)/z)e(12)(1;;9,«.") ,
et 912 (530) = exn(-R(t,1)/2)6!2) (150)

Dot 6 (b5w) = o 1 (wpa ) fpl 2V (g %(ccm)/%(c)“‘(“’ ; C.Q.F.D.
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4.3, Notations,

Introduisons les notations suivantes que nous utiliserons dans les §§ 4.4 3
4.6,

Soient ! et §' deux idéaux entiers de K tels que #I{' et ;74 (1)
soient H et H' deux extensions abéliemnes de K , telles que H CHf et
HcH! CZH#' . Nous appelons f et f' 1les plus petits entiers > 0 qui appartien-
nent"a f et f’ $ nous posons k = deg(H/K) et k' = deg(H'/K) .

Nous notons g 1le plus grand diviseur de eff tel que exp(21:i/g) €H ;
d'aprés le lemme 7, nous avons gIeH|12f .

Pour toute classe C € cl(H/K) (resp. ' € c1(u'/X)) , soit w(c) (resp.
a(c')) un idéal entier, premier avec 12f', qui appartient & ¢ (resp. C') ;

)

d'aprés le lemme 5, le résidu de N(e(c)) modulo eH (resp. N(x(c!)) modulo eH,
ne dépend que de C (resp. cr) ;5 en particulier, pour toutes classes C € Cl(H/K)
et ¢' ¢ c1(H'/K) telles que C' =C , nous avons N((c)) = N@(c')) mod ey - Pour
tout idéal entier w de K , premier avec 12f', nous notons C('X. € Cl(H‘/K) la
classe de (. -

Nous notons respectivement Co € Cl(H/K) et C(') € Cl(H’/K) les classes unités

des groupes Cl(H/K) et Cl(H'/K) s nous notons C1 3 ChseeesC

) ey € CLE/K) 1les

éléments de CL(H/K) différents de C,» et c; , Cé,...,Cl'{,_1 € c1(a'/K) 1les é1é-
ments de C1(H'/K) différents de c . ‘
4.4, Racines (e;f)—iémes des invariants

¢‘(C).

Lemme 9, Pour toutes classes C € Cl(H/K) et C ¢ Cl(f) telles que CcC ,

nous avons
(9,(0)) = (c') .
NH{/H (P# o C'gél(f) ‘Pﬁ ¢
crcce

Démonstration : nous savons que
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VY - ~elcr) |
NHg/H((Pf(C)) c'enm({) <pé(c) ;

c'cc
o]

d'ol, d'apres le th, 1, (iii) § 2.3 :

(p,(C) = m (cc') = (¢") 3 C.q.F.D.
NH’/H e oreci(y) 9,0 creci(y) P ¢-0.8.
C'CCO c"cce

Nous supposons dorénavant que H =H, et H' =H

f ¢

Définitions, D'aprés le th, 1, (ii) § 2.3, les quotients

94,1 = W;(Ci)/?g(co) s ie(1,2,00,k1),

engendrent un sous—groupe & de EH .
— ’ —
f k=1 ni
oit Vv, le sous—groupe de &, formé des produits I . , ou les entiers
S01t ? Ae sous—groupe de ? LOIme CesS procdulls ?; i
i=1 ’

rationnels n, o, i€ (1,2,000,k=1) , sont tels que

k=1

I o, [Wa(c,))-1] =0 mod e

i= H

¢

Déduisons du th, 2, (i) § 2.3 le résultat suivant :

Proposition 11, §'il existe un diviseur premier f de { tel gue Tf'/{ =‘Fn ,

no,ona:

(1) N (@,) =/,
H;v/Hf { f
(ii) N a4

€
N (ve&) )
H,/H '
p/Hyf ¢
avec € = ef/ef' (e =1, 2, 30u4). .
Démonstration : nous pouvons nous borner au cas n = {1 , le cas général s'en
déduisant par récurrence sur n ,

D'aprés le lemme 9, pour toutes classes C € Cl({) et C' € cl(fﬂ) telles que

ctccCc, ona

(9,.(c)) = ©) .
NHiﬁ/Hg i 6221({p) Tre &
fcce

On déduit alors du th, 2, (i) § 2.3 1'identité
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(21) w (e, (6)/p, (01D)E = (p,(c) /fp,lc ))E' /%
LIV T NSRS
fad
Ltidentité (i) en résulte immédiatement,
Soit w un élément de V;“‘ , et soient n o, ie (1,2,...,k'—1) , des entiers

rationnels tels que

- k'-1
(22) : ni[N(OI.(C;!L))- 1] = 0 mod eH ’
i=1 i
k'-1 n,
et w= I ¢ .
) i=1 ff"l
Posons mj = : n, , j€(1,2,00.,k1) ; on déduit de (22) la congruence
tilejee,)
k=1
- = d
; mj[N(oz(cj)) 1]=omde
3= )
et, d'aprés (21), nous avons
o 1 omfrr
N W) =1 ¢, .
H .
”,/H, 3=1 IR

‘ ; y EY/f € £1/f
Par conséquent N (we) appartient & V d'ou N (Vi )cv N
a Hyo/H g pa T Hy /T, 447 4

Réciproquement, soit w  un élément de V, , et soient n, , i€ (1,2,000,k1),

!
des entiers rationnels tels que
k=1 k=1 ni
Z ni[N(o(,(Ci))— 1] = 0 mod °y et w = .II cpe’i .
i=1 $ i=1

D'aprés le lemme 6, 1'idéal (eH ) est engendré par les entiers N(ot)-1 , lorsque
ot parcourt l'ensemble des idéaux entiers, premiers avec 12f', qui appartiemnnent a
C0 . Nous pouvons donc trouver des idéaux entiers 0(,1 ,or.z,...,onr € cO , premiers

avec 12f', et des entiers rationnels m1 ) tels que

2
. T k=1

(23) Lo myne) - 1) + F 5 my(vlaley)) -] = 0.
J=1 i=1

Posons
r m, k-1 n,
| B 1] 1 J ) 1] 1 .
A '51 ((PH"(CO";])/(P“‘(CO)) 121 (q>¥f‘(c“<ci))/q)¥+(c°)) ’

on déduit de (23) que w' appartient & V‘H’ , et d'aprés (21) nous avons
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- [
_k1 nif/f

(w'€) = et
gy o b

fn/f A € N f'/f €
Par conséquent w appartient & N (v.®), dtou v cN vE) . ce

qui compldte la démonstration de 1'identité (ii).

Théoréme 7. Tout élément de V’ est une puissance (egf)—iéme dans H¥ .
Démonstration : soit w un élément de V? » et soient =n, , i€ (1,2,000 k1),

des entiers rationnels tels que

k=1 k=1 n,
Z:: ni[N«L(Ci))— 1] = 0 mod e, et w= T 95 *
1=1 ) i=t

D'apres la proposition 10, nous avons
£

k-1 n, [Ne(c,)) -1 n,
w= 1 g,(c) it * ]e(c a(c)) T
. ¢{ 0 o’ i ’
1=
comme dans la démonstration de la proposition 11, nous pouvons trouver des idéaux

entiers oh , O ,...,a(.r € C0 , premiers avec 12f , et des entiers rationnels

2

m1 ,mz,..,,mr , tels que

r k=1
(23) . mj(N(auj)-w + )W) -11 =0 .
3= in

Nous avons alors, d'aprés la proposition 10,
r m.f k-1 nif
(24) w= 1 e(c;o)? 1 elcalc;))” .
J=1 i=

D'aprés le corollaire de la proposition 9, le membre de droite de (24) est une

puissance f-iéme dans H, , Ce qui démontre le th, 7 lorsque e; =1 .

!

Supposons que ef »2 , d'oh £|6 . Soit # un diviseur premier de { , nous

2 N a2 s R L.
avons ff’ ﬂ\ 6 d'ou e » =1 , Posons {' = if , d'apres la proposition 11, (11)
#
nous avons
f'/f

K

=N vih

? H;'/H;(#" ’

or, les éléments de V , sont &es puissances f'-itmes dans H , (d'aprés la par

'
tie déjh démontrée du th, 7), par conséquent les éléments de V? /£ sont des puis-

sances (elf')-iémes dans H, ; C.Q.F.D.

{ ’
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Définition, On déduit du th, 7 1l'existence d'un plus grand sous-groupe Q‘! de
e,f
t =
EH el que Q ? v

4 £

Le résultat suivant est essentiellement trivial,

Proposition 12, Pour tout automorphisme o de H £/K nous avons V: = V! y
o (<]
&, =%, et Q,=Q,.
2 2
Nous pouvons décrire Q; de la maniére suivante
Théoréme 8, Soit (t,4) un élément de A({) . Le groupe Q¥ est engendré par

les racines g-itmes de 1l'unité et par les racines e;-iémes des produits
s (12)m.
1 =1
m e (tide ')
i=

oh les o, sont des idéaux entiers de K , premiers avec 12f, et ol les entiers

s s
rationnels mo, i€ (1,2,.4.,8) , sont tels gue 1:_1 m =0 et E m N(abi) =0.

émonstration : posons C = C €cCl ; comme
Ruspa TG ¢ B CORES
e(c;on) = 9(12)(1;;{,0._1)/9(12)(t;L)N(“") , 11 nous suffit de démontrer que ViF est
s m,
1l'ensemble des puissances f-iémes des produits w = .H1 e(C;dl.i) + , ou les entiers
i=
s
rationnels m, , i € (1,2,44.,8) , sont tels que Z:1 mi[N(m,i)—1] =0 . D'apres la
i=
proposition 12 et le corollaire de la proposition 9, nous pouvons supposer que
C = Co ; les identités (23) et (24) nous montrent.que tout élément de Vf est la

puissance f-ieme d'un tel produit w ; réciproquement, on déduit de la proposition

£ . . N
10 que w  appartient bien a Vf 3 C.Q.F.D.

. 12 /e
Proposition 1%, Nous avons V,K < @ t & cQ,C .
’ 1S% = % ¢

Démonstration : d'aprés le lemme 7 nous savons que oy l12 f, et pour tout

idéal entier ot de K , premier avec e , nous avons N(oo)—1 =0mod e , Il en

résulte que q)}Zf/e appartient & Vf pour tout i € (1,2,...,k1) ; par conséquent
’

nous avons
£

e
@1{2f/e<:9; ch{ , d'ol ®1f/ec§2{ .

Les autres inclusions de la proposition 13 sont triviales,
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Enfin, on déduit immédiatement de la proposition 11, (ii) le résultat suivant :

Proposition 14, §'il existe un diviseur premier 4 ge f tel gue {'/’ =.f‘n ,

>0, 0na

p N (2 ,)=0 .

g H /iy
T, ! ¢

4.5. Racines (e#f)-iémes des invariants q;H(C).

Soit H wune extension abélienne de K de conducteur f ;é (1) . Pour toute

classe C € Cl(H/K) , posons

q)H(C) = Egc cp’e(C) ,

ol le produit est pris sur toutes les classes C € Cl(f) contenues dans C ,

Proposition 15, Pour toutes classes C et C' € C1(H/K) et pour toute classe

C e c1(p) contenue dans ¢ ,
(1) ma glc)= NH¥/H(¢’(C)) ;

(iii) Le quotient "’H(C)/"’H(C') est une unité de H ;

(iv) ona cpH(C)g(c') = qJH(CC') .

Démonstration : 1l'assertion (i) est un cas particulier du lemme 9 ; les asser—-
tions (ii), (iii) et (iv) sont des conséquences immédiates de (i) et des assertions
(1), (ii) et (iii) du th, 1 § 2.3,

Supposons pour l'instant que f' ={ et H' = H¥ .

Définitions, D'aprés la proposition 15, (iii), les quotients

cPH,i = (PH(C:'L)/(PH(CO) , 1€ (1727---11('1) ’
engendrent un sous—grou CDH de EH . On déduit de la proposition 15, (i) 1'éga-
lité o = (2,) .
H Hf/H ? k1 n
Soit VH le sous—groupe de <I>H formé des produits I Py i ol les entiers
i= ’

rationnels n, , i€ (1,2,000,k1) , sont tels que
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k=1
E n, [Nc;))-1] =0 m(fd ey -

Théoréme 9, Nous avons VH = NH /H(VI) , et tout é1ément de Vy est une puis-
!

sance (e,f)—iéme dans H .

Démonstration : soit w un élément de V , et soient n, , i€ (1,25 000,k'=1),

des entiers rationnels tels que
k'—1 N
! - =
(25) L ny[v@(cy))-1] = 0 mod e,

= ¢

k'—9 n:L
et w='n Py oo
i=q $1
Posons mj = : , J € (1,2,...,k—1) ; nous avons

{ilct<c.}
1 J k=1 . mj
N (w) = 1 .
H‘{/H Pt P, 3
et 1'on déduit de (25) la congruence

k-1
m. | N(C.))- = d .
;J[((J)) 1] 0 mo eH
J=1
Par conséquent NH!/H(W) appartient a VH , d'ol NH;/H(Vac) rsz .
Réciproquement, soit w un élément de VH et soient n, , i€ (1,2,000,k1),

des entiers rationnels tels que

k=1 k=1 n,
E n[N@(c;))-1] =0 med e et w= 1131 P -

Comme dans la démonstration de la proposition 11, nous pouvons trouver des idéaux

entiers 0!,1 ,mz,...,a.r € Co , premiers avec 12f, et des entiers rationnels

m1 ,m2,.,.,mr , tels que

r k=1
(23) Lo my(lo)-1) + 3 n, [Nx(c,))-1]=0.
J=1 i=1

Posons

r m'j k-1 ni
W =jE1 (cp{(ct;‘j)/(pﬂ(ct'))) iE1 (%(C&(Ci))/‘pg(co)) ;

nous avons w = NH /H(w') , et il résulte de (23) que le produit w' appartient &

?
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Vg5 dlon vy C:Nﬁi/H(V¥) .

Nous avons donc VH = NH /H(V‘E) , et 11 résulte du th, 7 que tout é1lément de

VH est une puissance (e;f)—i‘eme dans H ; C.Q.F.D.

Définition, On déduit du th, 9 que le groupe
= u N Q
QH Ug H{/H( {)
e’f
est le plus grand sous—groupe de EH tel que QH = VH .

On déduit des propositions 12 et 13 les résultats suivants,

.

Proposition 16.

(i)  pour tout automorphisme ¢ de H/K , nous avons V; =V

(ii) Nous avons VH c <I>H et @;{2/e c QH c EH .

Supposons maintenant que f’ est un multiple de f , et H' une extension
abélienne de K de conducteur ?' telle que H < H' . Nous déduisons des proposi-
tions 11 et 14 le résultat suivant :

Proposition 17, S'il existe un diviseur premier de tel gue ' =" ,
gxiste un diviseur premier { de tel gue i

nyo,ona
'
U

(1) wg, pof) =o'

H

(1) wy, p0E) =7

(iii) pgNH,/H(QH,) =,

_a_VE_Q_ € = e*/efl .

1

On déduit immédiatement de la proposition 16, (i) la conséquence suivante de la

proposition 17 :

. fr/f € fr/f €
Corollaire, On a CDH / C@H' ’ VH/ CVH' et QHCQH' .
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4.6. Le rang des groupes d'unités vH , @H et QH .
Soit H une extension abélienne de K de conducteur § # (1) ; nous suppo-
sons que $£'=f et H'=H , cf, § 4.3.

Pour tout entier i € (0,1,...,k1) et toute unité u de H , “posons

elc;)2
u

pl(u) = l°g
L'homomorphisme

w € By b p(w) = (pg(w),p, (0),ennspy () € €

définit une représentation de EH dans ek 3 nous avons

k-1
k
p(B) @€ = {(p) s pysecurpy ) €€ T 0y =0}
i=o
Pour tout caractére y # 1 de C1(H/K) , notons #X le conducteur de yx et

x' le caractére primitif de cl(EnH /K) associé & y , Posons

H

k-1
ox) =12 x(Ci)p(qaﬁ,i) ;
i=o
nous déduisons du th, 3 § 2.4 et de son corollaire le résultat suivant :

Théoréme 10. Nous avons

(e)®c= & €.o(x) ;
. x€c1(a/x)” P
X # 1

et pour gue cp(x) =0, il faut et il suffit gue, lorsque -11, parcourt 1l'ensemble

des diviseurs premiers de ¢, le produit I (1 -;('(11,)) soit nul,

Démonstration : soit M 1la matrice carrée d'ordre k-1 et de terme général
;((C) , oy parcourt l'ensemble des caractéres 741 de Cl(H/K) et o C par-

court 1'ensemble des éléments # Cy de 01(H/K) . L'identité

ple))®c= & . Coplx)
x€C1(H/K)
X # 1
résulte de ce que M est inversible et les vecteurs p(cpH i) , 1 € (1,2,...,k—1) ,
’

engendrent p (CPH) .
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Pour tout caractére y # 1 de (1(H/K) , posons

o) = (9,(x) » 9,(x)>euvs9,, (x)) ;5 pour tout entier j € (0,1,...,k1) , nous avons
k-1
cpj(x) = E }(Ci)pj(cpH(Ci))

k-1
- 2
= 1E=°.‘ X(Ci)loquJH(CiCj)l

k=1
= 2 x(c;) ¥ x(c; 1089, (c; )] -
1=0

k=1 k'-1
Comme z: ;((Ci)hgl‘PH(Ci)l =) ;((Cs )logl(p!(%)l =s(x) ,
i=0 j=0

pour que ¢(x) = 0 il faut et il suffit que S(x) = 0 . Comme L(1,x') est £0

lorsque x est # 1 , il résulte du th. 3, (i) § 2.4 et de son corollaire que la

somme S(X) est nulle si et seulement si I (1 -')2'(1;)) =0, Le th, 10 est
+¢

démontré,

D'aprés la proposition 16, (ii) § 4.5, nous avons

12 /e

= t ;

VH QH c@H e @H c:QH H

et QH ont donc méme rang, Comme le rang de @H est égal a

les groupes V_, &

H

la (-dimension de p(@H) ® ¢ , nous déduisons du th, 10 le résultat suivant :

H

Corollaire 1, Soit m 1¢ nombre de caractéres x de Cl(H/K) tels que

n (1 -;'(1,,)) =0 ., Le rang des groupes V_ , & et QH est égal & k-m .,
. - H H — i -
4
Supposons maintenant que ¥ = -pn , >0, pour un. idéal premier 4 de K.
Notons D(Jp) le corps de décomposition dans H(1) de 1'idéal $; les caractéres
du groupe Cl(HnD(.'L)/K) sont les caractéres y de Cl(HnH“)/K) tels que
X(T,) =1, Soit EH/HI\D("L) le groupe formé des unités u de H telles que

NH/HnD(f)(u'w) =1 . On déduit du th, 10 le résultat suivant :

Corollaire 2, Lorsque { =f,n ,n >0, les groupes VH ’ @H et QH sont des

sous—groupes d'indices finis de EH/TInD(-’b) .
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Démonstration : les éléments de sont les unités u de H telles
Seemnaaniot EH/HnD( ) o 1 .
que, pour tout caractére y de Cl(HnD(-r.)/K) , la somme Z X(C )p(u * ) soit

nulle, Or, pour toute classe C € Cl(H/K) , ona :

k=1 _ glcy) k1 _
iE=o: x(Ci)p((CPH(C)/cpH(CO)) ) =iE=o: x(Ci)p(tyH(CCi)/<pH(Ci)) = (x(C)-1)qJ(x) H

comme <P(X) =0 pour tout caractére x de Cl(HﬂD(_[u)/K) , le quotient
q)H(C)/(PH(CO) appartient a EH/HnD(f,) . Par conséquent @H est un sous-groupe de

. ] P !
EH/HﬂD(-[I.) ; de plus, d'apres le corollaire 1, les rangs de @H et EH/HnD(-f,) sont
égaux & k-m ; il en résulte que <I>H est un sous-groupe d'indice fini de

. ed d'ext i triviale da i
EH/HnD(f,) Comme EH/HﬂD(f,) ne possede pas extension non triviale ns EH qui
ait le rang k-m , les groupes VH et QH sont également des sous-groupes d'in-

dices finis de EH/H”D(-fI) 5 C.Q.F.D.
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§ 5. LE GROUPE DES UNITES ELLIPTIQUES D'UNE EXTENSION ABELIENNE.

Pour toute extension abélienne H de K de conducteur { , nous appelons

groupe des unités elliptiques de H 1le groupe

By = b

H 9|¥ QHﬂH

ot le produit est pris sur tous les diviseurs entlers 9 de {; ef, définitions

§§ 3.2 et 4.5.
£ n,
Soit ¢ = H ‘p. une décomposition de ¢ en produit de facteurs premiers

distincts 'f , i € (1,2,4.4,4£) . Pour tout f-uplet ¢ = (e1 ,52,...,31) d'en-
£ €y n.
tiers e, égaux & 0 ou 1, posons f = 1 f. i et notons f le plus petit en-
i € 1 €

tier > 0 qui appartient a {e . Il résulte du corollaire de la proposition 17 que

8, =1
H eH e=(e1,e

1 )QHﬂH ’
7--.:81 £€

2

ou le produit est pris sur tous les f~uplets e formés de 0 et de 1.

Dans [R] K. RAMACHANDRA décrit certains systémes maximaux d'unités indépen-

dantes de H , dont les éléments appartiennent au produit

hf/f
e-(s yE sesesEy) Han ’
#(010,2..,0) ¢ €
of, th, 4 p. 119, formule (95) p. 113 et th, 12 § 7 p. 134 de [R] .
12/e

et
AHﬂH(1 ) < QH"H(‘ ) HanE QHl’lH

(cf, proposition 6, (iii) § 3.2 et proposition 16, (i) § 4.5) , nous avons
12/e

f
H AH”H(")
Comme

c 3H d'ou le résultat suivant :

Théoréme 11, L'indice de gH dans EH est fini,

Remarque, Nous ne possédons pas de formule générale permettant de déterminer
1tindice (EH :gH) . Rappelons & ce propos que l'on ne connait pas non plus de for—
mule générale permettant de déterminer 1'indice du groupe des unités circulaires

d'une extension cyclotomique dans le groupe de toutes ses unités ; cf, HASSE [Ha 2].
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La suite de notre travail sera consacrée & la détermination de 1'indice
(EH :gH) dans le cas ou le conducteur de H/XK est puissance d'un idéal premier,
Rappelons que, dans le cas d'une extension cyclotomique H dont le conducteur est
puissance d'un nombre premier, 1l'indice du groupe des unités circulaires de H dans

le groupe des valeurs absolues de toutes les unités de H est égal au nombre de

clagses de H .,
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§ 6. FORMULES POUR LE NOMBRE DE CLASSES DES EXTENSIONS ABELIENNES
DE CONDUCTEUR PUISSANCE D'UN IDEAL PREMIER,

Soit H une extension abélienne de X , dont le conducteur est puissance d'un
idéal premier, Nous nous proposons de démontrer (th. 16 § 6.5) que 1'indice de 8H

dans EH _est donné par la formule

(EH =BH) = )‘hH/[HHh) :H] 7

~

ou hH est le nombre de classes de H , ol H(1) est le corps de classes absolu de
N [H:k]-1 ) ) e N
K et oh A=12 /p , 1'entier p étant un certain diviseur du quotient

e /e . Lorsque H/K est non ramifiée, nous avons y = eH/é et la formule est
(1) .

celle du th, 6 § 3.2,

Supposons H/K ramifié et tragons les grandes iignes de notre démonstration,
I1 existe un idéal premier 4 de K et un entier n > 0 , tels que *n soit le
conducteur de H/K ; nous notons p et pm , 0<mg¢n, les plus petits entiers >0

N

. . n m .
qui appartiennent & { et 4 ; nous posons r = P . Nous construisons des

e
n
groupes _ 1'

r
Ye AHIIH(1)@H ’

r
t
VCAHIIH(1)VH el que vcv

et A CLAH"H QH tel que Ar =V,
(1)
*

et nous posons A = He A
H

*
les groupes ¥ ,V , A et A sont des sous-groupes d'indices finis de EH ; cf,
proposition 21, (i) § 6.3. Les résultats du § 2 nous permettent de calculer les in-

dices

(B.:v) et ( YN ),
EH ¥ EHOH(1) ¥ BHﬂH(1)

selon la technique déja développée dans [R] ; nous en déduisons la valeur des in-

dices

(EH tA) et (EHnHm :AnEHnHm) ;

of. th, 12 et 13 § 6.2 et th. 15 § 6.4.
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*
L'identité anH( )A = BH -de la proposition 25 § 6.5 nous permet d'utiliser
1

*
A comme intermédiaire pour déterminer 1'indice (EH :EH) ; plus précisément, nous

avons

(By :8) = (EHﬂH(” :anH(O)(EH ’A*)/(EHnH(1) ’A*"EHnH(1)) i

notre calcul se termine en observant que la valeur de l'indice

(EHHH(1) :anH(1 >)

nous est donnée par le th, 6 § 3.2.

6.1. Les invariants ¢(C).

Soient 4 wun idéal premier de K , et H une extension abéliemme de X de
conducteur fn , >0, Nous notons p et pm , 0<Kmg¢n, les plus petits en-
tiers > 0 qui appartiennent & + et ﬂn ; nous posons I = e npm . Nous pouvons
préciser la valeur de l'entier m : !

(i) Lorsque 1'idéal (p) est inerte ou bien décomposé dans K , nous avons
m=n;

(ii) Lorsque 1'idéal (p) est ramifié dans K , nous avons m = n/2 ou

(n+1)/2 suivent que n est pair ou impair,

.
I

L'extension H‘nH(1)/K est la sous extension abélienne non ramifiée maximale
de H/K ; nous posons k1 = [HI\H(1) :X] et k=[H:K] . Nous notons c, et ¢

les classes unités des groupes Cl(H ﬂH(1)/K) et Cl(H/K) 3 nous notons

c, ,c2,.,,,ck1_1 les é1léments de Cl(HllH(1)/K) différents de ey et
C1 ’02""’Ck 1 les éléments de Cl(H/K) différents de CO . Pour toute classe
¢ € c1(g/K) , nous notons c(C) € Cl(HlIH(1)/K) la classe qui contient C ., Nous

avons

g = ' et E&_ = .
HﬂH(,' ) QHl"H(1 ) H ueHQHﬂHh )QH

n
)

Définition, Pour toute classe C € Cl(H/K) , nous posons

e(c) = aH”Hm(c(c‘))rqu(c) .
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Nous déduisons des propositions 4 § 3.1 et 15 § 4.5 les propriétés suivantes

des invariants q,(C) .
Proposition 18, Pour toutes classes C , C' et ¢" € c1(d/K) ,
(1)  Le guotient ¢(c)/p(c') est une unité de H ;

(11) oma ((@)/alc)BC") = ycem)mlorem) .

Définition, Pour toute classe c € Cl(HnH(1)/K) , nous posons

ole) = m w(c) .
cec1(u/x)
ccce

Proposition 19. Pour toutes classes ¢ , ¢' et c" € Cl(HnH(1)/K) et pour

toutes classes C et C' € C1(H/K) telles gue Ccc gt C'ce',
(1) ey GEOMED) = sle)
(ii) -Le guotient ¢(c)/p(c')  est une unité de HOH(y 5
(119) an e (o(e)/ole))E") gleam) fylerem)
Démonstration : d'aprés le lemme 9 § 4.4, on a
= I (PH(E) o

N (g (c)) =
H/H"H(1) o Gec1(u/x)
fce

I1 en résulte que
' rk/k,
o(e)/olet) = (6H0H(1)(c)/6HnH(1)(c')) NH/HnH(l)(q’H(C)/q’H(C')) ;

d'ou 1'§ssertion (i), Les assertions (ii) et (iii) résultent immédiatement de (1)

et des assertions (i) et (ii) de la proposition 18,



6.2. Le groupe d'unités Vv .

péfinition, D'aprés la proposition 18, (ii) les quotients d’i = ¢(Ci)/¢(co) ,
ic¢ (1,2,...,k—-1) , engendrent un sous-groupe V¥ de EH .

Démontrons le résultat suivant :

Théoréme 12, Les unités b; 5 1€ (1,2,.0.,k=1), forment un systéme maximal

d'unités indépendantes de H . Par conséquent V¥ est un sous-groupe d'indice fini

de EH 3 cet indice est donné par la formule

(EH :v) = B(® ﬂH(‘1))(12 r)k_1 en /n ,

lo

B(H nH(1)) est 1'entier > 0 ainsi défini :

(1) L'entier B(X) est 1 ;
(ii) Lorsque HNH K, l'entier B(HNH ) est le produit
lozsdue HMH(y) senmer (1)) €8% a8 DRocuit

o (1= ;'(_(11,) + ehk/k1) , ot x parcourt l'ensemble des caractires # 1 de

Cl(HnH(1)/K) .

Démonstration : soit W le déterminant de la matrice carrée d'ordre k-1 et

de terme général

g(c.)

Loglo, ¥ = 1ogle(cy0))| - Toglec,)]

ou i € (1,2,...4,k—~1) et j € (1,2,...,k—1) . Le déterminant W a la forme d'un
déterminant de groupe et par conséquent (cf, démonstration du th, 4 § 3.2 et [s]

chap, II § 2 p, 102) on a
k=1

Wl =1 n 22 x(eydroglele )]

x#1 1=0

ou le produit est pris sur tous les caractéres y #1 de C1l(H/K) . Comme

o(c) = 5HnH (C(C))rcpH(C) , Mous avons
(1) -
(26) T x(cy)roglefc,)| = A+ B,
1=0

k-1 : k—1
avec A = E &(Ci)logh)H(Ci)I et B = E ;((Ci)loglé
i=0 i=0

(elc,))]

()
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Puisque (C) = ‘1'1 (6) N n'us avons‘
qu q’H ge Cl(-r.n) ‘P_Pn o
ccC
(27) A= I wonesle (0] =s(y) .
Eecl(-p.n) t

Notons £X le conducteur de y et x' le caractdre primitif de cl({x) as-

socié & x .

(1) Si IX =1!.S avec 8 > 0 , nous avons

k -
1

B=), logIGH"H(1)(cj)| cecg%;/x) x(c)| =0

—_

J
CcCec.
J
nous déduisons alors de (26) et (27) 1'identité
k=1

(28) T (¢, )08l 0c,)] = 5()

i=0
Notons pt le plus petit entier > 0 qui appartient & 1'.3 ; nous déduisons de (28)

et du corollaire 2 du th, 2 § 2.3 1'identité

k=1
(29) T (e )108le(c,)| = 2™ e _fo )s(it) .
ot

(i1) si ;x=(1) ,ona -

1
B = (ki )Y x'(c,)r0els (c.)] ;3
1 = J HﬂH(1) J
en utilisant 1'identité (20) § 3.2, il vient B = (hk/k1)s(x') . Nous déduisons

alors de (26) et (27) 1'identité
k-1

(30) ¥ x(c;)108]e(c,)] = s(x) + (shi/ic )s(x') .

1=0
Nous déduisons de (30) et du corollaire 2 du th, 2 § 2.3 1'identité
k-1

(31) Yo xle)roele(e,)| = (x/e)(r =" (4) + ehk/k1)S(x') .

i=0

Substituons les identités (29) et (31) dans la formule du th, 3, (ii) § 2.4, il

vient

k=1
bRy = h(eH/e) x§1 E;; i(ci)log|¢(ci)| /B(HnH“))(esr)]“:"1 .
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Par conséquent le déterminant W est # 0 ; les unités by 0 1€ (1,25 000,k1) ,
forment un systéme maximal d'unités indépendantes de H , et le quotient

eHZkﬂIW[/RH , qui n'est autre que 1l'indice de V¥ dans EH , est égal &

B(En e, ))(12 r)E eh./n ; C.Q.F.D.

Démontrons maintenant le résultat suivant :

Théordme 13, Nous avgns ﬁH/HnH(,‘)(W) = “E}mH(” . Les unités q,(cj)/q,(co)-,

J € (1,2,...,k1-1) , engendrent ‘I/nEHnH et forment un systéme maximal d'uni-
(1

és indépendantes de HNH . Par conséguent ¥n est un sous—groupe 4'in-
les independantes de (1) consequent DH(1) £8t un sous—groupe

dice fini de ; cet indice est donné par la formule

)

k -1
(EHnH(1) : Y"Eﬂnnh)) = Ban ) X12 7) ! ethH(1)/'h ,

o KH(IH(”) est le méme nombre gue dans le th, 12,

Démonstration : le groupe ¥ est 1'ensemble des produits

¢ = I ¢(C)n(c) , ol les entiers rationnels n(c) , ¢ € c1(#/K) , sont tels

cec1(u/x)
que n(c) = 0 . Pour toute classe C' ¢ CL(H/K) , on déduit de la proposi-

cecl(a/x)
tion (18), (ii) 1'identité

]
¢g(C ) - I ¢(CC')n(C) .
v cec1(u/x)
Pour que le produit ¢ appartienne & Hn H(1 y il faut et il suffit que, pour
. .
toute classe C' € C1(H/K) contenue dans e, s on ait q,g(c ) = ¢ ; c'est-a-dire
que
(32) I @) o g(ee)™e)
cec1(m/x) cecl(u/x)

D'aprds le th. 12 les unités ¢(c)/e(c ) , ¢ € c1(s/x) et C #C_ , sont mltipli-

cativement indépendantes ; comme n(c) = 0, on déduit de (32) qu'une con-
© CeCITH/K)

dition nécessaire et suffisante pour que ¢ € EHnH est que, pour toute classe

¢ €.01(H/K) et pour toute classe ' € C1(H/K) contenue dans c, » on ait
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n(c) = n(cc') . Il en résulte que Wl)EHnH est 1l'ensemble des produits
(1

o= - ¢(c)m(c);

c€Cl(HnH(1)/K)

’

ol les entiers rationnels m(c) , ¢ € c1(Hn H(1)/K) , sont tels que

n(c) =0 ;
c€Cl(£%;(1)/K) )
nous avons alors ¢ = I (¢(C)/¢(Co))m(c) ’

cem(HnH(1 )/K)
et les unités ¢(c?/¢(co) , ¢ € cl(Hl\H(1)/K), engendrent Y"EHnH( . On déduit

1)
alors immédiatement ‘de la proposition (19), (i), 1l'identité

(v) .

Y"%ma(w =NHﬂmH“)

Considérons maintenant le déterminant w1 de la matrice carrée d'ordre k1—1

et de terme général :
g(cj
10g| (¢(c;)/w(e ) | = 10g|¢(cicj)| - log|¢(cj)| ,
ou i € (1,2,...,k1—1) et j € (1,2,...,k1-1) . Le déterminant w1 a la forme

d'un déterminant de groupe et par conséquent, comme dans la démonstration du th, 12,

on a
k -1

1
| m Y X(e;)oefule )],

x#1 i=o

v,

o le produit est pris sur tous les caractdres x # 1 de Cl(Ht]H(1)/K) . Nous

k -1 k, -1
1 1 k=1
Y(e.)1oglele.)] = (e, )10 (c)] = lelc (c.)] .
g;; x(c;)10g]¢(e, )| g;; xlc; )1log Cgél(H/k) o(c %;g x(elc;))10ge(c; |
cce.
Nous déduisons alors de (31) 1'identité
k, -1
1
(33) L x(ey)1oglele, )| = (x/e)(s - ;(f) + ehk/k )s(x) .
1=0

Appliquons le th, 3, (ii) § 2.4 & HA H(1)/K , et substituons 1'identité (33) dans

la formule pour le produit hHﬂH(1)RHnH(1 3 11 vient

)
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k1.—1
[xs(HnH(1 ))(61-) ;

k-1
1
h =h(e e) -(c. (c,
e ane ) =P/ L x(eyosleleg)

Par conséquent le déterminant W, est # 0 ; les unités ¢(ci)/¢(c°) ,
i€ (1,2,.00.,k=1) , forment un systdme maximal d'unités indépendantes de HnH(1) ,

et le quotient
k1
e 2
HnH_( 1)

-1
Iw1 I/RHth) ’

qui n'est autre que l'indice de V¥ EHnH(1) dans EHOH(1) , est égal &

k -1
B(EnE(, ) (127) ! ethH(1)/h 5 C.Q.F.D.

6.3. Les groupes d'unités V , A et A* .

Pour toute classe C € Cl(H/K) (resp. o € c1(Hn H(1)/K)) désignons par
a(c) (resp. a(c)) un idéal entier, premier avec 12 p, qui appartient & C
(resp. c). D'aprés le lemme 5 § 4.1, le résidu de N(or.(C)) (resp. N(a.(c)) modulo
e (resp. e ) ne dépend que de C (resp. c) ; en particulier, pour toutes

H HﬂH(1)
classes c¢ € C1(HN H(1)/K) et C € Cl(H/K) telles que Ccc, ona

N(c)) = n(u(e)) mod eHnH . Pour tout idéal entier o de K , premier avec
(1)
12 p, nous noterons Ca.€ Cl(H/K) la classe de .
k=1 ni
Définition, Soit V le sous—groupe de V¥ formé des produits 1II b ol
i=1
les entiers rationnels n, ie (1,2,...,k1) , sont tels que
k=1
E n, [Malc;)) - 1] = 0 mod ey »

z

Proposition 20. L'indice de V dans V¥ est égal 3 eH/e .

Démonstration : d'aprés le th, 12, les unités b; o 1€ (1,2,...,k1) , sont
multiplicativement indépendantes ; par conséquent 1l'application p , qui & un pro-
duit

k-1 n
o ¢

i=
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fait correspondre le résidu modulo e_ de la somme

H
k=1
> n,Inladc,)) - 1]
i=q

définit un homomorphisme de ¥ dans le groupe des résidus modulo e H dont le no-
yau est V , D'aprds le lemme 6 § 4.1, l'image de p est le groupe des résidus mo-
dulo ey congrus 4 0 modulo e ; par conséquent l'indice de V dans V¥ est

égal a eH/e ;5 C.Q.F.D.

Théordme 14, Ona V C AEII‘IIH( )VH et VH CA:I‘HH( )V . Tout élément de V es
1 1

une puissance r—iéme dans H .

Démonstration : soient n, , iceg (1,2,...,k—1) , des entiers rationnels tels

que
k~-1 C
i; ni[N(ou(ci))- 1] = 0 mod ey
e g T e e s T G (oo gy, (o
posons ¢ = II ¢, , p= I . et 6= 1 (& c(c.))/s c .
i= * 1oy THA =y MGy T EME o

Les produits ¢ , ¢ et & appartiennent respectivement & Vv , VH et AHnH(1) ,

et on a ¢=6rq: et q):é—rq,; d'ou

r r
vV AH v et Vv _cC AH V.
NH H H NH
(1) (1)
D'aprés le th, 9 § 4.5, tout élément de VH est une puissance r-itme dans H ;

par conséquent tout élément de V c AHrIIH VH est également une puissance r—iéme
(1)

dans H ; C.Q.F.D.

)¥éfinitions, On déduit du th. 14 l'existence d'un plus grand sous—groupe A

*
<_1_e_EH tel gue A" =V . onpose A =, A
H

Proposition 21.

*
(i) Les groupes V , ¥, A et A sont des sous-groupes d'indices finis de

ot
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(i1) Pour tout automorthisme o de H/K, ona Vo=V , V¥ =Y, A% =1 et
% .
A°=A*;

(iii) on & w’z/ecAc’A*czﬂcEH et vev.,

Démonstration : 1l'assertion (i) résulte immédiatement du th. 12 et de la pro-

position 20, L'assertion (ii) est essentiellement triviale. On déduit du th. 14

1tinclusion V < Aill’nH( )Q; , dtoh A C AHHH( )QH et par conséquent
1 1

*
= ' ' \
A = p,eHAC Ho AH(IH( )QH c BH . D'autre part, d'aprés le lemme 7, nous savons que

eH|12pm , et pour tout idéal entier & de K , premier avec e , nous avons
X m
N(®) - 1 = 0 mod e , Il en résulte que q,;_zp /e appartient & V pour tout

i€ (1,2,00.,k1) ; par conséquent nous avons

m

ca A , arou v'2/e

12p /e

¥ CA.

Les autres inclusions de 1'assertion (iii) sont triviales,

*
6.4. Intersections des groupes d'unités V , ¥, A et A avec EHI\H( .
(1)
Démontrons d'abord le résultat suivant :
s r
Proposition 22, & .
oposition 22, On a NH/HOH(”(@H) c QHnH(1)

Démonstration : d'aprds le th, 2, (i) et (iii) § 2.3, pour tout

i€ (1,2y000,k1) , on &

NH/HHH(1)(¢;,:.L) =Ny )(A(li)A(f)/A(&i-[t)A(ﬂ))r

ou "i est un idéal qui appartient & c(Ci)—1 . I1 résulte des considérations du

§ 3.2, que toutes les racines e-itmes de

NH(1 )/MH(1 )(A(#i)A(f)/A(Lif)A(«))

appartiennent & ; par conséquent on a C.Q.F.D.

o) ooy %) < S

La proposition 22 a les conséquences suivantes :

) r
Corollaire 1, On a W“EHﬂH(,l) CQ[-I{IH(1) *
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Démonstration : d'aprés le th, 13, on a ¥np =N - (¥) ; comme
EKIIH(1) B/ () >0
r . s s r
[0} déduit d
v AHnH g » o0 uit de la proposition 22 que NH/HnH (Y)C(AHuH QHIIH ).
(1) , (1) (1) 750)
foult r . .
I1 en résulte que V¥ "EH(\H(1) c QHnH(1) , Puisque AHnH(1) c QHnH(1) d'aprés la

proposition 6, (iii) § 3.2.

Corollaire 2. Le groupe est le plus grand
orollaire 2, Le group AnEHnH(,') est le plus grand sous—groupe de EHnH(,')
r .
tel que (an Eong ) = VAR
(1) (1)
Démonstration : nous avons Vc V¥, dtol VnEHnH c Q;{‘nH d'aprés le co-
(1) (1)
rollaire 1, Par définition, le groupe Af EHnH est l'ensemble des racines
(G
r-iémes d'éléments de V qui appartiennent & EHnH ; comme
(1)
b P N .
VﬂEHnH(1) c RHI'IH(” , tout élément de VnEHnH( posséde une telle racine dans

1)

; ce qui démontre le corollaire 2,

EH"H(1)

*
Corollaire 3, Ona A f =p
EH"H(1) eHnH(1)

(AnEH"H(1)) .

*
Démonstration : il résulte du corollaire 2, que tout élément de A nEHnH
‘ (1)
est le produit d'un é1lément de AnEHnH et d'une racine de l'unité, d'ou le
: (1)
corollaire 3,

*
Corollaire 4, Ona A 0 cé .
EHﬂH(1 ) HnH(1 )

Démonstration : d'apres le corollaire 2, on a

) = B S

o MEH"HU) ° ueHnH( )QH"H(O '
1
*
Par conséquent A nEHnH(1) = peHnH( )(Aﬂ EHnH(1))
1
est contenu dans ‘éHnH(” = p,eHnH( )QHﬂH(1) 3 CeQ.F.D.
1

Démontrons maintenant les résultats suivants :
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Proposition 23, Le groupe NH/HDH( (V) est l'ensemble des produits
1)

= n, _
I (q,(ci)/q,(co)) 1, ol les entiers rationnels n,,i¢ (1,2,40.,k1) , sont tels
- SSR SSSSSE Shesemn St e

que
k1—1
En.[N(w(c'.))—ﬂ = 0 mod e .
=t * S
Démonstration : soit w wun élément de V , et soient n, , i€ (1,2,000,k1),
des entiers rationnels tels que .
k-1
(34) 1:_1: n, [N@(c;)) - 1] = 0 mod oy
k=1 ni
et w= I ¢, .
: . i
i=
Posons mj = z: n, Jj € (1,2,...,1{1—1) H
{ivaich'}
nous déduisons de (34) la congruence
k1-1
Em.[N(ﬂ(C.))—ﬂ = 0 mod e ,
= ! J - HMEG)

et, d'aprés~ la proposition 19, (i), on a

kq-1 m,
e, ) = 1 (0o
Réciproquement, soient n, , ie€ (1,2,...,k1—1) , des entiers rationnels tels
que )
k1—1
iz=1: ni[N((E(ci))— 1] = 0 mod eHOH(1)
posons w = 1I:I-ll (q,(ci)/q,(co)) . Comme dans la démonstration de ia proposition 11
§ 4.4, nous ;o=u1vons trouver des idéaux entiers 0({ ,d;z,...,ov,s € co , premiers avec

12 p, et des entiers rationnels m1 , m2,...,ms , tels que

s k1_1
(23) Yo om (nlo)=1) + 37 nyInlou(e;)) -1 =0 .
=1 i=
s m, k-1 n,
Posons wh o= 1 (ulcg )/w(c)) ? x T (elog, y)/wle)) T s
J=1 J i= i
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on déduit de la proposition 19, (i) que w = (w') , et il résulte de (23)

NH/HIIH( 1)

que w' est un élément de V . La proposition 23 est démontrée,

corollaire. L'indice de N (v) dans vwan est égal & e e.
e IR R ) 2SS S

Démonstration : d'aprés le th. 13, les unités ¢(ci)/¢(co) s i€ (1,2,000,k1),

sont multiplicativement indépendantes ; par conséquent 1l'application p , qui & un

produit
k1—'1 ni
o (e, )/ple )
. J o
1=1
fait correspondre le rééidu modulo e de la somme
B (1)
k -1

1o o [Ne(e) =11,

1
i=1

définit un homomorphisme du groupe Y"EHnH dans le groupe des résidus modulo
(1)

eHnH(1) . D'aprés la proposition 23, le noyau de p est NH/HnH(1)(V) ; ot d'apres

le lemme-6 § 4.1, l'image de p est le groupe des résidus modulo congrus

LI
4 zéro modulo e ., Par conséquent 1'indice de N (v) dans vwa est
' H/E ) EHﬂH(1)

égal & e

HnH(’)/e 5 C.Q.F.D.

Proposition 24. On a NH/I—IIIH(1)(V) < (AnEHﬂH(1))r =0 gy

Démonstration : on a
r . r
NH/H“H(1)(V) i} NH/H“H(O(A ) (MEH"H(O)

et (m'nlaHnH(1))r c ArnEHnH(1) _— EHnH(1) ;

s ) a . p—
la proposition 24 résulte alors de ce que VnEHnH(1) c YnEHﬂH(,I) , puisque VCV

Définition, On pose y = (W(IEHnH( ) : (A.nEHnH( ))r) . D'aprés le corollaire
1 1

de la proposition 23, l'entier p divise e /e ; comme

HnH(1) divise 12,

eHﬂH( 1 )

on en déduit que y divise 6 .

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant :
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Théordme 15. Soit B(HnH(-1)) 1'entier défini dans le th, 12.

(i) L'indice de A" dans E, est donné par la formule
. * e k-1 .
(EH.A)—B(HDH(1))12 ho/h i

*
(ii) L'indice de A N Eg o ) dans .. est donné par la formule
(1 (1)

* k -1
(EHnH(1) T A "EHnHm) = BEAE( )12 ! (“e/eHnH(1))hHaH(1)/h .
Démonstration : d'aprés le th, 12, le groupe V¥ est engendré par k-1 unités
indépendantes ; par conséquent V , qui est un sous-groupe d'indice fini de V¥ ,
est également engendré par k-1 unités indépendantes, Il en résulte que nous pou-
vons trouver un sous-groupe A de A, tel que AL =V , Af By = {11 et
" H

A =pu A . Nous avons :
ey

*, _ . — %) = k=1
(a .V)—eH(A.V)—eH(A.A)_eHr .
La formule du th, 15, (i) résulte alors de la détermination des indices (EH 1Y)
et (¥:V) effectude dans le th, 12 et la proposition 20.

De méme, d'aprés le th, 13, le groupe V¥ BH!IH est engendré par k1—1
(1)
unités indépendantes ; par conséquent (AnEHnH )1' , qui est un sous-groupe d'in-

dice fini de ‘{/nEHnH est également engendré par k1—1 unités indépendantes, Il
(1

en résulte que nous pouvons trouver un sous-groupe B de AnEHI‘lH tel que
(1)

r

v ;
B =(A0EH ) et By = {1} ;
NH e
(1) HATH ()
*
nous déduisons du corollaire 3 de la proposition 22 que Be B=AN EHnH .
: HﬂH(1) (1)

Nous avons

k -
11

* ' r * s RSy r
(A'n EHnH(” : (“"Eﬂnnm) ) =(a nEHnH(1) :B°) = eHnH(1)(B :B ) = eHﬁH(1)

ILa formule du th, 15, (ii) résulte alors de la définition de p et de la détermina-

i 'indi H ffectude da th, .
tion de 1'indice (EHHH(1) \ynEHnH(1)) effectuée dans le 13
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6.5. Formules pour le nombre de classes,
*
La possibilité d'utiliser le groupe A comme intermédiaire pour déterminer

1'indice (EH :8E) repose sur le résultat suivant :

*

Proposition 25. On a EHnHmA = EH .

Démonstration : d'aprés le th, 14, on a

" ' )% ¢

d'ou AC AHHH( )QI-I . I1 en résulte que
1

* *
A cyp c , d'ou ¥ A .
eHAHﬂH(1 )QH aH HﬂH(1) H
Réciproquement, d'apres le th, 14, on a
T T r
V. < vV = A,
H %{nH(1) AHﬂH(1)

*
s ) .
dfou QH (et AHﬂH(,l )A et par conséquent peHQH c AHI\H(1 )A . Finalement,

*
il en résulte que %= p Q Q< AE .
H e H H
w A0 (y) A (y)

La proposition 25 est démontrée,

Déduisons de la proposition 25 le résultat suivant :
Proposition 26. On a = .
roposition 26. On a EH nEHﬂH(1) gHﬂH“)

Démonstration : d'aprés la proposition 25, on a

8.0 - (¢ O =% . (A0 ).
) T Rt Ry "

*
Or, d'aprés le corollaire 4 de la proposition 22, ona A N cé H
gy
il en résulte que 8HnEH0H(1) =tHnH(1) ; C.Q.F.D.

Nous pouvons maintenant déterminer 1l'indice (EH :EH) .

Théoréme 16, Soit H wune extension abélienne de K , de conducteur puissance

d'un idéal premier, L'indice de 8H dans EH est donné par la formule
(EH =EH) = NhH/[HH(1> :H] ,

x = 1255 Jorague

o A= 12[H:K]—1e/eH lorsque H/K est non ramifide, et
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Je défini & la suite

H/K est ramifide (L'entier y &tant le diviseur de Cuii
(1)

de la proposition 24 § 6.4).

Démonstration : lorsque H/K est non ramifiée 1'énoncé du th. 16 reprend la
formile du th, 6 § 3.2,

Supposons H/K ramifiée, D'aprés la proposition 25, on a

E /8, = EH/"HnH )A* ® (EH/A*)/(‘&HnH )A A .

D'aprés le corollaire 4 de la proposition 22, on a A n EHnH et,
(1)

gHﬂH(l‘) i

d'apres le th, 15, l'indice de A ‘]EHnH anH( ) est fini, Par conséquent
(1 1

le groupe

3 IS ] A
st/ B 0 B

est fini, et on a
(B 1) = (8, :A )/(EHnH(1) : A nEHnH(1)) , d'ou

(35) (B 1) = Gy By )5 :A*>/(EH,,H(1) :A*nEHnH(1))

En utilisant la formule pour ) donnée par le th, 6 § 3.2 et les

(EH"H(1) :EH"HU)

formiles du th, 15, nous en déduisons 1'égalité

) _ o [HK]-1 ) )
(EH.EH)—12 hH/p[H(1).HﬂH(1)] ;
ce qui est la formule du th, 16 puisque

[HH(1) :H] = [H(1) :HﬂH(1)] .

Remargue, Esquissons une alternative pour la démonstration du th, 16.

S6it a un entier > 0 . Pour toute classe C € Cl(H/K) , posons

v, (C) = 5HnH(1)(C(C))arcpH(C) ;

et soit B(a,HnH<1)) 1l'entier > 0 défini par

B(a,H0 H(”) = 21 (1 = X(p) + aehi/i)
‘ xec:l(HnH(1 )/K)“
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lorsque HnH(1) #X, et par B(a,XK) =1 . Comme dans le th, 12, le groupe ¥,
engendré par les quotients ¢a(c)/¢a(co) , C € c1(H/K) , est un sous-groupe d'in-

dice fini de EH , cet indice est donné par la formule :
. - L .
(36) (B :¥,) = B(a,H0H,))(12r) Teh /b

et comme dans le th, 13, le groupe ¥ 0 E.H est de son c8té un sous-groupe
& HMEx)
d'indice fini de EHOH , cet indice est donné par la formule
(1

K -1
(37) (EHQH(” S¥_n EHnH(1)) = B(a,H0 5, ) (12r) ! ethH(1)/h .

Soit Va le sous—groupe de \ya formé des produits II d)a(C)n(C) , ou
cec1(u/x)
les entiers rationnels n((C) , C € Cl(H/K) , sont tels que

' n(C) =0 et n(C)N(OL(C)) = O mod e_ ,
CecI(a/K) cec%/l{) i

Comme dans le th, 14, nous avons

r r
vV < v et V_c v o,
a AHﬂH(1)H H AHnH(,') a
et tout élément de Va est une puissance r-iéme dans H ., Par conséquent il existe
r *
un plus grand sous-—groupe Aa de EH tel que Aa = Va 3 nous posons Aa =p A .

eHa

*

On déduit alors de (36) que 1'indice de Aa dans EH est donné par la formule
* k_1 .

(38) (B :a,) = B(a,HnH(1))12 n/n s

*
' £ s Ve a .
et 1'on déduit de (37) que 1l'indice de Aan EHnH(1) dans EHnH(,‘) onné par la

formule

k=1
) = B(a,Hn H, ))12

(39) (

EHnH(1) AN EHnH(1) (“e/eHnH(1))thH(1>/h ’

avec = (¥n EHnH(1) : (an EHnH(1))r) = (g0 EHnH(1) s (a0 EHHH(1>)1") .

*
Comme dans la proposition 25 nous démontrons que § A =8

HnH(1> . y § Dous avons

alors la formule

(40) (EH .EH) = (EHnH(1) :anH(1))(EI-I :Aa)/(EHﬂH(1) :Aaﬂ EHﬂH(1)) ’

analogue & la formule (35).
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En utilisant, comme préeédemment, la formule pour (EHnH

¢ ) donnée
HnH(1 )

par le th, 6 § 3,2, nous déduisons des formules (38), (39) et (40) la formule du
th, 16.

Démontrons la conséquence suivante du th, 16,

dans EH est donné par la formule

. | Y 1
Corollaire, L'indice de EHth)gH

(EH :EHOH(1 )tH) = }\'hH/hHﬂH“) ’
' [H:K]—[HnH(1):K]
ol A' =12 eHnH(1)/pe .

Démonstration : on a 1'isomorphisme

EH/EHIIH(1 )81{ ¥ (EH/‘H)/(EHHH( 1 )EH/gﬁ) j
or, d'aprés la proposition 26, on a

§./8 ® [ NE =E /& .
EHI\H(1) H "H EHﬂH(,') H EHHH(1) HnH(1) HﬂH(1)
= 'indi : ient des indi :
Par conséquent, 1l'indice (EH EHnH(1 EH)_ est le quotient des indices (EH 5H)
(EHnH(1) :EHHH(1)) , dont les valeurs nous sont données par le th. 16 ; la for-

mule du corollaire s'en déduit immédiatement,

Remarque, On observera que le quotient hH/hHnH est nécessairement un
(1

nombre entier, puisque l'extension H/HAN H(1) est composée d'extensions totalement

ramifiées, of, CHEVALLEY [C] .
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APPENDICE

UNE ILLUSTRATION NUMERIQUE

Soit K = Q(V-a) , d >0, un corps quadratique imaginaire de nombre de classes
un, Il résulte de la remarque (9) de [HZ] chap. III § 26 p. 75 que toutes les unités
du corps K(V_) Q(V’ v‘a) sont réelles, On déduit alors de la formule de
Dirichlet pour le nombre de classes des corps biquadratiques imaginaires .
(cf. HASSE [H2] chap, IIT § 26 p. 74, formule (6)) que le nombre de classes de
K(Y5) est égal & la moitié du nombre de classes dé Q(V:ﬁa). Or, suivant que
d=1,2,3, 7, 11, 19, 43, 67 ou 163 le nombre de classes de Q(y=5d) est égal 2
2, 2, 2, 2, 4, 8, 14, 18 ou 30. Par conséquent, le corps K = Q( ~163) est le seul
corps guadratique imaginaire de nombre de classes un, tel gue X(y5) posséde des
classes d'idéaux d'ordre 5. Posons [ = exp(zni/S) ; comme 1'idéal (5) est inerte
dans X = Q(V=163), les extensions H =K(r) et H' = kK(y5) de K ont 1'idéal
(5) pour conducteur ; nous nous proposons de déterminer leurs groupes d'unités el-
liptiques respectifs,

§1, Désignons par Z 1'anneau des entiers rationnels et par F le corps des
résidus de Z modulo 5, Notons respectivement G et @' les groupes de Galois de
H/K et H'/K . Soit C‘FTFB € c1(H/K) 1la classe de 1'idéal (y=763) ; notons

s = glc 1'automorphisme d'Artin de H/XK associé & .
¢(0y=re3) " / V=763

Nous avons les

résultats suivants :

Lemme 9,

C3 , et G est le ou cyclique d'ordre 4 engendré r
5 * & £S5t le groupe cycllgue d ordre 4 engendre par

o tandis que @' s'identifie au guotient G/{1,02} .

(i) Nous avons Cg =

(ii) Pour toute classe C € Cl(H/K) , l'invariant QH(C) est un nombre réel.

Démonstration :

L'assertion (i) résulte de ce que N(V:TGB) =3 mod 5 , et 1l'assertion (ii) de
ce que CV:T33 - qui engendre Cl(H/K) - est invariante par l'action de la conjugai-
son complexe,

Soit T{ le caractére de G & valeur dans F , qui & tout automorphlsme

g(c) , C € Cl(H/K) , associe le résidu de NGIKC)) modulo 5 , ou OKC) est un
idéal entier, premier avec 10, qui appartient & C ; cf, lemme 5 § 4.1. On a
F¥1) =1 LKG) 3 , q(oz) =4 et lKOB) =2 , Le groupe des caractéres de (G est
le groupe {1 ,q 1{ q , et le groupe des caractéres de G'  est le groupe
{1,q?} . Pour tout automorphisme <t = g(c) , ¢ € c1(H/K) , nous posons

¢H(T) = ¢H(C) . Nous avons les résultats suivants :
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Lemme 10.
(1) Le groupe @H est l'ensemble des produits

3 . n,
w = iI=I1 (q)H(cl)/cpH(1)) * avec n; €7 pour i€ {1,2,3}.

(ii) Pour gue le produit w appartienne & V. il faut et il suffit gue

= &t
3 i
I 0,(e")-1) =0omed 5,
i=1
Démonstration : le groupe @H est l'ensemble des produits
n(c)
w o= I (q)H(C)/cpH(CO)) . avec n(C) € 2 pour C € Cl(H/K) H
cec1(u/x)

1'assertion (:L) en résulte immédiatement,

Pour que le produit w appartienne & VH il faut et il suffit que

C€C%/K) n(c)[nx(c))-1] = 0 mod ey 3 cf, § 4.4 .

or, pour tout idéal entier & de K , premier avec e , on a N(O)-1 = 0 mod e H
par conséquent, lorsque (eH/e,e) =1 , une condition nécessaire et suffisante pour

que w appartienne a VH est que

n(c) [vlec))-1] =0 mod e_/e .
cec%/x) c) [vc))-1] =0 H/

Dans le cas présent, ona e =2 , e =10 et eH/e =5 ; 1l'assertion (ii)

H
résulte alors de ce qui précdde, puisque pour tout automorphisme < = g(¢) ,
¢ € c1(a/k) , on a Y(z) = v(c)) mod 5 .

L'action de G munit les groupes EH et zH ainsi que EH' et EH' de
structures de Z[G]—modules ; par passage au quotient, on en déduit que l'action de

G munit les groupes

E=EH/E§ et E:'&H/zg ainsi que B! =BH,/E2, et E! =EH,/EI_5;,

de structures de P[G]-modules. A chaque caractire y de G associons 1'élément

1x = E )(('c--1 )t de P[] ;

TEG
pour tout i € {0,1,2,3} , posons

3
nous avons E= & Ei et §= 6 ti .
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On démontre aisément le résultat suivant

Lemme 11. Ona B =% = {1} ainsi que E' =E, et ¥ =},

Comme EH et %H sont chacun engendrés par — ¢ et par 3 unités indépen—

dantes, les S-rangs des quotients E et €& sont égaux & 4 ; on peut donc énoncer :
Lemme 12, Les S5-rangs de E et ¥ sont égaux 3 4.

goient maintenant 9,1 9, et cp3 € @H les unités réelles (cf, Lemme 9, (ii))

de H définies par :

9, = 95 (1)95(0) /i, (F )y ()

’

(PH(1 )CPH(GZ)/q)H(G)cpH(GB) et

-
n
|

95 = 03(1)ag () /g (g ()

Pour tout j € {1,2,3} , on a

3 i J c-i
(41) (pj = il;l1 (qJH(o )/(PH(”)‘I ( ) modulo @; .
Comme la somme
2, i, iy
9 y(e) - 1)
i=1

est congrue & 0 ou 4 suivant que j € {2,3} ou j =1, on déduit du lemme 10, (ii)

que les nombres cp15 , q{2 et cp3 appartiennent a VH et gue 9, n'y appartient
pas ; puisque QH les identités wz =9, et wg = 95 définissent deux nom-
bres réels w, et w € QH

on démontre sans difficulté le résultat suivant,

Proposition 27.

. [¢; =1 n ’

(1) ma wy=w, et &, =lw|necz.

(ii) Les unités Wy s Wy et w; sont indépendantes, on a 9, =w§(j w; et EH

est 1l'extension de degré deux du groupe
do
W, w W a,b,c,d € 7
= {0 wwin }

obtenu par l'adjonction des racines carrées de

(g () /g (1))? = 1 fuw2w
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Posons W% = w3w§ , on a w%c = wic W,y = (w%)z/w; , d'ou
3
o _ (o) 5
w% = W%q modulo EH .

D'autre part, on déduit de (41) la relation

o _ qﬂc) 5
(p1 = q)1 mOdulO @H .

Ie groupe A est l'extension de degré 11 du groupe

abec d
B = {(—QB) ¢1w2w% la,b,c,d € z}

obtenue par adjonction de la racine 1{-iéme réelle de

" _ 4
Ws = (W%) /cp1 .

On démontre alors sans difficultés le résultat suivant,

Proposition 28, On a les congruences

= gqﬂc) modulo Eg , ¢f = ¢?(°) modulo Eﬁ ;

2 3
wg = g (o) modulo B, et w% = w%q (o) modulo 8; .

5
- H

les classes de ¢ et ?, modulo 3. engendrent 31 ; les classes de w, et w

5
H
modulo E; engendrent respectivement 82 et 83 .

§2. L'anneau des entiers ¢ de K = Q(\-163) a pour base le couple
(1,(1+\-163)/2) ; nous posons d = 163 et o« = (1+V:a)/2 . Il résulte des défini-

tions §§2.2 et 4.5 que les invariants
2 3
t
cpH(1) , cpH(o) , cpH(c) e (pH(c)
sont donnés par les formules suivantes :

5 (1) = 912501 /55009015 053006 15 (am1) f550)

_ q)(12)5 (12)5 (12)5(

%(@ ((2a=1)/5;0)9 (a=2)/5;0)9 1+a)/5;¢)

5( ) = 9412052 /5)9 2 2 5500 122 ((2am2) f530) ot

5() = 01125210 /53029 B (1120) /5305 25 (2420) f550)

W =



n

Ces formules permettent le calcul numérique des quotients

2
9 /0. (1) 4 95(*) /0, (1) et g ()/g, (1) .
Nous aurons besoin des résultats suivants,

Lemme 13, Soit w € QH une unité elliptique de H . :Lg_valeur absolue de w
est une puissance 6-ieme dans le plus grand sous—corps réel H de H ; il existe

un entier rationnel a tel que w = Calwl .

Démonstration : soit o wun idéal entier de K , premier avec 30 ; démontrons
tout d'abord que le nombre 8(12)(1/5,0;01,) est une puissahce 12-iéme dans H .
D'aprés les propositions 7 et 9 § 4.2, il suffit de vérifier que L(g;o) est une

puissance 12-iéme dans H(S) . Or, nous avons

Lloso) = a'? M(O)N(m)—1

k4

ol a € ¢ est un générateur de 1'idéal o et l'invariant M(¢) est donné par la

formule :
(o) = 229524 /5% () (3(0) - 1728)° .
D'aprés [Wb] § 125 p. 462 et § 134 p. 504, nous avons
iG0) = -(64.3.5.23.29)7 et 3(g)-1728 = ~163(8.27.7.11.19.127)° ;

par conséquent M(p) est une puissance 6-idme dans K = Q(V=163) , et comme
N(on)—1 = 0 mod 2 1'invariant L(V;OL) est une puissance 12-itme dans K , Le nom-

bre 6(12)(1/5,17;<1) est donc une puissance 12-iéme dans H(S) .

D'autre part, d'aprés le th, 8 § 4.4 et les définitions 4.5, le groupe QH est
engendré par { et par\les normes, relatives & H(5)/H , des produits

m o (12)n;
I e (1/5050)
i=

ou les qﬁ. sont des idéaux entiers de K , premiers avec 30, et ol les entiers ra-—
tionnels n, sont tels que

m

1 () -1) = 0.

i=1
I1 résulte de ce qui préceéde que les unités w ¢ QH sont des puissances 12-iemes

dans H .
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Soit u € EH une unité telle que w = u12 ; comme H est une extension abé-

lienne du corps des nombres rationnels nous pouvons appliquer la Satz 14 § 20 p. 54

de [H2] 2 1l'extension H/Ho ; nous en déduisons 1l'existence d'une unité réelle v

6

et d'un nombre rationnel a , tels que u2 = (-C)av . Dot w = Cav , et par consé-

quent la valeur absolue |w| = v6 est une puissance 6-iéme dans Ho 5 C.Q.F.D,
Lemme 14, Pour tous entiers u € {-2,-1,0,1,2} et v € {0,1,2} , nous avons
2 e
[p((usva) /551,0) | A (0, v)B(u,v)c(u,v) = 1 +elu,v) ;
o |elu,v)] <5.10718, et o 1 = 2exp(-m{3/12) , A(u,v) = exp(-mY3/25) ,
B(u,v) = 20h(nvva/5)-2008(n(2u+v)/5)
et c(u,v) = 1 +2cos(n(2u+v)/5) exp(-n(5-v)yd/5) .
Démonstration : d'aprés le §1, pour tout t € C , nous avons
= n 2n
o(t;1,a) = =M sin(nt) exp[nit(t-%)/(e~a)] T (1-2q cos(ent) +q™) .
n=1
Lorsque t = (u+va)/5 , nous avons
lexp(rit(6-3)/(a=a)]|® = Alw,v) et [sin(nt)|® = B(u,v) .
De plus, on vérifie que
bt n 2ny 2
[lelu,v)/| m (1-2qcos(2mt) +q=)|“]-1] < exp(-nyd) ;
n=1
1'assertion du lemme résulte de 1l'estimation

0 < exp(-nya) < 5.10° '8,

Lemme 15, Posons p = exp(—nVE/S) 3 nous avons

0% gy (11" pful 1) =

I
-
+
™
-

#5100 = 14,

2
912/5'(91{(62)'1/30/1"[6}1(02) =1 +e3 et
916/5|¢H(c3)]1/30/1"16u(°3) =1 tey

o, pour tout i€ {1,2,3,4} , ona le] < 10712 | et o
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w(1) = (2 = 2 cos(2n/5))(1 = 2p cos(n/5) + ¢2)%

w(o) = (1= 20°)(1 = 2p cos(3n/5) + p2)°(1 + 29°)

w(o®) = (2 - 2 cos(4n/5))(1 - 26° cos(2n/5))%(1 + 20> cos(2n/5))?
et w(o?) = (1 + 20 + p2)(1 = 20° cos(an/5))2(1 + 2p° cos(an/5))? .

Démonstration : ce lemme résulte du lemme 14 et des formules pour les invariants

2
(PH(1) , CPH(O) , qJH(c) et cpH(cj)
données au début de ce paragraphe, compte tenu de 1l'estimation

0 < 8 exp(-4mfd/5) < 10717 .

§3. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les nombres W, et w

o) Calcul de w_ .
- 2
Posons A = |v72|"/6 + |w2l—1/6 , d'aprés le lemme 15, nous avons

avec le'il < 4.10.-1':3 H

p(c)u(oj)lw2|1/6/p2p(1)u(oz) =1+eg

par conséquent

A = (1+eg) exp(2m3/5)u(0)u( o) /ul1)u(”) avee legl < 5.0 12,

D'autre part, d'aprés le lemme 12, le nombre A est un entier rationnel ; comme
|w2|1/6 < |w2]—1/6 , le nombre v, est donc la puissance 6-iéme de la plus petite
racine du polyndme X2 - AX +1 .

Ayant fait le calcul & l'aide d'une calculatrice fournissant 10 chiffres signi-
ficatifs, nous avons trouvé A =1 80 498,000 ; la plus petite racine du polyn8me
X2 - 1 860 498 X + 1 est ((\F;-1)/2)3° d'ol w, = ((\{'5—1)/2)180 .

Comme, d'aprés la proposition 27, on a

o= {Iwgln €7},

et d'autre part EH' = {i((v5-1)/2)n‘n €2},

il vient (EH, :gH,) =180 . Comme H(,y =K, l'entier défini § 6.4 est né-

cessairement 1 ; la formule du th, 16 § 6.5 nous donne alors
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heo = (B, 185,012 =15,

ce qui est la valeur déja connue par la formule de Dirichlet,

B) Calcul de w3 . :

Posons

- 1/6 -1/6 _.oy1/6 o|-1/6
B = |W3| +‘|W3| et C = |W3] + |W3I .

D'aprés le lemme 15, nous avons
(o u )| 8 s D)2u1) =1 4 e avee e | < 6.1071
et p(cz)gu(oj)IW;I’/G/p2p(1)2p(o) =1+ ey avee gl < 610717 ;
par conséquent
B = (1+e)[(W(0)°W(o*) /() u(1)) + () 2u(1)/u(6)?u(*))] avee eg| < 12,1073
et 0= (1ve, Jexp(2nf@/5)u( )2 () /n(1)%u(0) avee e o] < 710717

D'autre part, d'aprés le lemme 12, les nombres B+C et BC sont des entiers ra-

tionnels ; par conséquent B est la plus petite racine du polyndme ‘X2-(B+C)X-+BC.

Nous avons obtenu les valeurs suivantes pour S = B+C et P = BC é
i 2 2
S =63 776 191,00 et P =191 408 459, 0 . On vérifie que S —=4P = 5D avec
D =28521 577 ; d'oh B =(sS=Dy5)/2 et ¢ =(s+Dy5)/2 .

Comme |w3|1/6 < |W3|_1/6 , nous en déduisons que w_ est la puissance 6-idme

de la plus petite racine du polynSme X - ((s-Dy5)/2)X + 1 . Il vient finalement
Wy = (1/2)6[(S—DV'5)/2 - (a—BVF)V163(5-V§)/2]6 ,

avec o =1 313 302 et B =587 237,

§4. Rappelons la définition des logarithmes de Kummer en l'adaptant & notre
situation ; cf, HERBRAND [He] §3 pp. 421 & 423, Pour tout élément « de H , entier
et premier avec 5, choisissons une fonction rationnelle f(x) , a coefficients
5-entiers dans K , telle que f(f) = « ; pour i € {1,2,3} , les classes modulo 5

des nombres
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B4 < (at10g £(e%)/aut) (o)

ne dépendent que de a . Notons £ 1'idéal (1-z) de H ; on démontre sans peine

les résultats suivants,

Lemme 16, Pour tous éiéments p et v de H , entiers et premiers avec 5, et
pour tout automorphisme ¢ de H/K :
. (1) on a Z(l)(pv) = l(l)(u) + l(l)(v) mod 5 , en particulier
1(1)(;15) =0 mod 5 ;
(1) ma £ = qhe) P moas ;
£i+1

(i) 88 p = v mod , alors z(i)(u) = l(i)(v) mod 5 ,

Comme dans [He] §3 pp. 422-423, ‘on démontre le résultat suivant,

Lemme 17, Pour qu'un élément , de H , entier et premier avec 5, soit congru

A une puissance 5-iéme de H modulo 85 , il faut et il suffit gue

A

1)(p) =0 mod 5 pour ie{1,2,3}.

Posons e2 = ((V'E—1 )/2)36 , de telle sorte que w2 = ez . La connaissance ef-

fective de w3 , la proposition 28 et le lemme 16, nous permettent de dresser le ta-

bleau suivant, qui donne les valeurs de z(l) , avec i € {1,2,3} , pour les nombres

R R L
L@ ,06)
4 1 0 0
g, | -3 0 0
92 0 1 0
w! 0 0 0

On déduit alors du lemme 17 le résultat suivant,

. b d .
Proposition 29, Pour gu'un produit Ca 9, eg w'3 , avec a,b,c,d € Z, soit
congru & une puissance 5-iéme de H modulo {5 , 11 faut et il suffit gue

a=b=c=0mod5,

D'autre part, l'injection 'éHf—»E définit un F[G]-morphisme j de & dans

H

E ; et nous avons ,j(gi) CEi pour tout 1 € {1,2,3} . Comme w2 est une puissance



76

5-i&me dans EH nous avons jﬁig) = 0 ; d'autre part, d'aprés la proposition 29,
pour que le produit Ca ¢? soit une puissance 5-itme dans H il faut et il suffit

que a

n

b =0 mod 5 , par conséquent j est une injection de Ei dans E1 ; le

. s 2 6 . . . .
calcul nous a permis de vérifier que w! = w_w_, n'était pas une puissance 5-iéme

3 33

dans HO , 11 en résulte que w% n'est pas une puissance 5-itme dans H et J est
une injection de 83 dans E3 . Enfin, comme e2 n'est pas une puissance 5-idéme

dans H , la classe de e, modulo Eg est un é1ément non trivial de E2 5 vu que

le 5-rang de E = EH/ES est 4 d'aprés le lemme 12, nous en déduisons le résultat

suivant,

Proposition 30. Les classes de ¢ et ¢, modulo Eg engendrent E, ; ies

1 - 1

classes de e2 et W% modulo EH engendrent respectivement E2 et E3 .

Nous déduisons immédiatement des propositions 28 et 30 le résultat suivant,

gorollaire 1, L'indice (13:H :gH) est divisible par 5 et n'est pas divisible
per 5°.

I1 résulte du th, 16 § 6.5 et du corollaire précédent que le corps H posséde

une unique extension abélienne non ramifide de degré 5, que nous notons I ; nous

avons le résultat suivant :
5
Corollaire 2, Ona L = H(WF'B).

5
Démonstration : d'aprés le corollaire 1, il suffit de vérifier que H(VW%) est
bien une extension non ramifide de H . Cela résulte du fait que wé , congru & une
puissance ‘5-idme de H modulo 85 d'aprés la proposition 29, est une unité pri-

maire cf, th.N° XI p. 47 § 9 de HASSE [H3].
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