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NOYAUX MULTIPLICATIFS D'UN PROCESSUS DE MARKOV

par Jean JACOD
[Ecole des Mines, Fontainebleau]

RESUME* - Soient B, et Eg deux espaces localement compacts de type dénombrable.
Soit X = (0»Ç»; A^) un processus de Markov à valeurs dans E , de semi-groupe
(?*.) • Une famille (q»,(w); t^O, (ueO) de noyaux sur Ep est appelée noyau multi-
plicatif de X si pour tous s,t^0, yaE^ , tout borélien A de E^ , on a

q^g(œ)(y,A) » q^(uï)qge9^(tt))(y,A) ps

en u) • II s'agit d'une généralisation naturelle des fonctionnelles multiplicatives
de X .

On montre l'existence d'une correspondance bi-univoque. entre les classes d'équi-
valence de noyaux multiplicatifs de X , et les semi-groupes (Q.) sur E^xî^ vé-
rifiant Q».(x,y;AxEp) = P. (x,A) • On construit le processus canonique subordonné à
X et admettant (Qi.) pour transition. Enfin on étudie le potentiel des fonction-
nelles additives continues et prévisibles, associées à un noyau multiplicatif.
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INTRODUCTION

Soit ( î 2 , 6 , (X ,Y ̂ P^^) un processus de Markov à valeurs dans un espace produit
E xE , de semi-groupe (Q ) . Ce processus est appelé produit semi-direct de proces-
sus de Markov si Q ( x , y ; A x E ) ne dépend pas de y. ^ étant la tribu engendrée par

x vles (X ) , on vérifie aisément que les restrictions des P à 7 ne dépendentt t^o ^ ^
pas de y, et on note P leur valeur commune. Le processus X 3B ( ? î , 6 , X , P ) est
alors markovien, de semi-groupe <? = (t^)^ défini par P ( x , A ) = Q ^ ( x , y ; A x E ^ ) .

L'outil principal pour l'étude des produits semi-directs est constitué par les
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noyaux multiplicatifs. On appelle noyau multiplicatif (en abrégé: NM) de X une fa-
mille (q ; t>0, OL)^) de mesures de transition positives sur E , telle que pourt , œ 2
tous s,t^0, y^E^ et tout borélien A de E^, on ait q ( y , A ) = q ^g 6 ( )('y9A>)
sauf sur un ensemble négligeable (dépendant de s , t , y et A ) . L'intérêt de cette
notion provient de l'existence d'un NM de X tel que q ( y , A ) = P * {Y e A ] ? } ps.

Dans cet article nous étudions les NM d'un processus de Markov, sans référence
explicite aux produits semi-directs, qui sont abordés dans un autre article [7 ] .
L'introduction des produits semi-directs aurait sans doute permis de simplifier
quelques démonstrations, mais au prix d'une perte de généralité (car tout proces-
sus X n'est pas forcément la première composante d'un produit semi-direct), et en
outre les NM présentent un intérêt intrinsèque. Cependant nous avons indiqué l'exis-
tence d'une démonstration plus simple chaque fois que le cas se présente.

On commence par montrer que, sous certaines conditions, il y a correspondance bi-
univoque entre les classes d'équivalence de NM deX, et les semi-groupes sur E x E
vérifiant Q ( x , y ; A x E ) = P ( x , A ) . Cela généralise la correspondance bien connue
entre fonctionnelles multiplicatives de X et semi-groupes subordonnés à (?.

Nous étudions ensuite quelles hypothèses permettent de définir pour presque tout
y un processus de Markov non homogène ( ^ ' , Y ,'P7 ) à valeurs dans E _ , vérifiant lat t , (jû 2.
condition suivante: si Q = ^M' et P^^do^dùj') = P^daQP7 ( d o ) ' ) , le processus

x v " ^ oïœ
( ^ , ( X , Y ) ,^P ' - ) est markovien et admet (Q ) pour semi-groupe. On étend ainsi la
notion de sous-processus canonique associé à une fonctionnelle multiplicative.

Enfin nous introduisons la notion de fonctionnelle additive associée à un NM.
Nous démontrons plusieurs théorèmes concernant principalement le potentiel de ces
fonctionnelles additives, et qui sont analogues aux résultats relatifs aux fonc-
tionnelles additives ordinaires.

Je tiens à remercier vivement M. NEVEU qui a bien voulu accepter de diriger ma
thèse, dont ce travail constitue une partie, ainsi que M. MEYER dont les conseils
m'ont été très utiles pour la rédaction de cet article.

NOTATIONS, PRELIMINAIRES.- D'une manière générale nous utiliserons les notations
de BLUMENTHAL et GETOOR [. 2 ] . 'E et E sont deux espaces localement compacts de
type dénombrable, et E = E ̂E . Pour i = 1 , 2 , 3 , on adjoint à E. un point à l'in-
fini A . (un point isolé si E . est compact), et E. = E . | j { A . } . î . désigne la tribu
des boréliens de E . . On note C ( E . ) l'espace des fonctions réelles continues sur E . ,
limitées à l'infini. (A,^) étant un espace mesurable quelconque, b^-est l'ensemble
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des fonctions réelles, mesurables et bornées sur (A,îî'); si BcA, 1 désigne la

"fonction indicatrice" de B; e est la probabilité sur A concentrée en a; ft est

la complétée universelle de 3Î-. Enfin îl désigne la tribu borélienne de CO,<»C*

Dans tout cet article, X = (îî/F,^ »6 »X ,P ) est un processus de Markov à valeurs

dans (E.,î.). Pour fixer les idées, nous le supposerons normal, à trajectoires con-

tinues à droite. Rappelons que si^ = o(X ; s$t), ^r est la complétée de f^ par

rapport à la famille (P^; p probabilité sur E ), et T est la tribu engendrée par

y° et les ensembles négligeables de T. On note ç le temps de mort de X, et ^P =

(P ) son semi-groupe de transition: c'est un semi-groupe sur (E ,? ) .
t t>o 1 1

Ci-dessous sont rassemblés, sous la forme d'une série de lemmesfaciles, quelques

résultats techniques de mesurabilité que nous utilisons plus loin. Nous conseillons

au lecteur de passer directement à la partie I, quitte à se reporter à ce qui suit

au fur et à mesure des besoins.

Rappelons d'abord que si (A,^) et (B,"^) sont deux espaces mesurables quelconques

et si P est un noyau de (A,^) dans (B,Ç), c 'est aussi un noyau de (A,?î ) dans

(B,^). On sait également que si féb^g^)^, f (a ,b) est séparément A -mesurable

en a et ^ -mesurable en b. Comme T = T ([.23, p. 27) , on en déduit:

LEMME 1.- S^_ Z e b(T 0 Ï^ , Z ( . , y) est: ^r -mesurable pour tout y.

LEMME 2.- a) ^_ Zé bO^ J^, f (x ,y ) = E^Z^.'y)} est ^-mesurable en (x,y) .

b) Si Zé b^®^,)^, la fonction Z(6 œ,y) est (T®^)^ -mesurable.
' — z ————————— t —— z ——————— ^

c) S ^ Z e b ( î ®^ )^ e^_ s$t, la fonction Z(X (op ,y,(xQ est ('? ®^n) -mesurable en (œ,y) .

Démonstration.- a) Soit v une probabilité sur E , et t la mesure sur (^xE ï^®^ )

définie par t(dœ,dy) = /pCdx.dy)?^^ . Si Z € bC?»^)^, il existe Z ^ et Z^ dans

b('FQ?J, tels que Z ^Z$Z et que Î ( Z ^ ^ Z^) = 0. Mais alors les f^(x,y) =

E ^ Z . Ç . y y ) } encadrent f, sont î®^-mesurables, et vérifient P(f ^f«) = Û. On ter-

mine en remarquant que (^ ®"?-) = t^

b) (resp c)) se montre de la même manière, en associant à toute loi ^ sur (^xE ,

T<8>^.) (resp (^xE , '?®^ )) la loi t sur (^xE ,^&^ ) (resp (E x^,^®^)) définie par

Î (Z) = /p(da^dy)Z(6 (jù,y) (resp î (Z) = /V (dœ ,dy )Z(X^(œ) ,y ,œ)) . •

LEMME 3.- Soient r un noyau de (^XE , (^ ®^ )^) dans (E ,^*), e_t_ Z é b ( ^ ®^)'<' .

a) La fonction Z ' (o ) , y ) = / r (o ) ,y ;dy ' )Z(œ ,y' ) est (^ ®^)^-mesurable.
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b) On_^ E^/rO^yîdy^ZCe^y')!^} = ;r(. ̂ îdy^E^tzCœ.y') } .

Démonstration.- a) œ étant fixé, r(o},.;.) est un noyau sur (E ,Ï ) et Z(œ, . ) est

?--mesurable, donc Z'(o), . ) est bien défini. On termine comme au lemme 2, en asso-

ciant à toute loi p sur ( î îxE- ,^ .®^- ) la mesure sur le même espace définie par

Î(Z) = /p(dto,dy)r(œ,y;dy')Z((jû,y') .

b) D'après a) et le lemme 2 (a et c), le second membre de l'expression de l'énon-

cé est (f 9^. ) -mesurable, donc f -mesurable en œ à y fixé. Les lemme 1 et 2 (b et

c) montrent que le premier membre a un sens. A l'aide d'un argument de classe mono-

tone on montre l'égalité annoncée lorsque Z € b^F QÏ. ). Par suite si Z ' e bT , les

deux mesures sur (^xE ,î'®^ ) définies par:

p ^ ( Z ' ) = E ^ Z ' C o O / r C œ . y î d y ^ Z C e ^ . y ' ) }

x r ^^p ^ ( Z ' ) = E ^ Z ' C o O / r C œ . y î d y ^ E t { Z ( . , y ' ) } }

sont égales, et on en déduit le résultat. •

Remarque.- Dans tout ce qui précède, on peut remplacer les variables bornées par

des variables positives.

I- DEFINITION D'UN NOYAU MULTIPLICATIF

DEFINITION.- Une famille q = (q (y».); t$0, œeî2, yeE ) de mesures positives sur—————~~—~— t, (jû z - - - - - - ^ - - - -

(E-,f.^) est un noyau multiplicatif (NM) de X si elle vérifie:

N-l . Pour tous t>0, Afc î , q (y»A) est (f.^^) -mesurable en (û),y) .
——— 2. t ,0) t Z

N-2. Pour tous s,t>0, AeS^, ycE ; pour tout co n'appartenant pas à un ensemble né-

gligeable (dépendant de s , t ,A et y) , on a:

<° ^s.o,̂  •K,^^\,^W^^'

N-3. Pour tous t>0, ycE , pour tout œ n'appartenant pas à un ensemble négligeable

(dépendant de t et de y), on a:

(2) "t,.»^'^ - 't<ç(0,)-

N~l entraine en particulier que pour œ fixé, q ( .».) est un noyau sur (E ,î ).t, (ji) 2. 2.
D'après les lemmes 2 et 3, l'égalité ( 1 ) a un sens, et on l'écrit habituellement

sous la forme:
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^s.c/^ 'Ws.e^)^-

le second membre ayant le sens d 'un produit de noyaux. Enfin s'il n 'y a pas d'am-
biguïté possible, on écrira q (y,A) au lieu de q (y ,A) . Comme î est séparable,

t, io 2
l'ensemble négligeable introduit dans N-2 ne dépend pas de A, mais seulement de s,
t et y.^

Deux NM q et r sont dits équivalents si pour tous t^O, yeE et tout œ n'apparte-

nant pas à un ensemble négligeable (dépendant de t et de y) , on a: q (y , . ) =
t »co

r^ ( y » . ) . En vertu de la séparabilité de ï , il suff i t pour cela que pour tous
(x.y)&E^. t>Q, Aé^, on ait P^q^A) ^ r^(y ,A)} = 0.

DEFINITION.- Un semi-groupe ^= (Q..),.. de noyaux sur <E.,^) est dit subordonné
L C^O — j j • •

au semi-groupe (? si pour tous t^O, (x,y)€E , Aeî , on a:

(3) Q^(x,y;AxE^) = P^(x ,A) .

Etant donné un NM q, définissons la mesure Q (x,y;.) sur E par

W Q^(x,y;AxB) = E^l^X^q^y.B)}.

PROPOSITION 1 .- La famille Q. = (Q^)^o définie par (4) est un semi-groupe sur
(E ,>É< t) subordonné à <?. On dit que (^ est le semi-groupe engendré par q.

Démonstration.- Le fait que Q soit un noyau sur (E ,'S*) découle de N-l et du
lemme 2. N-2 et le lemme 3 permettent d'écrire

Q^(x,y;AxB) '^(X^e^/q^Cy.dy^q^^y-.B)}

y

= E^/q^y.dy^E ^ l^^Vy' ̂ ^

ss Q . Q (x,y;AxB);
L S

donc fi est un semi-groupe, vérifiant (3) d'après N-3. •

PROPOSITION 2.- Deux NM sont équivalents si et seulement s'ils engendrent le même
semi-groupe.

^p.A. MEYER m'a signalé les travaux récents de PINSKY C113» sur les fonction-
nelles multiplicatives à valeur "noyau". Celles-ci diffèrent des NM sur deux
points: on impose seulement la mesurabilité de q ( y , A ) séparément en y et en œ ;
par contre l'ensemble exceptionnel de N-2 ne dépend que de s et t.
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Démonstration.- Il est évident que deux NM équivalents engendrent le même semi-

groupe. Réciproquement soient q et r deux NM engendrant le semi-groupe Q,. Il suf-
f i t de montrer que pour tous né N, t < . . . < t , Aé S , f .éb? , ( x , y ) e E - , on a:

Ex{ n f ^ ( X ^ )q^ (y ,A)} = Ex{ n. f . (X )r (y,A)}.
i=l ' i n i=l i n

Appliquons N-2, le lemme 3 et (4) :

n n-1
E^ n f^ (X^ )q^ (y ,A)) = E^ n f ^ ( X ^ );q^ (y .dy ' )Q^ _^ (X^ , y ' ; f ^ , A ) }

i=l i n i=l i n-1 n n-1 n-1
n

= /Q (x,y;dx ,dy ) . . . Q (x y ;dx ,dy ) n f (x ) 1 (y ) ,t, 1 1 t t n—1 n—1 n n . , i i A n1 n n-1 i=l
et on obtient la même expression en remplaçant q par r, d 'où le résultat. •

Comportement à l'origine d'un NM.- La loi 0-1 ( [ 2 3 p.30) entraine que la variable
aléatoire q (y,'A) est P -ps égale à une constante notée Q ( y , A ) . Si les A. sont
disjoints on a ^ Q ( y , A . ) = Q ( y , S A . ) , P -ps; on peut évidemment supprimer le

( i ) x r x (i) L
" p s " , car les deux membres de l'égalité précédente sont des constantes. Donc
Q ( y , . ) est une mesure positive sur E - , qui coïncide P -ps avec q ( y , . ) . Il décou-
le alors de N-1 et de N-2 que Q est un noyau sur E , vérifiant Q Q = Q .

On a donc montré l'existence d'une famille X Q ; xgE ) de noyaux sur E , idem-x x 1 2.
potents, tels que Q (y»A) = q ( y , A ) P -ps. La forme de Q s'en déduit:

(5) . Q^(x,y;AXB) = l ^ ( x ) Q ^ ( y , B ) .

On dit qu'un point x de E est permanent pour q si Q égale l'identité.

Exemple: noyau multiplicatif associé à une fonctionnelle multiplicative.- Soit
M = (M ) une FM de X engendrant le semi-groupe ^' == ( P ' ) . . On associe à M unt t>0 t t y 0
NM q et à y un semi-groupe ̂  subordonné à <? et engendré par q de la manière sui-
vante: on prend E = { 0 » 1 } , et on pose:

q ^ ( l . l ) = 1̂ ^ Q ^ ( x , l ; . , l ) = P ^ ( x , . )

q ^ ( l , 0 ) = l̂ ç̂ -̂  Q ^ ( x , l ; . , 0 ) = P ^ ( x . . ) - P ^ ( x , . )

q ^ ( 0 , l ) = 0 Q ^ ( x , 0 , . , l ) = 0

q^(0,0) = l^ç Q ^ ( x , 0 ; . , 0 ) = P ^ ( x . . )

Remarquons que les points permanents pour q sont exactement les points permanents
pour M.
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MM parfaits.- Un NM q est dit parfait si N-2 et N-3 sont renforcés ainsi:

N-2'. Il existe une partie Cl de Ci de probabilité unité, telle que ( 1 ) soit véri-
fiée pour tous s,t^0, Aet , yeE , œc^ .

N - 3 . Il existe une partie Q de î2 de probabilité unité, telle que (2) soit véri-
fiée pour tous t>0, yeE , (jûé^ .

N-3* n'est pas véritablement plus fort que N-3, puisque:

PROPOSITION 3.- Soit q un NM de X. Il existe un NM q' équivalent à q et vérifiant

N-3' (avec d'ailleurs îî - S^) .

Démonstration.- Définissons ainsi la mesure q' (y , . ) :
——————————————————— t ,(JÛ

( 0 si t^ç(o))

q^(y..) = ^ ^(y-) si t-^ \^^ = 1

[ e ( .) sinon.

La famille q' vérifie N-3' par construction, avec Q - S^. Si Aeî , on a:

{ ( y , c x ) ) ; q' (y ,A)>a} = { (y .o i ) ; t < ç ( œ ) , q (y,A)>.a, q (y,E ) = 1 }
t»ll) L , U ) L . U J ^

+ { ( y , û ) ) ; t<ç(o0. yeA, q^ ^(y»E2 ) ^ ^î

donc q' vérifie N- l . D'après N-3, q,(y,A) = q (y,A) ps. Pour terminer il suffi t de

montrer que q ' vérifie N-2. Si s, t>0, Z ^ b ? , Z éb^ , on a:l t z s
X

E^Z^Z^e^gCy.A)} = E^Z^oO^q^y.A)} = E^Z^Cy.dy^E {Z^lg(y ' .A)}}
X

= E^/q^y.dy^E ^Z^Cy'.A)}} = E^Z^Z^e^q^^ (^ (y^)^

en utiUsant le lemme 3. Il en découle que q' vérifie N-2. •

Lorsque E est fini, on peut donner un critère assurant qu'un NM est équivalent

à un NM parfait; sa démonstration suit de près celle' de WALSH Cl 3] concernant les

fonctionnelles multiplicatives.

Rappelons d'abord que la topologie essentielle sur R (WALSH, C 1 2 3 ) admet pour

•ouverts les ensembles de la forme U-N, où U est un ouvert ordinaire et N un ensemble

tel que X ( N ) = 0 , X étant la mesure de Lebesgue. ( f . ) étant une famille finie ou

dénombrable de fonctions bornées sur CO,°°C» on pose:
b , . . ,b

A = { s ; f . ( s ) ^ b . pour i$n),n 1 1
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a^ = sup(s; À(A^ni:0,e3)>0, ^e>0),

a^ = sup(s; X(A^ ^•'^n-l ^QCO.nD.O, Vc,n>0).

Il est facile de voir que chaque a^ est ainsi bien défini, et que a égale la lim

sup essentielle de f ^ ( s ) quand s^O. On dit que la famille (a? est L lim sup es-

sentielle de la famille ( f^) quand s^O (cette famille (a^) dépend de l'ordre dans
lequel sont pris les f . ) .

LEMME 4-" Avec les hypothèses précédentes, si B est une partie de C0,t3 telle que
À(B) = t ï il existe une suite (s^ de Points de B, convergeant vers 0 et telle que
lim f . (s ) = a. pour tout i.
(n) ' n 1 ———————
„- . . a,-l/n,..,a -1/n , a+ l / n
Démonstration.- Fixons n et posons A = A n B - A 1 r
p ^ a^-l/n,..,a ^-1/n.a +l/n n n > n ~ "1 ï e t

^ = \ p p P0111" P^2* pc"" définition des a , il existe n ^1 /n
tel que UB^CO,^!) = 0 pour tout p^n; on a également A(A Ç^O^ 1)>0. Si n

c ^ = BnA^nro.n^ncncB^),
p==l

dès que n^l/t l'hypothèse faite sur B montre que À(C )>0. On peut alors choisir un

point quelconque s^ dans C^. et on vérifie aisément que la suite (s ) satisfait
aux conditions de l'énoncé. • n

PROPOSITION 4.- Supposons E^ fini. Tout NM q de_ X continu à droite, tel que tous

les points de E^ soient permanents pour q, est équivalent à un NM parfait.

Démonstration.- Quitte à modifier q sur un ensemble de mesure nulle, on peut suppo-

ser que N-3' est vérifié avec ^ = Q et que q^ = I (= identité) partout. Posons

^-^ V.^s^t-s.e^)^

U^ = {a); À(V^) = t}.

et U = ( | U . La continuité à droite de q entraine que U = D U . Les fonctions
t>o t£Q t

^œ^'^'^ et Vs^Go/7^'^ sont ^^-mesurables en (s,œî (cf. ds], p.235);
donc { ( s , o ) ) ; se.V^e.W et on peut appliquer le théorème de Fubini:

P^S.O)); seV^} = / P^séV.Jds = / P^O); q q = q }ds = t
L o o s » 0)^^,9^(0)) 't.œ '-

= E^À^)} = tP^} + r,

où r<tPX{îî-U^}; par suite P^} = 1 pour tout t, et P^U} = 1.
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Fixons t et a), et rangeons les éléments de E xE dans un ordre quelconque. On
note Oî (y»(y*) ) ) la lim sup essentielle quand s+0 de la famille de fonctions

t,œ
de s (çL « f ^(y^y'î))» indicée par E x E _ . Pour tous t>0, œe^, on définitt—S ,9 \w) 2. ^ 2.
ainsi un noyau q sur E . Posons enfin q" = 1 .

- *t,(D 2 '0,0)

Soient œeU, 0<r<t. D'après le lemme 4 il existe une suite (s ) de points de V^,
n t

telle que s >r, s 4-r etn n

;S Vs^e^^'" - S ̂ -(s.-D.e^e^^'»

'Vr.e^y'^'"

pour tous y,y'eE . D'après la continuité à droite de q et la définition de V^, on

a alors (en utilisant le fait que E^ est fini):

^t,a) r ,œ t-r,9 (œ) *
On en déduit:

(i)- comme q = I, on a q = q sur U (utiliser la relation précédente pour r = 0).
Donc, U étant de probabilité unité, la famille q = (q ) est un NM de X, équiva-

t ,û)
lent à q, vérifiant N-3' avec îî -sU.

(ii)- pour tous œ£U, 0<r<t, o n a q = q "q , . (utiliser (i)); donc q' véri-t,o) r,(jû €^,9 v.œ/
fie N-2* avec îî-=>U, ce qui achève la. démonstrati-on. •

Quelques définitions complémentaires.- Rappelons d'abord que CO»00^^ peut être mu-
ni des tribus suivantes: la tribu ̂ V des ensembles mesurables; la tribu engendrée
par les intervalles stochastiques tS,Tl (S et T sont des temps d'arrêt) des ensem-
bles bien-mesurables; la tribu engendrée par les intervalles 3 S,T3 et les ensembles
{0}xA (Aef ) des ensembles prévisibles. Pour plus de détails concernant la "théorie
générale des processus", nous renvoyons à DELLACHERIE ^3J.

-Un NM q est ps continu à droite, limité à gauche, ou continu si pour tous yeE-,
feC(E^), presque toutes les trajectoires de q ( y , f ) ont les propriétés citées.

-Un NM q est continu à droite, limité à gauche, ou continu si pour tous yeE-,
féC(E ) , (jûéîî, les fonctions q ( y » f ) ont les propriétés citées.

-Un NM q est fort si N-l et N-2 restent vérifiés si on remplace t par un temps
d'arrêt quelconque T.

-Un NM q est bien-mesurable si pour tout feb'î. on a: ( i ) pour tout t , q ( y » f )
est 9.®(V ®^)^ -mesurable en ( s , œ , y ) sur CO^^^E.,; (i i ) pour tout yeE , le proces-
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/^\
sus q (y , f ) est bien-mesurable.

Il est facile de voir qu'on a les implications suivantes: (continu à droi te)^»

(ps continu à droite) ^(bien-mesurable); (bien-mesurable) -^>(N-1 est vérifié si
on remplace t par un temps d'arrêt T) ; (bien-mesurable + parfait) ^(for t ) .

II- SEMI-GROUPES SUBORDONNES

On sait que si ç' est un semi-groupe sur E. subordonné (au sens classique) à '9,
il est engendré par une FM de X . Le théorème suivant généralise ce résultat.

THEOREME 1 .- Sj_ Q, est un semi-groupe sur (E-,^*) subordonné à ^?, il existe un NM
q de X engendrant Ci,

La démonstration suit le principe de la démonstration de MEYER pour les FM (voir
par exemple [ 2 ] ) . On pourrait en donner une autre, plus simple, dans le cas ou X
est la première composante d'un processus de Markov à valeurs dans E , de semi-
groupe Q. •

Démonstration.- ( 3 ) entraine que si fébÏ. la mesure Q ( x , y ; . , f ) est absolument con-
tinue par rapport à P ( x , . ) . La séparabilité de Ï entraine l'existence d'une den-
sité r ( x , y ; . , f ) de la première mesure par rapport à la seconde, telle que
T ( x , y ; x ' , f ) soit t ® ? -mesurable en ( x , y , x ' ) et inférieur à | | f | | . Si les f. sont
positives, on a Z T ( x , y ; . , f . ) = r ( x , y ; . , Z f . ) , P ( x , . ) - p s .

( i ) t 1 t ( i ) x t .
Soit H un sous-espace vectoriel de C(E ) sur Ç, dénombrable, dense, réticulé,

contenant la fonction 1 . Fixons x, y et t . L'ensemble D des x' tels que f ^r—^
"r" ( x , y ; x ' , f ) soit une forme linéaire positive sur H , . d e norme inférieure à 1 , vé-
rifie P ( x , D ) = 1 . Si X'€D on appelle r ( x , y ; x ' , . ) la mesure sur E qui étend cet-
te forme linéaire; si x'^D, on pose r ( x , y ; x ' , . ) = 0. La "o-additivité presque-
sûre" de r entraine que r ( x , y ; . , f ) = "r" ( x , y ; . , f ) P ( x , . ) - p s pour tout feb^ , et
r ( x , y ; x ' , f ) est encore t^î -mesurable. Enfin si x ou x' égale A , on pose
r ^ ( x . y ; x ' , . ) = 0.

Si U = {0=t <t < . . . . < t } , ^FW désigne la tribu engendrée par les (X ; seU) et les
ensembles négligeables de î. D'après les lemmes 2 et 3, modifiés de manière éviden-
f ^ \ ^( i ) signifie que q ( y , f ) , considéré comme processus sur l'espace d'états, , œ
ûxE-, est progressivement mesurable pour la famille ((T g»ç ) )2 t 2 t^o
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te en remplaçant ^ par ^(U), la formule suivante définit un noyau q (y , . ) de

(ûxE^CFdJ)®^)") dans (E^,?^) :

q^(y>.) = /^ (X^(œ) ,y ;X^ ( œ ) , d y ^ ) . . . r ^ _^ (X^ (o)),y^;X^ (a)) , .) .
1 1 n n-1 n-1 n

Si f . f cb? , d'après le lemme 3 on a:

^J^(V)<(y,f)} = ̂ ^Y^:;''111-1^,^)

E^f^-x^ )r^ (x^,y';x^ f ) } }
n n-1 n n-1 n n-1

n-1 . { O . . . . t }
= E^ n f (X )/q n (y .dy ' )Q (X ,y ' ; f . f )} ;

i=l 1 ti tn-\ ^ Si-l î-l n

et on montre par récurrence sur n que

y n TT
(6) E^ n f . ( X )q , (y . f )} =

i=l ti
= /Q (x.y;dx,.dy^).. .Q^ ^ (Vi^-iî^^^.^i^^-

1 n n-1 i=l

La propriété de semi-groupe entraine que (6) reste vérifiée si, sans changer les

t., on remplace U par une partie finie V de [0,t] contenant U. Par suite, comme

q (y»f ) est ^(U)-mesurable en ai d'après le lemme 1,

(7) q^(y.f) = E^q^y.f^dJ)}.

Soit U une partie dénombrable dense de ^0» t ] contenant 0 et t » et (U(n)) une

suite de parties finies de U contenant également 0 et t, et croissant vers U.

D'après (7) , (q ' ^ ( ïKn) ) ) est une martingale bornée par j1f||. Elle admet donct n>l
ps une limite notée 'q (y , f ) , qu'on peut choisir (*F ^^-) -mesurable en (cx),y) puis-

U(n) tïa) t
que chaque q (y,f) l'est. Si les f. ^nt positives, le lemme de Fatou entraine

que S q (y , f . ) < q (y, S f . ) ps. D'autre part d'après (6) et (7) , on a E^q-Cy. f ) )
(i) t 1 t ( i )1 „ . t

= Q,(x,y;l,f). Par suite E2>{ z q ( y , f . ) } = E {q,(y, Z f . ) } et Z q (y,f ) =

q,(^ Z t.) PS. <1) <1) 1 ^
t (i)
L'ensemble D des (ù),y) tels que f -̂»"q (y,f) soit une forme linéaire sur H, po-

sitive et de norme inférieure à 1 , appartient à (^ ®^ ) ^ et si D est la section

de D en y, P^D ) = 1 . Si (ù3,y)6D, on appelle q (y,.) la mesure sur E qui pro-

longe cette forme linéaire; si (œ,y)^D on pose q (y».) = 0. La cr-additivité ps
t,û) U(n^

de q entraine que q (y,f) = 'q ( y » f ) ps pour tout fe'bÏ. . Donc la suite q (y,f)t y t t z t
converge ps vers q (y,f), et la formule (6) reste vraie pour tous ndN, t.éU, si on

- U t 1
remplace q par q ,
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Soient V et V(n) des parties de l:0,t]satisfaisant aux mêmes conditions que U et

U(n). D tap r^sce^u .P r écède n existe "ne famille (q^ ^(y..)) de mesures sur E
telle que q^ n ^(y.f) converge ps vers q^(y.f). (6) restant valide lorsque2

les t^€U et quand on remplace q^ par q^ ou par q^. on en déduit que si Zcb^U),

E^Zq^y,!)} = E^Zq^f)}.

Mais q^(y,f) et q^(y,f) étant f^-mesurables et f égalant ^(U), on a q (y,f) =

q,(y,f) ps. Donc q^ ̂  (y,f) (et également q^^f)) converge p's vers

çL(y»f )» et (6) est valable pour tout neIN, t <tL i

Enfin X étant normal, P^(x,.) = e^(.). On en déduit que Q est de la forme (5)
et on pose q^ (y..) = Q ^ ^(y..).

o

II nous reste à montrer que la famille q = (q^ ^(y,.)) ainsi construite est un

NM engendrant û. N-l est vérifié par construction pour t>0, et pour t = 0 c 'est

une conséquence de la mesurabilité de Q^(x,y;E^xA). (6) est clairement vérifiée ,

par q^ quand t = 0. N-3 et (4) sont des conséquences de (3) et de (6) appliquée à

n = 1 . ^ = t. f ^ = 1 . Enfin si féb^. ^<...<t^=t, s^...<Sp=s, f^.g^b^ , on a

^l'^Yj^J^^t's.e^.)^^^

= E^ n f^ (X^ ) /q^y,dy t )E ^ ^ g (X )q (y ' . f )}}
i=l i j = i J "j

=/Q^(x.y;dx,.dy,)...Q^_^^(x^^y^^dx^dy^)^f^xp

^^n^^-^s -s .^p-l^p-l^p^ ^ S.(x.)f(y;)
P P 1 1 = 1 J F

" îl̂ V j^J^s^ ^s^'0^

d*après (6) et le lemme 3, ce qui prouve N-2. •

Remarques.- 1 ) Ce résultat reste vrai quand les hypothèses sont affaiblies ainsi:

X est normal, et pour toute suite dense U de [:0,tJ contenant t, ^(U) = T (cf. [2])

2) On peut également montrer les résultats suivants: soit Q. un semi-

groupe subordonné à .̂ Pour qu'il soit engendré par un NM q tel que q (y,.)

soit un noyau de ( ,̂-F^) dans (E^) (resp de (îM^/F^) dans^E^,^)),

il faut et il suffit que Q, soit un semi-groupe sur (E^,^®^) (resp sur (E ,Ï )).

Dans ce dernier cas, (? est également un semi-groupe borélien.
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NM bien-mesurables.- Z étant un processus sur îî, on sait qu'il existe un processus

bien-mesurable Z, unique à une P^-indistinction près, tel que E^Z ) » E^Z )
pour tout temps d'arrêt T: Z s'appelle la projection bien-mesurable (relative à
P ) de Z. Plus précisément, on a:

LEMME 5.- Soit Z une fonction mesurable bornée sur ( [0,°°D<nxE A»CF®? 5") . Il exis-

te une fonction Z sur le même espace, vérifiant: a) pour tout t, ^ est mesurable

s^ (CO.t^xE^CFa^)*); b) pour tout ycE^ et toute loi P11. ^(..y) est une
projection bien-mesurable de Z ( . , y ) .

Démonstration.- Par un argument de classe monotone, il suffi t de prouver le résul-
tat pour Z de la forme Z( t ,o) ,y) = 1. ( t )W(œ,y) , où W€b(^0?J^. Comme pour tout

x « * J -
V€b<^, E { V W ( . , y ) } est {^-mesurable en (x,y), il existe une version W ' ( x , y . . ) de
E (W( . ,y ) IT^}, ^(8^-mesurable en (x,y,oj) . On pose successivement W"(œ,y) =

^[(x (œ) ,y , ( iù ) , Y(t ,o) ,y) = lim sup(W"(œ,y); u+t , ueÇ) et ^(t.o^y) = 1 - ( t ) Y ( t ,'- ^ r, sj
0),y). Il est clair que Y ( t , .)€b(f^<2»^r et Y( . ,y ) est une version continue à droi-
te et indépendante de p, de E^WC. ,y) |5^} . On en déduit le résultat (cf. C 3^) . •

PROPOSITION 5.- Pour qu'un NM q soit équivalent à un NM bien-mesurable, il faut et
il suff i t qu'il engendre un semi-groupe Q. mesurable, (i.e.: si feb?^, Q f (x,y) est——————— 3 ^
K®c -mesurable en ( t ,x ,y) ) .

Démonstration.- La nécessité de la condition est évidente (moyennant une applica-
tion des théorèmes de Fubini et des classes monotones). Réciproquement supposons

Ç. mesurable. Fixons heH (H est l'espace introduit dans la démonstration du thêorè-n
me 1) . On vérifie aisément que pour tout Y de la forme n f . ( X ) (où f .ebÇ ) , donc
tout Yebf, E^Yq^y.h)} est ^-mesurable. Il existe alors1 1 ZebWFoO tel

que Z( t , . , x ,y ) = E^q^y.h) |'F}. La variable Z( t , (u ,y) = Z ( t , œ , X (oi),y) vérifie les
conditions du lemme 5, et on note r (y,h) le processus ^ construit dans ce lem-

tf 0)
me: il est clair que r^(y,h)^0, et r ^ (y ,h^+h^ ) = î^(y,h )+r (y,h ) ps.

Exactement comme au théorème 1, on construit alors une famille de mesures (r )
* « t,œ

sur E^, telle que r (y,h) = r (y,h) ps pour tout héH, et possédant les mêmes pro-
priétés de mesurabilité que r: r^ (y,h) est 5l® {"r ®t f -mesurable sur CO,tJxî îxE ,
et r (y,h) est bien-mesurable, pour tout heH, donc tout hebî . Il reste à prouver

que pour tout heH, r^(y,h) = q^(y ,h) ps (d'après la proposition 3, r sera alors un
NM). Mais cela découle de ce que, pour tout YebT , on a:

E^Yq^h)} = E X { Y Z ( t , . , x , y . ) } = E^YZ^,. ,y)} = E^Yr^y.h)} = E^Yr^y.h)} . •
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NM continus à droite.- Commençons par un leimne:

LEMME 6.- Soit q un NM de X engendrant Q, ej^ C = {a) ; q (y,f) est limité à droitey t ,o) — — — — — — — — — — — ' —
et à gauche le long de 0 ) . Si pour tous (x,y)eE_ et feC(E,), Q (x,y;l,f) converge

• x f — - - ——————
vers Q^(y,f) quand t4-0 ejt_ P {C } = 1 , il existe un NM q' continu à droite et limi-

té à gauche, équivalent à q.

Démonstration.- Soit C = {(o),y); q. (y,f) est limité à droite et à gauche le
C t »(jû

long des rationnels de C0,t], pour tout feH}. Si t est réel on pose, la limite

étant prise au sens de la convergence étroite:

q; (y, . )t ,œ

lim q (y,.) si (o),y)6limC
s^t ,seÇ s ï œ s+t s

0 sinon.

Par construction la famille q' = (q* (y,.)) est continue à droite et limitée àt »œ
gauche au sens des NM. On a C ç.(^ 0tY et q (y , f )€b(T <SÏ )* pour tout f eC(E ) ;

s s z s , d û - s 2 2
donc q, (y,f) est (T <S^ ) -mesurable pour tout f€C(E ) et q' vérifie N-l . Pour

terminer il suffit de montrer, comme dans la proposition 3» que q ' (y» f ) = q (y,f)

ps pour tout feC(E ).

Si C est la section en y de C , on a | ) C CC ; donc C est plein et
î y f € H ^ * ^ '^

q ' C Y ï f ) = lim q (y,f) ps pour feC(E ). Si ZebT , on a:
s+t,seÇ s z L

• E^Zq'Cy,!)} = lim E^Zq (y , f ) }
s^t,seQ s

= lim E^Z/q (y.dy^Q ,(X . y ^ l . f ) }
S^t,S6Q t s~t t

= E^Z/q^y.dy^Q^ (y^ f )} = E X { Z q ^ ( y , f ) } .

car d'après la définition de Q et ( 1 ) appliqué à s = 0, on a q Q ( y , . ) = q ( y , . )x t X t
ps. Par conséquent q ' C y , ^ ) = q ( y , f ) ps, d'où le résultat. •

PROPOSITION 6 . - Soit q un NM de X engendrant Q,.
( i ) - Pour que q soit équivalent à un NM ps continu à droite, il faut et il suffit
que (^ soit mesurable et que pour tout féC(E-) et toute suite (T ) de temps d'arrêt
décroissant vers T , Q l®f converge vers Q lof.

n
(ii)- Pour que q soit équivalent à un NM continu à droite et limité à gauche, il
faut et il suffit que Q. soit mesurable et que pour tout feC(E«) et toute suite
(T ) de temps d'arrêt décroissant (resp croissant) vers T, CL, l®f converge vers
Q l ° f (resp vers une limite) . n
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Démonstration.- Les conditions sont trivialement nécessaires. Pour les réciproques,
on peut supposer que q est bien-mesurable (proposition 5 ) . D'après MERTENS C 93»
la condition ( i ) (resp ( i i ) ) est (nécessaire) et suffisante pour que q soit ps
continu à droite (resp ps continu à droite et limité à gauche). Dans le cas ( i i ) ,

x fcela entraine clairement que P { C } = 1 pour tous xcE , fcC(E ) ; d'autre part
sous la condition (i i ) il est clair que Q l®f converge vers Q l»f si t4'0, et il
suffit alors d'appliquer le lemme 6 pour achever la démonstration.!

Voici enfin un critère de régularité, sans doute plus commode que le précédent:

PROPOSITION 7.- Soit q un MM de X engendrant Q, e^_ (V ) la résolvante de (^. Si pour

tout f e C ( E » ) , XV ( x , y ; l , f ) converge uniformément (en (x,y)) vers Q ( y » f ) quand—___— ^ — — — — —— ^ ————
X^"", il existe un NM continu à droite, limité à gauche, équivalent à q.

Démonstration.- Soient f < C ( E ^ ) , yeE^, et M^ = e '^ /q^y^y^V^X^.y ' î l . f ) ; d'après

le lemme 3, il vient:
y

E^M^J^} = e'^/q^y.dy^E ^e'^/q^y'.dy'^V^X^y";!^)}

= e'^/q^y.dy^e'^Q^X^y'îl.f) .

< e '^/q^y.dy'^X^.y'î l .f) = M^.
\ x Xcar V l®f est X-excessive pour Û.. Pour chaque P , (M ) est une surmartingale

bornée, donc M est ps limité à droite et à gauche le long des rationnels. D'au-

tre part si X^°°, XM e converge uniformément vers fq ( y » d y ' ) 0 ( y ' » f ) par hypo-t t A^
thèse, et cette dernière expression égale ps q ( y , f ) . Donc sur un ensemble plein,

XM e t converge vers q (y , f ) pour tout t rationnel, et cette convergence est uni-
forme en œ. Donc q (y , f ) est ps limité à droite et à gauche le long des rationnels

x f t
et P { C } = 1 pour tous féC(E ) , (x,y)eE . Enfin les hypothèses faites entraînent
clairement que Q ( x , y ; l , f ) converge vers Q (y , f ) quand t^O, et il suff i t d'appli-

quer le lemme 6.1

Remarques. 1) Si E est fini, la condition de la proposition 7 équivaut simplement

à la continuité à droite en 0 de Q (x,y;E x { y ' } ) pour tous x ,y ,y ' .

^
2) Si de plus & est un semi-groupe sur (E ,? ®î ) (resp (E ^f. ) ) , dans

les deux propositions précédentes on peut choisir un NM q vérifiant en outre:

q (y, . ) est une transition de ( î î x E - , ^ ® ^ ) dans (E-,?.-) (resp de (^xE ,^°®^ )
t, ùi) Z t Z Z Z Z C Z

dans (E^ .S^) ) .
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III- PROCESSUS SUBORDONNES CANONIQUES

Soit ( X , Y ) un processus à valeurs dans E , dont le semi-groupe vérifie ( 3 ) . Il
est intuitif que, conditionnellement au fait que la trajectoire de (X ) est con-
nue, le processus (Y ) est un processus de Markov non homogène. Cette assertioh
sera précisée et développée dans \_~1 3. Nous nous posons ici un problème un peu
différent: étant donné le processus X muni d'un MM q engendrant 6 , est-il possible
de construire un processus ( X , Y ) de semi-groupe (^, dont la première composante
soit précisément X, et tel qu'il existe un système de probabilités conditionnelles
régulières (par rapport à la tribu engendrée par les (X ) ) faisant de la secon-t t>o
de composante un processus de Markov non homogène au sens de Dynkin.

Précisons d'abord ce que nous entendons par là. On considère un espace S^' muni
de:

( i ) - une famille ( 6 ' ) de translations.t t>o
(ii)- une famille d'applications (Y ) de îî' dans E-, vérifiant Y = Y . 6 ' ,t t>o 2 t+s t s,
A« étant un point absorbant pour chaque trajectoire, ç ' désigne le temps de mort
(temps d'entrée dans { A } ) , et C = o(Y ; s^t) , ^ = Ç^.

(iii)- une famille (P ; yeE , s>0, œeQ) de probabilités sur ( ^ ' , 0 .

DEFINITION.- On dit que l'espace îî' muni de ( i ) - ( i i i ) vérifie les hypothèses cano-
niques relatives à X si les axiomes suivants sont satisfaits:

H-l . Pour presque tout ai, Y = ( î 2 ' , ^ , ^ , 9 ' , Y .P7 ) est un processus de Markov
non homogène (nous utilisons les notations de MAYER C 8 j ) .

H-2. Pour tous s , t > 0 , A é j , . P7 { A } est (T 0^)^-mesurable en ( œ , y ) .
~~~~~~ " t S.Cû S ^ C Z

H-3. Pour tous s>0, Aé'Ç, et tout œ n'appartenant pas à un ensemble négligeable
(dépendant de s et de A ) , on a:

(8) P7 { A } = P7 , . { A } V y e E , .s , o ) 0 , 6 ((jo) ' ' 2
H-4. Pour tout y€E-, on a ps en œ :

( 9 ) P7 U' = ç ( œ ) } = 1 .0 ,0)

Lorsque ces axiomes sont vérifiés, on construit le processus X de la manière
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suivante: g = î î x î î * , J = ^®§, ^ = T »$. et

jg^Cœ.œ') = (6^(00,6^(0) ')) ,

/ (X^(o ) ) ,Y^(o ) ' ) ) si t< ç (o)y\ ç ' (œ ' )

X^(o),o) ' ) =^

[ AQ sinon,

P^^dœ.do') » P^doOP7 (do1).
0,0)

PROPOSITION 8.- Lorsque n* vérifie les hypothèses canoniques relatives à X, ̂
processus X = <5»^»^ »j9 »X ï^'7) défini ci-dessus est un processus de Markov
dont le semi-groupe de transition est subordonné à T.

Ce résultat justifie la définition suivante:

DEFINITION.- Le processus X est appelé processus canonique subordonné à X.

Nous nous servirons du lemrne suivant, dont nous omettons la démonstration (fa-

cile par un argument de classe monotone).

LEMME 7.- Si Z.éb^ , Z €b^ et si f est universellement mesurable et bornée sur

R , on a:
X (.)

E^ fCZ^ .Z^e^ l^} = /P ( d œ ) f ( Z ^ ( . ) , Z ^ ( a ) ) ) . P^ps.

Démonstration de la proposition.- D'après H-2 et le lemme 2, P^^Cdo)) est une pro-

babilité de transition de (E-,1-) dans (g»j). Tous les autres axiomes des processus

de Markov se vérifient aisément pour X, sauf la propriété de Markov elle-même. Pour

prouver cette dernière, il suffit de montrer que si s,t^0, Z ebT , Z eb(, , f«b?

et geb? , on a:
X ,Y

^{z^fcx^gCY^)} « JE^Z^E t W^ga^)}}.

En utilisant successivement la définition de ^x'^, puis H-l, puis H-3, puis

H-2, les lemmes 3 et 7 et la propriété de Markov pour X, et enfin à nouveau la

définition de ^xïy, on obtient:

E^z^fcx^ga^)}

= !îxWZ,Wfa..W)^î7 (dœ^Z^œ^gd,. (œ*))
1 t'"S 0 , u) Z t ' S
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(10) = /P^daOZ^aOfCX^Cœ))?^ ^(do) ' )Z^(a) ' )P^ (do) ' )g(Y (a) ' ) )

( 1 1 ) =/px^)Z,(œ)f(X^(.))P^^d^)Z^.•)P^^(d.pg(Y^^

. x v X ( ^ ) Y (a) ' )
= /P (da ) )Z^(a ) )P^(da) ' )Z^(œ ' )P (da)! ̂ ^3 (a)! ) ̂ o^ (d^p^ ^'))

y Y

= E^Z Z E t î ^fCX )g (Y )}}.
< z s s

Donc X est markovien. Soit d son semi-groupe. D'après la première phrase de la

démonstration, c'est un semi-groupe sur (E ,^*) . D'après H-4,

Q (x,y;AxE ) = / P ^ d a O l . C X C œ ) ) ? 7 { i ; ' > t }
L £- A t 0 ,Ci)

= ^x(d")lA<xt(tt)))lt<ç(.) = p t<x•A) .
ce qui achève la démonstration. •

PROPOSITION 9.- Sj_ X est un processus canonique subordonné à X, de semi-groupe (2,

la formule suivante définit un NM de X engendrant d:

02) q (y,A) = P7 { Y é A } .t ,œ o,a) t

Si (X,Y) est, plus généralement, un processus de Markov de semi-groupe Û, dont

la première composante est X, et si q est un NM de X engendrant Ç. on montre que

q^(y,A) est une version de ^^{Y^A^}, où T est la tribu engendrée par les

(X^, t^O). C'est la formule fondamentale sur laquelle est basée l'étude des pro-
duits semi-directs de processus de Markov.

Démonstration.- N-l et N-2 découlent respectivement de H-2 et de H-4. D'après
H-l et H-3 on .a:

Y •

^^'A) - ̂ ^o'e^)^"

= ̂ Ve^^" = ̂ .Ve^/^
pour presque tout œ. Enfin q vérifie clairement (4).B

Exemple: processus canonique associé à une FM.- On considère une FM continue à

droite M = (M^)^ de X, q le NM associé, et Û, le semi-groupe engendré par q (on

rappelle que E^ = { 0 , 1 } ) . Soit ^ = C0.<< muni de 6 ' ( œ ' ) = co'+t et Y (ai ' ) = 1
Les formules
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P1 { L ' > t } = M ((^)1 , ., P° { ç ' > t } = 0s^" t+s t+s<ç(a0' s,(x)

définissent des probabilités sur (îî ' ,^). Il est facile de vérifier que les termes
que nous venons de définir satisfont aux hypothèses canoniques relatives à X, et
que le processus canonique correspondant X admet Q, pour semi-groupe.

Par ailleurs X est relié de manière simple au sous-processus canonique X =
y f\^

!,9 ,X ,P ) associé à M par les formules suivantes (cf. [2], p .105 ; rappelons(S
que S = îî) :

pX, pX.l

^ X (a)) si Y (œ') =

X (œ,o)') = ^
^ A . sinon.

Inversement on pourrait évidemment construire X à partir de X.

IV- CONSTRUCTION D'UN PROCESSUS CANONIQUE SUBORDONNE

Dans ce paragraphe nous examinons à quelles conditions il est possible, étant
donné un NM q de X , de construire un processus canonique subordonné à X, dont le
semi-groupe soit engendré par q . Cette construction n'est pas toujours possible,
puisque déjà dans le cas simple des fonctionnelles multiplicatives, nous devons
faire certaines hypothèses pour pouvoir construire le sous-processus canonique
(par exemple: la FM est continue à droite, ou parfaite).

DEFINITION.- Un processus canonique subordonné à X est dit parfait si H-3 et H-4
sont renforcés ainsi;

H- 3 ' . Il existe une partie Cl- de îî, de probabilité unité, telle qu'on ait (8) pour
tous s , t > 0 , A£^ , (DÊ^L.

H -4'. Il existe une partie Cl. de ^, de probabilité unité, telle qu'on ait ( 9 ) pour
tous yéE , œ e n , .

THEOREME 2.- Soit Q. un semi-groupe subordonné à c?. Pour qu'il existe un processus
canonique subordonné à X, parfait, de transition û, il faut et il suffit que Q.

soit engendré par un NM parfait.
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Démonstration.- Soit X un processus canonique parfait, subordonné a X, de tran-
sition (^, et q le NM défini par ( 1 2 ) . Soient fi l'ensemble des ai pour lesquels Y^

est markovien, et fi = Q.n^rin,, où fi et fi sont définis dans H-3 ' et H-4 ' .

On a 'P^{fi } == 1 par hypothèse, et on vérifie immédiatement que N-2' et N-3' sont

satisfaits avec fi = fi = fi . Donc q est un NM parfait.2. 3 o

Réciproquement soit q un NM parfait de X engendrant Q,; fi et fi sont les ensem-

bles définis dans N-2' et N-3'. Si fi = ^D^o on pose:

PS+t,W

q .- , „ si t^efi•t,Q (<jû) os

1 sinon.

N-l et N-2' montrent que pour tout oj, la famille (p ) est un semi-

groupe "non-homogène" de transitions sous-markoviennes sur (E-,S^) (c'est-à-dire

vérifiant ? . . . ' = ? . . ? . ,.) • Soit fi' l 'ensemble des fonctions de CO,°°C dans

E- admettant un temps de mort, muni des translations naturelles 6' et des applica-
•y

tions coordonnées Y . On sait qu'on peut construire une famille (P ; yeE,,s^O)t s,o) 2
de probabilités sur ( S ^ ' , < < ) faisant de Y = ( î î ' ,Ç ,ç , 6 ' , Y ,P- ) un processus de' a) t t t t , œ
Markov non homogène de semi-groupe (p ).

S+t ,(jL)

n
Si t < . . . < t , B.6?-, A = n (Y eB. } , on a pour wefi :1 n i 2 . . t. i o1=1 i

^A} = ̂ .O '̂̂ -V^.,.^ (.)<V^J,'B^-
n-1

Comme fi est de probabilité unité, N-l et les lemmes 2 et 3 entraînent que l'ex-

pression précédente est C? ^^) -mesurable en (œ,y) : ceci étant vrai pour lest"^" s i.
ensembles A de la forme ci-dessus, est également vrai pour tout A€^ (classe mono-

tone), et on a H-2. De même tout A de la forme ci-dessus, donc tout AcC , vérifie

(8) sur fi ; par suite on a H-3' avec fi^, = fi . De même sur fi ,
0 j 0 0

^..{çl>t} = If,^'^ = 't.<ç(.)

d'après N-3', et on a H-4' avec fi, = fi . Enfin le processus X admet pour transi-

tion:

^^{X^eA, Y^B} = ^{^(X^P^ {Y^eB}} = E^ l ^ ( X ^ ) q ^ ( y , B ) } ;

comme q vérifie (4), cela achève la démonstration. •
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DEFINITION.- Un NM q est dit complètement continu à droite si:

(i)- q est un NM continu à droite.
«

(ii)-Pourtous (Deîî, f e C ( E ) , t>0, alors q (,,f)eC(E-).'"'—————— £• . ———~' t,o) • 2
(iii)-Pour toute partie dénombrable dense R de_ E. il existe une partie ^ de Q » de
probabilité unité, vérifiant:

-CC. Si o)eSÎ-, si s^s le long de R, si t^t et si fcC(E-) , q - , .f converse loca-— R o o 2 t,9 (00)
lement uniformément vers une limite, égale à q / v f si s s e R .t »9 (.(jû) oo so

Remarques.- 1) Dans CC il suff i t bien entendu que la convergence ait lieu pour une
suite dense de C(E ) .

2) CC entraine en particulier que q n / \ ( y » . ) converge étroitementt,9 (a))
vers une mesure si t+t , s4-s le long de R.o o

3) Si dans CC nous imposons que la limite soit q , x f dans toust » Q \i^)
les cas, alors le NM est parfait , o

LEMME 8.- Soit p une suite de mesures bornées sur E-, convergeant étroitement——— n —————————————————————————— 2 —————--—————————————
vers y. et f une suite uniformément bornée de fonctions continues convergeant lo-

calement uniformément vers f . Alors p (f ) converge vers p ( f ) .

Démonstration.- Soit A la borne des f et B celle des u . Pour tout e>0 il existe—————————— ^ ^
un compact K de E tel que \\i | ( K )$e pour tout n. Il existe une fonction continue

g comprise entre 0 et 1, à support compact, égale à 1 sur K. Il existe un entier
N tel que si n^N, |j g(f -f)(<c et | (p-p )(fg)ke. Il vient:n n

| p^ ( f^ ) -p ( f ) | < | p^ ( f^ ( i -g ) ) | + | p ( f ( i - g n | + | p^ (g ( f^ - f ) ) | + | ( p^p ) ( fg ) |
$ Ae + Ae + Be + e

dès que n>N, d 'où le résultat. •

THEOREME 3.- Soit q un NM complètement continu à droite de X . Il existe un proces-
sus canonique subordonné à X , dont le semi-groupe est engendré par q .

Démonstration.- Comme q est continu à droite et transforme les fonctions continues
limitées à l'infini en fonctions du même type, il est clair que l'ensemble excep-
tionnel de N-2 ne dépend que de t . Soit alors îî une partie de ^2, de probabilité



102 J. JACOB

unité, vérifiant CC pour R = (^, et (1) pour s^O, teQ , Ae^ , yeE . D'après CC,
on peut poser, au sens de la limite étroite:

s r lim q!- fl c /^y» ' ) si œen

( 1 3 ) p;°̂  (y..) = J s^.s.<!.t^ ^s^
0 o ï œ I n •v U sinon.

Cette formule définit une famille de transitions sur E . Si r,s,t sont des réels,
soient (r ), (s ),(t ) trois suites de rationnels décroissant respectivement vers
r,s et t. Si geC(E ) , yeE., o^^ , posonsz 2. o

^•) = % ,9 (œ)^ '^n rn

' fn ° "^s .r^'n n

D'après (13) , p converge étroitement vers y ( . ) = p^ ( y , ^ ) , et d'après CC, f
n r+s ^s»^ n

converge localement uniformément vers f = p g. Le lemme 8 entraine alors
r+s+t,o)

que lim y (f ) = p ( f ) . D'autre part on a:
(n) n n N

^< fn ) = \.S, ̂ \^ ^ ̂ ^ - \^ W^
n n n ' n

d'après la définition de ^ . On déduit alors de (13) que '

^s+t,^'^ ° P^sA^t.o/7'^-

Donc la famille (p ) est pour tout o)e^ un semi-groupe sous-markovien
S+C,^ S,t»0

non-homogène, sur E . Pour tout 0) on construit un processus Y admettant ce semi-
z (JÛ

groupe pour transition, exactement comme pour le théorème 2. Si t < . . . < t , B.e^ ,il 1 n i 2
A = F) {Y^ êB^} , on a:

i=l i

d4) ^w = /p^„(y.dy,).•.p^tl^^(y„.,.dy^ S , (yp.
1 n 1=1 i

La famille (CF.®^) ') est continue à droite, donc p8 (y»B) est ( J ' <8^) -t z t>o s+t,(i) s+t 2
mesurable si B€Î . D'après (14) et le lemme 3, il en est de même de P7 {A} pour2 s,û)
tout A de la forme ci-dessus, donc tout Ae^ , d'où H-2. Démontrons maintenant H-3:

soient s>0, et R l'ensemble des réels de la forme s+t, où t est rationnel. Si u 4-0
_i n

le long des rationnels, t 4't, s = s+u , f É C ( E ^ ) , œeQ ( | 9 (^ ) , on a:n n n 2 R s o

P^t,-^ ° l i n q t .6 (œ)^<n; n sn

= lim q , . (y,f) = p° (y,f) .
(n) ^^u •V^ t ,9^(œ)

n
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Mais ^ Ç\Q (^ ) est de probabilité unité, donc p8 (y , f ) = P° Q ( ^Y»^ P8 '
D'après la condition (ii) de la définition des NM complètement continus à droite,

on en déduit qu'on a ps p8 (y , . ) = P° / » ( y » . ) pour tout yeE . L'expressions+t , . t ,o <. ' ) z
(14) égale alors P' , , .{A} Pour tout y, et on en déduit H-3.

o,9 \[^)

L'application de CC à s = 0 montre que

P7 { ç ' > t } = p° (y,E ) = q (y,E ) = 1 . - . ^ ps,
0,0) t ,0) 2. t,0) L t<Ç^(jû^

d'où H-4. Enfin p° = q , donc le semi-groupe du processus canonique construit à
partir des Y est précisément le semi-groupe engendré par q. •

0)

Exemple.- Soit M une FM continue à droite de X, telle que M >0 sur { t < ç } , et q le

NM associé. Il est clair que q vérifie les conditions (i) et (ii). Si R est une
partie dénombrable de CO,00^, l'ensemble îî des a) vérifiant M (œ) = M (oi)M 0 6 (d))

pour tous seR, t>0, est de probabilité unité. Si (DE^ on a:

\^lim q . , . ( 1 , 1 ) = lim — , v 1 , s
s^,seR,t+^ t'6s(u) s^,s.R,t^ "s^ ^^

= ( M ^ (^/M^ (o,))!^, .
0 0 0 0 0 '

qui coïncide bien avec q , . ( 1 , 1 ) quand s eR; on en déduit facilement que ^
o^s œ ° •vérifie CC, et par suite o q est complètement continu à droite.

V- REGULARITE DES TRAJECTOIRES DU PROCESSUS CANONIQUE SUBORDONNE

Les résultats obtenus dans ce paragraphe sont assez disparates et, malheureuse-
ment, très partiels, puisqu'ils ne concernent principalement que le cas où E est
dénombrable.

PROPOSITION 10.- Supposons E dénombrable. Soit q un NM de X complètement continu
à droite, engendrant (a,. S'il existe une réalisation de <SL dont la seconde composan-
te est continue à droite et limitée à gauche, il existe un processus canonique su-
bordonné à X, de semi-groupe ($,, tel que chaque Y soit à trajectoires continues à
droite et limitées à gauche.

Démonstration.- On peut appliquer à X et à q le théorème 3 , dont nous reprenons
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les notations: p^ ^, Y^, ^ = (â.î,î^, (X^,Y^) ̂ xïy) . Si ^ = ( œ 1 ; Y^ (a / ) est

limite à droite et limité à gauche le long des rationnels}, ^xQ* est mesurable eto
sa probabilité ne dépend que de la "loi temporelle" de (Y ) . Par hypothèse on a
donc P^^xîî'} = 1 pour tout (x,y)eE_. Si ^y = {(D; P7 { î î ' } = 1 } et Q. = Ç\ ^y,^ o 3 o o,(jû o o " o
on a P^ } = 1. Posons: w

o
r lim Y (ai') si o)'e^'

Y^O)') ̂ ^^ s

[ A^ sinon.

Soient r,s,t^0, A6Ç . On considère deux suites de rationnels (r ) et (t ) dé-•t+ n n
croissant respectivement vers r et t. En utilisant la continuité à droite de

p en s et t (cf. théorème 3) et le fait que AéÇ » il vient pour œeîî :
S+t,0) "t 0n

E7 { 1 , 1 , ^ ( Y ' )} = lim E7 { 1 , 1 , , , ( Y }}s,oo A { y ' } t+r . s,œ A { y 1 } t^+r^
s+t

= lim E7 { l .p n (Y . {y ' } ) }
(n) s^ A ^Vn^ 'n

^I^^C.r^t-^'^^

car E étant dénombrable, on a Y = Y ' sur îî* pour n assez grand. On vient donc2 t^ t o
de montrer que pour tout we.0, , Y ' = ( n ' , ^ , Ç ,9'^,?- ) est markovien (nono œ t + t t s , œ
homogène), de même semi-groupe que Y ; par suite les processus Y ' vérifient H-2,
H-3 et H-4, et le processus canonique construit à partir des Y* admet 6. pour semi-
groupe. Enfin par construction, les trajectoires de Y' ont les propriétés désirées.

Remarque.- La démonstration précédente n'est pas valable quand E n'est pas dénom-
brable, car Cl n'est plus de probabilité unité. De même elle n'est pas valable sio g
q est seulement parfait, car p ne possède plus les propriétés de régularités ' t
nécessaires.

On sait qu'un processus de Markov non homogène à valeurs dans un espace dénom-
brable, à trajectoires continues à droite et dont le semi-groupe p est continu
à droite en s et t , est fortement markovien. Donc:

COROLLAIRE.- Sous les hypothèses précédentes, chaque Y est fortement markovien.

Il est alors naturel de se demander si le processus canonique X est fortement
markovien, du moins lorsque X l ' e s t . A cet effet, reprenons la démonstration de
la proposition 8, en remplaçant t par un (ç )-temps d'arrêt T. Comme T( o ) , . ) et
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T ( . , œ ' ) sont respectivement des (Ç.) et (Ï )-temps d'arrêt, cette démonstration

reste valide, à l'exception peut-être du passage de (10) à ( 1 1 ) , qui repose sur

l'égalité suivante:

fc)'!^^^= E^Î';l)("(l)^<Ys>} ^"-p8 en ("."')•
T(a),a) )

Cette égalité est fausse en général, comme le montre la proposition 1 2 ci-dessous.

Elle est vraie si H-3' est vraie, donc:

PROPOSITION 1 1 . - Soit X un processus canonique parfait subordonné à X. Si X et
chaque Y sont fortement markoviens, X est fortement markovien (E n'est pas sup-
posé dénombrable).

PROPOSITION 1 2 . - Supposons E dénombrable. Soit X un processus fortement markovien.

Soit X un processus canonique subordonné à X, normal, continu à droite, de semi-

groupe CL, et q le NM défini par ( 1 2 ) . Il y a équivalence entre;

(i)- X est fortement markovieft.

(ii)- q est un NM fort.

(iii)- Pour tous (x,y)êE , Ae? , feb? , tout (f )-temps d'arrêt T, on a:

X
E^X^q^y.A)} = E^/q^y.dy^E ^(X^q^y'.A)}}.

(iv)- Si f est une fonction bornée sur E , continue pour la topologie fine indui-

te par X, Q (x,y; f , {y ' } ) est finement continue en x pour tous t^O, y,y'eE .

Démonstration.- Remarquons d'abord que, d'après (12) , q est continu à droite.

Nous allons montrer que (i)==^ (ii)-==^> (iii) '"^(iv)-"^^) .

(i) •===^(ii) : Supposons ^X fortement markovien, et soit T un (T )-temps d'arrêt. Si

^f = o(X ; s^O) on sait que T_V<^L = ^ (C2l, p . 1 2 2 ) . D'après la continuité à
T T"t"S T T

droite, N-l est vérifié si on remplace t par T, et pour prouver N-2 il suffit de

montrer que si Z êbT, Z eb^, on a:

E^Z^q^y^A)} = ^{Zi^^T^^^t.e ( y t ï A ) } -

En utilisant ( 1 2 ) , (i), ( 1 2 ) et la propriété de Markov forte, on obtient:

E^Z^q^y.A)} = ̂ (Z^l^Y^) }

X.Y
'^'^E1 {Z^l^t^
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= E^/q^y.dy^E ^Z^y'.A)}}

= E^Z^/q^y.dy^q^ ^ (y* .A)}

(ii)^»(iii): II suffit d'appliquer la propriété forte de Markov à X.

(iii)===»(iv); Soit f une fonction bornée sur E , finement continue pour X. Pour

prouver (iv) il suffit (DYNKIN, C4], p .120) de vérifier que pour une certaine

suite (T^) de temps d'arrêt décroissant ps vers 0, on a (en posant g(x,y) =
Q^(x ,y ; f , {y 1 } ) ) :

lim E^gÇX ,y)} = g(x,y)
(n) 'n

(cette suite dépend de x ,y ,y* , f et t ) . Posons:

\ = 1^ E ^T ^y'4)^ »y") - g0p ,y)}|
y"€E^ n ^ ^

= IE^ 2: q (yJy"})g(X ,y") - (1-q ( y , { y } ) ) g ( X ,y)}|
y'^y n n ^ ^

< 2 | t f l l E X { l - q^, (y .{y})} .
n

La continuité à droite de q entraine que q^ (y,{y}) converge ps vers Q (y,{y}),

qui égale 1 à cause de la normalité de X. n Donc lim a = 0. Mais °
/ \ n(n)

\r

limEX{ ..z ^ ^^"^g^T ^"^ = l imEX^ E q. (y,{y"})E ^ { fCX jqCy^y ' } ) }
(n) y"éE^ n ^ (n) y"eE ^n t t

= lim E^fCX^, ^)q (y^y^)}
(n) n n

= E^fCX^q^yJy1})} = g(x.y) ,

en utilisant (iii) et la continuité à droite de f(X ) et de q (y,{y'}) en s. Com-

me a^O» l'expression précédente est aussi la limite de E^gÇX ,y)}, d'où le ré-
sultat. n

(iv)==»(i): ^ étant continu à droite, il suffit pour que ce processus soit for-

tement markovien que pour tous feC(E^ ) , yeE , Q (X ,Y ;f,{y}) soit ps continu à

droite en s. Mais E^ étant discret, il suffit pour cela que Q (X ,y' ; f ,{y}) le

soit pour tout y ' , ce qui est entraîné par (iv). I

Lorsque E^ est fini, les hypothèses de la proposition 12 entraînent celles de
la proposition 4, et tout NM parfait est fort (pour E fini). Donc:
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COROLLAIRE.- Supposons E fini. Sous les hypothèses de la proposition 1 2 , les
quatre assertions (i ) - ( i v ) sont vérifiées.

Remarques.- 1 ) Si E n'est pas dénombrable, on a seulement (i)=^-(ii)—Xiii) .
Plus généralement on a ces implications lorsque X est un processus continu à droi-
te, de transition Q,, dont la première composante est fortement markovienne (.q é-
tant le NM dont il a été question après la proposition 9 ) .

2) Le point crucial de la démonstration précédente consiste à montrer
que a converge vers 0. Si ̂  n'est pas normal, on a d'après ( 5 ) :

a = IE^ Z (q ( y , { y " } ) - Q ( y , { y " } ) ) g ( X , y " ) } | .
y"eE^ 'n \ \

On peut donc remplacer "^ normal" par d'autres hypothèses. Par exemple: E est
fini et Q ( y , { y ' } ) est une fonction finement continue en x.

VI-FONCTIONNELLE S ADDITIVES ASSOCIEES A UN NOYAU MULTIPLICATIF

Tout au long du paragraphe, X est muni d 'un NM q engendrant (a,.

DEFINITION.- On appelle fonctionnelle additive (FA) de (X,q) une famille (A7; t^O,
y^E ) d'applications de Î2 dans C0»°°^» vérifiant;

A-l . Pour tout t>0, A^œ) est (T g > ^ ) -mesurable en (o),y) .

A-2. Pour tout ycE , A^œ) = 0, et A^œ) est croissante (en t) , continue à droite,
constante pour t>ç(œ).

A-3. Pour tous s,t>0, yeE et tout œ n'appartenant pas à un ensemble négligeable
(dépendant de s,t et y) , on a:

(15) ^s^ = ^(œ) + ^t.œ^^'^s^t^-

Les lemmes 2 et 3 montrent que la formule (15) a un sens. Etant donnée la conti-

nuité à droite, l'ensemble négligeable de A-3 peut être pris indépendant de s.

Exemples.- 1 ) Soit M une FM de X et (A ) une FA de ( X , M ) au sens ordinaire, q est
le NM sur E^ = { 0 , 1 } associé à M. A (A ) on fait correspondre la FA de ( X , q ) dé-
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finie par:

A^O, A^A,.

2) Soit (A ) une FA de X au sens ordinaire et féb^. La formule sui-

vante définit une FA de (X,q) :

A7 = / ^lA /q (y .dy ' ) f (X .y ' ) .
L o b o

0

Remarque.- Supposons que X soit la première composante d'un processus X de semi-

groupe (à, et soit (A ) une FA de JX. On vérifie aisément que les projections de

^ sur la tribu engendrée par les (X ; t>0) est une FA (A7) de (X,q) au sens pré-

cédent; dans ce cas, toutes les propriétés de (A ) se déduisent de celles de (^A ) .

Malheureusement nous ne savons pas montrer que toute FA de (X,q) est la projec-

tion d'une FA de X.

Donnons maintenant quelques définitions:

-Deux FA (A7) et (B7) dé (X,q) sont équivalentes si pour tous t^O, (x,y)eE , on

a P^A7 ^ B7 }= 0; cela signifie que pour tout y, les processus (A-) et (B ) „t t t t^o t t?o
sont indistinguables.

-Une FA (A7) est prévisible si chaque processus (A7) est prévisible. Si X estt ———————— t t>o
standard et si A7 = A7, cela revient à dire que les processus (A") et (X )

n'ont ps aucune discontinuité commune.

X v""Le potentiel U de la FA (A-) est défini par:

U^(x,y;B) = E^/e'^l^X^dA^}.

\ -x ^
D'après A-l et le lemme 2, U est un noyau positif de (E ,t ) dans (E ,î ) . On

X X • .écrit u au lieu de U 1. D'autre part si T est un temps d'arrêt, on définit lesA ^ A . ^
noyaux P-^ sur (E ,ï ) et Q sur (E »? ) par:

P^(x.A) = E^e'^î^)},

Q^(x,y;AxB) = E^e'^l^X^q^y.B)};

enfin (U ), et (V ). désignent les résolvantes respectives de <? et (^..À^o X>o

PROPOSITION' 13.- Soit (A7) une FA de (X,q) telle que A7^ ps si t<~ pour tout y.

Si U.f et U^f sont finies, on a:— A. — A »————————-————
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(16) U^f - U^f = (p-X)V\J^f = (p-À^U^f.

Démons trat ion.- C^est un calcul classique:

vVcx.yîf) = E^/e'^s/q (y.dy'^e-^fCX,, )dAy 'o9 }
"• S C ' S t S

= ^^'"^^'^^s^^D^s^

= E^/e-^X^; Y^-^ds} = '̂ (U^ - U^)(x.y;f).

en utilisant le fait que d'après A-3, dA^g = /q (y.dy^dA7 0 6 ps sur {A^oo}, les

différentielles étant prises par rapport à s. •

Voici maintenant quelques résultats dUnicité:

PROPOSITION 14.- Soient A e^ B deux FA de (X,q) telles que pour un X ^ O , U^ = U^
' - ^ ^ A B

et u.<<». Alors ces deux FA sont équivalentes.

Démonstration.- Comme E {A } < e u . (x ,y) est fini, on a A^<oo ps. On peut donc ap-- -" • t A t
pliquer ( 1 6 ) , ce qui prouve que pour tout y^X on a U^ == U^. Mais

A o

uWg(x,y) = E^/e-^dA7 E^t/e-^gCX )ds}}
A C S

- E^/e-^gCX^dt} = /e-^dt E^gCX^A^},

et une expression analogue pour U^U^g. Supposons que geC(E ). Nous avons vu plus

haut que les f'onctions E^gCX JA7} et EX{g(X JE7} sont bornées par Hglle^u^x.y) ;

elles ont même transformée de Laplace pour p>À, et on peut appliquer le théorème

de Lebesgue pour prouver qu'elles sont continues à droite. On en déduit que pour

tous tS>0, (x,y)€E^, on a E^gCX^A? = E^gCX^B7} pour tout gêC(E ), donc tout

gebf . Autrement dit on vient de montrer l'égalité suivante (où t< . . . < t , g.^b^ )

pour n SB 1 :

E^ n g.(X )A7 } = E^ n g (X )B7 }.
i=l i n i=l 1 'i ^n

On montre cette relation par récurrence sur n, en utilisant

E^n g^ )A^ } ^.E^n g^(x )A7 P _^ (x .g )}
i=l i n i=l i n-1 n n-1 n-1

.E^Yg^x^)^ (y-dy^E^-'^^ ., )A^., }},
1=1 i n-1 n n-1 n n-1

et on en conclut à l'équivalence des deux FA. •
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THEOREME 4.- S^_ A e^_ B sont deux FA prévisibles telles que pour un À>0 , u = u <°°,

elles sont équivalentes.

Démonstration.- Fixons y» et posons C = / e dA , D - / e dB . On a:
o o

E^ - Cj^} = E^e^/e^W.eJ-F^}

y

= e'^/q^y.dy^E '{/e^W'} = e'^/q^y.dy^u^X^y")

et une expression analogue pour D. Les processus croissants C et D engendrent le

même potentiel, et ils sont prévisibles et intégrables pour toute loi P , donc ils

sont P^indistinguables [ 3j pour tout x. Par suite les FA A et B sont équivalentes.

Nous arrivons au résultat essentiel de ce paragraphe: caractériser les fonctions

qui sont le ^-potentiel d'une FA de ( X » q ) . Si T est un temps d'arrêt, on note T

le temps d'arrêt défini par T^ = k/211 si Te [(h-1) ̂ .h^t:.

DEFINITION.- Uin X •"potentiel pour (X,Q) est une fonction finie u sur E,, (X»Q)-
excessive (donc <?-mesurable), telle que pour toute suite (T ) de temps d'arrêt——————— j ^ ^
croissant vers +00, on ait: lim ^ lim + Q / .u = 0.

(n) (p) T^

THEOREME 5.- (i) SJ_ A est une FA de (X,q) telle que u <<», alors u est un À-poten-

tiel pour (X,Û) .

(ii) Sj_ f est un À-potentiel pour (X,<5), c'est le À-potentiel d^une FA prévisi-

ble de (X ,q ) .

Démonstration.- Dans son principe, le schéma de démonstration est celui de MEYER

pour les FA ordinaires, tel qu'il a été amélioré par BENVENISTE et JACOD U].

1) Soit A une FA telle que u < < » . On a:

Qu^x.y) = E^e'^.fq.Cy.dy^E ^/e^W1 }}
t A — S

" E^e-^/q^y.dy^e^W'.e,} = E^e^f dA^8},

d'où l'on déduit facilement que u est (X,(^)-excessive. D'autre part T ne prendA n
qu'une infinité dénombrable de valeurs, donc on a également (même démonstration):

-YT^ <»- X X , N «T^r n r ,.y -Xà,
^W^^ = E {e ^(p) ^s' }-

n



Noyaux multiplicatif a 111

I! en découle immédiatement que u est un (X,Ç)-potentiel.

2) Réciproquement soit f un X-potentiel; si on pose M7 « e'^/q (y,dy')f(X .y'),
M^(o)) est (T ̂  )*" -mesurable en (a),y) (lemme 3), et on a:

y

^M^J^} = e'^/q^y.dy^E '{e'^/q^y',dy")f(X^y") }

= e^^q^y.dy^Q^X^y'îf) ^ M^.

Donc pour toute loi P^ (M^) est une surmartingale; comme E^M7} = Q^fCx^) est

continue à droite en t, on en obtient une version continua à droite en posant

Z^ = lim sup(M^; s^t , seÇ) . Comme E^Z^+O si t-hœ, (z7) est un potentiel [10].

Enfin si T est un temps d'arrêt,

E^Z7} = lim+ E^Z7 .} = lim^ (̂  , .(x,y;f).
1 (n) T^ (n) T0^

L'hypothèse faite sur f entraine alors que si T +<», E^Z7 }+0; cela implique que

(Z^) est un potentiel de la classe (D), pour tout y et" toute loi P^

3) D'après un théorème de Meyer [3], pour toute loi Px le potentiel (Z7) est en-

gendré par un processus croissant prévisible unique (B^^) . Soit p^*^ la mesure

sur (CO,<»Cxfl,î<8?) associée à (B^*7) et à la loi P^. On a (S et T étant des temps

d'arrêt. S$T) : p^OIS.Tl) = lim(Q\ - (^ s ) f ( x , y ) , qui est ^-mesurable. Par
^ (n) S rrA11/ -î

suite p*(A) est î. -mesurable pour tout A prévisible, donc tout Ae^?: si Z^bF ,

E^B^^Z) = p x î y (Z l „ ) est ï ̂ -mesurable. Il existe donc une modification
x ^ x v L O> tJ 3^

C ' (d)) de B ï " (a)), qui est T aï-mesurable en (o),x,y) .

X (œ),y
Soient D^(œ) = C^° (a)), îî = {((D,y); D^ù)) est croissante sur C O ï t ^ O Q } » ^y

la section de ^ en y, T7 W = ç(o))Ainf(t; œ^7), et ,

( lim Dy(a)) si t<Ty(û))

F>) = s+t ïs^ s

y
D (œ) sinon.
T7

On a P^D^ ^ B^y}- 0. donc P^^} = 1 et P^T^ç} = 0. (B^7) et (F^) étant con-

tinus à droite et constants pour t^ç, on en déduit qu'ils sont P -indistinguables

pour tout x, et (Z7) est le potentiel engendré par (F^).

4) Fixons t et y. Il est très .facile de vérifier que les processus G = F7 -F^
-As v' s t+s t

et H^ = e /q^ (y ,dy ' )F^ o 9 sont prévisibles par rapport à la famille (§ ) > ,

où ^ = 'F (il suffit d'étudier les sauts de G et H). D'après le lemme 3, on a:
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^oo-^l^^^-^sl^S^2^ ^-P8

Ex^ - Hj^} = e-^y.dy^E^' - F^eJ^}

=B e-^/q^y.dy^Z^ = e-^/q^y.dy^^ = M^ = Z^. P^ps

(en effet il est immédiat que E^ZoS^ |T^} = E^zir^oe ) . Les processus crois-
sants prévisibles G et H engendrent le même potentiel (Z ) relativement à„ t+s s^o
^s\>o* donc ils sont p ~indistinguables• Cela signifie qu'on a ps:

^s'^^^t^^y'^s'06!-
Pour terminer il suffi t de poser A^ = / e^dF7: (A7) est un processus crois-

o
sant prévisible. A-3 est vérifié d'après ce qui précède, A-l et A-2 par construc-
tion. Enfin on a:

E^/e^dA7} = E^F^} = lim E^F^-F7} = lim E^M7} = lim Q ^ Ç x . y î f ) = f ( x ,y ) . •
t+o t+o t t+o t

Fonctionnelles additives fortes.- Nous supposons maintenant que X est fortement
markovien, et que q est un NM bien-mesurable et fort. Une FA est dite forte si
A-3 est vérifié lorsqu'on remplace t par un temps d'arrêt quelconque T. Contrai-
rement à ce qui se passe pour les FA ordinaires, une FA de ( X , q ) n'est pas obli-
gatoirement une FA forte.

Sous les hypothèses précédentes, nous allons un peu améliorer le théorème 5.
Nous dirons qu'une fonction f est (X,(^-fortement excessive si elle est ( X , Q ) -
excessive, et si pour tout couple ( S , T ) de temps d'arrêt tel que S^T, on a Q^f <
À -Q f . Une fonction (X,Q)-excessive n'est pas toujours fortement excessive; c'est

cependant le cas lorsque Q. admet une réalisation pour laquelle les fonctions \-
excessives 'sont continues à droite le long des trajectoires.

Une fonction f sur E sera dite (X,q)-presque-borëlienne si pour toute loi P11 et
tout yeE , il existe une fonction borélienne f telle que les processus
/ q ^ ( y » d y ' ) f ( X ^ , y ' ) et / q ^ ( y , d y ' ) f ' ( X ^ , y ' ) soient P11 -indistinguables. Si f ne dé-
pend pas de y , on retrouve la notion de fonction presque-borélienne associée à X.
Si ̂  est une réalisation de Q , une fonction presque-borélienne relativement à X
est (X,q)-presqueborélienne, mais la réciproque n'est pas vraie.

DEFINITION.- Un_ X-potentiel fort (resp régulier) pour ( X , Q ) est une fonction finie
u sur E , (X,(^-fortement excessive, telle que pour toute suite (T ) de temps d'ar-
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rêt croissant vers +°o (resp vers T ) , Q u décroît vers 0 (resp vers Q u ) .
n

II est clair qu'un X-potentiel fort pour ( X , 6 ) est un X-potentiel pour ( X , Ç ) .
Nous dirons enfin qu'une FA (A ) est continue si chacune de ses trajectoires est
continue.

THEOREME 6.- Supposons X fortement markovien, muni d'un MM q bien-mesurable et fort.

(i)- Si A est une FA (resp FA continue) forte de (X,q) , telle que u <°°, alors u.

est un À-potentiel fort (resp régulier) pour (X,Q).

(ii)- Sj_ f est un À-potentiel fort (resp régulier) pour (X,Q), (X,q)-presque-borë-

lien, c 'est le À -^potentiel d'une FA prévisible (resp continue) forte de (X,q) .

Démonstration.- Si X est fortement markovien et si A est une FA forte» on a pour

tout temps d'arrêt T: ^
\ X , v _x, -XT r i*y -Xs,Q u.(x,y) = E {e / dA^e }
l A m °

(même démonstration qu 'au théorème 5), et (i) en découle immédiatement.

Réciproquement soit f une fonction satisfaisant les hypothèses de (ii). On re-

prend la démonstration et les notations du théorème 5: f étant (X,q)-presque-bo-

réiienne et q étant bien-mesurable, les pro.cessus (M^) sont bien-mesurables.

D'autre part soit T un temps d'arrêt. On a E^Z7 ^ } = Q (n)^^»^* et COImne ^ est

(X,(;)-fortement excessive, Q^/^ $ Q ( ^ ^Q^' si n+00' °i /-^ croit vers f,
À X •ji^n^ i i / z x v

donc Q , v f tend vers Q_f. D'autre part E { Z - c - \ } tend vers E (Z ' } . Donc•j1 (n) T 1 \ 1 1^ i

E^} = Q^f(x.y) = E^M?.

D'après le théorème de section des ensembles bien-mesurables, on voit que les pro-

cessus (M7) et (Z7) sont indistinguables.t t>o t t>o

On reprend alors mot pour mot la démonstration du théorème 5. Si T est un temps

d'arrêt, on définit les processus G et H comme ci-dessus, en remplaçant t par T,

et Ç = ^ . Comme M = Z, les potentiels engendrés par G et H sont respectivement

(M^ ) et (e fq ( y » d y ' ) M o6 ) , qui sont égaux car q est for t . On en déduit
T^" s s^o T s i s ̂ o

alors que A-3 est vérifié si on remplace t par T.

Enfin si f est régulier, le potentiel (My)^ est lui-mme régulier, et on sait
x y

qu'alors le processus croissant prévisible (B ) qui l'engendre est continu. Donc

(A7) est ps à trajectoires continues. On pose T^O)) = inf(t; A7^^) ^ A'(œ)) et

A'^O)) = A^O)) si KT^W, A'^œ) = A7 (a)) si t^T^oi) . (A'7) vérifie les proprié-
t t ~ T - — t
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tés requises de mesurabilité et de continuité; comme P {T < ° ° } = 0, (A ) est in-
distinguable de (A^) . ( A ' ^ ) est donc la FA continue cherchée.•

VII- UN EXEMPLE: LES NOYAUX INDEFINIMENT DIVISIBLES

Dans ce paragraphe nous supposons que E - P. (de manière plus générale on pour-
rait prendre un groupe localement compact de type dénombrable). Si f est une fonc-
tion sur E , on appelle T f la fonction définie par T f ( y ' ) = f C y ' - y ) .

DEFINITION.- Un NM q àe_ X est indéfiniment divisible si pour tous t^O, feb? , (jûé^,

il vérifie:

( 17 ) \,^°^ -It,^'^-

Si on pose r ( .) = q (0 , . ) , les axiomes N-l et N-2 sont clairement équiva-le t,(ji)
lents à:

N-l". Pour tous t;ï0, Aéï , r (A) est f -mesurable.

N-2". Pour tous s, t^0 et tout a) n'appartenant pas à un ensemble négligeable (dé-

pendant de s et de t) on a:

08) "t+s.o) = "".t,0)^,9^(0))*

où X- désigne le produit de convolution dans E . La dénomination "noyau indéfini-
ment divisible" provient de ce que pour tout n, r est (ps) le produit de convolu-

tion de n mesures. Il faut toutefois préciser que, sans certaines hypothèses de

continuité, uniforme en œ, au point t = 0, la mesure r n'est pas indéfinimentt, (jj
divisible au sens classique du terme.

Il est très facile de vérifier que q est continu à droite si et seulement si
pour tout a), r est une famille étroitement continue à droite (en t) de mesures.
• t,o)

PROPOSITION 15.- Soit q un NM indéfiniment divisible et continu à droite, tel que
q = I ps. Il existe alors un NM indéfiniment divisible, parfait et équivalent à q .

Ce résultat se montre comme la proposition 4. Commençons par un lemme.
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LEMME 9.- Soient (p ) et (vj ) deux suites uniformément bornées de mesures sur E .————— ^ — n ——————————-—————————————————————————— 2
Si p (resp u ) converge étroitement (resp vaguement) vers y (resp u ) , p .xu— n ——— n ———————————————————————s————————— oo ——— oo n n
converge vaguement vers p XL) .

Démonstration.- Soient M et M* les bornes de |u | et de |u j . Soient e>0 et fe—————————— i ̂ i i ^ i
Cy(E ) (espace des fonctions continues à support compact sur E ). Pour n$°o on

K z 2
pose g (x) = /u (dy) f (x+y) .

Il existe par hypothèse un compact A tel que [ y (A ) |<e pour tout n. Il existe

n>0 tel que |x-x'|^n entraine | f (x) - f (x ' ) |<e, et A peut être recouvert par un nom-

bre fini de boules de centres x. et de rayon n. Donc pour tout xeA il existe un i

tel que

Ign^ - êco00! $ lên^ - êoo0^! + 2Ml£-

Mais g est continue et bornée, et f(x,+.) est dans C (E ) ; il existe donc N tel00 ^ l K z
que pour n^N, | (y -p )g |^e et |g (x.)-g (x. ) |<e pour tout i. Comme |g (x) |<M'|| f (|,

il vient:

IvV0 ~ ̂ o^l = \^M ~ ̂ ^l
< ;p^(dx)l^(x)|g^(x) - gjx)| + /p^(dx)l^(x) |g^(x) - g^(x)| + |(P^-P,)g,l

< c2M t | |f|| + M(e + 2M î e) + e,

d 'où le résultat. •

Démonstration de la proposition.- Quitte à modifier q sur un ensemble de mesure

nulle, on peut supposer que N-3' est vérifié avec ^ = ^ et que q = I partout.

Posons:

V^ = {s.<.t; r ^r _ , . = r },
t s,(A) t-s,6 (œ) t,(jû

U^ = {a) ; X(V^) = t},

et U = | j U . On montre exactement comme pour la proposition 4 que P^U) = 1 .
t?o t

Soit D une partie dénombrable dense de C (E ) . On range les éléments f . de D dans
2 _ 1 .

un ordre déterminé, t et a) étant fixés, on note (r f.) la lim sup essentiellet ,œ i
(définie avant le lemme 4) quand s+0 de la famille (r - / v f . ) de fonctions det-s,8 (,o)} i
s indicées par D. D'après le lemme 4 il existe une suite (s ) telle quen
r - / \ f ' converge vers F f. pour tout f.cD. Donc la famille (r" f.) défi-t-s ,9 (œ) i t,(jû 1 1 t,œ i

n
nit une mesure positive et r - , x converge vaguement vers cette mesure, no-t—s »u \w}n sn
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tée ï . Soit ~r = e .
t,0) 0,(jû 0

Soient oieU, 0<u<t. D'après le lemme 4 il existe une suite (s ) de points de 'V^,n t
telle que s +u etn

1 im r . . f. = 1 im r , . , . f. = T / s f.
(n) ^n^s (a)) 1 (n) ^"^Y^ ̂ s-u^u^ " t-u,e^(o))i

n -n

pour tout f . é D . Donc la suite uniformément bornée (r ., / „ ) de mesures con-1 t—s » 6 {w)
verge vaguement vers F o / \ • Comme r converge n STl étroitement verst—u,9 ,\w) s ,œ

r , on déduit du lemme 9 et du fait que s eV^ que:u,a) n t

r *î , x = r .U,(D t-u,6 (to) t ,œ

On termine alors comme pour la proposition 4 . B

COROLLAIRE.- Soit q un NM de X , indéfiniment divisible, continu à droite, tel que
q» = 1 ps. Il existe un processus canonique subordonné à X , parfait, dont le semi-
groupe est engendré par q .

Pour ce processus canonique, la structure de q entraine que, pour presque tout œ ,
Y est un processus à accroissements indépendants (non stationnaires).œ

Terminons par quelques remarques faciles. Soit d'abord d le semi-groupe engendré
par le NM indéfiniment divisible q . De ( 1 7 ) on déduit:

( 1 9 ) Q ^ ( x , 0 ; f , g ) - Q ^ ( x . y ; f , T y g ) .

Inversement soit d un semi-groupe sur E vérifiant ( 1 9 ) . 'Il est subordonné au
semi-groupe sur E défini par P ( x , . ) = Q ( x , 0 ; . , E - ) . Un processus admettant un
tel Q, pour semi-groupe s'appelle un processus à accroissements semi-markoviens
[ 3 , 4 3 : c'est notamment la cas du processus canonique introduit dans le corollaire
ci-dessus. Il est facile de vérifier, en calquant la démonstration du théorème 1 ,
que si Ci est subordonné à <? et vérifie ( 1 9 ) , Q, est engendré par un NM vérifiant
( 1 7 ) .

Si y.ueA , on note <y,u> leur produit scalaire, q étant un NM indéfiniment divi-
sible, soit M° = /r (dy)el<yïu>. II est clair que pour tout u. M" = ( M " ) est
une FM de X (à valeurs complexes), engendrant le semi-groupe sur E. défini par:

Q^(x,A) = /(^(x.OîA^e^y^.
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Ces remarques conduisent à une autre démonstration du théorème 1 , lorsque Q, vé-
rifie ( 1 9 ) : on définit les semi-groupes (Q ) par la formule'ci-dessus; ils sont
subordonnés à ç, donc engendrés par une FM M" de X. Ensuite on montre qu'on peut
choisir les M de sorte que M (ai) soit une fonction de type positif en u; il existe
alors une mesure r dont la transformée de Fourier soit M^œ), et on prend

^,.(7's)-\,^-y)•
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