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NOYAUX MULTIPLICATIFS D'UN PROCESSUS DE MARKOV

par Jean JACOD
[Ecole des Mines, Fontainebleau ]

RESUME. - Soient B, et deux espaces localement compacts de type dénombrable.
Soit X = (q, £x) un processus de Markov & valeurs dans E, , de semi-groupe
o Une fanm 1le ( (w), 20, wed) de noyaux sur est appelée noyau multi-

pi&catlf de X si pouf tous s,t30, chZ , tout boréli®n A de E2 y On &
U, 5(0)(754) = q,(w)q .0, (w)(y,a) ps
en @ o I1 s'agit d'une généralisation naturelle des fonctionnelles multiplicatives
de X o .
On montre l'existence d'une correspondance bi-univoque. entre les classes d'équi-
valence de noyaux multiplicatifs de X , et les semi-groupes (Qt) sur x| vé-
rifiant (x,y,Asz) P, (x A) . On construit le processus canonique subordonné &

X et admettant (Q ) pour transition. Enfin on étudie le potentiel des fonction=-
nelles additives continues et prévisibles, associées a un noyau multiplicatif.
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INTRODUCTION

Soit (Q,et,(Xt,Yt),Ex’y) un processus de Markov 3 valeurs dans un espace produit

E xE_, de semi-groupe (Qt)' Ce processus est appelé produit semi-direct de proces-

2,
sus de Markov si Q (x,y;AXE ) ne dépend pas de y. ¥ &tant la tribu engendrée par
les (Xt)t> , on ver1f1e alsement que les restrictions des P *Y 3 F ne dépendent
pas de y, et on note P* leur valeur commune. Le processus X = (Q, e X s P ) est

alors markovien, de semi-groupe 9= (P ) def1n1 par P (x,A) = Q (x,y,AxE ).

L'outil principal pour 1'étude des produits semi-directs est constitué par les
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noyaux multiplicatifs. On appelle noyau multiplicatif (en abrégé: NM) de X une fa-

mille (qt w; t>0, weR) de mesures de transition positives sur E2
’

, telle que pour
, et tout borélien A de E,, on ait qt+s,w(y’A) = qt,qu,e (w)(y,A)

sauf sur un ensemble négligeable (dépendant de s,t,y et A). L'intérét de cette

tous s,t30, yeE

notion provient de l'existence d'un NM de X tel que qt(y,A) =/3x’y{YteA]F} ps.

Dans cet article nous &tudions les NM d'un processus de Markov, sans référence
explicite aux produits semi-directs, qui sont abordés dans un autre article [7].
L'introduction des produits semi-directs aurait sans doute permis de simplifier
quelques démonstrations, mais au prix d'une perte de généralité (car tout proces-
sus X n'est pas forcément la premiére composante d'un produit semi-direct), et en
outre les NM présentent un intéré@t intrinséque. Cependant nous avons indiqué 1'exis-

tence d'une démonstration plus simple chaque fois que le cas se présente.

On commence par montrer que, sous certaines conditions, il y a correspondance bi-
univoque entre les classes d'équivalence de NM de X, et les semi-groupes sur E]XE2
vérifiant Qt(x,y;Asz) = Pt(x,A). Cela généralise la correspondance bien connue

entre fonctionnelles multiplicatives de X et semi-groupes subordonnés a .

Nous étudions ensuite quelles hypothéses permettent de définir pour presque tout

» un processus de Markov non homogéne (Q',Y ,PZ w) a valeurs dans EZ’ vérifiant la

. t ’

condition suivante: si @ = axQ' et Ex’y(dw,dw') = Px(dw)Pz w(dw'), le processus
’

(Q,(Xt,Yt),Ex’y) est markovien et admet (Qt) pour semi-groupe. On étend ainsi la

notion de sous—processus canonique associé 3 une fonctionnelle multiplicative.

‘Enfin nous introduisons la notion de fonctionnelle additive associée & un NM.
Nous démontrons plusieurs th@orémes concernant principalement le potentiel de ces
fonctionnelles additives, et qui sont analogues aux résultats relatifs aux fonc-

tionnelles additives ordinaires.

Je tiens 3 remercier vivement M. NEVEU qui a bien voulu accepter de diriger ma
thése, dont ce travail constitue une partie, ainsi que M, MEYER dont les conseils

m'ont été trés utiles pour la rédaction de cet article.

NOTATIONS, PRELIMINAIRES.- D'une maniére générale nous utiliserons les notations
de BLUMENTHAL et GETOOR [2].'E] et E

2 sont deux espaces localement compacts de

type dénombrable, et E3 = E]sz. Pour i = 1,2,3, on adjoint 3 Ei un point 3 1'in-
fini Ai (un point isolé si Ei est compact), et Ei = EiLJ{Ai}. Zi désigne la tribu
des boréliens de Ei' On note C(Ei) 1'espace des fonctions réelles continues sur Ei’

limitées 3 1'infini. (A,#) étant un espace mesurable quelconque, b# est 1'ensemble
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des fonctions réelles, mesurables et bornées sur (A,#); si BcA, ]B désigne la
"fonction indicatrice'" de B; €, est la probabilité sur A concentrée en a; # est

la complétée universelle de #. Enfin R désigne la tribu borélienne de [0,=[.

. - x .
Dans tout cet article, X = (QfF,F?,et,Xt,P ) est un processus de Markov i valeurs

»* . Pl . .
dans (E],II). Pour fixer les idées, nous le supposerons normal, & trajectoires con-

tinues & droite. Rappelons que si TZ = u(Xs; sst), ¥ est la complétée de 72 par
rapport a la famille (Pu; u probabilité sur EI)’ et Ft est la tribu engendrée par
Fz et les ensembles négligeables de ¥. On note Z le temps de mort de X, et 4=

(Pt)t>o son semi-groupe de transition: c'est un semi-groupe sur (EI,ET).

Ci-dessous sont rassemblés, sous la forme d'une série de lemmes faciles, quelques
résultats techniques de mesurabilité que nous utilisons plus loin. Nous conseillons
au lecteur de passer directement 3 la partie I, quitte 3 se reporter 3 ce qui suit

au fur et 3 mesure des besoins.

Rappelons d'abord que si (A,#) et (B,$) sont deux espaces mesurables quelconques
et si P est un noyau de (A,A") dans (B,3), c'est aussi un noyau de (A,#") dans
(B,?*). On sait également que si fe bG?®$)*, f(a,b) est séparément A" -mesurable

en a et y*—mesurable en b. Comme 7:-= 7; (23, p.27), on en déduit:

LEMME 1.- Si Ze b(?i@fz)*, Z(.,y) est,Tt-mesurable pour tout y.

LEMME 2.- a) Si Ze b(fs?z)*, £(x,y) = E{Z(.,y)} est Eg-mesurable en (x,y).
b), Si ze b(?@{z)*, la fonction Z(Gtw,y) est (78?2)*-mesurab1e.
c) Size b(23®F£)" et s<t, la fonction Z(Xs(m),y,m) est (FtsYz)*—mesurable en (w,y).

Démonstration.— a) Soit u une probabilité sur E3, et 7| la mesure sur (QXEz,?GEZ)
définie par fi(dw,dy) = fu(dx,dy)Px(dw). Si Ze bCYQfZ)*, il existe Z1 et 22 dans
bCFgfz), tels que ZISZSZ2

et que ﬁ(Z‘ # ZZ) = 0. Mais alors les fi(x,y) =
o
EX{Zi(.,y)} encadrent f, sont EIQE

z—mesurables, et vérifient U(fl#fz) = 0. On ter-

»*
mine en remarquant que (!l@fz)“ = E;.

b) (resp c)) se montre de la méme maniére, en associant a toute loi ¥ sur (QXEZ,
A

. } £t oF P
T@EZ) (resp (Qsz,fthz)) la loi § sur (Qszffsfz) (resp (E3XQ, @ t)) définie par

3@ = fu(@w,dy)z@ w,y) (resp §(2) = [u(dw,dy)z(X ©),y,0)) .8

LEMME 3.- Soient r un noyau de (QXEZ,(FgSYZ)*) dans (EZ’EZ)’ et Z eb(*;ﬁfz)*.

a) La fonction Z'(w,y) = fr(w,y;dy')Z(w,y') est (?é”fz)*-mesurable.
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X
b) On a Ex{fr(w,y;dy')z(etw,y')l?;} = fr(.,y;dy")E Hz(w,y")}.

Démonstration.— a) m.étant fixé, r(w,.;.) est un noyau sur (Ez,ig) et Z(w,.) est
f§~mesurab1e, donc Z'(w,.) est bien défini. On termine comme au lemme 2, en asso-
ciant 3 toute loi u sur (Qsz,ftsﬁz) la mesure sur le méme espace définie par
1(2) = [u(dw,dy)r(w,y3dy")Z(w,y").

b) D'aprés a) et le lemme 2 (a et c), le second membre de 1'expression de 1'énon-
cé est (Ftaiz)*-mesurable; donc Tk-mesurable en w & y fixé., Les lemme 1 et 2 (b et
c) montrent que le premier membre a un sens. A l'aide d'un argument de classe mono-
tone on montre 1'égalité annoncée lorsque Z€ b(Fteiz). Par suite si 2'e bTZ, les

deux mesures sur (QXEZ’TkafZ) définies par:

u (2" = EZ' () fr(w,y3dy")Z (8 w,y"))

Xt(m)

Hy(2") = M2 () [r(u,y3dyDE & {Z(,y) )

sont égales, et on en déduit le résultat.®

Remarque.- Dans tout ce qui précéde, on peut remplacer les variables bornées par

— . .
des variables positives.

I- DEFINITION D'UN NOYAU MULTIPLICATIF

DEFINITION.- Une famille q = (q (y,.), t20, weQ, yeE ) de mesures positives sur

(E ) est un noyau multypllcatlf (NM) de X si elle ver1f1e‘

N-1. Pour tous t3O0, Aefz, q (y,A) est CFt@EZ)*—mesurable en (w,y).

t,w

N-2. Pour tous s,t30, AEEZ, yeEz; pour tout w n'appartenant pas a un ensemble né-
gligeable (dépendant de s,t,A et y), on a:
(@)] q

t+s_’w(y.A) = fqt,w(y.dy')qs’et(w)(y'.A).

N-3. Pour tous t30, yeEz, pour tout w n'appartenant pas 3 un ensemble négligeable
(dépendant de t et de y), on a:
) 9,0 B = Necrqwy
N-1 entraine en particulier que pour w fixé, q, w("') est un noyau sur (EZ,E;).
o ’
D'aprés les lemmes 2 et 3, 1'égalité (1) a un sens, et on 1'écrit habituellement

sous la forme:
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(y,A) = q 5(y,A),

e+s,u0 t w s,et(m

le second membre ayant le sens d'un produit de noyaux. Enfin s'il n'y a pas d'am-
biguité possible, on écrira . (y,A) au lieu de . (y,A) Comme E est séparable,
1'ensemble négligeable 1ntrodu1t dans N-2 ne depend pas de A, mais seulement de s,

t et y.(

Deux MM q et r sont dits &quivalents si pour tous t30, yeE, et tout w n'apparte-

t’w(Y) D o=

T, w(y,.). En vertu de la séparabilité de 32, il suffit pour cela que pour tous
’

(x,y)€Ey, 30, Ac¥,, on ait P'{q (y,A) # r _(y,A)} = 0.

2
nant pas 3 un ensemble négligeable (dépendant de t et de y), on a: q

DEFINITION.- Un semi-groupe & = (Q )

» . -
) ts0 de noyaux sur (E3,53) est dit subordonné

au semi-groupe ¥ si pour tous t>0, (x,y)eE

3, AEE], on a:
(3) Q (X’Y:AXE ) P (X A).
Etant donné un NM q, définissons la mesure Qt(x,y;.) sur E3 par
x
(4) Q (x,y;AxB) = E {IA(Xt)qt(y,B)}.
PROPOSITION 1.- La famille @ = (Qt)t; définie par (4) est un semi-groupe sur

(E3,¥3) subordonné 3 ®. On dit que @ est le semi-groupe engendré& par q.

‘Démonstration.— Le fait que Qt soit un noyau sur (E3,i;) découle de N-1 et du

lemme 2, N-2 et le lemme 3 permettent d'écrire

X ] Al
Qg (X¥3A%B) = X1, (X060, (@) [a,  (v,dy )qs,et(m)(y »B)}

X
X ' t ]
E{fq, (v,dyDE “{1,(X)q (', B)}}

Qth(x,y;AxB);

donc @ est un semi-groupe, vérifiant (3) d'aprés N-3. 8

PROPOSITION 2.- Deux NM sont &quivalents si et seulement s'ils engendrent le méme
semi-groupe.

(*)P.A. MEYER m'a signalé les travaux récents de PINSKY (11], sur les fonction-

nelles multiplicatives & valeur "noyau". Celles-ci différent des NM sur deux
points: on impose seulement la mesurabilité de q, m(y,A) séparément en y et en w;
. ’

par contre 1l'ensemble exceptionnel de N-2 ne dépend que de s-et t.
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Démonstration.- Il est évident que deux NM &quivalents engendrent le méme semi-
groupe. Réciproquement soient q et r deux NM engendrant le semi-groupe . Il suf-
fit de montrer que pour tous ne N, t]<...<tn, AeEz, fiebzl, (x,y) € E3, on a:
% D x 0
E{n f£.(X J)q_ (y,A)} =E{ I £.(X )r_(y,A)}.
. 1.t 't . 1t ¢t
i=1 i n i=1 1 n

Appliquons N-2, le lemme 3 et (4):

n n-l
X X
I = Il . ' vy
LT £.(X Jq 0,81 = BT £.x ) e, (udyDQ, L X Ly'3ELA))
i=1] i n i=1 i n-l n n-l n-1
' n
C o= ; ves ; £, (x,
th|<x,y,dx,,dy,> % =t Famp Ta 38508y T 5616,

et on obtient la méme expression en remplagant q par r, d'ol le résultat.®d

Comportement 3 1'origine d'un NM.- La loi 0-1 ({2] p.30) entraine que la variable

aléatoire qo(y;A) est Px-ps égale 3 une constante notée Qx(y,A). Si les Ai sont

disjoints on a I Qx(y’Ai) = Qx(y, ) Ai)’ Px-ps; on peut évidemment supprimer le
(i) i

" , car les deux membres de 1'égalité précédente sont des constantes. Donc

Ps

Qx(y,.) est une mesure positive sur E;, qui coincide Px-ps avec qo(y,.). I1 décou-

2’
le alors de N-1 et de N-2 que Qx est un noyau sur E_, vérifiant QxQx =Q .

2 X

1
On ‘a donc montré 1'existence d'une famille (Qx; er]) de noyaux sur E idem-

. 2 i
potents, tels que Qx(y,A) = qo(y,A) Px—ps. La forme de Qo s'en déduit:

(5) . QO(X,Y;A"B) = IA(X)QX(YsB)-

On dit qu'un point x de E] est permanent pour q si QX égale 1'identité,

Exemple: noyau multiplicatif associé 3 une fonctionnelle multiplicative.- Soit

M= (M) une FM de X engendrant le semi-groupe %' = (P;)t?o' On associe 3 M un

NM q et 39" un semi-groupe @ subordonné i ® et engendré par q de la maniére sui-

= {0,1}, et on pose:

vante: on prend E2
S q LD =1 M Q, (x,15.,1) = PL(x,.)
qt(lyo) = 't<C(]-MC) Qt(x’];-’o) = Pt(x’-) - Pé(x)')
q,(0,1) =0 Q. (x,0,.,1) = 0
qt(oyo) = lt<C Qt(xyo;"o) = Pt(x,-)

Remarquons que les points permanents pour q sont exactement les points permanents

pour M.
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NM parfaits.- Un NM q est dit parfait si N-2 et N-3 sont renforcés ainsi:

N-2'. Il existe une partie 92 de Q de probabilité unité, telle que (1) soit véri-

fiée pour tous s,t>0, Ae¥_, yeEz, wef

2 2°

N-3'. Il existe une partie Q, de Q de probabilité unité, telle que (2) soit véri-

3

s WeN, .

fiée pour tous t»0, yeE2 3

N-3' n'est pas véritablement plus fort que N-3, puisque:

PROPOSITION 3.- Soit q un N\M de X, Il existe un NM q' &quivalent 3 q et vérifiant
=Q).

N-3' (avec d'ailleurs 93

Démonstration.— Définissons ainsi la mesure qé m(y,.):
i

0 si tz2z(w)
' = 1 =
qt,w(y,-) qt’w(y,-) si t<z(w), qt’w(y,Ez) 1
sy(.) sinon.

La famille q' vérifie N-3' par construction, avec Q, = Q. Si Aefz, on a:

3

{(y,w); q;’w(y,A)>a} = {(y,w); t<z(w), q w(y.A)>a. qt,w(y,Ez) =1}

t,
+ {(y,w); t<g(w), yeA, 9, w(y,Ez) # 1}

donc q' vérifie N-1. D'aprés N-3, qé(y,A) = qt(y,A) ps. Pour terminer il suffit de

montrer que q' vérifie N-2. Si 's,t30, ZIEbFE, Z ebF;, on a:

2

< ,
E¥(2,2,00,a7, (¥,8)} = E'{Z 2,08, a4, (5,0} = E¥(Z, fq _(y,dy")E “{Z,q (y',4))}

tt+s

X
X ' ' t [y = ¥ '
E'{zZ, fq) (y,dy")E "{Z,a}(v',A)}} = ET{Z,Z,00 q

tqé,et(.)(Y)A)}

en utilisant le lemme 3. Il en découle que q' vérifie N-2.m

Lorsque E, est fini, on peut donner un critére assurant qu'un NM est équivalent

2
3 un NM parfait; sa démonstration suit de pré&s celle de WALSH {13] concernant les

fonctionnelles multiplicatives.

Rappelons d'abord que la topologie essentielle sur R (WALSH, (12]) admet pour
ouverts les ensembles de la forme U-N, oli U est un ouvert ordinaire et N un ensemble
tel que A(N) = 0, X étant la mesure de Lebesgue. (fi) étant une famille finie ou
dénombrable de fonctions bornées sur {0,~[, on pose:

bl""bn

A, = {s; fi(S)>bi pour ign},
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a; = sup(s; A(Afﬂto,e]bo, Yeo0,

al-e,..,an_]-e,s :
a, = sup(s; A(A_ (to,nD>0, e,n>0.

I1 est facile de voir que chaque a est ainsi bien défini, et que a, égale la lim
sup essentielle de f](s) quand s+0. On dit que la famille (ai) est la lim sup es-
sentielle de la famille (fi) quand s+0 (cette famille (ai) dépend de 1l'ordre dans

lequel sont pris les fi)'

LEMME 4.- Avec les hypoth&ses précédentes, si B est une partie de [0,t] telle que

A(B) = t, il existe une suite (sn) de points de B, convergeant vers 0 et telle que

im f, = a, i.
1im 1(Sn) a, pour tout i

(m) a-i/n,..,a-l/n | a+i/n
Démonstration.- Fixons n et posons An = A n , B =A , et

a]-l N,..,a _l—l/n,a +1/n n n !
BP = A P pour p»2. Par définition des a_, il existe nnsl/n

P
tel que A(BE()[O,nn]) = 0 pour tout pgn; on a &galement A(An(][o,nn])>0. Si
N @B
c, = BNa_Nro,n 3 (JZH(BH) ),

dés que nz1/t 1'hypothése faite sur B montre que A(Cn)>0. On peut alors choisir un
point quelconque $h dans Cn’ et on vérifie aisément que la suite (sn) satisfait

aux conditions de 1'énoncé. ®

PROPOSITION 4.- Supposons E2 fini. Tout NM q de X continu 3 droite, tel que tous

les points de E. soient permanents pour q, est &quivalent 3 un NM parfait.

1

=

Démonstration.- Quitte 3 modifier q sur un ensemble de mesure nulle, on peut suppo-

ser que N-3' est vérifié avec Q, = Q et que q, = I (= identité) partout. Posons

3

w _ . -
vt = {s<t; qt,w qs,wqt-s,es(w)}’

- . Wy _
U, = {ws X(Vt) t},

et U = (] Ut' La continuité & droite de q entraine que U = (} Ut' Les fonctions
t>o teQ

q w(Y,{Y'}) et qt_s’e‘(w)(y,{y'}) sont ReF-mesurables en (s,w’ (cf. [18], p.235);

’
donc {(s,w); sth}eﬂ@F“ et on peut appliquer le théoréme de Fubini:

t t
X © X . _ X, - -
P {(s,0); seV} fo P"{seV }ds = fo P {w; qs,wqt—s,es(m) qt’w}ds t

Ex{xgv;)} = ch{Ut} +r,

ol r<th{Q—Ut}; par suite Px{Ut} = | pour tout t, et Px{U} =1.



Noyaux multiplicatifs 89

Fixons t et w, et rangeons les éléments de EZXE dans un ordre quelconque. On

2
note (ﬁt w(y,{y'})) la lim sup essentielle quand s+0 de la famille de fonctions
’

de s (qt—s o (o )(y,{y })), indicée par E2 2° Pour tous t>0, wef, on définit
i
ainsi un noyau qt,m sur EZ' Posons enfin qo,m = I.

Soient weU, O<r<t. D'aprés le lemme 4 il existe une suite (sﬂ) de points de V:,
telle que s >r, s Ir et
n n
lim q 0, (w)(y,{y }) = lim a,

() €S (n) —r-(sn-r),esn_r.er(w

, @D

*Temryo (0 02D

pour tous y,y'eEz. D'aprés la continuité 3 droite de q et la définition de Vt, on

a alors (en utilisant le fait que E, est fini):

2

qt,w = qr,mqt-r,er(w)'

On en déduit:
(i)~ comme q, = I, on a q, = ﬁt sur U (utiliser la relation précédente pour r = 0).
Donc, U étant de probabilité unité, la famille § = (ﬁt w) est un NM de X, équiva-
i

lent 3 q, vérifiant N-3' avec Q3DIL
(ii)~- pour tous weU, Ogr<t, on a ﬁt’w= ar,éat-r,e (@)

fie N-2' avec Qz 5U, ce qui achéve la. démonstratiZon.m

(utiliser (i)); donc q véri-

Quelques définitions complémentaires.- Rappelons d'abord que [0,»(xQ peut &€tre mu-

ni des tribus suivantes: la tribu R®% des ensembles mesurables; la tribu engendrée

par les intervalles stochastiques [S,TL (S et T sont des temps d'arrét) des ensem-

bles bien-mesurables; la tribu engendrée par les intervalles JS,TJ et les ensembles

{0}xA (AET;) des ensembles prévisibles. Pour plus de détails concernant la "théorie

générale des processus'", nous renvoyons & DELLACHERIE (3].

-Un NM q est ps continu 3 droite, limité 3 gauche, ou continu si pour tous yeE

2°

feC(Ez), presque toutes les trajectoires de q (y,f) ont les propriétés citées.

-Un MM q est continu & droite, limité 3 gauche, ou continu si pour tous yeEz,

feC(EZ), wefl, les fonctions q w(y,f) ont les propriétés citées.
.y

-Un NM q est fort si N-1 et N-2 restent vérifiés si on remplace t par un temps

d'arrét quelconque T.

-Un NM q est bien-mesurable si pour tout febi on a: (i) pour tout t, ag (y,f)

est ﬁ@(? ®f Y -mesurable en (s,w,y) sur [0, t]xQXE (ii) pour tout YeE,, le proces-
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()

sus q (y,f) est bien-mesurable.

I1 est facile de voir qu'on a les implications suivantes: (continu 3 droite) =»
(ps continu 3 droite) = (bien-mesurable); (bien-mesurable) =>(N-1 est vérifié si

on remplace t par un temps d'arrét T); (bien-mesurable + parfait) = (fort).

II- SEMI-GROUPES SUBORDONNES

On sait que si @' est un semi-groupe sur El subordonné (au sens classique) i 9,

il est engendré par une FM de X. Le théoréme suivant généralise ce résultat.

THEOREME 1.- Si @ est un semi-groupe sur (EB,i;) subordonné 3 ®, il existe un NM
q de X engendrant Q.

La démonstration suit le principe de la démonstration de MEYER pour les FM (voir
par exemple [2]). On pourrait en donner une autre, plus simple, dans le cas oi X

est la premiére composante d'un processus de Markov i valeurs dans E_, de semi-

3’
groupe Q.
Démonstration.- (3) entraine que si feb!2 la mesure Qt(x,y;.,f) est absolument con-

tinue par rapport 3 Pt(x,.). La séparabilité de f] entraine 1'existence d'une den-

sité ft(x,y;.,f) de la premidre mesure par rapport a la seconde, telle que
?}(x,y;x',f) soit igezl—mesurable en (x,y,x') et inférieur 3 |fll. Si les fi sont

positives, on a I T, (x,y;.,f.) =T (x,y;., £ £f.), P _(x,.)-ps.
(i) t 1 t (i) 1 t i

Soit H un sous-espace vectoriel de C(E2) sur Q, dénombrable, dense, réticulé,
contenant la fonction 1. Fixons x,y et t. L'ensemble D des x' tels que f p>
?}(x,y;x',f) soit une forme linéaire positive sur H,,de norme inférieure a 1, vé-

rifie Pt(x,D) =1, Si x'eD on 5ppe11e rt(x,y;x',.) la mesure sur E_ qui étend cet-

. 2
te forme linéaire; si x'¢D, on pose rt(x,y;x',.) = 0. La "o-additivité presque-

stire" de T, entraine que rt(x,y;.,f) = ?£(x,y;.,f) Pt(x,.)-ps pour tout febiz, et

rt(x,y;x',f) est encore E;@E]-mesurable. Enfin si x ou x' &gale A,, on pose

1
rt(x,y;x',.) = 0.

Si U= {0=to<t <..,<tn}, %(U) désigne la tribu engendrée par les (XS; seU) et les

1
ensembles négligeables de ¥. D'aprés les lemmes 2 et 3, modifiés de maniére éviden-

0¢)

(i) signifie que q m(y,f), considéré comme processus sur 1'espace d'états
.y

anZ, est progressivement mesurable pour la famille ((?ia?z)*)t)o
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te en remplagant F’ par ¥(U), la formule suivante définit un noyau q (y,.) de
(@xE,, (F(SE,)™) dans (E,,¥5):

U
q

o) = frg X ,y3X, (@,dy)...r X, W,y 53X W, 0.

1 1 tn-tn-l tn-l n

Si fiebf], d'aprés le lemme 3 on a:

PN g & )q%(y, 6} = Ex{nﬁlf & gl 0ty
R A 9 s g Bty qtn_] 7 (y,dy ")

X
t
n-1 = 1.

E {fn(xt X, )rt e Xy 2 . L)1}

n n-1 n n-l n n-l

N N {0,..,tn_]} ,
=BT £ (X )fqt (>dyQ _, X Ly'3ELD)

i=1 i n-1 n n-l n-1

et on montre par récurrence sur n que

n
X U -
(6) E {iz]fi(xt.)qt(y’f)} =
n
.Qt -t (Xn_] ,yn_] ;dxn:dyn) n fi(xi)f(yn) .

= th (X,y;dxl,dyl)- .
n n-l i=1

La propriété de semi-groupe entraine que (6) reste vérifiée si, sans changer les

t;» on remplace U par une partie finie V de [0,t] contenant U. Par suite, comme

qg w(y,f) est ¥(U)-mesurable en w d'aprés le lemme 1,
’
U v
(&2 1, (v,) = E{q (5,6 [F ()}

Soit U une partie dénombrable dense de [0,t] contenant O et t, et (U(n)) une

suite de parties finies de U contenant Egalement 0 et t, et croissant vers U,

U(n)

D'aprés (7), (q ‘F(U(n)))n>l est une martingale bornée par ||f|. Elle admet donc

ps une limite notee q (y,f), qu'on peut choisir‘(Ftefz)*—mesurable en (w,y) puis-

( )

que chaque q, (y,£f) 1 est. Si les f SOnt positives, le lemme de Fatou entraine

que I q (y,f ) <€q (y, T f, ) ps. D' autre part d'aprés (6) et (7), on a E {q (y,£)}
(1) 1)
= Qt(x,y;l,f) Par suite E*{ 1 q, (v,£)} = E {3, &, £} et I 3, (v,£,) =

3 (v, £ £,) ps. 1) @’ ()
t .y 1
1)
L'ensemble D des (u,y) tels que fN”q o (¥»£) soit une forme linéaire sur H, po-

31t1ve et de norme inférieure a 1, appartlent a (ftefz)* et si D est la section

de Den'y, P {Dy} =1, Si (w,y)eD, on appelle q, w(y,.) la mesure sur E2 qui pro-
’

longe cette forme linéaire; si (w,y)#D on pose q, (y,.) = 0, La o-additivité ps

de q, entraine que 9, (y,f) = q (y,f) ps pour tout feb! . Donc la suite q, (n)(y,f)

2
converge ps vers q (y,f), et la formule (6) reste vraie pour tous neN, t. eU, si on

remplace qt par qt,
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Soient V et V(n) des parties de [0,t]satisfaisant aux mémes conditions que U et
U(n). D'aprés ce qui précéde il existe une famille (q (y,.)) de mesures sur E
U \4 2
telle que 9, my (n)(y f) converge ps vers q '(y,f). (6) restant valide lorsque

les tleU et quand on remplace qg par q_ ou par qt, on en déduit que si ZebF(U),
E(Zq, (v,5)} = E{2q!(y,D)}.

Mais 9, (y,f) et q'(y,f) étant Ft-mesurables et ?’ égalant ¥(U), on a q, (y,f) =

U(n)UV(n) V(n)(y

q, (y,f) ps. Donc q, (y,£f) (et également f)) converge ps vers

qt(y,f), et (6) est valable pour tout neN, tist.

Enfin X étant normal, Po(x,.) = ex(.). On en déduit que Q0 est de la forme (5)

et on pose q_ w(y") = Qx (w)(Y;-)-
’ o

Il nous reste 3 montrer que la famille q = (qt w(y,.)) ainsi construite est un
MM engendrant Q. N-1 est vérifié par construction pour t>0, et pour t = 0 c'est
une conséquence de la mesurabilité de Qo(x,y;Ele). (6) est clairement vérifiée .

par q quand t = 0. N-3 et (4) sont des conséquences de (3) et de (6) appliquée i

n=1, t, = t, fl = 1. Enfin si febEz, t|<...<tn=t, s‘<...<sp=s, fi,giebil, on a
x, B P
BN £ ) Te X  )aq qs’6 (H¥.0}
i=1 i =1 j
x 0 X
=¥ 1 e )3, (7,dy"E { H g; (X, )a (v, D)}
i=] 1 =1 J
n
= o, Goysdxpndy) Qe o G sy, ysdx hdy ) TE(x)
1 n n-l i=1
1 l.. p
. A
Qs](xn,yn,dxl,dyl)---Qs -s (xp_l,yp_l,dx dy ) o gJ(x )f(y )
P p-l j=1
x, O P
=E {.H fi(xc.) T ey (X s. t+s(y’f)}’
i=1 i j=1 ]

d'aprés (6) et le lemme 3, ce qui prouve N-2. @

Remarques.— 1) Ce résultat reste vrai quand les hypothéses sont affaiblies ainsi:
X est normal, et pour toute suite dense U de [0,t] contenant t, F(U) = Tt (cf. (2])

2) On peut également montrer les résultats suivants: soit @ un semi-
groupe subordonné a a ®, Pour qu'il soit engendré par un NM q tel que q (y, )
soit un noyau de (QXEZ’TZGEZ) dans (E2 22) (resp de (QXE ,F Gf ) dans (E 22)),
il faut et il suffit que @ soit un semi-groupe sur (E3,El®f2) (resp sur (E3,E3)).

Dans ce dernier cas, ® est également un semi-groupe borélien.
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NM bien-mesurables.- Z &tant un processus sur 2, on sait qu'il existe un processus

bien-mesurable lz, unique 3 une P*-indistinction prés, tel que Eu(zT) = Eu(IZT)
~ 1 . . . :
pour tout temps d'arr@t T: Z s'appelle la projection bien-mesurable (relative a

" . .
P ) de Z. Plus précisément, on a:

LEMME 5.- Soit Z une fonction mesurable bornée sur ( [O,m[*QXEZ,ﬁ6C¢Ofo). I1 exis-
. 1 N e

te une fonction 'Z sur le méme espace, vérifiant: a) pour tout t, Z est mesurable

sur ([O,t]xQXEz,ﬂa(Tgﬂzzf*); b) pour tout yeE2 et toute loi PY, IZ(-,Y) est une

projection bien-mesurable de Z(.,y).

Démonstration.- Par un argument de classe monotone, il suffit de prouver le résul-

tat pour Z de la forme Z(t,w,y) = (B)W(w,y), oﬁ-WEb(fsf )*. Comme pour tout

[r s]
VGbG' E {VW(-,Y)} est ¥ -mesurable en (x,y), il existe une version W (x,¥,.) de

E {W(.,y)]f }, ¢ QF'—mesurable en (x,y,w). On pose success1vement W"(m y) =

; [r s](t)Y(t,
w,y). Il est clair que Y(t,.)eb(F QE )" et Y(.,y) est une version continue 3 droi-

te et indépendante de p, de Eu{W(.,y)|Ft}. On en déduit le résultat (cf. [3]).w

wt(x (w),y,w), Y(t,m,y) = lim Sup(W"(m,y), udt, ueQ) et Z(t,w,y)

‘PROPOSITION 5.- Pour qu'un NM q soit &quivalent 3 un NM bien-mesurable, il faut et

il suffit qu'il engendre un semi-groupe Q mesurable. (i.e.: si febi;, Qtf(x,y) est

ﬂef;;mesurable en (t,x,y)).

Démonstration.—- La nécessité de la condition est évidente (moyennant une applica-
tion des théorémes de Fubini et des classes monotones). Réciproquement supposons

Q mesurable. Fixons heH (H est 1'espace introduit dans lg démonstration du théoré-
me 1), On vérifie aisément que pour tout Y de la forme 'H fi(xt.) (ot fiebEl), donc
N Zeb(ﬁ@?@E;) tel
que Z(t,.,x,y) = Ex{qt(y,h)IF}. La variable Z(t, w,y) = Z(t,uhxo(ub,y) vérifie les

tout YebF, Ex{th(y,h)} est E;-mesurable. I1 existe alo%;]

P - 1 :
conditions du lemme 5, et on note r, (y,h) le processus Z construit dans ce lem—
X

me: il est clair que rt(y,h)zo, et rt(y,h]+h2) = tt(y’h])+rt(y’h2) pPs.

Exactement comme au théoréme 1, on construit alors une famille de mesures (rt )
,

sur E2, telle que r (y,h) =T (y,h) ps pour tout heH, et possédant les mémes pro-

priétés de mesurab111te que T: rs (y,h) est ?0(‘205 Y* -mesurable sur Lo, t]xQsz,
et r (y h) est bien-mesurable, pour tout heH, donc tout heb! . Il reste a prouver
que pour tout heH, rt(y,h) qt(y,h) ps (d'aprés la prop031t10n 3, r sera alors un

NM) . Mais cela découle de ce que, pour tout Yeb?t, on a:

E'{Yq, (v,0)} = EX{YZ(t,.,x,y,)} = E(YZ(t,.,y)} = EX(YF _(y,0)} = E¥r (y,0)}.®
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NM continus 3 droite.- Commengons par un lemme:

LEMME 6.- Soit q un NM de X engendrant Q et C; = {w; qa, w(y,f) est limité 3 droite
’

et 3 gauche le long de Q ). Si pour tous (x,y)eE et feC(EZ), Qt(x,y;l,f) converge

vers Q (y,£f) quand t40 et p* {C } =1, il existe un NM q' continu 3 droite et limi-

té 3 gauche, équivalent 3 q.

Démonstration.- Soit Ct = {(w,y); q (y,f) est limité i droite et 3 gauche le

tyw
long des rationnels de [0,t], pour tout feH}. Si t est réel on pose, la limite

étant prise au sens de la convergence &étroite:

lim q (y,.) si (w,y)elim-C
s,0 s
' (7, = syt,seQ stt
tyw 0"
0 sinon.
Par construction la famille q' = (qé (y5.)) est continue i droite et limitée i

gauche au sens des NM. On a C 60?’@! )“ et qg (y f)eb(? ®f Y pour tout feC(EZ);
donc q (y,f) est (F ®E ) -mesurable pour tout feC(E ) et q vérifie N-1. Pour
term1ner 11 suffit de montrer, comme dans la prop051t10n 3, que q, (y,f) =qp (y,f)

ps pour tout feC(E ).

Si C est la sectlon eny de C e? on a [] c. ccC ;5 donec C est plein et
t,y feH t,y t,y
q!(y,f) = lim q (y,f) ps pour feC(E,). Si Zeb¥_, on a:
t s 2 t
svt,seQ

lim E'{zq (y,5)}

E¥{zq)(y,D)}
s¥t,seQ

lin  E'{zfq (y,dy")Q_ (X _,y'31,6)}
syt,sel

Ex{zfqt(y,dy')QX,(y',f)} = E'{zq, (v, D},
: t

car d'aprés la définition de Qx et (1) appliqué a s = 0, on a thX (¥,.) = qt(y,.)

‘ps. Par conséquent qé(y,f) = qt(y,f) ps, d'ol le résultat.® t

PROPOSITION 6.- Soit q un MM de X engendrant Q.

(i)- Pour que q soit équivalent d un NM ps continu 3 droite, il faut et il suffit

que § soit mesurable et que pour tout feC(EZ) et toute suite (Tn) de temps d'arrét
décroissant vers T, QT 18f converge vers QT]Gf.
n

~ ~

(ii)- Pour que q soit &quivalent 3 un NM continu 3 droite et 1limité 3 gauche, il

faut et il suffit que @ soit mesurable et que pour tout feC(Ez) et toute suite

(Tn) de temps d'arrét décroissant (resp croissant) vers T, QT 18f converge vers

QTlef (resp vers une limite). n
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Démonstration.- Les conditions sont trivialement nécessaires. Pour les réciproques,
on peut supposer que q est bien-mesurable (proposition 5). D'apr&s MERTENS [ 9],

la condition (i) (resp (ii)) est (nécessaire) et suffisante pour que q soit ps
continu a droite (resp ps continu 3 droite et limité i gauche). Dans le cas (ii),

cela entraine clairement que Px{Cf} = 1 pour tous xeE, , ch(Ez); d'autre part

1
sous la condition (ii) il est clair que Qtlaf converge vers Qolof si t+0, et il

suffit alors d'appliquer le lemme 6 pour achever la démonstration. ®

Voici enfin un critére de régularité, sans doute plus commode que le précédent:

PROPOSITION 7.- Soit q un NM de X engendrant Q et (Vx) la résolvante de @. Si pour

tout feC(Ez), AVA(x,y;],f) converge uniformément (en (x,y)) vers Qx(y,f) quand

Aty il existe un NM continu & droite, limité a gauche, équivalent 3 q.

Démonstration.- Soient ch(Ez), yeEz, et Mi = e—xtfqt(y,dy')vx(xt,y';l,f); d'aprés

le lemme 3, il vient:

X
XA _ At ' t, —As ' A "
ENM, I} = e fq (y,dy DE Tle T fq (v, dy ™V (X Ly 1,D) )

-t =\ A
e "t fa (v dy e PV (X Ly 1, 6) -

=\t A A
< e .{qt(y,dY')V (thy';]yf) = Mt’

car Vxl®f est A\-excessive pour Q. Pour chaque Px, (Mi)t;o est une surmartingale
bornée, donc Mi est ps limité a droite et 3 gauche le long des rationnels. D'au-
tre part si At AMtext converge uniformément vers fqt(y,dy')oxt(y',f) par hypo-
thése, et cette derniére expression égale ps qt(y,f). Donc sur un ensemble plein,
AMteAt converge vers qt(y,f) pour tout t rationnel, et cette convergence est uni-
forme en w. Donc qt(y,f) est ps limité 3 droite et A gauche le long des rationnels
et Px{Ci} = 1 pour tous feC(Ez), (x,y)eEB. Enfin les hypothéses faites entrainent
clairement que Qt(x,y;l,f) converge vers Qx(y,f) quand t+0, et il suffit d'appli-

quer le lemme 6.8

Remarques. 1) Si E, est fini, la condition de la proposition 7 équivaut simplement

2
3 la continuité i droite en 0 de Qt(x,y;EZX{y'}) pour tous X,y,y'.

¥
2) Si de plus & est un semi-groupe sur (E3,!]@€2) (resp (E3,E3)), dans
les deux propositions précédentes on peut choisir un NM q vérifiant en outre:
t , ‘et
qt’ ¢t9 2) dans (Ez,iz) (resp de (QXEZ,fga 2)
dans (EZ,EZ))-

w(y,.) est une transition de (QXEZ,
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III- PROCESSUS SUBORDONNES CANONIQUES

Soit (X,Y) un processus 3 valeurs dans E3, dont le semi-groupe vérifie (3). Il
est intuitif que, conditionnellement au fait que la trajectoire de (Xt) est con-
nue, le processus (Yt) est un processus de Markov non homogéne. Cette assertioh
sera précisée et développée dans [7]. Nous nous posons ici un probléme un peu
différent: &tant donné& le processus X muni d'un NM q engendrant @, est-il possible
de construire un processus (X,Y) de semi-groupe @, dont la premi&re composante
soit précisément X, et tel qu'il existe un systéme de probabilités conditionnelles
réguliéres (par rapport a la tribu engendrée par les (X ) ) faisant de la seéon—

t’' tso
de composante un processus de Markov non homogéne au sens de Dynkin.

Précisons d'abord ce que nous entendons par l3. On considére un espace Q' muni
de:

N fami ' . .
(i)- une famille (et)t>o de translations

can_ . ' . . ' PP _ .6
(ii)- une famille d'applications (Yt)t>o de Q' dans E2, vérifiant Yt+s Yt BS?
AZ étant un point absorbant pour chaque trajectoire. z' désigne le temps de mort

(temps d'entrée dans {Az}), et ¢, = o(Y; sst), 4= ur

(iii)- une famille (Pz w; yeEz, s>0, weQ) de probabilités sur (2',4).

DEFINITION.- On dit que 1'espace Q' muni de (i)-(iii) vérifie les hypothéses cano-

niques relatives 3 X si les axiomes suivants sont satisfaits:

H-1. Pour presque tout w, Yw = (Q',Q,%t,eé,Yt,P{ w) est un processus de Markov
a—— . s

non homogéne (nous utilisons les notations de MAYER (sh.
y »*
- € A T ® - .
H-2. Pour tous s,t30, A ?t' Ps,w{ } est ( st fz) esurable en (w,y)

H-3. Pour tous s30, Aeg, et tout w n'appartenant pas 3 un ensemble négligeable

(dépendant de s et de A), on a:
y - pY
® Ps,w{A} Po,es(w){A} VLyEEZ'

H-4. Pour tout yeE2, on a ps en w:

y [ =
9 Po,w{c =z(w} =1.

Lorsque ces axiomes sont vérifiés, on construit le processus X de la maniére
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suivante: ¢ = ax', § =Tef, ft = 'Fteﬁrt et
"y = Vet
9 (wsw') = (8 (w),0/ ("),

(X, (@),Y (") sit<z@Ag' @
X (w,0') =

A3 sinon,

POV (du,do") = PR P (")
O,w

PROPOSITION 8.- Lorsque Q' vérifie les hypoth&ses canoniques relatives 3 X, le

processus X = (g,z,gt,gt,gt,gx’y) défini ci-dessus est un processus de Markov

dont le semi-groupe de transition est subordonné i ?.

Ce résultat justifie la définition suivante:

DEFINITION.- Le processus X est appelé processus canonique subordonné a X.

N

Nous nous servirons du lemme suivant, dont nous omettons la démonstration (fa-
cile par un argument de classe monotone).

LEMME 7.- §i Z éth, ZzebF et si f est universellement mesurable et bornée sur

1

Rz, on a:
X

)
X _ t
E {f(zl,zzaet)lft} =[p

@£z, ()12, W), P*-ps.

Démonstration de la proposition.- D'aprés H-2 et le lemme 2,‘gx’y(dw) est une pro-

babilité de transition de (Ea,t;) dans (g;f). Idus les autres axiomes des processus
de Markov se vérifient aisément pour X, sauf la propriété de Markov elle-méme. Pour

prouver cette derniére, il suffit de montrer que si s,t;O,-Z eb?t, Zgzbgt, fzbil

1
et geb!z, on a:

X ,Y
X,y = XY t’t
Erz 28X, J8(Y, )} = EVHZ 2. (£ ) (¥ )}

En utilisant successivement la définition de p*°Y

~

, puis H-1, puis H-3, puis

H-2, les lemmes 3 et 7 et la propriété de Markov pour X, et enfin 3 nouveau la

définition de P**Y

~

, on obtient:

EVViz 26X, J8(Y, )

t+s t+s

= [Pz, WK, W)DB] (@02, W)
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(10) - fo(dw)z](w)f(Xt+s(w))PZ’w(dw')Zz(w')P:f:w )(dw{)g(Ys(w{))
. x y Yt(w')
(i = Jp (dw)Zl(w)f(Xt+s(w))Po,w(dw')Zz(w')Po’et(m)(dw{)g(YS(w;))
X (w) Y (w")

t

[P @)z (@FY (dw")Z,(w")P (dm])f(xs(wl))Po'jwl (do])g(¥_(w!))

X,y Xt’Yt
=E {zlzzg {f(Xs)g(YS)}}.

Donc X est markovien. Soit G son semi-groupe. D'aprés la premiére phrase de la

démonstration, c'est un semi-groupe sur (E3,i;). D'aprés H-4,

Q, (6,y3AxE)) = [P¥(dw) 1, (X, ()B)  {5'>t)

[P o)1, (X ()1 = P (x,4);

t<z (w)

ce qui achéve la démonstration. @

PROPOSITION 9.- §i_§ est un processus canonique subordonné 3 X, de semi-groupe Q,

la formule suivante définit un NM de X engendrant &:

(12) q

_pY
t’w(y,A) Po,w{YteA}.

Si (X,Y) est, plus généralement, un processus de Markov de semi-groupe §, dont
la premiére composante est X, et si q est un N\M de X engendrant @, on montre que
qt(y,A) est une version de Ex’y{Y€EA|F}, ol T est la tribu engendrée par les
(Xt, t30). C'est la formule fondamentale sur laquelle est basée 1'étude des pro-

duite semi-directs de processus de Markov.

Démonstration.— N-1 et N-2 découlent respectivement de H-2 et de B-4. D'aprés

H-1 et H-3 on a:

Y
y t
P N
qt+s,w(y,A) Eo,w{ o,et(w){YseA}}

o

O,w{qs,et(w)(Yt’A)} T 9,0t

t,w s,et(m)(y’A)

pour presque tout w. Enfin q vérifie clairement (4).®

Exemple: processus canonique associé & une FM.- On considére une FM continue 3

droite M = (Mt)tzo

rappelle que E2 = {0,1}). Soit Q' = [0, muni de eé(w') = '+t et Yt(w') =1

de X, q le NM associé, et & le semi-groupe engendré par q (on

t<z'’
Les formules
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1 1 = o '
PoplePtl =M @I ) Py ple>th =0

définissent des probabilités sur (Q',¢). I1 est facile de vérifier que les termes
que nous venons de définir satisfont aux hypothé&ses canoniques relatives i X, et

que le processus canonique correspondant X admet Q pour semi-groupe.

. - -~ . ~ . 2
Par ailleurs X est relié de maniére simple au sous-processus canonique X =
A A A AX ~ .
(Q’et’xt’P ) associé a M par les formules suivantes (cf. [2], p.105; rappelons

~
que Q = 9):

A sinon,

A
Inversement on pourrait évidemment construire 5 3 partir de X.

IV- CONSTRUCTION D'UN PROCESSUS CANONIQUE SUBORDONNE

Dans ce paragraphe nous examinons 3 quelles conditions il est possible, étant
donné un NM q de X, de construire un processus canonique subordonné 3 X, dont le
semi-groupe soit engendré par q. Cette construction n'est pas toujours possible,
puisque déja dans le cas simple des fonctionnelles multiplicatives, nous devons
faire certaines hypoth&ses pour pouvoir construire le sous-processus canonique

(par exemple: la FM est continue i droite, ou parfaite).

DEFINITION.- Un processus canonique subordonné d X est dit parfait si H-3 et H-4

sont renforcés ainsi:

H-3'., Il existe une partie Q, de Q, de probabilité unité, telle qu'on ait (8) pour

3

tous s,t30, ASQE’ wEQ3.

H-4'. Il existe une partie Q4 de Q, de probabilité unité, telle qu'on ait (9) pour

tous yeEz, weﬂa.

THEOREME 2.- Soit @ un semi-groupe subordonné a %. Pour qu'il existe un processus

canonique subordonné 3 X, parfait, de transition @, il faut et il suffit que G

soit engendré par un NM parfait.
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Démonstration.- Soit 5 un processus canonique parfait, subordonné i X, de tran-
sition §, et q le NM défini par (12). Soient Q] 1'ensemble des w pour lesquels Y,

est markovien, et Qo = nlr\ﬂ3r194, ol Q, et 9, sont définis dans H-3' et H-4'.

3 4
On a Px{ﬂo} = 1 par hypothése, et on vérifie immédiatement que N-2' et N-3' sont

satisfaits avec Q, = Q

2 3 = Qo.’Donc q est un NM parfait.

Réciproquement soit q un NM parfait de X engendrant (; 2, et Q, sont les ensem~

2 3
bles définis dans N-2' et N-3'. Si e = 92(193 on pose:
q si weQ
s ) t,es(w) o
ps+t,m
I sinon.
N-1 et N-2' montrent que pour tout w, la famille (pS ) est un semi-

s+t,w’ s,t30

groupe ''mon-homogéne" de transitions sous-markoviennes sur (Ez,tz) (c'est-a-dire
érifiant pr - Pr pr+s

veri r+s+t r+s r+s+t

EZ admettant un temps de mort, muni des translations naturelles e; et des applica-

). Soit Q' 1'ensemble des fonctions de [0,~[ dans

tions coordonnées Yt' On sait qu'on peut construire une famille (PZ o yeEz,s;O)
’
de probabilités sur (R',§) faisant de Ym = (Q',g,@t,eé,Yt,PZ w) un processus de
’

< . s
Markov non homogéne de semi-groupe (p ).
s+t,w

n
Si t]<...<tn, BiEEZ, A= Ql{YtieBi}, on a pour weﬂo:

n=as

@ Tn=1"¥n)

IB‘(Yi).

y =
Ps,w{A} fqt N (w)(y’dyl)"'qt -t
17 7s n 1 71

=195+t
n-1

Comme  est de probabilité unité, N-1 et les lemmes 2 et 3 entrainent que 1'ex-
o
. P * PR .
pression précédente est CFt+§®f2) -mesurable en (w,y): ceci étant vrai pour les
ensembles A de la forme ci-dessus, est également vrai pour tout A€§t (classe mono-

tone), et on a H-2. De méme tout A de la forme ci-dessus, donc tout Aegt, vérifie

(8) sur Q ; par suite on a H-3' avec Q, = Q . De méme sur Q ,
) 3 o o
P {g'>t} =q  (y,E) =1
0,Ww tyw 772 <z (w)
d'aprés N-3', et on a H-4' avec Q4 = Qo. Enfin le processus X admet pour transi-~

tion:

X,y _ X y = X .
P {XteA, YteB} =E {lA(Xt)PO"{YteB}} = E {IA(Xt)qt(y,B)},

comme q vérifie (4), cela achéve la démonstration. ®
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DEFINITION.- Un NM q est dit complétement continu d droite si:

(i)- q est_un NM continu 3 droite.
Al

(ii)> Pour tous weQ, feC(E,), t>0, alors q_ (.,f)eC(E,)).
— 2 L —— Tty - 2

(iii)-Pour toute partie dénombrable dense R de R il existe une partie QR de q, de

probabilité unité, vérifiant:

cc. Si'weQR, si s*s° le long de R, si t*to et si feC(Ez), qt,e (w)f converge loca-
lement uniformément vers une limite, égale 3 q fsi ° seR.
t,»0, () o)
o

Remarques.- 1) Dans CC il suffit bien entendu que la convergence ait lieu pour une

suite dense de C(EZ)'

2) CC entraine en particulier que 9 o (w)(y,.) conQerge étroitement
i
s

vers une mesure si t#to, s&so le long de R.

3) Si dans CC nous imposons que la limite soit q, ( )f dans tous
w

0
’
les cas, alors le NM est parfait. ° 5

LEMME 8.- Soit Mo une suite de mesures bornées sur EZ’ convergeant étroitement

versp et fn une suite uniformément bornée de fonctions continues convergeant lo-

calement uniformément vers f. Alors un(fn) converge vers u(f).

Démonstration.- Soit A la borne des fn et B celle des p . Pour tout €>0 il existe
ZJemonstrarion n

c . . .
un compact K de E, tel que IunI(K )<e pour tout n. Il existe une fonction continue

2 “
g comprise entre 0 et 1, 3 support compact, égale a | sur K. Il existe un entier
N tel que si n>N, Hg(fn-f)|<€ et |(u-un)(fg)|<€. I1 vient:
g E =) | < Ju (£ (=) | + [u(E=g)) | + [u (£ ~D)] + [(u -w) (fp)]

< Ae + Ae + Be + ¢

dés que n3N, d'ol le résultat. m

THEOREME 3.- Soit q un NM complétement continu 3 droite de X. Il existe un proces-—

sus canonique subordonné 3 X, dont le semi-groupe est engendré par q.

Démonstration.- Comme q est continu a droite et transforme les fonctions continues
limitées & 1'infini en fonctions du méme type, il est clair que 1'ensemble excep-

tionnel de N-2 ne dépend que de t. Soit alors QO une partie de Q, de probabilité
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unité, vérifiant CC pour R = Q+, et (1) pour s30, teq_, Ae¢_, yeE_., D'aprés CC,

2 2

on peut poser, au sens de la limite étroite:

lim q (y,.) si wef
s £,0_(w) 7’ o
o - s¥s ,seQ,tit ’"s
(13) Po 4r ’w(y,.) ) o
o o .
0 ) sinon.

Cette formule définit une famille de transitions sur E2. Si r,s,t sont des réels,

soient (rn), (sn),(tn) trois suites de rationnels décroissant respectivement vers

r,s et t. Si geC(EZ), yeEz, wer, posons

un(-) = qs .0 (m)(y")
n rn

£ =q g
n €90 4p (w)
n n

D'aprés (13), u converge étroitement vers p(.) = pr (y,y), et d'aprés CC, fn

r+s,w
converge localement uniformément vers f = p::§+t W8 Le lemme 8 entraine alors
2
que lim u (f ) = u(f). D'autre part on a:
n n e
(n) '
f = =
un( n) 9s ,0_ (%t ,0 (m)(y,g) 95 +t_,0 (w)(y,g)
nr n r_+s n n r

n n n- n

d'aprés la définition de Qo. On déduit alors de (13) que °*

p., (758 = Pl Prrcse (7:8)
rtstt,p 008 r+s,aPres+t, 'V 28"
Donc la famille (pS ) est pour tout wefl un semi-groupe sous-markovien

st+t,w s,tzo0

non-homogéne, sur E, . Pour tout w on construit un processus Yw admettant ce semi-

2
groupe pour transition, exactement comme pour le théoréme 2. Si t

A={){Y_ €B.}, on a:
. t. 1
i=1 i

pSeee<ts BiEEZ’

s+t +..+t n

y - s 1 n-1
(14) LRCY fps+t,w(y,dy])...ps+t]+”+tn,w(yn_],dyn)iEIlBi

(yi).

% . s *
; - 3 droi v of)"-
La famille ((FtQZZ) )tzo est continue A droite, donc ps+t,w(y’B) est ( A 2)
mesurable si BGEZ. D'aprés (14) et le lemme 3, il en est de méme de PZ w{A} pour
£
tout A de la forme ci-dessus, donc tout Aegi, d'oll H-2. Démontrons maintenant H-3:
soient s>0, et R 1l'ensemble des réels de la forme s+t, oli t est rationnel. Si un¥0

. -1
le long des rationnels, £ Vt, s = stu , feC(EZ), meQR(]es (Qo), on a:

Poye oD = lima o o(,0)
’ (n) n’ sy
= lim q (v,£) = p° (y,6).
@ tn,eun.es(m) t,es(w)
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Mais QRrWS;I(QO) est de probabilité unité, donc P:+t,.(y’f) = p:’e (_)(y,f) ps.

D'aprés la condition (ii) de la définition des NM complé&tement continus 2 droite,

s+t,.

on en déduit qu'on a ps ps (y,.) = pz 6 ( )(y,.) pour tout yeEz. L'expression
s .
(14) &gale alors PZ o (w)LA} pour tout y, S et on en déduit H-3.
’
s

L'application de CC 2 5, = 0 montre que

y ' _ .0
Po’w{; >t} =p PS,

t,m(y’EZ) =4q (Y,Ez) =1

t<z(w)

N . o . . P
d'od H-4., Enfin P, = dps donc le semi-groupe du processus canonique construit 3

thw

partir des Yw est précisément le semi-groupe engendré par q. ®

Exemple.— Soit M une FM continue 3 droite de X, telle que Mt>0 sur {t<z}, et q le

NM associé. Il est clair que q vérifie les conditioms (i) et (ii). Si R est une

partie dénombrable de [0,~[, 1'ensemble QR des w vérifiant Mt+s(m) =M (m)M‘?e (w)
s s

pour tous seR, t30, est de probabilité unité. Si ywen_  on a:

R
(w)
lim ) = lim ;“—?E)_ L erscr (o)
sys»s€R,tyt - s w trs<zlv

q (1,1
s¢5 sSeR,tyt t’es(m)
o o

M
( t +s
o

(WM ()1
o s

+ 4 -
o ty S°<;(m) )

qui coincide bien avec q, 6. ( )(1,1) quand soeR; on en déduit facilement que 2
’ w

vérifie CC, et par suite o q est complétement continu & droite.

V- REGULARITE DES TRAJECTOIRES DU PROCESSUS CANONIQUE SUBORDONNE

Les résultats obtenus dans ce paragraphe sont assez disparates et, malheureuse-
ment, trés partiels, puisqu'ils ne concernent principalement que le cas ol E2 est

dénombrable.

PROPOSITION 10.- Supposons E,_ -dénombrable. Soit q un NM de X complétement continu

2
3 droite, engendrant G. S'il existe une réalisation de @ dont la seconde composan-

~

te est continue 3 droite et limitée & gauche, il existe un processus canonique su-

=

bordonné 3 X, de semi-groupe }, tel que chaque Y soit 3 trajectoires continues &
w

droite et limitées 3 gauche.

Démonstration.- On peut appliquer 3 X et 3 q le théoréme 3, dont nous reprenons
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. s
les notations: p .
s+t ,w

o = @,7 ’”t ~t,(X 4 ) 3 *sYy, si Q' = {w'; Y (u') est
limité 3 droite et limité 3

3 gauche le long des ratlonnels}, Qxﬂé est mesurable et
sa probabilité ne dépend que de la "loi temporelle" de (Yt)' Par hypothése on a

X,y " o= s oY = . pY " = y
donc P {QXQO} 1 pour tout (x,y)eE3. Si QO {m? Po,w{Qo} 1} et Q (\ Q

on a PX{QO} = 1. Posons: (y)
lim Y (u") si w'GQ;
Y;(w') _ ] svt,seQ
A2 sinon.

Soient r,s,t>0, Ae§t+. On considére deux suites de rationnels (rn) et (tn) dé-

croissant respectivement vers r et t. En utilisant la continuité 3 droite de

s P . . . .
ps+t,w en s et t (cf. théoréme 3) et le fait que Aegtn, il vient pour weﬂo.
y : y
E {I ( ) = 1lim E7 - {1 1, ,. (Y )}
A {y"} m S A {y"} L
y s+t
= 1 '
lim Es,w{]Aps+t or ,m(Yt »{y'H}
(n) n n n
= Ey { p° (Y' {y'H}l,
A s+t+ ’
car E2 étant dénombrable, on a Yt = Y; sur Qé pour n assez grand. On vient donc
de montrer que pour tout meno, n Y; = (Q"9’9t+’e;’Yé’PZ,w) est markovien (non

homogéne), de méme semi-groupe que Ym; par suite les processus Y; vérifient H-2,

H-3 et H-4, et le processus canonique construit 3 partir des Y; admet § pour semi-

groupe. Enfin par construction, les trajectoires de Y; ont les propriétés désirées.
[ ]

Remarque.- La démonstration précédente n'est pas valable quand E, n'est pas dénom-

2
brable, car Qo n'est plus de probabilité unité. De méme elle n'est pas valable si
q est seulement parfait, car p:+t ne posséde plus les propriétés de régularité

nécessaires.

On sait qu'un processus de Markov non homogéne & valeurs dans un espace dénom-

. . . - . . s .
brable, d trajectoires continues 3 droite et dont le semi-groupe ps+t est continu

3 droite en s et t, est fortement markovien. Donc:

COROLLAIRE.- Sous les hypothéses précédentes, chaque Ym est fortement markovien.

Il est alors naturel de se demander si le processus canonique X est fortement
markovien, du moins lorsque X 1l'est. A cet effet, reprenons la démonstration de

la proposition 8, en remplagant t par un Qgt)—temps d'arrét T. Comme T(w,.) et
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T(.,w') sont respectivement des (%t) et (Tt3-temps d'arrét, cette démonstration
reste valide, 3 1'exception peut-&tre du passage de (10) i (11), qui repose sur
1'égalité suivante: ’

)

Y (w")
oz T(w,w")
{g(YS)} = E

YT(w,m')(w' X,y
. 0:eT( ' (m){g(Ys)} 277-ps en (uw,u").
wyw")

T(w,w') y,w

Cette &galité est fausse en général, comme le montre la proposition 12 ci-dessous.

Elle est vraie si H-3' est vraie, donc:

PROPOSITION 11.- Soit X un processus canonique parfait subordonné 3 X. Si X et

chaque Ym sont fortement markoviens, X est fortement markovien (E2 n'est pas sup-

posé dénombrable).

PROPOSITION 12.- Supposons E2 dénombrable. Soit X un processus fortement markovien.

Soit X un processus canonique subordonné a X, normal, continu a droite, de semi-

groupe G, et q le NM défini par (12). Il y a &quivalence entre:

(i)~ 5 est fortement markovigg.

(ii)- q est un NM fort.

(iii)- Pour tous (x,y)€E Ae?z, fst], tout (Ft)-temps d'arrét T, on a:

3’

X
E{£(X M) = B fap(r,dy"E T{E(X)a, (7" 1)

Toe) Irae

(iv)- Si f est une fonction bornée sur E., continue pour la topologie fine indui-

te par X, Qt(x,y;f,(y'}) est finement continue en x pour tous t30, y,y'eE

.

2

Démonstration.- Remarquons d'abord que, d'aprés (12), q est continu & droite.

Nous allons montrer que (i)=>(ii)=>(iii)=(iv)=(i).

(1) =>(ii): Supposons X fortement markovien, et soit T un (?E)-temps d'arrét. Si
M} = o(XT+s; s30) on sait que FTVJYT = % ({21, p.122). D'aprés la continuité i
droite, N-1 est vérifié si on remplace t par T, et pour prouver N-2 il suffit de

montrer que si ZlebT&J Zzeb7, on a:

-X X ' 1
, . = A)}.
B2 250090, (Y»A)} = E (Z,2g0,[a,(v,dy )qt,eT(y »A) }

En utilisant (12), (i), (12) et la propriété de Markov forte, on obtient:

X X,y
E {lefeTqT+t(y’A)} E {leieT]A(YT+t)}
X ,Y
_ XY T’'T
E 7 {z|E {ZZIA(Yt)}}

~
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X
X T
= B4z, fay(y,dy")E 2,9, (v',0)})
= 2,246 fa, (y,dy")q, . (y',A)}
19277/ 9p t,6,7
(ii)=>(iii): I1 suffit d'appliquer la propriété forte de Markov i X.

(iii)==>(iv): Soit f une fonction bornée spr E , finement continue pour X. Pour

1? :
prouver (iv) il suffit (DYNKIN, [4], p.120) de vérifier que pour une certaine
suite (Tn) de temps d'arrét décroissant ps vers 0, on a (en posant g(x,y) =

Qt(x,y;f,{y'}))z

lim E {g(X VY = g(x,y)
(n) Tn

(cette suite dépend de x,y,y',f et t). Posons:

a

N [E*{ = qT G Iy"DeEy »y" = gy sy}

y eE2 n n

[E*{ = ap (7. {y"DeX; »y" - (l-qT ¥ lyD e, ») H
y"#y Tn Ta Th

< 24£VEX{1 - a 0.{yH}.
n

La continuité a droite de q entraine que q, (y,{y}) converge ps vers QX (y,{yD,

qui &gale 1 3 cause de la normalité de X. ™ Donc lim a = 0. Mais °
(n)
lim B*{ 3 U (7, {y"Hg @, »y"M} = lim E{ I (y {y"})E MEE e (v, (y' D)
" ", t t
(n) y"¢E Tn (n) y éE
2 2
s X
= t;? E {f(XTn+t) r o+ Oy D}

Ex{f(xt)qt(y,{y'})} = g(x,5),

en utilisant (iii) et la continuité 3 droite de f(Xs) et de qs(y,{y'}) en s. Com-
me an+0, 1'expression précédente est aussi la limite de Ex{g(xT ,¥)}, d'ol le ré-
sultat. n

(iv)=>(1): 5 étant continu 3 droite, il suffit pour que ce processus soit for-
tement markovien que pour tous feC(E]), yeEz, Qt(Xs,Ys;f,{y}) soit ps continu a
droite en s. Mais E, étant discret, il suffit pour cela que Qt(XS,y';f,{y}) le

‘soit pour tout y', ce qui est entrainé par (iv). ®

Lorsque E2 est fini, les hypothéses de la proposition 12 entrainent celles de

la proposition 4, et tout NM parfait est fort (pour E, fini). Donc:

2
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COROLLAIRE.- Supposons E, fini. Sous les hypothéses de la proposition 12, les

2
quatre assertions (i)-(iv) sont vérifiées.

Remarques .- 1) Si E2 n'est pas dénombrable, on a seulement (i)=>(ii)=>(iii).
Plus généralement on a ces implications lorsque X est un processus continu & droi-
te, de transition @, dont la premiére composante est fortement markovienne (q é-

tant le NM dont il a été question aprés la proposition 9).

. 2) Le point crucial de la démonstration précédente consiste 3 montrer

que-a  converge vers 0. Si X n'est pas normal, on a d'aprés (5):

= X " -
a = [E™{ = (ap (v,9"H - Q

y"eE2 n XT

On peut donc remplacer '% normal" par d'autres hypothéses. Par exemple: E2 est

7" MeE; sy
n

n

fini et Qx(y,{y'}) est une fonction finement continue en x.

VI-FONCTIONNELLES ADDITIVES ASSOCIEES A UN NOYAU MULTIPLICATIF

Tout au long du paragraphe, X est muni d'un NM q engendrant Q.

DEFINITION.- On appelle fonctionnelle additive (FA) de (X,q) une famille (AZ; t30,

yeEz) d'applications de Q dans [0,x], vérifiant:

' *
A-1. Pour tout t3O0, AZ(w) est (ngfz) -mesurable en (w,y).

A-2. Pour tout yeE AZ(w) =0, et AZ(m) est croissante (en t), continue & droite,

2’
constante pour t>Z(w).

A-3. Pour tous s,t>0, yeE2 et tout w n'appartenant pas 3 un ensemble négligeable

(dépendant de s,t et y), on a:
y _ Ay NN A
(15) At+s(m) At(w) + fqt’w(y,dy )AS .et(m).

Les lemmes 2 et 3 montrent que la formule (15) a un sens. Etant donnée la conti-

nuité i droite, l'ensemble négligeable de A-3 peut &tre pris indépendant de s.

Exemples.— 1) Soit M une FM de X et (At) une FA de (X,M) au sens ordinaire. q est
le NM sur E2 = {0,1} associé i M. A (Ar) on fait correspondre la FA de (X,q) dé-
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finie par:

2) Soit (At) une FA de X au sens ordinaire et fest. La formule sui-

vante définit une FA de (X,q):

t
= fo dA_fq (y,dy" ) EX_,y").

Remarque.~ Supposons que X soit la premiére composante d'un processus X de semi-
groupe @, et soit (A ) une FA de X. On vérifie aisément que les projections de

At sur la tribu engendree par les (X 3 t20) est une FA (Ay) de (X,q) au sens pré-
cédent; dans ce cas, toutes les propriétés de (Ay) se dedulsent de celles de (A )
Malheureusement nous ne savons pas montrer que toute FA de (X,q) est la projec-

tion d'une FA de X.

Donnons maintenant quelques définitions:

-Deux FA (Az)'et (By) de (X,q) sont équivalentes si pour tous t20, (x,y)eE3, on

X,V 4 oY 1o y
aP {At # Bt }= 0; cela signifie que pour tout y, les processus (At)t>o et (Bt)t>

sont indistinguables.

~Une FA (AZ) est prévisible si chaque processus (Ay) 50 est prévisible, Si X es
N y
standard et si A; AE’ cela revient & dire que les processus (At)t>o et (Xt)t>o

n'ont ps aucune discontinuité commune.
n : A y PR .
Le potentiel UA de la FA (At) est défini par:
A . S PN y
Up(x,y3B) = E-(fe "1 (X )dA(}.

A P * 3
D'aprés A-1 et le lemme 2, UA est un noyau positif de (E3,E3) dans (EI’E])' On
écrit uz au lieu de U:l. D'autre part si T est un temps d'arrét, on définit les

by * A £ .
noyaux P] sur (El,fl) et QT sur (E3,23) par:

T
A _ X, =AT
PT(X,A) = E{e lA(XT)},
Q;(x,y;AxB) = Ex{e—ATlA(XT)qT(y,B)};

enfin (UA)A>° et (V)‘))\>° désignent les résolvantes respectives de P et @,

PROPOSITION 13.- Soit (Ay) une FA de (X,q) telle que Ay<co ps si t<eo pour tout

Si U f et U f sont f1n1es, on a:

D

o]

t

y.
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' Ae UM = (L= )VAIEE = (o) yHpA
(16) UAf UAf (u=N)V UAf (u-\)V UAf.

Démonstration.— Clest un calcul classique:

Au . X, —AS -ut ' J
VU, G,y3E) = E(fe Cdsfq_(y,dy") fe f(Xt+S)dAZ 28}

Ex{fe-xsdsfe—utf(x $d }

(t) t+s

A ’ A
E{fe e (x )dAyf SOy < A - ) Gy,

.. . \_y_ y' y
en utilisant le fait que d'aprés A-3, dAt+s = j'qt(y,dy')dAs ,et ps sur {At<m}, les

différentielles &tant prises par rapport a s. B

Voici maintenant quelques ré&sultats d'unicité:

PROPOSITION 14,- Soient A et B deux FA de (X,q) telles que pour un A0, U: = Ug

et u2<m. Alors ces deux FA sont &quivalentes.

At A

Démonstration.- Comme Ex{AZ} < e uA(x,y) est fini, on a Acw ps. On peut donc ap-

pliquer (16), ce qui prouve que pour tout uzX on a U: = U;. Mais

- X -
Kng(x,y) Ex{fe utdAz E t{fe usg(xs)ds}}

Ex{fe_utg(xt)AZdt} = fenutdt Ex{g(xt)AZ};

et une expression analogue pour U;ng. Supposons que geC(E ). Nous a&ons vu plus
haut que les fonctions E {g(X )Ay} et EX {g(X )B } sont bornees par "gne u (x,y),
elles ont méme transformée de Laplace pour uz\, et on peut appliquer le theoreme
de Lebesgue pour prouver qu'elles sont continues & droite. On en déduit que pour
tous t20, (x,y)eE3, on a Ex{g(Xt)AZ} = Ex{g(Xt)BZ} pour tout geC(El), donc tout

gsbil. Autrement dit on vient de montrer 1'égalité suivante (ol t Seeesto, gicbtl)

1
pour n = 1: n
EX{ 1 g.(x_)A) } = EN( n g; (X, OB ).
. i,
i=] 1 n i=1 1 n

On montre cette relation par récurrence sur n, en utilisant

n-1
x y X y
m g, (X DAL } = BN T g (x DAL P (X g}
i=1* t %y i=1 1 % fhp tn tn—l tam1 P
n-1 xtn_] yv
+ BN 1 g; (X, )fq (y,dy")E {8, (X, -t AL o b

i=1 n 1 n -1 n n-l

et on en conclut 3 1'équivalence des deux FA, &
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THEOREME 4.- Si A et B sont deux FA prev151b1es telles que pour un A30, uz =

elles sont equlvalentes.

t

< . . =\s
Démonstration.— Fixons y, et posons Ct = f e A

t
y =As .y
= . 0 :
. dA, D, fo e ""dB. On a

X _ X, "At, “As,,y T+
E{C_ ctIFt} E{e " fe dAsa6t| L)

X
At t -As ' -\t A
fqt(y,dy')E {fe dAZ }=e fqt(y.dy')uA(Xt,y')

et une expression analogue pour D. Les processus croissants C et D engendrent le
~ . . PR I . pX o
méme potentiel, et ils sont prévisibles et intégrables pour toute loi P”, donc ils

sont Px—indistinguables [ 3] pour tout x. Par suite les FA A et B sont &quivalentes.
: [ ]

Nous arrivons au résultat essentiel de ce paragraphe: caractériser les fonctions
(n)

qui sont le A-potentiel d'une FA de {X,q). Si T est un temps d'arrét, on note T

le temps d'arrét défini par ™ = k/2" si Te[(h-1)/2",h/2"[.

DEFINITION.- Un A+potentiel pour (X,Q) est une fonction finie u sur E3, 2,Q)-

excessive (donc E*-mesurable), telle que pour toute suite (T ) de temps d'arrét

croissant vers +o, on ait: lim + lim 4 Q ( )u = 0.

(n) (p)

THEOREME 5.- (i) Si A est une FA de (X,q) telle que u2<m, alors uz est un A-poten-
tiel pour (X,Q).

(ii) Si f est un A-potentiel pour (X,8), c'est le A-potentiel d'une FA prévisi-
ble de (X,q).

Démonstration.= Dans son principe, le schéma de démonstration est celui de MEYER
pour les FA ordihaires, tel qu'il a &té amélioré par BENVENISTE et JACOD [11].

1) Soit A une FA telle que u2<w. On a:

X '
Qtuﬁ(x,y) EX{e” tfqt(y,dy')E t{fe xsdAz 1}

- - ' —At po -
= E¥{e Atfqt(y,dy')e ASdA’s’ e6,} = EXfe Mt dAZe 1,
R t

62}

d'oil 1'on déduit facilement que uA est (A,Q)-excessive, D'autre part Tn

A

qu'une infinité dénombrable de valeurs, donc on a également (méme démonstration):
-ATEP) ©

Q (p)u (x,y) ="E®e f (p) dA

n

ne prend

y Xé}

.
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I1 en découle immédiatement que uz est un (A,Q)-potentiel.

2) Réciproquement soit f un )-potentiel; si on pose MZ = e_ltfqt(y,dy')f(xt,Y'),
MZ(m) est (?tefz)*-mesurable en (w,y) (lemme 3), et on a:

B0, |7} = e 2 q, (7,dy"E (e Asqu<y'.dy“)f(XS,y")}

_ At 1AM . y
e "fa, (y,dy QX L,y s E) € M.

Yy
t’ t3o
continue 3 droite en t, on en obtient une version continue 3 droite en posant

Donc pour toute loi Px, M est une surmartingale; comme Ex{MZ} = Qtf(x,y) est
27 = 1im sup’; syt, seQ). Comme EX{zV}40 si Yy : ielll
¢ P(M_; sit, seQ) . Comme Zt ¥0 si tte, (Zt 50 est un potentiel[l10].

Enfin si T est un temps d'arrét,

EX{Z¥} = limt EX{Zy(n)} = limt Qx(n)(x,y;f).
(m) =~ T (n) T
L'hypothése faite sur f entraine alors que si Tn+m, Ex{z¥ }4¥0; cela implique que

(Z)t')t>o est un potentiel de la classe (D), pour tout y et™ toute loi P¥.

3) D'aprés un théoréme de Meyer [ 3], pour toute loi P* 1le potentiel (ZZ) est en-
x:Y)

x x t t

sur ([0,»[xQ,26F) associde & (Bt’y) et 4 la loi P7, On a (S et T étant des temps

d'arrét, S<T): ux’y(]S,T])

suite p’(A) est E:—mesurable égar §out A prévisible, donc tout AefsF: si ZebF&,

_ . PR . . X
gendré par un processus croissant prévisible unique (B o' Soit u *Y 1a mesure

lim(QA(n) - Qx(n))f(x,y), qui est E;—mesurable. Par

EX{B:’yz} = ux’y(Zlco t]) est E;—mesurable. I1 existe donc une modification
b
C:’y(w) de B:’y(w), qui est ?tafg—mesurable en (w,X,y).

X (w),y
to (w), Qt = {(w,y); DY(w) est croissante sur [O,t]f\Q}, QZ

la section de Qt en y, Ty(w) = z(w) A\ inf(t; wéﬂz), et

Soient DZ(w) =C

lim DY (w) si t<Ty(m)
FZ(m) - s¥t,s€Q
DY (w) sinon.
Ty
On a Px{DZ # B:’y} = 0, donc PX{QZ} =1 et PX{T7<z} = 0. (B:’y) et (FZ) étant con-

. S . P . b S
tinus & droite et constants pour t>Z, on en déduit qu'ils sont P -indistinguables

pour tout x, et (ZZ) est le potentiel engendré par (FZ).

4) Fixons t et y. Il est trés .facile de vérifier que les processus GS = FZ+S-FZ

-\s oy PR - .
et HS e fqt(y,dy )FS °et sont prévisibles par rapport & la famille (95)320’

ol gs Ft+s (il suffit d'étudier les sauts de G et H). D'aprés le lemme 3, on a:
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X XroY y y - X
E - = - = -
{6, Gslgs} ENF, - F, |7, ) = Zl,gr P -PS
Xy - = y'o_ oy
E'{H, - H[§)} e Iqt(y,dy YEX{(F) Fl)e0 [T, )
- =\t 4 = =it ymY =M y X_
e fqt(y,dy )Zsaet e fqt(y,dy MM o6, =M = Z{ ., P'-ps
(en effet il est immédiat que Ex{Zae | t+s} = E {zlf’}oe ). Les processus crois-
sants prévisibles G et H engendrent le méme potentiel (27 ) relativement 3

t+s” s20
(9s)s>o’ donc ils sont P —1nd1st1nguab1es. Cela signifie qu'on a ps:

Y o pY . Aty oA
'Ft+s Ft + e fq (y,dy )Fs oet.
Pour terminer il suffit de poser Ay f e dFy (Ay) est un.processus crois-

sant prévisible. A-3 est vérifié d'aprés ce qui précéde, A-1 et A—2 par construc-

tion. Enfin on a:

Ex{f dA } =E {Fy} = lim E {Fy—Fy} lim EX(MY} = lim Q (x,y3£) = £(x,y).
t
tyo tyo tyo

Fonctionnelles additives fortes.- Nous supposons maintenant que X est fortement

markovien, et que q est un NM bien-mesurable et fort. Une FA est dite forte si

A-3 est vérifié lorsqu'on remplace t par un temps d'arrét quelconque T. Contrai-
rement 3 ce qui se passe pour les FA ordinaires, une FA de (X,q) n'est pas obli-

gatoirement une FA forte.

Sous les hypothéses précédentes, nous allons un peu améliorer le théoréme 5.

Nous dirons qu'une fonction f est (A,Q)-fortement excessive si elle est (A,Q)-

exce531ve, et si pour tout couple (S,T) de temps d'arrét tel que S<T, on a Q f <
Q f. Une fonction (),Q)~-excessive n'est pas toujours fortement excessive; c'est
cependant le cas lorsque G admet une réalisation pour laquelle les fonctions A-

excessives sont continues 3 droite le long des trajectoires.

Une fonction f sur E3 sera dite (X,q)-presque-borélienne si pour toute loi pH

tout yeE,_, il existe une fonction borélienne f' telle que les processus
y

2
fqt(y,dy')f(Xt,y') et fqt(y,dy')f'(xt,y') soient P" -indistinguables., Si f ne dé-
pend pas de y, on retrouve la notion de fonction presque-borélienne associée a X.
Si X est une réalisation de @, une fonction presque-borélienne relativement & X

est (X,q)-presqueborélienne, mais la réciproque n'est pas vraie.

DEFINITION.- Un A-potentiel fort (resp régulier) pour (X,@) est une fonction finie

u sur E3, (X,@)-fortement excessive, telle que pour toute suite (Tn) de temps d'ar-
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rét croissant vers +» (resp vers T), Q; u décroit vers 0 (resp vers Q;u).
n

Il est clair qu'un A-potentiel fort pour (X,Q) est un A-potentiel pour (X,Q).
Nous dirons enfin qu'une FA (AZ),est continue si chacune de ses trajectoires est

continue.

THEOREME 6.- Supposons X fortement markovien, muni d'un NM q bien-mesurable et fort.

(i)- si A est une FA (resp FA continue) forte de (X,q), telle que u2<m, alors uz

est un A-potentiel fort (resp régulier) pour (X,Q).

(ii)- Si f est un A-potentiel fort (resp régulier) pour (X,@), (X,q)-presque-boré-

lien, c'est le A~potentiel d'une FA prévisible (resp continue) forte de (X,q).

Démonstration.- Si X est fortement markovien et si A est une FA forte, on a pour
tout temps d'arrét T:

A A X, SAT, L.y -As
QTUA(X,y) =E{e " f dAse }
B T
(méme démonstration qu'au théoréme 5), et (i) en découle immédiatement.

Réciproquement soit f une fonction satisfaisant les hypothéses de (ii). On re-
prend la démonstration et les notations du théoréme 5: f &tant (X,q)-presque;bo—
rélienne et q étant bien-mesurable, les processus (MZ)t> sont bien-mesurables.
D'autre part soit T un temps d'arrét. On a Ex(Zz(n)} = QT(n)f(x,y), et comme f est

. AAA A AN . A
(1,Q)-fortement excessive, QTQ]/an <0 (n)f < QTf. Si ntew, Q]/Z

A f XY . X,y
donc QT(n)f tend vers QTf. D'autre part E {ZT(n)} tend vers E {ZT}. Donc

nf croit vers f,

X ¥y _ AN _ Xy
E {ZT} = QTf(x,y) = E {MT}.

D'aprés le théoréme de section des ensembles bien-mesurables, on voit que les pro-

. y y e e s
cessus (Mt)tzo et (Zt)t;o sont indistinguables.

On reprend alors mot pour mot la démonstration du théoréme 5. Si T est un temps
d'arrét, on définit les processus G et H comme ci-dessus, en remplagant t par T,

et 95 = ?&+s' Comme M = Z, les potentiels engendrés par G et H sont respectivement

- Al '
(M¥+s)szo gt (e AquT(y,dy')MZ DGT)szo’ qui sont &gaux car q est fogt. On en déduit

alors que A-3 est vérifié si on remplace t par T.

Enfin si f est régulier, le potentiel (MZ)t>o est lui-mfie régulier, et on sait
qu'alors le processus croissant prévisible (B:’y) qui 1'engendre est continu. Donc
(AZ) est ps 3 trajectoires continues. On pose Ty(w) = inf(t; Az_(w) # AZ(w)) et

A7 W) = AT si o<t (), A () = Ayy (w) si 277 (w). (Aéy) vérifie les proprié-
T_
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tés requises de mesurabilité et de continuité; comme PX{Ty<m} =0, (Aéy) est in-

distinguable de (AZ). (Aéy) est donc la FA continue cherchée. s

VII- UN EXEMPLE: LES NOYAUX INDEFINIMENT DIVISIBLES

Dans ce paragraphe nous supposons que E, = R" (de manidre plus générale on pour-

2
rait prendre un groupe localement compact de type dénombrable). Si f est une fonc-

tion sur E_, on appelle Tyf la fonction définie par ryf(y') = f(y'-y).

2’

DEFINITION.~ Un NM q de X est indéfiniment divisible si pour tous t>0, fesz, we,
il vérifie:

an q

t,w(o’f) = qt’w(y,ryf).

"Si on pose r, w(') =q, w(O,.), les axiomes N-l et N-2 sont clairement équiva-
’ i

lents a:
N-1". Pour tous t>0, Aéfz, rt(A) est TZ—mesurable.

N-2". Pour tous s,t>0 et tout w n'appartenant pas 3 un ensemble négligeable (dé-
pendant de s et de t) on a:

(18)

r = r T
t+s,w thw s,et(w)’

oli » désigne le produit de convolution dans E,. La dénomination 'noyau indéfini-

2
ment divisible'" provient de ce que pour tout n, r, est (ps) le produit de convolu-
tion de n mesures. Il faut toutefois préciser que, sans certaines hypothéses de
continuité, uniforme en w, au point t = 0, la mesure rt,m n'est pas indéfiniment
divisible au sens classique du terme.

I1 est #r&s facile de vérifier que q est continu 3 droite si et seulement si

pour tout w, r, est une famille étroitement continue 3 droite (en t) de mesures.
0

PROPOSITION 15.- Soit q un NM indéfiniment divisible et continu 3 droite, tel qhe

q, =1 ps. Il existe alors un MM indéfiniment divisible, parfait et &quivalent 3 q.

Ce résultat se montre comme la proposition 4. Commengons par un lemme.
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LEMME 9.- Soient (u ) et (Un) deux suites uniformément bornées de mesures sur E

9"
Si v (resp un) converge étroitement (resp vaguement) vers uw(resp uw), B*U
- n

converge vaguement vers Uw)(»Uw.

Démonstration.- Soient M et M' les bornes de [un[ et de |un|. Soient e>0 et fe
CK(EZ) (espace des fonctions continues 3 support compact sur EZ)' Pour nge on

pose g (x) = fwn(dy)f(x+y)~‘

. o c .

11 existe par hypothése un compact A tel que Ipn(A )|<e pour tout n. Il existe
n>0 tel que |x-x'|<n entraine |f(x)-f(x')|<e, et A peut &tre recouvert par un nom-
bre fini de boules de centres X et de rayon n. Donc pour tout x€A il existe un 1

tel que

lg G - g Gl < lg (x) - g (x| + 2M'e.

Mais g _ est continue et bornée, et f(xi+.) est dans CK(E ); i1 existe donc N tel

2
que pour n:N, |(un—uw)gm|<€ et [gn(xi)-gm(xi)lss pour tout i. Comme |gn(x)[sm'"fu,
il vient:
[uxv (£) = uxo ()] = |u (g) - n(g) |
< fun(dx)lAC(x)lgn(x) -g (0] + fun(dX)lA(X)lgn(X) -g (] + |(un-um)gw|
< eM'[£]) + M(e + ZM;e) + €,

d'ol le résultat. m

Démonstration de la proposition.- Quitte & modifier q sur un ensemble de mesure

nulle, on peut supposer que N-3' est vérifié avec Q3 = Q et que q, = I partout.

Posons:

w .

v = fs<t: -
t {s<t; rs,w*rt—s,es(w) rt,m}’
w
U, = {w; A(Vt) = t},
et U = (] Ut' On montre exactement comme pour la proposition 4 que P* (U} = 1.
t2o

Soit D une partie dénombrable dense de CK(E ). On range les éléments fi de D dans
un ordre déterminé. t et w étant fix&s, on note (Ft wfi) la 1lim sup essentielle
s

(définie avant le lemme 4) quand s¥0 de la famille (r fi) de fonctions de

t-s,0 (w)
s indicées par D. D'aprés le lemme 4 il existe une suite 8 (sn) telle que

converge vers T

t,wfi pour tout fieD. Donc la famille (rt,wfi) défi-

r f.
t=s s (i
n

nit une mesure positive et r ) converge vaguement vers cette mesure, no-

t—sn,es (w
n
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tée T . Soit T =€ .
t,w 0,0 o

Soient weU, Ogu<t. D'aprés le lemme 4 il existe une suite (sn) de points de'V:,

telle que sn¢u et

= lim r .
rt-u,eu(w)fl

£, f. =
t Sn,esn(w) i tu (sn u),esn_upeu(m) i

lim r
(n)

pour tout fieD. Donc la suite uniformément bornée (r (w)) de mesures con-

t-s_,6
Comme r, , converge n étroitement vers
’
n
r , on déduit du lemme 9 et du fait que s ' que:
u,w n t

verge vaguement vers T, .
g & t—u,eu(w)

r xT =r f
u,w t-u,eu(w) t,w

On termine alors comme pour la proposition 4. ®

COROLLAIRE.- Soit q un MM de X, indéfiniment divisible, continu 3 droite, tel que

q, = I ps. Il existe un processus canonique subordonné 3 X, parfait, dont le semi-

‘groupe est engendré par q.

Pour ce processus canonique, la structure de q entraine que, pour presque tout w,

Y est un processus 3 accroissements indépendants (non stationnaires).
w

Terminons par quelques remarques faciles. Soit d'abord @ le semi-groupe engendré

par le WM indéfiniment divisible q. De (17) on déduit:
a9 Q, (x,0;f,8) = Qt(x,y;f,Tyg).

Inversement soit @ un semi-groupe sur E3 vérifiant (19).°'I1 est subordonné au

semi-groupe sur E, défini par Pt(x,.) = Qt(x,O;.,Ez). Un processus admettant un

1
tel Q pour semi-groupe s'appelle un processus 3 accroissements semi-markoviens

[3,4]: c'est notamment la cas du processus canonique introduit dans le coroila}re
ci-dessus. Il est facile de vérifier, en calquant la démonstration du théoréme 1,
qué si @ est subordonné a P et vérifie (19), @ est engendré par un NM §érifiant
an. v .

.

Si y,ueR", on note <y,u> leur produit scalaire. q &tant un NM indéfiniment divie

. . i<y,u> .
sible, soit M: = frt(dy)e1 Y>U” 11 est clair que pour tout u, M" = (Mz)t>o est
défini par:

une FM de X (3 valeurs complexes), engendrant le semi-groupe sur El

Qp (x,4) = th(X.O;A,dy)ei<y’u>.
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Ces remarques conduisent 3 une autre démonstration du théoréme 1, lorsque @ vé-

rifie (19): on définit les semi-groupes (Q:) par la formule ci-dessus; ils sont

subordonnés a ®, donc engendrés par une FM M" de X. Ensuite on montre qu'on peut

. u u . . oo . .
choisir les M~ de sorte que Mt(m) soit une fonction de type positif en u; il existe

- alors une mesure Tew dont la transformée de Fourier soit M:(w), et on prend

(1]
[2]

(3]
[4]
5]

Le]
(7]
Ls]
(9]

’
qt’('u(v,f) = rt’w(z’_yf).

BIBLIOGRAPHIE

BENVENISTE A., J. JACOD: Projection des fonctionnelles-additives et représen—
tation des potentiels d'un processus de Markov (& paraitre).

BLUMENTHAL R.M., R.K. GETOOR: Markov processes and potential theory. Academic
Press, New-York, 1968.

DELLACHERIE C.: Capacités et processus stochastiques. Springer, Berlin, 1972.

DYNKIN E.: Markov processes. Springer, Berlin, 1965.

EZHOV I.I., A.V. SKOROKHOH: Markov processes with homogeneous second component.
I. Theor. Ver. 14, p.1-13, 1969.

JACOD J.: Générateurs infinitésimaux des processus 3 accroissements semi-—
markoviens. Ann. Inst. H. Poinc., VII, p. 219-233, 1971.

JACOD J.: Fonctionnelles additives et systémes de Lévy des produits semi-
directs de processus de Markov. (3 paraitre dans le méme volume).

MAYER C.: Processus de Markov non stationnaires et espace-temps. Ann. Inst. H.
Poinc., IV, p.165-177, 1967.

MERTENS J.-F.: Théorie des processus stochastiques généraux, applications aux
surmartingales. Z. Wahr. Th., 22, p:45-68, 1972.

[10] MEYER P.A.: Probabilités et potentiel. Hermann, Paris, 1966.

[11] PINSKY M.A.:Multiplicative operator functionals of a Markov Process. Bull.

Amer. Math. Soc., 77, p.377-380, 1971.

[12] WALSH J.B.: Some topologies connected with Lebesgue measure. Sém. Proba. Stras-

Bourg V, Springer, Lect. Notes in Math., Berlin, 1971.

[13] WALSH J.B.: The perfection of multiplicative functionals. Sém. Proba Strasbourg

VI, Springer, Lect. Notes in Math., Berlin, 1972.

Jean JACOD

Centre de Morphologie mathématique
35 rue Saint-Honoré

77300 FONT AINEBLEAU



