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FONCTIONNELLES ADDITIVES DE DIFFUSIONS ET DE PROCESSUS DE BRANCHEMENT

Hervé REINHARD

L1objet de cet article est la description des fonctionnelles additives,
continues, de potentiel fini et de carré intégrable, des processus de branchement
construits à partir d'une diffusion.

Dans le premier chapitre, on reprend la construction, donnée par Ikeda,
Nagasawa et Watanabe, d'un processus de branchement par recollement des trajectoi-
res, on décrit alors toutes les fonctionnelles additives de processus recollés en
fonction de celles du processus initial. En supposant connues les fonctionnelles
additives des processus produits du processus initial, on peut.décrire toutes les
fonctionnelles d'un processus de branchement.

Au deuxième chapitre on généralise la formule de Vent'cell, en décrivant
toutes les fonctionnelles additives continues, non négatives, de potentiel fini et
de carré intégrable d'une diffusion : la formule obtenue présente de l'intérêt
par elle-même.

Le troisième chapitre est une application des deux précédents ; le processus
initial est une diffusion tuée dont on décrit les fonctionnelles additives, les
processus produits sont équivalents à des diffusions tuées dont on connaît alors
les fonctionnelles additives : on peut ainsi décrire les fonctionnelles du proces-
sus de branchement.

Notations.-
Si S est un espace localement compact : •

B (S) désigne l'ensemble des fonctions boréllennes bornées
C(S) désigne l'ensemble des fonctions continues bornées
C*(S) désigne l'ensemble des fonctions continues telles que ( f / ^ 1 .
e est la masse de Dirac au point 'x
^ est la mesure de Lebesgue
C13 désigne l'ensemble des fonctions p continûment différentiables à support

compact
CtR'^R11) désigne l'ensemble des fonctions continues de R dans R . Si M est
une martingale de carré intégrable <M,M> désigne le processus croissant associé
à M, si N est une autre martingale de carré intégrable le produit scalaire
<M;N> est égal, par définition^ j[<M+N,M+N>-<M,M > - <N,N3. Les notations rela-
tives à un processus de Markov (^-^^^^^y^ sont ̂ lles de t 1]*

Les propositions, lemmes ê b formules sont numérotés dans l'ordre où ils
apparaissent dans le texte. Une formule comme (II,A,9) désigne le neuvième lemme

1«» (A » WWri te 1. ̂  ^ ̂  ̂ ttt' " •
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CHAPITRE 1

FONCTIONNATES ADDITIVES DE PROCESSUS DE BRANCHEMENT

A - Processus de branchement,

Nous allons donner les principales définitions et propriétés des processus

de branchement en suivant : Ikeda, Nagasawa et Watanabe [8].

Soit S un espace compact à base dénombrable, S11 la n € puissance

symétrique de S, soit S° « {^} un point isolée '̂a= w S11 la somme topologique
0

des puissances symétriques de S et î m Z U {ù} le compactifié de ^ .

Pour tout f appartenant à B(S) nous définissons une fonction î sur

S: par ;

!n
TT f(x ) si x » (x,,...,x )
1 J - L U

(I.A.l) ?(x) » 1 si x »ï

0 si x » A
A

Un processus de Markov (H ^P^F.^X .^P ), à valeurs dans T" , est un proces-"c "c x "̂"
sus de branchement si son semi-groupe de transition P. vérifie la relation

suivante : ^^-^^^

(I,A,2) P. î'(x) » P î)L(x) pour toute f de B(S) et tout s de ^ .

La variable aléatoire \. , définie par Ï.(co) = n si X,(uî)6 S", s'ap-
L "t t

pelle le nombre de particules à l1 instant t ; la variable aléatoire î(u»)^ définie

par î(u>) » inf(t,î.(t*)) ^ ^ (<»>))r s'appelle.le temps de premier branchement ; le

processus (A »F..»X°P0), défini sur S U [L} , par :
u t X

,X^(u)) si t<î(to)

I A Si t>^Z(a>) ;
(I,A,5) P^ « P^,xé S U 1^1; X^(A) »

s appelle la partie de non branchement.

Quand X , existe sur S ' î<œ] , on appelle loi de branchement du processus
* ^

un noyau '[)'(x,E), défini sur S x. ̂  , tel que, sur ^3 <oo] :

(I,A,4) E^Ce^^X^êElX^) « Tl-O^ ,E) E^(e•Â7X^).

Une telle loi existe dès que le processus X est quasi-continu à gauche et

possède un système de Lévy, ce qui est en particulier le cas .si X est un proces-

sus de Hunt(avec mesure de référence); X° et TT caractérisant alors le processus

de branchement, en ce sens que, deux processus, qui ont même partie de non-branche-

ment et même loi de branchement, sont équivalents. Nous ne nous occuperons que de
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tels processus, que nous désignerons sous le nom de (X°, TTÏ-processus)

On peut, à l'inverse, connaissant X° et TT , construire le (X°, TT) pro-

cessus sous les hypothèses suivantes î

X° » (£i ,X°,F^,P^) est un processus de Markov fort sur S U { û } tel que

les tribus P. soient complètes et continues à droite, TT est un noyau sur/% ^
S x Z. , et

(I,A,5) (1) P^CS° « t) « 0 pour tout x de S et tout t

(2) P^(X°( o)- exlste . $ ° < œ ) « P^°<œ)

(5) TT(x,S) . 0

Le théorème 3.5 de [8] donne un moyen de construire le (X°,"n' )-processus

correspondant ; on peut remarquer que les conditions (1) et (2) sont toujours

remplies par la partie de non-branchement d'un (X ,"[]•) -procès sus quasi-continu à

gauche, et que la condition (5) n'est pas, à proprement parier, une restriction.

Avant d'énoncer le théorème de construction d'un (X°,Tr)-processus, nous

allons donner les définitions nécessaires à la compréhension de son énoncé.

Soit S la nième puissance topologique de S , S11 la nième puissance

topologique symétrique de S.

Définition (l^A.6) - Un processus X* » (û ; (X*). , (F*). , (P*) ) à/ \ n n n t n" t n x
valeurs dans S U [^\ , est appelé un produit direct d'ordre n de X° si

pour tout x « (x ,...,x ) de S 1 1 —, et toute suite de fonctions (f ,...,f ) de

C ( S ) ,

(^x ̂ 2 -^n W° Y^l^

Un processus X^ = ^n'^iÀ * ^IÀ ' ^nV' à valeurs dans sn u t A { ,
est appelé produit symétrique d'ordre n de X°, si pour tout x de S" et toute

f de C*(S) : ^ ^ ^ n . .

^n^W- Y^^

On construit facilement une version canonique de X* en posant :

(i.A.7) û^-n^ -ia.5» (^,...,^)j
Ï (w)° niln •S(^)

l^k^n

rx^(^),...,x^(^) si t <î(y)
(X*). G) »\

n ( A si t >,?(;)
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(F*). " Î((X*), , s^ t) éventuellement complétées et renduesn u n o
continues à droite ;

>° ^ ,P° Fui 04 „. - /„ ,r ^Q^)•P^ K... xP^ GA] si x « (x^...,x^)€S

(P*) (A) ^n x K ^--^^ [ A 3 si ^^
Si p est l'injection naturelle de S dans S , le processus suivant

est une version canonique de X s [û^ , P(X*). (J;) ,2((X ) ,s^t),(? ) ]n n t n s n x

P-<• . . <P» [A] si x - ( x , . . . , x ) é S"00 <... <P° [A] si x - (x - , . . . , x )é S"
«w l —1 — —• —

où (P^[A] , ) 1

(P^K.. .^P. [A] si x - A.

Ces deux processus sont deux processus standards, si X° est standard.

Ce sont des processus de Hunt, si X l^st et si ^ est totalement

inaccessible,

Définition (1^8) « On appelle somme directe de X un processus 3T défi-
ni sur f: par : "X • (n,X^(S), î^^) où

Ï« V û^ si^^-i^n ,̂0 »

f(x),(Ï) si . Ï .VtK")
^ .. ) n t n^l
x.(2S) «<

w l & si S » co.
•V

F. "î(X (S)fS^. t) éventuellement complétées et rendues continues à droite,t s

^(A) - (F,)^0 ̂ ^^ sl x 6 sn ; ̂ A] "^[A]
<^ /X

On appelle distribution instantanée un noyau /c sur XI ̂ E.» tel que, pour

tout temps d^arrêt T î /t((j,dy) « /(.(ôy w.dy) sur ( T ^ ^ ) P^-p.s.

Soit V une loi de branchement, nous allons construire une distribution

instantanée à partir du noyau v sur (Q. ,F ) K T" . Nous définissons d* abord un
/„ \ ^ -s /-\ °o^^(^xê^noyau ^ sur ^"^(F^)^^ E" par:

n
(I<A,9) A'(^x,,...,dx,) »f^ lo/^-^-o/ MY(X,.o^(»d.,dx.; ,•/. CYO ^fft»^

n
(I,A,9) A'(îî,dx,,....dx,) «r^ 1^) ^0(^yir(X^o^(^.dx,) ̂  ̂ ^(^ft

^ si 0 <J(3)<œ

^£iA...Ai(dxr•••'dxn) slnon'
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(I.A.IO) Soit >-(x^..x^) J^ sl 11 exlste u» 1 tel (lue ^ - û

V, ̂  si pour tout 1 tel que x. «s ^

p(x^,...,x ; ̂ •••^ ; x^,...,x^ )
JL eL ni

sinon ;

y est une application mesurable de F " dans F et ^(^,dx) « ^ (S, r"^^))

est une distribution instantanée sur ^T x Zl ; on obtient ainsi une distribution

instantanée sur V Q^îc^ 5 en posant, en outre, ^(^ ,dx) « e. (dx) on

obtient la distribution cherchée.

Au moyen d*une telle distribution, on peut -comme nous le préciserons-

recoller les trajectoires du processus X grâce.au théorème de lonescu.Tulcea.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème 5.5 de [8] :

Théorème I.A. - Le processus obtenu par prolongement des trajectoires de X

au moyen de M. est le (X°,-y)-processus relatif à X° et y.

Nous sommes ainsi conduits à étudier les fonctionnelles additives de proces-

sus recollés.

B - Fonctionnelles additives de processus recollés.

Soit X « (^l,X.,e.,P ,P.) un processus de Markov fort, continu à droite
"C u X 1

et limité à gauche, à valeurs dans (E,B(E)) ; soit ^ « D x E «{(^;^« (oo.yR.

Soit g » F ^B(E) , | m ir { et î «®g. l^j^n où î et g sont des copies
^ . • J w ^~ J J

de Ç et g. Soit fL une distribution instantanée sur il ^ E et

Q(x,A) «ff P (̂du)) ^(u»,dy) où x ê E . A ç g .

Nous allons construire par recollement des trajectoires de X un processus
^ • ; 2 o ^ - " s ^ . A . .
X - ($° ,X ,9 ,P , ,F ) ;M ^ X T; ^ ^

D*après le théorème de lonescu-Tulcèa, 11 existe sur (l,F) une probabilité

P telle que, pour toute F mesurable sur JT (5. ;

(I,B,1) E^r---^ "J<î(x^i)Q(x^,dy3)...Q(x^^,d^)F((y^....,^) ; où

^i "e (ù)i'xi) ; soit k (^ " lnf(j^(u)j) » 0) et ^^^u)) -1^) l.<i^n

r \^^ si t <î(<^)
) x^ si t -5(^)

î.(î) • / X, ( ^ , . (u),) si S^'^Ctxiî^K^dj)Y^- \ \^)^ ̂  8± > ^^V11^)

si t-^^)

à si t-î^)-^»^)
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Sôlt ^° = {îf ; 'X+(^) est continu à droite }, il est clair que î ({°) » 1.

Rappelons la notion suivante,due à Courrège et Priouret [4] ;

Soient X = (Û,F° ,F°X. ,P ) un processus de Markov où F° = 3 (X , s< t ) ,
00 u t X t S

F la tribu complétée universelle de F , nous désignerons par F , la tribu

complétée universelle de F, par rapport à F ; soit H une application de 0.

dans (0,oo) : on définit la relation d'équivalence R^ sur D en posant î

(I,B,2) ^00(1^)4==^ H(o)) = H(o) ') et X^) » Xg(u>' ) , / s$H(hO.

Il est démontré,* dans [4], que F° (respectivement F ) est égale àt t '
l'ensemble des événements de F (respectivement F ) qui sont saturés pour

X °° °° XR . Quand il n'y aura pas d'ambiguïté nous noterons R pour R..
"t ' o Ti

Nous définirons alors les tribus F. par

{Aê F^====^ (tféA ,Y<\/if(R^^'4'e-A)J. Si nécessaire nous compléterons ces tribus

et nous considérerons les tribus t \ F ; dans ces conditions, si T est un
^ ^ s> t s

temps d arrêt de F, , F- est la tribu engendrée par T.

Nous définirons enfin ô par î

,(e^^^(^),x^;^,...) si ^(^t^1^)

e.(î) «( ' ^ A
1 ^k ^k+1'--^ sl t>^^
^ k k+l . et k = infU^to )«0)

^ ^ ^ "
Nous noterons, le plus souvent, ©, <f sous la forme G, (̂ » quand il n y aura

pas de risque de confusion.

On peut alors démontrer la proposition suivante ([8] ou [10]) :

Proposition (I,B,4) - Le processus X est un processus de Markov fort,

continu à droite et limité à gauche. Si X est quasi continu à gauche et 3 tota-

lement inaccessible, X est un processus standard.
^\

Nous verrons au chapitre III un cas particulier où X est un processus de
A ^ ^

Hunt. Si on pose %(^) -'$(<*», L les processus (X . , t<î , P ) et (X ..t^, P )
J^ ^ "C p X t X

sont équivalents, de plus P (<u, ê B.X^f) 6 A)"» J- P (du») iL(u),A).

On posera également

r^($) -Z 5(04) 1^ l$inf(n,k(î)) si Ç« (<^,x^,...).

Nous allons maintenant décrire complètement les fonctionnelles additives du

processus recollé en fonction de celles de X et du noyau <c.

Proposition (I,B^5) - Soit B une fonctionnelle additive de X, soit
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^.(to),) A + .

. u 1 si ̂ «{t^(^)

YÎ) -{r ̂ S^ + ̂ -lU^ si ̂  ̂ (n^^ t.^), Ç(<î)}

k(^)

^ ^îS) ^ î< -{t^)}
A^ est une fonctionnelle additive de X.

La démonstration se décompose en plusieurs lemmes.

Lemme (I.B,6) - P^ p. s. A^^(î) » A^) + A^^.

Démonstration. Soient t et s fixés. Nous allons montrer que. sur chacun

des ensembles E^8 , la relation (I,B,6) est réalisée P^ p. s, la démonstration

demande quelque soin du fait que A n*est pas parfaite.

1 ^.+ Hcfv^ ^c k(^ p^+s1. - Soit q'6(E^ ; » ^ E ; on posera

(IA7) ; E^8 - E^ H Et •n,p n+p n

)̂ Soit ̂ s ; alors A^(.?) - B^(^) - B^(^) + B^e^

= A^rt) + Ag.e^ p̂  p.s.

sl Bt^•s("ll) • ̂ S5 + Bs<•etld^<l'leAl alors

A^(<?) - A^) + A^^ï( ^ ̂ ç.a1 KÎ * ̂ <... ) - B^

11 est clair que P(A, )= î (B )x 1 x 1

R>)Solt ^éE-'® , ; dans ce cas
1 / l•q-l ^ q-1

"t+s^ - ^ ̂ (.^^i^t+s-^q-l)^)^)

A^($) = B^(h)^)

et 9^- (e l̂.̂  S ^ ' - - - ^

A Q'"^- <1
Soit W^ » ̂  alors ^ î^\ é s ^ ̂ (^\,

donc A^e^. B^^^, . C^ . ̂  B^^^^) . B^(^)^ (^)

^si q « 2 le deuxième terme du membre de droite ne figure pas) ainsi :



24 H. BEINHARD

^s^ - ^-"t-?" V -̂l) - B .̂t»^ • B )̂ P, p.s.

Comme A^) - B^(tf^), on conclut, connue précédemment. que

*t+s - *t + ̂  • \ ̂  P-8- sur ^̂ .i •

y) Soit (?éE^ . dans ce cas

A^ - ̂ "1 B^̂ .,) . B (̂̂ (̂,̂ )

Af^ - Ç1 ̂ )S) + ̂ n.^) (^)

^-^(n-D^^^n^n.l-)

^t-^-1^.) ̂ )-^"^^

-y): soit p-o alors s ̂ "^-t - 5[@^(^]

et A^ ̂  Bs(^,(n-l)(,/')n))

fixés).30" "î'-^1'13^1011^ ^^ ^1-^-1 ^s (t et s sont

Soit C"'1' la projection de E1"8 sur $"~1 : c11'13 » S(^ m ^ î .
"'P ^"l'"Tn-l'J'

^.(^...^...)^î.

On sait qu'il existe un ensemble A11'0 Q B"'0 tel que. d'une
part : ^l'"Tn-l ^^"•>^>n-l

(1) ̂ .^(^ • \.^.l)^ + Ss^t-^n-l)^^))

sur ̂ fo ^ ' dfautre part î ^(A"'0 ) - p (B"'0 ).
^l-'^n-l x t-'-fn-l x ^•••Vn-1

Soit alors A"'0 - ̂ ^ \";0..̂  ' ^À"'0) » ̂ (E^) et (l) est

réalisée sur A"'0, or (l) entraîne que""̂ )̂ » A^) + A^.e^. Cette dernière

relation est donc vraie sur E11'5 î n s
n,o x '"—

Y ) : soit p>0 alors f Ï(9^)^ s ̂  ^^(.î1)^



Fonctionnelles additives 35

Donc

^ ' • \(")(.)-t ̂ .̂ fc,)^ + n^1 B5^)^)+B3.t-^P-l)(.)(wn^

(où, comme précédemment, le deuxième terme du membre de droite ne figure pas

si p«l). Or il existe un ensemble A n<p C ^n9p tel que
^ l* ' *^n-l ^l* ' *^n-l

P (^^P ) « p (B^ ),
x ^r-^n-1 x ^r-^n-1

et sur lequel ;

(2) Y^)-! ° "t-^-1^)^ + "t-^/^ - ̂ n)^^

Soit A11'1' - C"'̂  A^, P^^»'1') - P,(E^). la relation (2) est alors vraie

sur À ' , ce qui entraîne que, P p.s. sur cet ensemble :

^s^ " A!^ + A8^et ^ ' cett® relatlon ̂ t donc vraie sur (E^ ^, ? p. s.

2) Soit ÏfeE^
00

Soit D^8 - E^8 0 E^ (I.B.8)
/S

de telle sorte que A^(Î) . ̂  B ^ ) et que k(9^) « k(^) - (n-l) sur

n* ^
<<) Soit ^éD^® , alors A^ ^ » B^(^)

\^ • ̂ t^l^l ^2^--- - ) -

Commue s^î(î) -t .î(e^) : A^e,^ ̂ ^^9^ . ̂  B^ ^^ car

^(Q^î) " k(^). (Ce dernier terme ne figurant pas si k(^) « l).

Comme B ,̂  ̂ ) » B^(^) + B ^ ^^ o e^oî^ , P^ p.s., on vérifie, comme

précédemment, que, î^ p.s., sur D^8 : A^(^) « A^(^) + A oO.cf .

fc'j SoitîpCD^5 , dans ce cas :

^) ° ̂  ̂ ^ + ̂ (n-D^/^n^

comme s^ $(e^f) ! ^
k(41)

V^^nL . oe, Jn-1), .̂  + s:. \(, )S)> (te>;-t t-ç "(co) n+1 ^^p7 r
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car sur D^3 : k(e^ ) . k^) - (n-l). (Si ^) . n, le dernier terme ne figure

pas). On montre alors, comme précédemment, que, î p. s., sur D^ - A ((p) -

Y^^s0 0^- x n t t+s

Soit ^D^5 , ici A^(?) . A^) . ̂ ) B^ ̂ ) ,.

Comme t >, ̂ ) : ^(Q^) . Q et k(e^) . 0, de sorte que A^e^- 0 po^ tout
s, ce qui achève la démonstration.

Lemme (I.B^Q) - A est F, mesurable.
" t

Démonstration, - On rappelle que les ensembles E^ sont définis en (l,B,5).'
Considérons

Kî -} - ̂ IW< ̂ ••<^\.^^ - ̂  B^)S)<al

-.n^\^)<a}
=F^...+F^...4-P^ (F^£^ pour tout 1).

Soit î?= (^^.(fg,...) où (f^ = (a^.x^)

^ (y^^'-^ où Yi ° ^l'yi) ;
^ Rappelons que la relation d'équivalence R^ a été définie en (I,B,2) et que

si -^(vqi(R^), pour toute fonction f, F -mesurable : f(q) - f(^).

ot)Solt îéE^ et Y^^), alors ^^^(R^), ^gE^ et

"t^l5 - ̂ S^ de s°rte <^ue» sl ^^^ et Y^Î(R? ;Çep^ ce qui entraîne.
par définition, que F^ de même que E .̂ appartient à ^ (si on a rendu les

tribus F^ continues à droite, on fait le même raisonnement pour tous les s. s> t)

/î») Soit îf£E^ et Y<vî(R^) ; 11 est clair que ^ » ̂  /l^n-1. donc

que ^(^) -^(^^ .Vl^n-l.n-1, et que ^^ ̂ ^ ^ ) de sorte que

^ ̂  que ^ C ̂  et que B^^,,^^^) ;'r;1 B^^) • .

^^(n-l)^ .^n^^l \h )(^) ; donc.sl ^éP^ et Y~<^(R^) alors

^ t ^ + -^
yéF , donc F- Ê P -

n n t

- t )r}solt ^^co ^^^). alors ^ - ̂  .^1 ̂ (î) » k(Y). donc

^^^ et ^ & pt• sl t^c'Fœ alors ^^^ de telle sorte ̂  PQO e Ft' ce
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qui entraîne que^ pour tout a, $ A (c()^a\ appartient à F , ce qui achève la" t t
démonstration du lemme.

Pour établir la proposition (I,B,5)< 11 ne reste qu'à noter que A (^) « 0.

Par, cette proposition, nous avons construit une fonctionnelle additive de
^s __

X continue aux points t (^) « ^" î(u>.) 1 ^ 1 ^ inf(n,k(<^)).

Nous allons maintenant construire une fonctionnelle additive de X qui ne

saute précisément qu'à ces Instants.

Proposition (I,B,10). - Soit ^ une suite de fonctions mesurables de

y K E dans 5, soit

0 si î^eE^

A^^ ^^^•••^l'^l) ^ î^n

k(î) . ^ t
Z: f1^...^ , x^) si ^eEop

.Pour que A. soit une fonctionnelle additive de X, il faut et il suffit

que pour tout (? de Et : f^O.Î) » f114'^1^) v^k^k(^) (la définition des
t n

ensembles E. est donnée en (I,B,5))«

Démonstration. - Vérifions d'abord que A ,(^f) est F-mesurable.

{A^a^ Ç [E^n{A^<a} ] -5 G>^ê?^n)

II est clair que G^ « E^ donc G^ é ?..

Soit n>l et $éE\ soit'4'^ ̂ (R^), alors oJ. « ̂ . \/i <n-ln t A /1 '*•
x^« y^ \/i ^n

donc ^(^•••^^i+i) • ̂ ^r-'Ï^i+l^1 ^ n•l' alors s± ^ €•Gn' I7 aussi appar"
tient à G^ donc 3^ ^P.., ce dernier raisonnement s'étend aussi au cas où^ n Jt t
n=k(tP) donc G ê F,.œ t

Soit (I) A^(<î) « A^) + Agoe^

(II) fk(e^) - f11'1'^1^) ^0<k<k(tf) si Î6E^.

(o^) Soient t et s fixés et (II) réalisée

ot') Soit ^(E1''1"8 î0 (cf. I,B,7) pour les notations)
00

si ^êE^8 (I) est toujours réalisée
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31 ^^l alors At^-^^r--^^) et A^ )»0

^^ ̂ l̂ l -••) de ^rte que ^ ^(9^)^ s ^ ̂  (9,^). et
^ q-l -î - " ^ 1

^t^ c^ f~(et<pl^2'•••<fl'xl+l)^ alors (I) est réalisée si
-^ + <s ^ n+p-1 .
^^^t^)-^ ^r-^^)

A,(^) -^^(^...^x^)

6t'•(^-S(n-l^n)^!^••J

a), si p-0 8^(»)(ft,)-t.-•5(e^)l donc Ag,e^,0 et (l) est réalisée.

b). si p^Ô ^ S (^^s^^-Ste^)^ donc
^ P 1 ^

As<>et^^2^ f (0^ (n+l), ^-'n5'̂  ^"^n+l-l̂ n+l̂  dans ces conditions
(l) devient :

E tn~M^••^.^^) "^fl(e, -(n-l), .^î'-^n+l) qui est ainsi
réalisée. ~ > {ws

<") Soit ^éE^'1"8

alors A^^.j^f1^...^,^) et s ^î(e^)

.^k?^8"^80^ ( c f-1 1 B '8)-Af^ - 0 ^ k(9^) - k(<î). donc

^-^-S^ fl(et'^)^••••(?l'xl+l) et (I) est réalisée.

SI ^D;'8 . E^8 0 E^ , ̂  -rlfl(^...^.x^)

et k(9 Q) - k((?)-(n-l) donc
^ k(<î)-(n-l) ^

Asoet<P- ^ f ^t.^n-D^ 5"în)••••'lfn+l-l ' xn+l) devient:

k^Mn-1) 1 k(î)-(n-l)

^ f ^r • •^1-1.^1) - Z^ '^(n-l)^———

^n+l-l̂ n+î  ^I^ e!st donc réalisée ;

, sl îéD^S " C8^^ ! ̂ s^) a ̂  ^ ̂  - 0 donc
Asoet^"B ° et (I^ est balisée. Ainsi (II) entraîne (l).

A) Soit t fixé et (I) réalisée.
^ +

Soit ̂ ^, en faisant varier s, ^ appartient successivement à tous les

ensembles E^^ , où q varie de 2 à k(<?) et sur ces ensembles (I ) entraîne
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que ^1 ^((^•••^x^) •^rl ̂ (©^•••^x^) de sorte que (II) est

réalisée.

Soit tf é E * en faisant varier s, $ appartient successivement à tous les
+ 0

ensembles E ' , où p varie de 1 à k($)-n, sur ces ensembles on a vu que (l)n,p
s'écrit :

Ç^1^!-...^^^) -(rf^e^^)^^),...^^^^) de sorte que

(II) est réalisée ; ce qui achève la démonstration de la proposition (I.B.IO).

Définition (l,B,ll) - Nous dirons qu'une fonctionnelle obtenue par le

procédé décrit à la proposition (I,B,5) est une fonctionnelle recollée ; nous di-

rons qu'une fonctionnelle obtenue par le procédé décrit à la proposition (I,B,10)

est une fonctionnelle de sauts de branchement,

Si A est une fonctionnelle additive de î,sl ^"^(wï^t^ t+s <Ï^((*))

il est clair que A, et A. ne dépendent que de t*).(l^n-l), de x.(i^n) et

de a) , en particulier de x et de la loi instantanée fL. Pour (J.(i^n-l) et

x (i^n) fixés, A se comporte comme une fonctionnelle additive B de co .

C'est le cas pour les fonctionnelles obtenues aux propositions (l,B,5) et (I,B,10),

dans le premier cas B est toujours identique à B, dans le deuxième elle est

constante ; le théorème suivant montre que ce sont les seuls cas possibles et qu'on

ne saurait recoller une famille de fonctionnelles différentes non constantes.
<^

Théorème (I^B) - Soit A une fonctionnelle additive de X : il existe deux

fonctionnelles additives de î. A1 et A2, telles que A « A^A2, et que A1

2
soit une fonctionnelle recollée, A une fonctionnelle de sauts de branchement. La

décomposition est évidemment unique, en particulier toutes les fonctionnelles addi-

tives continues de X sont du type recollé.

Démonstration. - La démonstration se décompose en plusieurs lemmes.

Lemme (I.B.12) - Soit A une fonctionnelle additive de X et

( A^) si t <S(^)

B^) . ̂

^sî^)'^ sl ^Ï^

B.(^) ne dépend que de <A. et B est une fonctionnelle additive de X.

Démonstration. -

oO Si Ç(u^) > 0 : B^(<î) » A^(<?) « 0 ; si 3(1^) » 0 B )̂ « 0 ^t
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^) Montrons que, B.((^) ne dépend que de LO-. et est F mesurable.

{B^)<a} = E^ 0 (A^) < a} + (E^)0 n{llm ^^ ^ A^)<:aj- H^ + H .̂ Comme

A est une fonctionnelle additive ^A. t^a î ç ? donc H^ e F,. Soit '*? tel que
t ^\ ^NY

^^1^ = ^t?!^ pour tout ^^^^i^ alors •̂  ^(R ) donc, si ^ appartient à

H^, \f appartient aussi à H^ ce qui prouve que H^ ne dépend que de eu-, et

entraîne que H- appartient à P..
— t /v A

De la même façon -[llm ^/. \A (vf) <a^ ê F / , soit -y tel que

X^(t0^) « Xg(^^) pour tout s<Ç(cû^) ^ t, alorsÇv^R^ v ) , e t si

^f€-[llm ^ / vA (<^) < aï , "̂ / appartient au même ensemble^ce qui prouve que ce

dernier ne dépend que de oj- et appartient à F / ^, alors H^ ne dépend aussi

que de (*),, et appartient à F. ce qui prouve fi.

Y) Prouvons maintenant l'additivité de B.

y1) Soit (TCE^ alors \^) - ̂ s^l5

A^) « B^(^).

Comme s<^(<*)^)-t « ^(0^5)^ î As<'®^aî Sg0^!-

Comme A^ - A^A^o^ ̂  P.s. : B^^) » B^^) + ̂ W ^ p-5-

y') Soit ^(E^^^E^ ; sur cet ensemble B, (<4>. ) » lim A ($)
1 1 t+s 1 u T ^(u/^-t^

et B (q>-) « A (<^), de plus s ^î(Q+îp)i as ç(co-.)-t donc

BgoQ^ ^« lim ^o6!^- or ^u^'ç(o)^)-t
uT^(ûj^)-t

A .x($) • A.($) + A 06..$ P p.s, on peut choisir une suite de rationnels

r, croissant vers X&J, )-t^ de sorte que la limite suivant r soit la même que

suivant u ; soit À l'ensemble où

^t^ - V^ + V8!^ et A m ̂  ! ̂ x^ ' ̂ î c}{^ )c]

On vérifie alors que sur E C\ (E^® )° , P p.s., B. (u»-) - B,4p,)+B ^^^1 1 x t+s 1 t ' 1 s t 1

/") Soit ^E^^VE^-8)0 - {t^(<^)

dans ce cas B. (tf, ) - B ( .̂ ) » lim A Cl), comme par ailleurst+s Tl t -<! y ̂  ̂ ) u

'S(e^) - 0 : Bg.e^ - 0 pour tout s et B^(tf^) - B^) + Bg,e^4>^.
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Lemme (I,B,13) - Soit A une fonctionnelle additive de X et

ÀA1^) « A , . M - lim m ^
. s(i}(u>) sîs^^u))

0 si ifêE^

C^) « ^ E AA^i?) si îfCE^

k(î) ^ ^ ^
2~" à A ((y) si ^€E (cf I,B,5 pour les nota-
^L °° fions).

/s
C, est une fonctionnelle additive de saut de branchement de X,

Démonstration. - Soit f « A A , comme A est .F -mesurable, ^A est••••••—»——>—»——k. -^ -ç

î , . mesurable ; soit Ç 6 UAi(.)^ a} et ^^(RL.N )< alors
^U ' S(1)^)

^s .

^•Ké.^ÛA <aj, ce qui montre que cet ensemble ne dépend que de (ifi»..^.. -i 9 x.),

comme cela est vrai pour tout a, A A s f (^-,,..,i(> -,x ), il suffit alors de

vérifier que la relation f^e ^ ) » f114'^1^), pour tout k< k((f), k>0, est

alors réalisée sur E ( cf. I,B,10).

Soit c?^, alors AA^;?) « A ^ (e^)-A ^ ^f^^

Zs(e^), ^^A"

or

A „ (e^) « A (̂ .i) (^î) « A(^i) W^($), P^ p.s.,
Z: (e,^), > ^^^ •s w

i t 1

soit s croissant vers : 'S^14^"'1^)-! A 06.1?» A. (<})-A.($), î p.s., en
S u v+S ^ X

choisissant une suite dénombrable s croissant vers 3 ~ (a))-t on démontre

ainsi que ÛA^e î) « ÛA n+k"'l(̂ ) ce qui est la relaticn cherchée. (Il faudrait

faire une vérification particulière pour E,, elle est immédiate),

Lemme (l,B,l4) - Soit A une fonctionnelle additive de X, soit B la

fonctionnelle additive de X attachée à A par le lemme (I,B,12), alors si

<Î6E^ A,((,)-S-1 A1^).!-1 B (̂ ).B ^ (^)
1 i s i t-ry^)

^ + A k((») < A
^ A^«f)-C (AA1^)^^)^))
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Démonstration. - SI (fé-E^ ce lemme se réduit au lemme (I,B,12). Démon-

trons alors le lemme (l,B,l4) par récurrence.

Soit Ç€E^,

A^) as \(n-l)^) + '^(-D^^n-l)^5 ; ̂  P-3-

\(n-lL .W - ^•••^n-15 et t-^^^X^n) ^(C ( - ?),,
5 w/ S (a);

donc

't-^-1^/^11-1)^ ° 't-^-U^'alors !

A. (^ ) » AA"" (^) + A , . _ (y) + B v (̂  ), et si s croit vers
^ L;^) i-r (^)

^'^(^ : A^) » Z'ÛA1^) . ^ B / ^Ub (^, (c.̂ ), dont lai1
n-2 ^ ^ n-1 - ' 1 s1"^ w;

limite est ^ AA (^) + SI B , \(^.,L ce qui établit le lemme.
1 1 sv i' 1

Pour établir le théorème (I,B), il suffit alors de choisir pour A1

p
la fonctionnelle recollée de B et pour A la fonctionnelle C.

C - Fonctionnelles additives de processus de branchement.

Soit X un processus vérifiant les conditions (I,A,5), soit X le

processus ayant X pour partie de non-branchement et un noyau ir pour loi de
^

branchement, nous avons vu comment construire X (théorème I,A) : il suffit de

prolonger le processus X, somme directe des processus Ï° (cf. I,A,6 à

I,A,8). D'après ce que nous venons de voir, il suffit donc, pour décrire les fonc-
^

tionnelles additives de X, de connaître les fonctionnelles additives de X,
<^oc est-à-dire celles de X pour tout n.

En général, si on connaît les fonctionnelles additives de X°, on ne
<\/o

connaît pas pour autant celles de X^. Si X est une diffusion et si X est un

processus tué de X d'un type déterminé, il est possible de connaître les fonc-

tionnels additives, continues, non négatives, de potentiel fini et de carré inté-

grable de X (cf. chapitre III) ; nous montrerons aussi que si X est une
f>J ^0

diffusion, X est une diffusion et que X est équivalent à un processus tué de

X , nous arriverons de cette façon à décrire une classe de fonctionnellesn ^
additives de X.

Nous allons donner ici l'expression la plus générale d'une fonctionnelle
^ \/

additive de X en supposant connues les fonctionnelles additives de X. Soit
<\/

B une fonctionnelle de X : c'est une suite de fonctionnelles additives B"
t
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<v
de X^ qui n ont aucun lien entre elles, 11 suffit alors, pour construire une

fonctionnelle additive de X, de se donner une suite {f"} d'applications de

û11 K E. dans ?, vérifiant la condition (I.B.10) ; on sait alors (théorème I,B)

que la fonctionnelle A^, définie ci-dessous, est une fonctionnelle additive de

X et que cette forme est la forme générale des fonctionnelles de X î si
'Î- (S^x^) m (Ï^) alors

[ ̂  siî^

^ - ̂  ̂ ^^^ ^ B^^)) . \_^)^ .3, ,̂

k(t)
> r (t ( .̂..̂ «^) ^ B^^^(^)) si îeE•lflÏ-...^.» , ^ + R .^.^n «-. .̂ ^

'OD

On peut alors énoncer le théorème suivant qui reformule le théorème (I,B) :

Théorème (I,C) - Soit A une fonctionnelle additive de î, il existe une

suite^ {B \ de fonctionnelles additives de X°, une suite î f \ d'applications

de û" K ̂  dans R vérifiant la condition (I.B.IO), telles que, si X"1

désigne la fonction indicatrice de S 1, on puisse écrire :
Î

B^^) ^(x^) si ÇéE^

A,(<?) ?(fi(yl- î-xi.l) + B^)^i)xnl(xi» + B^(P-l^P)xnp(urP)

si QêE^

k(î) o -. -. ^ .. n»
Z (f (<f^...^^x^) + B^ )(^) < ^x,)) si ̂

< 1 i

La loi de branchement îf, qui indique dans quel espace on se trouve aux

instants de branchement ,̂ permet de calculer ? (\ ^x ) == 1) grâce à :
n-. ^ "o n x

(1,4,4) : si x é.S -1 , P (x^ €: S '-...x é S p) »± x^ <=: P

fn n ^\-' ^^^ ) • • • ̂ \ -snp)-
^^...OP •' S-l

Si A est une fonctionnelle continue de 'X.AO pour tout i et B est

une fonctionnelle continue de X, si A est de potentiel fini pour ? , B est

de potentiel fini pour î^, si A est de carré intégrable pour î , B l'est
pour P .
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CHAPITRE II

Si X est un processus de Markov, nous désignerons par IsL l'espace des
A.

fonctionnelles additives de X, non négatives, continues, de carré intégrable (l)

et de potentiel fini ; nous désignerons par My l'espace des fonctionnelles addi-

tives de X, continues, de carré intégrable et d'espérance nulle et par Ly

l'espace des fonctionnelles continues et d'espérance nulle. Avant de déterminer lœ

fonctionnelles de N - (cf. I,C) nous allons déterminer celles de Ny, générali-

sant ainsi un théorème de Vent'cell.

Soit fc= (ïl ,F <P..»|\.»P ) un brownien d-dimenslonnel. -On supposera que
0 ' 00 "t t X

F^ = î.(p ,s^t)^ , la complétion étant faite par rapport à F (on sait que

ces tribus sont continues à droite du fait que fc est fellérien) ; Vent'cell a

montré que tout élément M de Ma peut s'écrire sous la forme d'une somme de d

intégrables stochastiques :
d .1 .

M » IT \ h (fc )dp> , où ^ désigne les coordonnées de f>- j^.
1=1 ^o
Dynkin ([6]) a donné une représentation des fonctionnelles additives, non

négatives, -îohtinues, du brownien et satisfaisant à sup E (M. ) ^OD ; ces fonction-
x

nelles, qu'il appelle W-fonctionnelles ; se représentent en terme de W-mesure ;

ces mesures sont par définition telles que sup f | x-y| i<(dy)^oo si

xéR0 ^(x-yl^l

d > 5 (en particulier la mesure de Lebesgue e.st une W-mesure) ; lorsque la mesure

qui représente M est finie, M peut aussi s'écrire comme une intégrale stochas-

tique ; Dynkin n'a pas caractérisé les W-fonctionnelles dont la V-mesure est

finie, d'une part, la condition sup E (M ) /<a> est une condition très forte,
x x t

d'autre part ; il est donc intéressant de décrire, en terme d'intégrales stochas-

tiques, les fonctionnelles de N A .
Nous généraliserons ensuite cette formule à des processus de diffusion autres

que le brownien..

A - Cas du brownien.

Soit A « (/Z^F^F <A,,Q ,P ) un brownien d-dimenslonnel et fi. les
u * t U X ____ .. ' w

composantes de &.- ft . On supposera que F « Ç 2(h ,s(t)' . L'objet de ce
• u ' O • U f - S

paragraphe est la démonstration du théorème suivant :

(l) nous dirons qu'une fonctionnelle B est de carré Intégrable si E (B ) ^œ,
pour "tout t fini et tout x.
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Théorème (II.A) - Soit A une fonctionnelle additive, non négative, de ̂
continue, de carré intégrable et de potentiel fini. Il existe d fonctions mesu-
rables sur R ,h . . . h » un potentiel régulier f, et une suite de temps d* arrêt
t tendant vers l'infini, tels que ;

r̂ " n ^ ^
^ h (P) ) -<oo, P p. s., pour tout t et tout x ^ et que

«, • «r.) - ni»,) » s J* î .)̂ .^t
1 "0

La démonstration se décompose en plusieurs lemmes,

Comme A est continue, elle est équivalente à une fonctionnelle parfaite

[5] 5 nous supposerons donc A parfaite.

Rappelons qu*un potentiel régulier f est une fonction excessive finie

telle que, pour toute suite de temps d'arrêt T croissant vers T, E f(fe )

converge vers E f (?„»)• n

Lemme (II.A.l) - Soit M, « A.+E. (A_) - E. (E ).
t t ^ 00 ^ 00

M est une fonctionnelle additive continue de A, d'espérance nulle
(M €: Lfc) ; c'est donc une F -martingale.

Démonstration. - II est facile de voir que M est une fonctionnelle addi-

tive d'espérance nulle, d'abord M est évidemment F mesurable, ensuite

"t^s - ̂ s-̂  + \<^> ̂ oo)- "t̂  "s ;et W = W + ̂ co^-W

-^t^X^-W-^C^-0-

Pour établir le lemme, il reste a vérifier que E-, (A ) est continue,p. co
c est à dire, que x^E(A ) « f(x), est continue sur tes trajectoires. Comme

f est finie et comme c'est le potentiel d'une fonctionnelle additive continue
c'est un potentiel régulier.

Or, ([l] p. 193)^ on Sait que, si, pour toute suite T de temps d'arrêt

d'un processus X, croissant vers T,X est mesurable par rapport à la tribu

V F - , une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction excessive
n n ^
finie soit un potentiel régulier, est qu'elle soit un pseudo-potentiel (c'est-à-

dire que lim ^t^) ss 0< P.s.) qu'elle soit régulière (c'est à dire continue

sur les trajectoires), et qu'elle soit uniformément intégrable (c'est à dire que

f(X^) soit uniformément intégrable lorsque T parcourt l'ensemble des temps
d'arrêt).
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-Si T est une suite de temps d'arrêt d'un processus de Hunt X ^croissant
n

vers T, X^ converge vers Xm sur (o oo ), donc Xm est mesurable par rapport

à la tribu n V F- 9 d'après ce qui précède f est alors régulière donc continue

sur les trajectoires.

La fonction f est celle qui figure dans l'énoncé du théorème.

La fonctionnelle M n'est pas de carré intégrable, pour nous placer dansx
une situation comparable à celle du théorème de Vent'cell, nous allons tuer le

brownien 6 par une fonctionnelle multiplicative le, m,. Nous rappelons à cet

effet les définitions suivantes [l] :

Définition (II,A,2).- Soit X « (fl.,F,F^,9^,P^,X^) un processus de Markov

à valeurs dans E et T un temps terminal, on appelle processus tué de X par

T le processus Y » (-â,F,? ,6 ,î ,?) défini par :
u u ».» X

fl-ÛKR4 '»{U)^,À)J

P.F.^

^ ^ (X+(<*>) si t^
X (o)) »\ '
^ (A si t>^À( A est le point de compactification de E)

^(A- (^-tVo)
A, /s, ^
P est telle que E (Y) » E (Y(t»),T(u>)) pour toute fonction Y F-mesurable

? « ^ (î°)* où î0 » Î(X ,s^t) et F* désigne la complétée universellet s ^ t s s s '"

de F.

Ces tribus ne sont pas les tribus considérées par Blumenthal & Getoor, mais

elles possèdent la propriété suivante, qui sert de définition dans [4], et qui

permet de démontrer toutes les propriétés du processus tué :
^' /^ /\

Lemme (II,A,3).- Soit û «J2x]t œ], si A fc F^, il existe un ensemble

A £ P., tel que A 0.0 « A ^- ]t oo] ; ceci pour tout t.
t t

Démonstration. > Soit d'abord A 6 F^ et A » {us; 9 A tel q^

(o>),<0 & Î Q Q . J soit^coeA et ^ ~u»(R^) (cf I,B,2), alors

V^t>t ; (^(t)^((o,A)0^) et (^^) 6 A r[!i^ donc ^ é A ce qui prouve que

A ç- F . Par ailleurs il'est clair que A C\OL^ « A K ] t œ].

Si ^C\ F0^, on détermine, pour chaque s, un ensemble A , tel que ;
s>t s ^ ^

î n 5 « A <]s-œ],soit A « C\ ̂  , alors A e F et A O D » A K ] t o D ] .s s g s ^ ^

Nous allons vérifier dans les deux lemmes suivant, qu'à une fonctionnelle

additive de Ly correspond une fonctionnelle de Ly, et nous tuerons A par un

temps d'arrêt tel que la fonctionnelle correspondante soit de carré intégrable.
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Lemme (II,A,4).- Soient X « (<Û,F,F ,e ,X ,P ) un processus de Markov, T

un temps terminal, Y le processus tué de X par T. Soit H.(t») une martingale

de X, alors G ,.(a),A) «B H. , (oo) est une martingale de Y.
M t'A A

Démonstration.« Soit A 6 ? et s ^ t——————>«—>—— ^ ,̂

Calculons

J^.A). P. -J^W^ f. ̂ ^ W^ Vînn^ d ̂  -

t, d ̂ C "^^ -L^)11^^ p- -f^^ d ̂

et le premier terme du membre de droite est égal à f^ ^ G (u),A)d ? .
J A O Û s • x

^ c s

Sur (û ) :^ ̂ s^t, donc la deuxième intégrale est égale à

^ei )° H^^d ̂  ce ̂  ëtablit ̂  ̂  Gt(u"^d ̂  =^ 'V"'̂  pc• ,11
S

reste à vérifier que G^ est ?^ mesurable ; il suffit DOUT cela de constater

que, si s«t, le calcul précédent montre que G,(u)»/l) SB Ë t G.(cj,/() Pp. s., et
-^ w 1:> x

de se rappeler que les tribus F, sont complètes.'t

Lemme (II,A,5).- Soient X « (fl,F,F.,e,,X,,P ) un processus de Markov, T
ï/ "o u X

un temps terminal et Y le processus tué de X par T. Soit M. (où) une fonction-u
nelleadditive continue d'espérance nulle de X, (M ê Ly). Soit B définie par

B^((jù,A) « M. .ï(00)* alors B est une fonctionnelle additive d'espérance nulle de Y.

Démonstration.» D'après le lemme précédent B,(oû,A) est une martingale de
-̂  -KS, t

Y. Comme E^(B^(cû,/l)) » E^(B^(u),/0) » E^(M^(û))) « 0 : B^«0 et B est centrée.

Par définition B^,A) - M^^(.) et B^e^(..A) « M^ ̂ (^^)(6^).

Nous allons vérifier que : (l) M^^ (u>) « M (̂u)) + M^^)^] (0^ ̂

(on suppose comme précédemment que M est parfaite). Si t^À/ l) se réduit à

M^(oî) « M^(u)) + M^(e^oû) qui est évidemment réalisée, si t<^ et t+s^/lfl)

devient M^(uï) « M (u)) + W i + o ô . ^ qui est aussi réalisée, enfin si t+s <A, (l)

se réduit à M (co) s M,(<jû) + M o©.(^) qui est également réalisée.
vTS u S "C • *

II serait naturel de tuer ^ au premier temps de sortie des ensembles

{x î S^Q^)^. n} 9 malheureusement on sait seulement que ces ensembles sont fermés,

on ne connaît aucune propriété de leur intérieur ou de leur. frontière et on ne sait

même pas si le premier temps de sortie converge vers l'infini avec n.

Soit f(x) » E^(A^) : f est une fonction surharmonique non-négative. Au
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sens de la théorie classique du potentiel, Mokobodski a démontré dans [l3] que, si

f est finie, il existe une suite de fonctions surharmoniques f11, finies, non

négatives et continues, telles que f(x) «^f^x). Nous allons vérifier que f

est le potentiel d'une fonctionnelle additive continue non négative- A et que

\-^-
Dans la démonstration du lemme (II,A,l), nous ayons rappelé, une condition

nécessaire et suffisante pour qu'une fonction excessive finie soit un potentiel

régulier, c'est à dire le potentiel d'une fonctionnelle additive continue : il

faut vérifier que t^ est continue sur les trajectoires, ce qui est clair, puisque

celles-ci sont continues ; que lim f^X ) a 0 p. s. et que f^X^ est unifor-

mément intégrable, ce qui est réalisme pour f donc aussi pour f11, car O^f11^ f.

Il existe donc pour tout n, une. fonctionnelle additive continue, non négative de

fi telle que E (A11 ) » f^x) ; soit B,((j) » E00 A^o)) est une fonctionnelle
* X 00 v 1

naturelle du brownien qui a même potentiel que A , donc

(II,A,6).- A^ «^ A" , E^(A^) » f(x) - Z° f^(x) « ̂  E^)

que,- L'hypothèse E (A ) < oo permet ainsi d'assurer l'existence

des fonctionnelles A11, elle est par ailleurs essentielle pour assurer la continui-

té de M^ » A^ + f(/^) - t^).

Soient S » {x ; \x\^m} et T « inf{t,t> o ; P». e S° \m - m - ' w m •'

Soit f^ « (û x R^ , F^ , ̂  , P^) le processus tué de ^ par T^

Proposition (II,A,7).-Il existe d fonctions mesurables h (i«l..«d)

telles que
t A^T

^ J m ̂ W2 ds<w - et ^ m fn(^) - ̂ ) + z ̂  hn(^) d^

Démonstration,- Soit M^(c0) - A^(c) - f11^")) + ^(^(M)). D*après le

lemme (II,A,5), M" (<*)) est une fonctionnelle additive d'espérance nulle de fi^.

Il est facile de vérifier que M" . est de carré intégrable pour P"" : on remar-
tAA ~

que d'abord que si x e S , T^(cj) « 0, P^ p.s., puisque tous les points de
{|xl « ml sont réguliers pour le brownien, de sorte que, si

x é SQ. ! W^ » (t<î»2 - ̂ AT^)^»2 - ° î sl x e ̂

^^AT ^))2^2 ^ÏAT )2 + 2 Ex(E/»,-- ̂  )2- qul est flnl> pulsque fn(x)
m m ' " c A * n ' o^^ A ^ m - ^tA% ' o

est bornée sur S^. Ainsi ^^(c»?) appartient à M ^ ; il est clair
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par ailleurs que /^^(io) appartient aussi à M ^ et que ^i . est orthogo-
nale à /^^U^lL puisque /*)1 est orthogonale à ^J.

Avant de poursuivre la démonstration de la proposition (II.A,?) nous allons
établir le lemme suivant :

Lenn-ne (II,A,8).- Toute fonctionnelle de M , orthogonale à A1 , pour
tout i, est nulle. ^ A

Démonstration.- Soit C^ l*ensemble des fonctions de C^ à support dans
S^. Soit C^) . g(^) - g(^) - ̂  j Ag(^)ds (g e C^).

Nous allons vérifier, que pour toute fonction g de C2 :

(n.A,9) c^,Â)»jyg^)d^,p^p.s.

Si x €- (S^) , les deux membres de (II,A,9) sont P"1 p. s. nuls.

Si x çS^ et t<^ (II,A,9) se réduit à la formule d'Ito ;

si t>,â^(o),A) - -f(^) +J A ^ Àg(^)ds ^^^ D1 g(^)d ^ - g(^),
0 0

or' ^ p•s•^ ^Pp est nul» P^sque g est à support dans S , oe qui
établit (II,A,9). Cette formule montre que toute fonctionnelle de M , orthogonale
à ^ , est orthogonale à 0e pour toute g de C2. ^w AA " m

Soit hj^} la résolvante de ^ : U^ (y(x) » E^ J°°lf(^) e^ ds,

U^ip(x) « E^ e"^ ^(p)g)ds. Soit g(x,y) la fonction de Green relative à S ,

on sait que U^ ^(x) »/g(x,y) <p (y)dy est de classe C2, dès que if est holdé-

rienne et que g(x,y) a pour limite 0 en tout point de la frontière de S ,ce qui

est réalisé puisque celle-ci est régulière, (th. 15-21, p. 55 de [7]) ; en

appliquant ce théorème à l'opérateur » A- p I, on établit que pour tout
p,U^(x)6C^

Nous pouvons alors suivre les grandes lignes de la démonstration du
théorème 6 de [il] (p. l̂ l).

Soit C^ (uU) « U^(^) - U^(^) -. ̂  (^-p U^)(^)ds, si

^C^, g » U^C^ et C^ = C^, donc toute fonctionnelle orthogonale à

^ tAÂ est ^^ûS^ale à C^ (gê-C^, il est alors facile de passer à toutes
les fonctions de C^ (fonctions continues à support dans S ). Meyer montre que

dans ces conditions l'espace des fonctions continues (̂  sur [s,œ], telles que

^ {^tU - ^AA. ) J ^(v) ̂ ^ e^ ̂ l^i sa 0 conti^ ^Mtes les exponen-• s
tielles et donc toutes les fonctions continues.
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On montre alors, par récurrence, que pour toute suite 0^t-<..,<1 , toute

suite de fonctions f- • • • f , boréliennes à support dans S , l1expression
m m

E [f,(ft. ) ... f (ft, ) M J est nulle. Cela entraîne la nullité de M, en effet:
x 1 t! n 'n V^

soit x fixé et A tel que M.(<o)>0 pour tout <*> de A, soit P (A) s a> 0 ;^ x
soit G un ouvert de S. contenant x, on peut, grâce à la majoration exponen-

tielle, trouver t tel que Pïïi(fr ê- G 9 vs^t)^l-a/2, soit f une fonction à

support dans S et égale à 1 sur G ; E (f(A.) M )> 0 ce qui est absurde sim x • t " A A
f est continue; ainsi s achève la démonstration du lemme (II,A,8).

Démonstration de la proposition (II,A,7) (fin).-

D^près le lemme précédent et le théorème de projection ([10]) il existe d

fonctions \\ telles que M" ̂  («,) - Z J^ n^(^ ̂  d ̂  ̂  .

Soit x çS^ et t ^.T^(«») •£. îto») alors ;

z J,\ (^A) d ̂ ^ î V^, ̂  ̂ ^

^(^^\W^^

Soit B^ » {x €• S^ ; "^h^x) ^ "^^(x)^. B^ est de U^ potentiel nul, or

^h n^st défini qu'à un tel ensemble près. On peut donc trouver des fonctions
n,

h telles que s

^^•^J^Ps^l^-

Cette dernière forme étant d1ailleurs la forme générale des éléments de

.̂Ainsi, P^ p. s. ;

M^ (<.) . F f ^Tm h^(^)d ̂  et E f " 'Tm (h^^^îds <co.
^ m 1 •'o -'o

Comme T croit vers l'infini avec m, cela signifie que M. est une

martingale locale égale à 2~ f h^ft )d h1, en fait, on sait par ailleurs que
1 Jo n ' ° ' °

M^ est une martingale. Nous avons en même temps démontré le lemme suivant ;t

Corollaire (II,A,10).- Soit U un ouvert borné de R de frontière ^ U.
""—————""" c(l)On suppose que tous les points de 3U sont réguliers pour U v ' ; soit T«T ,

Ve

(l) Nous dirons dans la suite q^un tel ouvert est un ouvert régulier (pour le
brownien.
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alors toute fonctionnelle de M du processus ^ tué du brownien par T,
peut s'écrire ;

d -t A T t A T
M^A)-Z:J h(^)d / î>s où E^J (h^^ds^œ

Démonstration du théorème (II,A).-

D'après les lemmes précédents :At • rAÎ • Ê ̂ -^+ éC ̂ ^
oo d t

-^)-W.^ s (̂̂

<-^^ h^)^.
Soit Z^ » inf^t ; A^ +| (^-Pj + M ^ > m } , comine cette expression est

continue^ Z^ croit vers l'infini avec rt. Nous allons vérifier que ^ M11

converge dans L^P^) vers M^ ̂ g ; comme ^ M^ g converge p. s1 A m

m k n»l ^ m
vers M^ , il suffit de vérifier que ^_ MÇ est une variable bornée

o m n«l /v m
dans L .

Calculons donc

l̂l "Î.S^2^ ̂ (^ A^) . . ̂ [^ ^(^.s^-^n(^)]2

-< 2 ^^t ̂ )2 . 4 E^ f(^ )2 . 4 f(x)2 ;
m

or '^tAS ̂  Wt^W2 + ̂ ^o)2^4^^^2 + ^"tAS^2 + 2f^)2

donc E^(^ M^ Î^C^m) et Zl M" converge dans L^P ), de sorte que
n«l m 1 A m

c'est une suite de Cauchy et que

•^^•i^ff-^^;3-^^..
converge vers zéro quand p et q tendent vers l'infini.

i n i
Soit q^(w,à) « ls^s («/) 51 ^Ps^ la oo^ergence précédente montre que

m l

M^(u),s) converge dans L2(P^<^> A), et pour presque tout s, ^(cO^s) converge

en probabilité (pour P^) vers ^(cû^s^x). Soit s^ fixé, tel qu'il y ait

convergence et soit ^ î (^ g ) une sous-suite qui converge P p.s. vers

^ (oo,s^,x).
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n (x,s^) ^
Soit A(x,s ) = {y ; Y" ^Sc^ ne co^'^e^ee pas quand p croit vers

l̂ infini.} 1

Soit TA as i.^'* P (t0) ^ A} f sl la mesure de Lébesgue de A,^ (A) , était
o ^

positive, P (I1 ) serait positif pour tout y et ' ^ (u),s ) ne convergerait pas

pour P , donc /l(A)= 0 et pour tout y P (TA ) 8S 0.

F o si y ê A

Soit ^(y)«J ^^

(lim SI h-^y) si y e A°
v P-^OD 1 &

II est clair que (p^ (-^o) (f»g (<J^ converge P p. s, pour tout y, vers
p o

^ g » h (^ ^^ qui est donc ^gal p p'8*' p0111' +-out y* a V (^a8 »y) d®
Vo^ mj ^o ^ y °
sorte que ^ ( i^,s ,x) » L »(co) h (fe (où)) et ceci pour tout s ,P p.s.o ^ - ^ " S ' s o x^ l o^ mï o d t S

pour tout x ; SI ^ Ç . Q converge, P p.s. (Vx), vers IZ [ m ^(ft (ûù))d^1

, t A û X , * i J i S ' S
d t IÀ S

donc M » H Ç ^(^.(cùîid fc1 et E Ç m [h l(A((À))]2ds<OD, ce qui achève la
v i.l̂ o ' s s x ^o S ' s

démonstration du théorème II,A.

B.- CAS GENERAL.

Soit a une matrice symétrique positive, définie sur R , b un vecteur de

R , a et b mesurables et bornés, soit

L - J F a (x) ^1_ ^ ̂  \W ———
"- 1 1J y ^x 1 k ^\

i J
On dit qu'un processus de Markov X, de semi-groupe P., à trajectoires conti-t

nues, est une diffusion associée à L si :

Vx ̂  ̂ f€C^ P^ f(x) « f(x) + Ç PS Lf(x).

Dans ces conditions, les relations suivantes, équivalentes, sont satisfaites :

(II.B.I) f(X.) - f(X ) - f Lf(X )ds est une P -martingale. >/x
t 0 J S X

/ ° ^ ^
(lI,B,2)Ve êR0 , exp {<e,X^-f b(Xg)ds> - ^ f < e,a(Xg) 6> dsj

est une P -martingale. Si (II.B.I) ou (II,B,2) ont une solution unique P ,

sur Cl « C(R ,R ), le semi-groupe associé à P sur CI0 est celui de l'unique

diffusion associée à L. Nous nous plaçons dans des conditions où l'existence et

l'unicité d'une telle probabilité est assurée, on trouvera de telles conditions
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dans [l4], [2], [2*]. (On peut remarquer que dans l'état actuel des choses on ne

sait démontrer qu'une famille P , solution de (II.B.I) (ou II,B,2), fait de Xx "t
(coordonnée d'ordre t de û) ) un processus de Markov^que, si on sait que P

est la solution unique de (lI.B.l) (ou II,B,2)).

Nous supposons que û° est muni des tribus F = 0 î(X ,u^t)^, ces

tribus sont continues à droite, car les processus de diffusions associés à L sont

Fellériens.

Dans [2],[2*], nous avons généralisé la formule de Vent'cell à de telles

diffusions. Nous allons suivre une méthode similaire et démontrer le théorème

suivant : *

Théorème (II,B)«- Soit A une fonctionnelle additive continue, non négative,

de carré intégrable et de potentiel fini, de la diffusion X sur .0°, associée à

L ; il existe d fonctions mesurables g sur R , un potentiel régulier f, et

une suite de temps d'arrêt t croissant vers l'infini, tels que ; pour tout i

et tout t E C n [g^X )]2 d<Z1 , Z±> <œ et
x Jo s s

d ^ 1 i ^
A^(co) » f(X^)-f(X^) + S:J g (Xg)d Zg , où Z^-X^ - J (b(Xg)ds.

1 0 0

Démonstration.- Nous suivons la méthode de [2], [2*] (voir aussi [l5]). Soit

P., l'image de R par a(X ) et N son supplémentaire, soit E^ l'opérateur

de projection sur N., y une matrice telle que o- y* sa a, P la probabilité

oui réalise (II.B.l), W la mesure brownienne et A un brownien sur 0.° muni

c e s tribus G. » î(ft , s^)^t » s ^ t
Nous désignerons par Z (^) la martingale X (où) - X (co) - \ b(X )ds ; Zt "c o J^ s t

est une martingale pour P (vx) relativement à P.. On sait alors qu»*!! existe
X u

une matrice à coefficients bornés a, telle que le processus suivant soit un

brownien : ̂  -{(n°< fï°) , H ,̂̂ ,̂ ' ) P^ (g) w} où

(II,B,5). ^ . ^

^((^o)') » î 'a(X^))d Z^(u)) + f E^(X^((^))d ^(û)')

(n^4)• .——_____P^W
H^(oj,^) -ÇîC^. s t) '

^
alors (II,B,5) Z^(<o) - Z^(o>) « l o,(X^(o)))d ^(«J,(i>').

Lemme (II,B,6),~ Toute martingale M, de Ly appartient à L^
•"•""——— ' L À ?

Démonstration." II suffit de vérifier que M est une martingale de À .
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Soit b==o, (II,B,5) devient (X.(oû) - X (a)) « f ff^X (u)))d /? (c./,^') de sorte
I' 0 J U • U

que 3(X ,s ̂ t) Q y(^.s^t) ; M est donc mesurable par rapport à H. ^véri-

fions que M est une H martingale pour P ® W : il suffit de vérifier que" e t x
M. est une F+® G. martingale pour cette même probabilité, or si A ç- P.,

B €• G. 11 est clair que f M.(co) d(P <g) W) « Ç M (cj) d(P ® W) en
A X . R - x ^ A x R 8 x

intégrant séparément en P e î W. ^-

Si b n'est pas identiquement nul, les tribus F et H. ne changent
U t

pas, seules les probabilités changent (formule de Cameron-Martin) de sorte que

le raisonnement précédent est encore valable.

Démonstration du théorème (II,B) (fin).

Soit A une fonctionnelle de M.. et M. « A.+E,. (A )-E., (A ) ;À t t x. oo x oo
E_ (A ) s f ( X . ) est continue, car X est un processus de Hunt, M . , qui

A. 00 u "C
est une martingale pour F., est une martingale pour H et P ® W, de sortet t x
qu'on peut exprimer M. sous la forme suivante :

M. a Y" j h (fc ) d h , ou encore d'après la forme A
1 o
d t . d t i

M « Vj m-ts.^.oû^d Z («->) + HÇ n^s.uî.u^d f> (o)*), où m et n"
1 o 1 o

sont progressivement mesurables par rapport aux tribus H , comme M (al) est
8 i iorthogonale à /î.((*î*) les fonctions n. sont nulles et m (Au»,u)') = m ÇA»"»)

est F mesurable. Pour conclure, nous utilisons la proposition suivante,s
démontrée dans [2], au chapitre II, et qui résulte d tun théorème de Mokobodski[l^

Proposition (II,B,7).- Soit H. une martingale-fonctionnelle additive,

dtun processus de Markov (ïl ,A ,x ,P ), qui s'écrit sous la forme

H.. (a)) » \ h(s,u))d t , où *S, est une martingale-fonctionnelle additive du mêmet j s i , ,
r r 2processus, de processus croissant \ tp(x )ds et où E ( h (s.co) i?(x )ds<OD,
"o x "o s

quel que soit x. Alors il existe une fonction g mesurable telle que

"t = ̂  ̂ s^ îs - ^ P-8-

Soit î le temps d'arrêt figurant au théorème (II,A), t est en fait un
m + T^ + û m

temps d'arrêt de F^ et [ E ^ ® W ] f In (hi)2(^)ds - E^C m[^ll(s,u))]2d<Zi,Zi>3 .
o ^o

ce qui achève la démonstration,
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CHAPITRE III

FONCTIONNELLES ADDITIVES DE PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE DIFFUSIONS

Nous appellerons processus de branchement de diffusion un (X0,^) processus^

dont la partie de non-brahchement X est une diffusion non conservatrice. Pour

construire de telles diffusions on peut partir d'une diffusion conservatrice X

et prendre pour X° un processus tué de X, On sait alors construire le (X°, iç)

processus correspondant (théorème I.A).

Dans le premier chapitre, nous avons décrit les fonctionnelles additivés d'un

(X , Tf) processus, connaissant celles de X ("théorème I.C),

Dans le deuxième chapitre nous avons décrit les fonctionnelles additives,

continues, non négatives de carré intégrable et de potentiel fini d'une diffusion

conservatrice X (fonctionnelles de Ny). Nous allons maintenant décrire les

fonctionnelles du même type d'un (X , »y) processus, X étant un processus tué

de X, 11 convient de décrire les fonctionnelles additives de processus tués de X.

Nous allons le faire dans les deux cas suivants :

(A) X° est le processus tué d'une diffusion X à la sortie d'un ouvert

borné V, de frontière W, tel que tout point de "^V soit régulier pour un
d ,, cbrownien construit sur R , relativement à V •

(B) X° est le processus tué par une fonctionnelle multiplicative de la
^tforme e , où A. est une fonctionnelle additive, continue, non négative de X,

de ^-potentiel fini.

Définition III.1,- Nous appellerons U-processus de branchement les proces-

sus obtenus par la méthode A, à partir d'un ouvert U,

Nous appellerons. A-processus de branchement les processus obtenus par la

méthode B, à partir d'une fonctionnelle additive A.

A- U-processus de branchement»

Proposition (III.A,!).- Soit fis» (^l,F,F,,p.,P ) un brownien muni des tribus

F, « Ot(f5 ,s<t)^ , soit Y» (^xR4',?,,^.,? ) le processus tué de A à la sortie
t yC 1 S ^ w u X

d1!^ ouvert régulier borné U ; soit A ..(oj./O une fonctionnelle additive de N». ;
u 9

11 existe un potentiel régulier f de v , d fonctions mesurables sur
fi 1 ri

R ; h ...h , une suite de temps d'arrêt T de ft tendant vers l'infini tels que;

A,(^) - f^)-f(^) . F f^i^ et E^V^)^ ,3 <oo
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Démonstration.^ Au chapitre II nous avons décrit les fonctionnelles de Ng

en tuant h à la sortie de boules de rayon n, nous avons obtenu au corollaire

(II.A.6) l'expression des fonctionnelles de M- si T est le premier temps de

sortie d'un ouvert régulier, mais nous ne connaissons pas celles de N- il nous
prp

faut tuer à nouveau V pour obtenir l'expression des fonctionnelles de N par

l'intermédiaire de celles de M, .
y»

Soit f(x) = E (A ), f est un potentiel régulier, c'est une fonction
X OD

excessive régulière si yfft(c^/0^v F,o , pour toute suite de temps d'arrêt T
^ n n

croissant vers T. On sait qu'à une telle suite correspond une suite de F temps"c
d'arrêt T , croissant vers T, telle que T ((^/O/^A ss T (cû)A^ et

Î(<^A)/\A ss T^OÎAA .
Nous allons montrer que {T((,),/O<^ 6 V F»ft • Remarquons d'abord que

îî^Ak/lîeFç car {ÎWk^O ^(û>,A)^ tf= n {T(^^ ^ ^ l^oo] + [T(o))<^ MO.IJ

et 11 est facile de voir que chacun de ces ensembles appartient à F..^ t
II suffit alors de vérifier que P-̂  » V F-̂  , ce qui résulte du fait que les

tribus du brownien sont dénuées de temps de discontinuité : F =VF . (il suffit

de vérifier que le brownien tué est standard spécial) [il']. n

Sur l'ensemble {Î^Â)^/^)^ &û<A) ss R^ (eu) converge vers ^(cc) î= ^(co* A )
n ^ n

qui est donc VF^ mesurable ; sur ^T(cù,^)>,^ V_(oj,^) a= ^ est mesurable par

rapport à V F-̂  n ainsi f est excessive régulière et fhC) est continue.<»\, l 't,n

Soit M^(co,A) » A^,A) + f(^) - t(^)

M est une fonctionnelle additive de Y continue et d'espérance nulle.t

Soit S^ « {x,|x|^n^ et Z^\) » T ^,\)
Sn

Soit ^n «{Q.KR'1"^ R'1' , ̂  , S" * Vï\ le processus tué de Y par î. ((»),/0.

^ Ç l̂ ((ô) si t < A ^ l<-
II est clair que à (<*^A^*) «^

(^S sinon ; on sait, d'après le lemme

(II,A,5), que M (<o,B) €- M ,
A !*• S

Soit T(oû) « T Q de premier temps de sortie de A de U.

Soit T (œ) la suite de F.-temps d'arrêt attachée à 3 (û>),Â) parn . u n
T^COÙÎA.A «î^(u»,A)/<A< T^ est le ternes d*entrée de ^ dans S° car

{t<^((0^)^AjQ(i>g(u/) é S^ , /s^t^^ C{T^)^;l}.
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Soit /1 . {û x R+ , ̂  , y" , ̂ } le processus tué de ^ par

{^(h)) si t^

^(o))AT(co) où ^(u>,A) «

^ sinon

II est facile de voir que ^ et- ^n sont deux processus équivalents,
en effet

^Y(^,/J «E^Y[u),T(a,), e^(u),T(n>)]

^ Y(<.»^) « E^ Y(i-,T(o»)AT^)), de sorte que :
(III,A.2)

^ ̂ ^ = ̂ ^t^^KT^Ar («,T(<o))}^ ̂  est ^^ à

^f(^)=E,[f(P^)l^,^)^^].

TAT^(cô) est le temps d^ntrée de ^ dans (U 0 S^)0 et (UHS ) est un ouvert

régulier satisfaisant aux hypothèses du corollaire (II,A.10), nous connaissons donc

les fonctionnelles de My^ , nous allons connaître celles de Mç , grâce au
lemine suivant :

Lemme (III.A.3).- Soit A une fonctionnelle additive de M et
^(o^À) - A^(u),A»oo), alors C (tj,^)6-M .

Démonstration^ ^ est additive car C^fo^) « A^(^,oo) » A^(^,oo)

+ Ag(e^cû,(Â-t)vO,œ) » C^(œ,A) + Cg(6^ co., (A-t) \/0).

Nous allons vérifier que C^ est 1^ mesurable : soit A « {C (cj^)^aî

A •{A^(u)^,oo)J<a] qui appartient à ̂  -[ Ç î(^^ s<t)]^. Soit fL^,/0 une

fonction mesurable par rapport aux tribus î", alors f(^A,œ) est mesurable par

rapport aux tribus ^ « [Ç Z^, s ̂ t)^ , car cette propriété est vraie pour

toute fonction f de la forme TT^( S ̂  (c*U^)) puisque ^(^ (a)^,œ )) «

^(y^ fo^)) ; cela entraîne que A e ̂  : la formule (III.A.2) s^tend à des

produits de fonction, de sorte que Ê^[f^ )...f (&")] «^[f (y11 )...f (r11)],

yo^<t ... <tp « t or ^(S^^A.oo)) « f^fr)^)), donc pour toute fonction
^ F mesurableoo

(III.A.4) ^(»f(«».À,f<))-'E^iffc.^.oo) pour tout x
ainsi

1^(A^.A,oo)) »y A^(^.^) - 0

E^(A^(ta,^.oo) -y A^(o>,X,/t)<oo car A^^,,l,yt)çM
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ce qui montre que C. (u) , / l )& M .
t ^

Corollaire (III.A. 5). - Soit N.k),^) une fonctionnelle additive de L, ,

il existe d fonctions mesurables g^- sur R , une suite de temps d'arrêt T
n

de A croissant vers l'infini, tels que :

r^AT . p d -bAÂ
E [ n (g'OO'ds^ooet \(^.A)»L{ g(f)Jds.x J^ l s t ^ J^ ! s

Démonstration. - On a vu au lemme (II. A. 5) que N (i»ï,/0 appartient à
- A ^*

M , donc N.(u),Â)^ M et on peut appliquer le corollaire (II.A.10). En

appliquant ce corollaire à M on achève la démonstration de la proposition

(III.A.1).

Nous allons maintenant examiner le cas de diffusions autres que le brownien

et démontrer le théorème suivant :

Proposition (III.A.6). - Soit L un opérateur elliptique et

X s= (Û°,F ,X,,P ) la diffusion associé à L sur û°, dans les conditions du
"C \t X

théorème (II.B).

Soit X° » (û° K R'1' , F^.X0?0) le processus tué de X au temps d'entrée
"C u X

T dans le complémentaire d'un ouvert régulier borné U (relativement à un

brownien A sur R ). Soit A .(iij.A) une fonctionnelle additive continue, non

négative, de carré intégrable et de potentiel fini de X° ; il existe d fonctions

g mesurables sur R , un potentiel régulier de X°, f, et une suite de F

temps d'arrêt T croissant vers l'infini, tels que

A.(o)^) » f(X°)-f(X°) + S: f^ g^XjdZ1 et E f^" g^X J^ Z ^ Z s <oo
t O W 1 J O f "0

où Z, désigne la martingale X.-X - f b(X )ds.t t o J^ s

Démonstration." Soit f(x) = E°(A ), f est un potentiel régulier, et
- ' ^ ^ "' ^"^ X 00

comme X est un processus de Hunt, on démontre, comme dans le cas du brownien

que f est continue.

Soit M^foU) - A^./O + t(X^) - f(X^)

Rappelons (cf. théorème II.B - démonstration) qu'il existe sur 0.° ^ Q°
-^ /•"

un brownien ^..(oo.ui*) muni des tribus H , tel que Z (<»))-2 (co) s: \ g,(X (ûù) )^ * \f , t t o - « j u
dp ((•>,*•>') : soit V = U x R ,9 est un ouvert dont la frontière esî régulière

pour le brownien & , qui n'est pas borné, mais dont il est facile de voir qu'on
/V . /^/

peut lui appliquer le corollaire (II.A.10). Soit T(o),(,)') = T(oï), T est le temps

d'entrée dans (U) , soit
ys / o /\<» + /s ^ ^ \ ^ ^
ft=l(û <Q <R , F.,y&.,P ^ le processus tué de fi par T où
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^ (M10*10^ si t<^
^,((»),u>'i0 « ) -^
't T ^ ; soit enfin M^o),̂ ) « M^((^),

< a sinon
^^ ^

11 est évident que M^ 6 L((î^ donc, d'après le corollaire (III.A.5), il existe

d fonctions mesurables h et une suite Ï de temps d'arrêt croissant vers_» n
l'Infini tels que \^^^) » M^(<o^) »^ R^ ^Ps^s et que

tA? ^ °

(E^®W) J n h1^)2 ds<oo. En utilisant la proposition (II.B.8) on conclut

alors, comme au chapitre II que M^(u,,̂ ) » ̂  J g^X^d Z^, et qu'il existe une
1 ° t A T

suite T^ croissant vers l'infini telle que E f "(g^X ))2d<Zl,Zl> vœ.x Jo s ^s << *

Nous avons vu dans le théorème (I,C) comment on construit le (X°, -ff)

processus correspondant à X° en considérant les processus produits de X°, il

nous faut donA vérifier d'abord que ces processus sont des diffusions tuées.

Proposition (III.A.7).-Soit X la diffusion associée à L et Ï le
produit syné triqued'ordre n de X : ? est une diffusion (? aussi). Soit

X° le processus tué de X par T et ^ le produit symétrique de X° d'ordre

n î î^ est équivalent au processus ^ tué de Ï̂ par T(o;) - T((^)A T(^)...^T(m )

Démonstration.- On trouvera en ( I . A . 6 ) et ( I . A . 8 ) les définitions de 5̂  et
et X^ . Considérons d'abord X^, produit direct d'ordre n de X. Nous allons

montrer que X^ est une diffusion. Il est clair qu'il suffit de 1« démontrer si

n«2. On sait que si X est la diffusion relative à L sur û° î (IIJ.A.8)

exp {<e,X^-J b (X^ )ds> -^ J^e^Xg) e>ds] est une P^martingale pour

tout x, tout e de R , relativement aux tribus F . Soit Y une copie de X
et Z le processus produit de X et Y

C X^(o») si 1^.1 ̂ d

Z^o),^) «-{ ,
(^(a>') si d< i^2d ^

soit B(X^Yg) . B(Z^) le vecteur de coordonnées B^Z ) « \ s " ^

(b^Yg) d^i^2d
Soit A(Z^) la matrice dont les coefficients A sont donnés par :

^J^ " ̂ 31^ a ° s± l^ l<d et d<J^2d

Aij(zs) " aij(xs) si ^^d eti^j^d

A^(Zg) » a^(Yg) si d< i^2d et d< j^2d



50
J. REINHARD

Soit enfin L^ 1 opérateur elliptique sur R2'1 relatif à A et B, cet
opérateur a les mêmes propriétés de régularité que L, il existe donc .une diffu-

sion associée à L^ sur (0°)2-CCR^R2^, nous allons vérifier que Z est
cette diffusion, comme il y a unicité, il suffit de vérifier que l'expression

correspondant à (m.A.8) est une (P^ martingale, relativement aux tribus

ÎPt • ^ ^s.s^t)^ , or (III.A.8) appliquée à X et Y exprime que relati-
vement aux tribus suivantes ^ (jt(Xg,s ^1)7 ̂  Qî^^s ̂ t/, et pour

P^Py : exp{^Z^-^B(Z^)ds>-J J<^A(Z^>ds] est une martinga-

le pour tout ,1 , ce qui entraîne que Z est°la diffusion cherchée. Le générateur

de cette diffusion est donné par ses valeurs sur les fonctions f® g où f et

g appartiennent à C^), ensemble de fonctions qui est dense dans C2(R2à) ; n

est facile alors de vérifier que L^(f^ g)(x,y) « g(y) Lf(x) + f(x) Lg?y) de'
sorte que

(III.A.9) ^S\) - t(x)g(y) - t (g(Y^) Lf(X^) + f(x^) Lg(Y^))ds

est une (P^ martingale relativement aux tribus (F^ ; on peut écrire
(III.A.9) pour f=g de sorte que d'après (II.B.1)

(m.A.io) cl - î^ . ̂  . ̂  ̂  ̂  „
est au^sl une (P?^ martingale relativement aux tribus (F|)̂  ,. en remarquant

que (Xg)^ <£ (A^B) - {(X^)^ e A x B} U ̂ (^)^ g B ^ A} et en se rappelant la

définition de ?^(I.A.8). on vérifie que C? est une martingale de (?) pour

frg)^. Comme .(?, fêC-XR'1)) est dense dans C^R2'1) la relation (III.A. 10)

s'étend à toutes les fonctions de C^R2'1) ce qui prouve que ^ est la diffu-

sion associée à 1^ sur (H0)2 muni des tribus (î^ et achève la démonstra-
tion de la première partie de (III.A.7),

Par définition

^°) (yj) . W^i^- • • '̂ n'V sl t < inf -> i
v" sinon

soit aussi bien -

(^MJ^^^'--^"" sl ^^^
• L A sinon

de sorte que si x - (x^...x^). par définition de îf :

(III.A.11) (%^ f[(^)^^^)] . ^ E [f(X^(^) 1,<T(^)]

Soit ?^ = ((û0)" >. R4 . ̂  . ̂  . ^") le processus tué de X

par T((3)
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<P(X.(u),) , . . . ,X(o))) si t < A
% ir1*/ \ \ Y " — U l loù Y^(u),A) as-) et

S û sinon

A[^(..AJ] -y[f(^( ) i,̂ ,)] - TT ^[f(x^) i,̂ ]̂
de sorte que, en comparant à (III.A.Il), on vérifie 1 équivalence de X° et Y .

Corollaire (III.A.12).- Soit A une fonctionnelle additive de H»̂  , il

existe un potentiel régulier f de X°, nd fonctions mesurables h su? R11 ,
r^ n .

une suite 8 de F. temps d'arrêt, î tendant vers l'infini, tels que :
n t A? n

\ \ n (h^Ocîd^.zSs^oo
et J °

<^ ^ nd tA^-i À. .AÀ, i ^ ^ ^
A^,^,...,u,^)=f(X^-f(X^+^^ ^ h^ dîZn^s

Démonstratipn. •" On a établi cette formule pour n«l à la proposition

(III.A.6). Posons M » A + t(Ï°). - t(S°) où f « (Eo)^ ) est un poten-

tiel régulier. Remarquons que, si ^ (10, ,A-,,... u> «À ) est (F0), mesurable laJL -L n n n w
fonction <((<o-,< min A^tj^,»»..cû »œ ) est g" mesurable (cette affirmation est

vraie pour toute fonction de la forme JT <^. (X°), , pour toute suite 0^t-...<t *t

puisque (X°) ,(u»,À) = (X°), (où,, mlnA^o)p»oo ...eu ,oo)Î.Cela entraîne alors que

si h est (F0), mesurable h((»ï. À) = h(<*î, min A .»c»}^,œ ... (̂  ,00).n t - l i e n
— — ^o

Remarquons alors que si A ,(co,A) est une fonctionnelle additive de X ,

A ((ù-,min^. ;w/.,»oo ... <û ,00) est une fonctionnelle additive de Y (ce qui set j. l c- n , n
vérifie immédiatement comme au lemme III.A.3).

Q

Comme (E°)^ A^ (^,A^ •••^n'An ) "^x11 ^^r"11" ̂ i^^00 • • • ̂  f(x^ eBt

un potentiel régulier qui est une fonction excessive régulière, en effet
^n ^
E (A fcj, ,min /l.) en est une car Y est un processus tué d'une diffusionx oo 1 1 n
conservative par une fonctionnelle additive continue de potentiel fini. Alors

*^o f>/

^+ é L(X ) donc aussi à L(Y )^ de sorte qu'on peut appliquer 1& proposition

(III.A.6) dans l'espace R"6.

Il est dès lors possible de décrire les fonctionnelles additives au proces-

sus de branchement Ile ^ X , grâce au théorème (I.C). Nous allons voir que les

fonctionnelles de N ç̂ ont, dans le cas des A-processus de branchement la même
n

forme que dans le cas présent, nous énoncerons donc le résultat final sous -̂la

forme d'un seul théorème qui figure à la fin du prochain paragraphe.
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B - A-processus de branchement.

Soit X une diffusion associée à un opérateur L dans les conditions du

"théorème (B.Il). X est un processus conservatif. Soit A une fonctionnelle addi-

tlve continue, non négative, de ^°-potentiel fini (pour un /l°), soit X° le

processus tué de X par e ' t, nous avons appelé A-processus de branchement un
^ oprocessus X dont la partie de non branchement est X .

Pour trouver les fonctionnelles additives de NA noussavons qu'il suffit

de connaître celles de N^ . Pour trouver celles de N̂  nous allons utiliser

le théorème suivant qui n figure dans [9] pages 2l6.

Théorème (III.B.l).- Soit R un processus standard tel que X^. ç R . Pour

que M soit équivalent au processus tué d'un processus de Hunt M, conservatif,

par une fonctionnelle de ^ -potentiel fini, 11 faut et il suffit que :
. o î '<s

1). Ï ° l(x) soit un potentiel régulier (8 f(x) » Ê ( ï^ f(?5-L ?<OD )

2). I: (ïÏ^Kx^œ
n>.l

on peut alors prolonger le processus M en un processus M équivalent à M au

^6X -(c*)) si ^<œ

moyen du noyau «.(«?, dx) as i ^ ([9] page 225)
^ ^ sinon

Proposition (III.B.2).- Soit A une fonctionnelle additive de N , 1 1
- Y

existe un potentiel régulier f de X , d fonctions mesurables sur

R , une suite de temps d'arrêt T de X tels que ;

d F^ i 1 r̂ n 1 P il
A^À) - F\ h (X^d Z^ et E^ J "[h^)]2 d<Zi,Zi> ^<oo^, . s / 3 - E \ "Lh'(X )F d<Z i ,_ ,1 ^o s s x J^ s s1 o 'o

Démonstration.- Nous allons utiliser le théorème (III.B.l) de la façon

suivante :

soit X a (Û-°,X,,F,,P ) la diffusion sur Q° de générateur Lt t x
—ft

X° » ( H° K R^X0?0?0) le processus tué de X par e t et
u \» X

X » ((0.°^^) , î.,?.,'? ) le processus prolongé de X° par A où
"C Xi X *

co'ss ^ tJ .,Â.\4 M* Nous savons que si A. est une fonctionnelle additive de X^ 1 i«) i £ N . t

Ç A (ul) si t < Â
A.(«s,;0 •j est une fonctionnelle additive de X et

^lim Ag(u)) si t ̂

que toute fonctionnelle additive de X° peut être obtenue ainsi (I.A.3), II
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nous suffit donc de connaître les fonctionnelles de L-. Soit M.^A +E (A )A t t ,-ç œ

~ E o^œ^ ̂ ^ • on salt que ^^^^•••"'An*'^ " x!^ ^ P'^ q l̂le
que soit la suite ^ en particulier

(III.B.3) 7 ,̂;̂ ,ca,̂  ...) «î .oo,̂ , oo...),

donc pour toute ^ F^ mesurable ^(co,/l^,/^... ) est F^ mesurable quelle que

soit la suite ^, il est alors facile de vérifier que si A est une fonctionna

le additive de X, A^(oj,oo,u?,oo... ) est une fonctionnelle additive de X (?oui

vérifier l'additivité il suffit de remarquer que 6 (iû, oo ,<o, œ.. ) » (Q c^œ.

on constate finalement que, si A^ est une fonctionnelle additive de Z,

A^(«>,^, ^..) ne dépend pas de la suite ^ et est une fonctionnelle additive
de X, de sorte que

A^A^),^...) « Z: f n^X )d Z1 donc A0^.^) » ̂  \ " h^X )d Z1

l ^o l ^ o s s
t AT

avec E^j n [h^X^)]2 d <Z^Zi >g <œ .

Proposition (III.B.4).- Soit A une fonctionnelle additive de N .il
^JQ ^ ^0

existe un potentiel régulier f de X , nd fonctions mesurables h n

sur R , une suite croissante de temps d'arrêt T de Ï tendant vers l'infini,n t
tels que :

t A T

\ { "[h^r'cKZ^zS^oo

et \^.——.>n) - ̂ -^\ - f ̂ 1"^ ̂  ̂

Démonstration.- Soient X ...X" des copies de• X

- , / , ÇP^^l)---^" si t<min^(u))
(xn;t(osl•••u>n) '^ A

^ sinon

Soit C (c*ï ...u) ) = A (&j.) +...+A ((û ), C. est une fonctionnelle additive
^ . t - n T i i ^ - c n t ^

continue, non négative de X de y-potentiel fini. Soit Xe le processus tué
^ -C((û...u)) n n

de X par e où

^ (^^l)---^^^ sl t<;t

(^)(a),...^,^)J .
^ UL. sinon
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fP(^(^)...^)) si t<mln>
/V°\ /• N ^ \ 1 V " 1(x,) S.̂ ...̂ .̂ )

» ̂  sinon
on peut alors vérifier que 3Ç et 3Ç sont équivalents, en effet :

%)x ̂ fl - ̂ ^Wîe - ̂ l»

et (%^ [?0^] . (î^[?(^ ̂  e^^, or 11 est facile

de voir que pour toute fonction f P-mesurable
t v

^nV^nV'-'r--0^ f^—t^î - TTE, [f(X^<^)f(^)]

de aorte que

%), [?%),] -nE^[f(X,(^)) e^^^ - (E^y?(%),]
^ ^

Comme (X^)^ (^,À^,œ .. .uï^œ ) « O^)^,^.. .u)^^) on conclut
exactement comme en (III.A.12).

Nous donnons maintenant le théorème final qui regroupe les U-processus

et les A-processus, puisque, dans les deux cas, les fonctionnelles de N^ ont
la même forme. ^

Théorème III.- Soit X le processus de branchement associé à la diffusion

X tuée de X par un temps T de sortie d'un ouvert régulier ou par une

fonctionnelle additive de ^-potentiel fini. Soit A($) une fonctionnelle

additive de N^ où Q>= (o)^,x^) » (u^.x^). Il existe une suite de potentiels

réguliers f^ de 5^ .une suite de fonctions h11'1, 0<i^n, pour chaque n,

une suite de temps d'arrêt T^ de 7 croissant vers l'infini, tels que :
n- n,
A^^yx^ ) si ÎOE^

V^M f^) ̂ î) -^(p-i)^^^?) si ̂
kO») n^ n^

./.̂  ^ûï.) ^ (xj si S^E1

ÔD
Z. (̂a l̂) ^ (x!) si ÇfeE

où fu (.) est la fonction caractéristique de (R11) 1 et

A^CT - ̂ (%^ - ̂ OÇ^ . yj^1"^! h-^^)^ d(Z^)^
"1 0 "1^ 1 Jo ' "l's "^n/s

avec (?^ . (;̂  - (ï^ . ̂  B^X,̂  ds
\\ - <\)s - ^)o - [ ̂  -

Remarque.- On peut ajouter à A. une fonctionnelle de sauts de branchement (I,C).
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