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FONCTIONNELLES ADDITIVES DE DIFFUSIONS ET DE PROCESSUS DE BRANCHEMENT

Hervé REINHARD

L'objet de cet article est la description des fonctionnelles additives,
continues, de potentiel fini et de carré intégrable, des processus de branchement
construits & partir d'une diffusion.

Dans le premier chapitre, on reprend la construction, donnée par Ikeda,
Nagasawa et Watanabe, d'un processus de branchement par recollement des trajectoi-
res, on décrit alors toutes les fonctionnelles additives de processus recollés en
fonction de celles du processus initial. En supposant connues les fonctionnelles
additives des processus produits du processus initial, on peut. décrire toutes les
fonctionnelles d'un processus de branchement.

Au deuxidme chapitre on généralise la formule de Vent'cell, en décrivant
toutes les fonctionnelles additives continues, non négatives, de potentiel fini et
de carré intégrable d'une diffusion : la formule obtenue présente de 1'intérét
par elle-méme.

Le troisiéme chapitre est une application des deux précédents ; le processus
initial est une diffusion tuée dont on décrit les fonctionnelles additives, les
processus produits sont équivalents & des diffusions tuées dont on connalt alors
les fonctionnelles additives : on peut ainsi décrire les fonctionnell.s du proces=-
sus de branchement.

Notations.-
Si S est un espace localement compact :
B(S) désigne l'ensemble des fonctions boréliennes bornées
C(S) désigne 1l'ensemble des fonctions continues bornées
C*(S) désigne 1'ensemble des fonctions continues telles que 1£]< 1.
€ est la masse de Dirac au point 'x
DN est la mesure de Lebesgue

cP désigne l'ensemble des fonctions p continfiment différentiables & support
compact

C(R+,Rd) désigne l'ensemble des fonctions continues de R" dans Rd. Si M est
une martingale de carré intégrable {M,M> désigne le processus croissant associé
4 M, si N est une autre martingale de carré intégrable le produit scalaire
{M;N)> est égal par définition,a %[<M+N,M+N>; {M,M> - <N,NJ. Les notations rela-
tives & un processus de Markov‘ (fl,F,Ft,Xt,Ot,Px) sont celles de [l].

Les propositions, lemmes et formules sont numérotés dans 1l'ordre ou ils

apparaissent dans le texte. Une formule comme (I1,A,9) désigne le neuvidme lemme

\o\a %orm&e, o mmsmm\ fe 1a partie A du coapitre 11,
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CHAPITRE I

FONCTIONNELLES ADDITIVES DE PRCCESSUS DE BRANCHEMENT

A - Processus de branchement.

Nous alions donner les principales définitions et propriétés des process;us
de branchement en suivant : Ikeda, Nagasawa et Watanabe [8]
Soit S un espace compact & base dénombrable, s" 1a niéme puissance

@®
symétrique de S, soit s° ={%} un point isolé, = s” la somme topologique
o

. A

des puissances symétriques de S et L =2 U {A} le compactifié de 3 .
Pour tout f appartenant & B(S) nous définissons une fonction ? sur

A

Y par

n
]Tf(xj) si x = (xl,...,xn)

1
(1,,1) v f(x) = 1 si x=%
0 si x=4

~
Un processus de Markov () ’F’Ft’xt’Px)’ 4 valeurs dans 3 , est un proces-

sus de branchement si son semi-groupe de transition Pt vérifie la relation

suivante :

(1,A,2) Py ?(x):Pt B (x) pour toute £ de B(S) et tout s de 3.

La variable aléatoire St , définie par }t(,.,) =n si xt("’)e Sn, s'ap-
 pelle le nombre de particules a l'instant t ; la variable aléatoire 2(w), définie
par 2(w) = 1nf(t,§t(w) # Eo("'))" s'appelle le temps de premier branchement ; le

processus (L ,Ft,Xz,Pz), défini sur S U {A} , par :

X (w) si t ( T(w)
(1,A,3) P) = P ,xe S U{A}; Xo(A) = ‘
: A si ty?(w);

s'appelle la partie de non branchement.

Quand .Xz‘ , existe sur {‘eioo} ,» on appelle loi de branchement du procesgus
un noyau T[(x,E), défini sur 8 %'} , tel que, sur {@<oo}:

(1,A,4) Ex(e“‘“" X, € ElX, ) = T(X,_ ,E) Ex(e"‘zxa_).

Une telle loil existe dés que le processus X est quasi-continu 4 gauche et
posséde un systéme de Lévy, ce qui -est enb particulier le cas s1 X est un proces=-
sus de Hunt(avec mesure de référence); Xo et T caractérisant alors le processus
de branchement, en ce sens que, deux processus, qui ont méme partie de non-branche=-

ment et méme loi de branchement, sont équivalents. Nous ne nous occuperons que de
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tels processus, que nous désignerons sous le nom de (xo,rr)-processus)
On peut, & 1'inverse, connaissant x° et T , construire le (XO,TT) pro-
cessus sous les hypothéses suivantes :

x° = LQ,Xz,F:,Pi) est un processus de Markov fort sur S U{A} tel que
les fribus Fz soient complétes et continues & droite, TT est un noyau sur
SxY , et

(1,A,5) (1) P(3° =1t) =0 pour tout x de S et tout t

)

@) P existe , } <o) = Fy(}°¢w)

(x0)”

(3) ]T(X,S) =0

Le théoreme 3.5 de [8] donne un moyen de construire le (X°, 1T )-processus
correspondant ; on peut remarquer que les conditions (1) et (2) sont toujours

remplies par la partie de non-branchement d'un (X°,1T)—processus quasi-continu &

gauche, et que la condition (3) n'est pas, & proprement parler, une restriction.

Avant d'énoncer le théordme de construction d'un (XO,TT)-processus, nous
allons donner les définitions nécessaires & la compréhension de son énoncé.

Soit S(n) la nidéme puissance topologique de S , Sn la niéme puissance
topologique symétrique de  S.

Définitio?h(I,A,é) - Un processus X; = (Iln 5 (X;)t‘, (F;)t , (P;)x) A
valeurs dans S U $b} , est appelé un produit direct d'ordre n de x° si
pour tout x = (x ,xn) de S(n), et toute suite de fonctions (fl,...,fn) de
c(s) :

1700
»* n (o] (o)
* o
(En)x [f1®f2 cee®f (xn)tla 1-l|-Ex1[t1(xt)1

~ ~N ~ ~ n
Un processus Xn = (‘ln’(xn)t s (Fn)t , épn)x)’ A valeurs dans Sn U {A},
est appelé produit symétrique d'ordre n de X, si pour tout x de S et toute

f de C*(s) : -~ n o~ n o
€) [t )] = TlrExi[f(xt)]

On construit facilement une version canonique de X; en posant :
n - -
(1,A,7) nn = n( ) ={@,a= (Wln'--:wn‘)}
¥(w)= min E(wk)
lekgn
o o -
Xlwp)peeenX (o)) si t <¥(w)

(x¥), @) = -
n't IN si ty¥(w)
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(F;x)t = (X:;).t , S4¢t) éventuellement complétées et rendues

continues A droite ;

P;: X oo aPi [A] s1 x = (xl,...,xn)es(n)
1 n
(P*)_(A) =
nx- Pz xeoo xF° [A] si x =A.

Si p est 1l'injection naturelle de S(n) dans S(n)

n - ~r
est une version canonique de X : [ﬂ( ) , P(X;)t (@) ,2((Xn)s,s 4t),(Pn)x]

» le processus suivant

P2 xevo x PO [A] 81 x = (X ,.0.,x )€ SP
~ xl xn 1 n
ot (Pn)x[A] = .
By xees x By °p] s1 x = A.
Ces deux processus sont deu.x processus standards, si x° est standard.
Ce sont des processus de Hunt, si x° 1'est et si s est totalement
inaccessible.

~

éfinition !I,A,B) On appelle somme directe de xn un processus X défi-
ni sur Z par : % - (n,x (u), ,P ) od

¥. U NS n‘°)-£wss

n o
X ) (> ~. U o)
. (Xn)t<“’) si “’en>,1
xt(b)) = ~
S si w=wg

-~
Ft -E(XS(Z}') ,8& t) éventuellement complétées et rendues continues & droite,
~ -~ (n) n .
P (R) = (pn)x[Aﬂ A"y 51 xe st P [A] = {.., [a]

~ A
On appelle distribution instantanée un noyau g sur QxE, tel que, pour
tout temps d'arrt T : p(w,dy) = ;L(GTu,dy) sur (T<¢y) P _-p.s.

Soit ¥ une loi de branchement, nous allons construire une distribution
instantanée & partir du 1 noyau ¥ sur (D. ,F ) % Z Nous définissons d'abord un
noyau p' sur (ﬂ(n) (F ) x Z(ﬂ) par :

° o . LS
(1,A,9) & (w,dxl,...,dx ) = 12-1 I{S(&) - ‘5°(w1)}"(x('s°) (w,,dx,) 1 ex?‘;o)_(‘!)dxJ
‘ si 0<J@)<w

E{A.."A} (dxl,...,dxn) sinon,
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A si 11 existe un 1 tel que x, = A .

(1,A,10) Soit r(xl...xn) -{ 1
® si pour tout 1 tel que x, =%
p(xll""’xln 3 x210v001x2n2 H an,...,xn n )
1 m
sinon ;

Y est une application mesurable de ﬁ (n) dans § et p(@ax) = w' (&, y"l(dx))
est une distribution instantanée sur Q(n) x ﬁ ; on obtient ainsi une distribution
instantande sur U a(n) 4 i $ en posant, en outre, u(w ,dx) = e’ts (dx) on
obtient la distrigti'tion cherchée, }
Au moyen d'une telle distribution, on peut -comme nous le préciserons-
recoller les trajectoires du processus X grfce.au théoreéme de Ionescu.Tulcea.

Nous pouvons maintenant énoncer le théordme 3.5 de [8] :

Théoreéme I.A. - Le processus obtenu par prolongement des trajectoires de X
au moyen de . est le (Xo,-,r)-processus relatif & X° et e

Nous sommes ainsi conduits & étudier les fonctionnelles additives de proces-

sus recollés.

B - Fonctionnelles additives de processus recollés.

Soit X = (Q’xt’ot’Px'Ft) un processus de Markov fort, continu a droite

et 1imité & gauche, & valeurs dans (E,B(E)) ; soit §=0xE ={¢;¢= (w,y)l.
A
Soit g -F.QB(E) . 9 -'||'§J et F -ng 1¢Jj¢n ol -i,j et g sont des copies
de § et g. Soit g une distribution instantanée sur Q x E et
Q(x,A) -ﬂ P,(dw) plw,dy) ob xeE, Aeg.
A

Nous allons construire par recollement des trajectoires de X un processus
~ Ao ~ A~ P A
X = (§°,X,8,,P,F,) : | oA

D'aprés le théoréme de Ionescu-Tulcea, 11 existe sur (@,F) une probabilité
$x telle que, pour toute F mesurable sur JT;,rn Q 3 H

(1,B,1) EF@ ,e.r0p) = [Qlx,dp; )Q(x;,dpp) . Q(x,_1»dg JF(@yseeespy) 5 OB
9y = @pox) 5 sott k @) = 102003y = 0) et 3 (w) =5 Bh,) 141¢n

xt(wl) si t<‘5(m1)
X si t=3(w,)

2@ = < X mey @) ot ST
X s1 t= ’S(n)(w)

~A A . A
A st t=3@) =3E@),



22 H. REINHARD

o~ ~
~ A
Soit §° = {Q 3 Xt(:() est continu & droite } , 11 est clair que Px@o) = 1.
Rappelons la notion suivante ,due 4 Courrdge et Priouret [4] :
o _O : N o
Sofent X = (0 Fo ’Ft’xt’Px) un grocessus de Markov ol Fg = 'c‘(Xs,s\( t),
Fco la tribu complétée universelle de Fco’ nous désignerons par Ft' la tribu
complétée universelle de Fz par rapport & F<><> ; soit H une application de f)

dans (0,00) : on définit la relation d'équivalence Rﬁ sur [l en posant :

:

(1,B,2) www(fy) ey Hlw) = Hw') et X (w) = X (') ,¥s ¢Hw).

I1 est démontré,* dans [4], que Fz (respectivement Ft) est égale a
1'ensemble des événements de Fgo (respectivement Fm) qui sont saturés pour
R)é. Quand il n'y aura pas d'ambiguité nouf noterons Rt pour R)é.

Nous définirons alors les tribus Ft par
{Ae§@=_> (L?GA ,q’NQ(R?),,,)\veA)}. S1i nécessaire nous compléterons ces tribus
et nous considérerons les tribus f\ %‘s ; dans ces conditions, si T est un
temps d'arrét de /ﬁt » ,F\‘T estAla ?:r?igu engendrée par T.

Nous définirons enfin Ot par :

e (et*s(n)(w)(wml) * *ne1 ;‘fn+2"") si B(n)(W)5t<3(n+l)(w)

PN .

Qt(v) = a A
e s o) | ot lt:ixfxflg’(j,},(wj)so)
PPN

Nous noterons, le plus souvent, th sous la forme OtQ quand il n'y aura
pas de risque de confusion.

On peut alors démontrer la proposition suivante ([8] ou [10]) :

A -
Proposition (I,B,4) - Le processus X est un processus de Markov fort,
continu i droite et 1imité & gauche. Si X est quasi continu & gauche et T tota-

~
lement inaccessible, X est un processus standard.

Nous verrons au chapitre III un cas particulier ol X est un processus de
A A ~
Hunt. Si on pose 2(4) =%Yw.), les processus (Xt,t<?,, Px) et (Xt,t<‘s, Px)
~

sont équivalents, de plus Px(ml € B,Xg(y) € A)m fB Px(dw) }L(w,A).

On posera également C

A A

tn((f\) =3 S(ﬂ)i) -1g1 s.inf(n:k('?)) si y= (‘*’l.vx :-")-

Nous allons maintenant décrire complétement les fonctionnelles additives du
processus recollé en fonction de celles de X et du noyau [

Proposition QI,B.Q'Z - Soit Bt une fonctionnelle additive de X, soit
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n-1

AQ = Zl B;(wi)(“’i) + Bt_sh-l)(w)("’fl) st GeE S50 D ) ¢t s e S}

k(‘}) A T,A
1 B’S(wi)(wi) si wGE:D ={t 330}

At est une fonctionnelle additive de i

La démonstration se décompose en plusieurs lemmes.

A
Lemme (I,B,6) - P_p.s. At+s(v$) = At((}) + AsoetG.

Démonstration. Soient t et s fixés. Nous allons montrer que, sur chacun
des ensembles E;+s , la relation (I,B,6) est réalisée ?’x p.s, la démonstration
demande quelque soin du fait que A n'est pas parfaite.
ths o k() tes
oo

( E 5 on posera
7 P

1. - Soit QE(E

. t,s _ _tés t
(LB,7) :  E’° =E > (O Ef
a{Soit:\fEEt+s ; alors A,. (@) =B (w,) =B, (w,) + B_oO_w
) 1 t+s'? t+s 1 W) s°%"1
~ A P
= At(q) + A0 4 P p.s.
si B (w)-B(w)+B'9m‘4w€]\_l alors
t+s' 1 t1 s°t 1
A a - N 1
Brs@) = A& + A 00,7 Y3eN x@x@x...) =B

A
i1 est clair que Px(Al)” Px(Bl).‘ ’

F,) Soit L?eE;’z_l ; dans ce cas
' A q-1
Peasle) = 2 By )@y 1By o y(a-1) () (%)

. A @) =B (@)
et %qf(egrxl;qy-uL

A q-1 N q ~
Soit (q)i = w, alors Z;(etq)iés < Z‘S(etq)i,
1 1

A -1
done Age8 4 = BS(wl)-t o By ¥ ?E: BSGoi)G”i) * Bs+t‘3§q'l)«”) oq)

(si q =2 le deuxidme terme du membre de droite ne figure pas) ainsi :
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A ~
Rurs(@ = Agoled = By, ywy) = Bre, ) ¢o0gd) = Byloy) By pes.
Comme At(\'f) = Bt(eal), on conclut, comme précédemment, que
A =A_+ A e Fps sur Et’s
t+s t s°t “x

1,q=1 °

A
Y) Soit quz’: , dans ce cas
t]

N n+p-1
Aws(q) = ;p- B}@ )("’i) * Biie- 5(n+p-1)(w)(wn+p)
PO

A (q) = % :S( 1)(W1) + Bt'S n-1)w) (wn)
w ), x

t_s(n'l)(w) n n :“?n+1 “.)

(W) = ™) (@)

Y): soit peo alors s(‘s(“)(wi)-t -S[St(a)l]

t A8, §=B_(8 (o))
e ° = w
st s t-S(n-l)(w)
Sott BMP la section de E*S 3 Qoo fixés (t et s sont
ql"'qn-l n,p 1 n-1
fixés).
Soit C™P 1a projection de E; 's ur 9071 P

= {(ql"'\Pn-l)};
T, @y 0p-0) & Et s} .

On sait qu'il existe un ensemble j\ C_Bn’o tel que, d'une
"'?n-l W1 ¥no1
part
1) Bt+s-3(n-1><..,)(“’“) - Bt-s(n-l)(w)("’n) +B (Gt_,b(n-l)(w)(wn))
sur A.n,o , d'autre part : P (j\_n’o ) = P (8" ).
ql""?n-l ‘ﬁ""?n-l np ...q)n_
Soit alors An,o - Ok AR : ; (An,o) = ’I: (Et’s) et (1) est
Wl""?n 1

réalisée sur A™*°, or (1) entratne que A (l{) = A (\9) + A .,6 q Cette derniére

t,s
relation est donc vraie sur E P

S
n,0 x .p. .

X")z soit p>0 alors ig(et?)iés< %_Il ~S(Ot(‘?)i)
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Done
R niprl
A o0 =B ° :
S Y1) ()t et-s(n‘l)(w)@") t o BB(wi)(mi)+Bs+t-‘s(n+p' l)(uu)(mn +

(ol, comme précédemment, le deuxidme terme du membre de droite ne figure pas

si p=l1). Or il existe un ensemble A n,p C B*P tel que
: Q1 fn1” H10nod

P_(A PsP ) = p_(BP )s
X qleo.qn 1 X ‘?l"'q’n—l

et sur lequel :

(2) B ° 8 (w_ ) + (w ) =8B Go )

én)(w)-t t-S(n-l)(w) Yn t Bn)( ) “n S(h) )
Sott A™P . ™ Py A‘;"E" : ;)’((A{q,p) P (E ), la relation (2) est alors vraie
: 4 .4

n,p >
sur A , ce qui entralne que, P_ p.s. sur cet ensemble :
x

t+s(q) = A (q) + A ,9 q Cette relation est donc vraie sur ( Z;'s )¢ ) P p.S.
- t+s
2) Soit q’eEw
Sott D%S . %S (] gt (1,B,8)
n © n

de tell t A, _(q) = k) o (w.) et que k(8,9) = k(¢) - (n-1) sur
i elle sorte que A, ('] 3 .S(W y\wp q t¢ ¢) - (n=-
E°, 1 p
n

c() Soit QéD;'s , alors At Cf: Bt(wl)

O Q-(O Ql,xl ;\92:\....).
Comme 's>‘_r:(t;) -t -:f;(e:() : ) q CR lg‘l) car
g1 3 Rge®y B}(w)t“ & ;(w)‘*’
k(etq) =k \() (Ce dernier terme ne figurant pas si k(q) =1).

Comme BB((') )(uz )=B (w ) +BS(“’ )=t
précédemment, que, P pP.S., sur D11: : t+s("9) = A (q) + A ootq

. 6 LWy s P p.s., on vérifie, comme

T,) Soiﬁ?féDz’s , dans ce cas
At(6)=>n:1113 w)+B .y o)
)P ¥ B (1) )@
comme S3 g(et\?) :

~ (
A0, q= B W) + =

o8 B (
S(H)(w)-t t- én-l)( n+l S(“'p) .
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t,s
car sur D’ :

x(e, ) = k(yp) - (n-1). (si k(§) = n, le dernier terme ne figure
pas). On montre alors, comme précédemment, que,

t,S . ~
) e P p.s., sur Dn : At+s(\e) =
At(q) + AS ° Qt\?.

Sott §eD™® , ic1 At+s(fg) = At(G) = ké—“') LW ylwg) s

Comme t » ‘5(\?) : ‘S(GtQ) =0 et k(OtG) = 0, de sorte que '

AsoetQ= 0  pour teout
s, ce qui achéve la démonstration.

Lemme (I,B,9) - At est i;t mesurable.

Démonstration. - On rappelle que les ensembles E sont définis en (I,B,5)
Considérons

t n-1
{8, 4 ¢a} = E/0{B (a;)< e}+. . +E] H{Bt-;(n-”( () + 3 < y(wy)<al

k()
ﬂizl B,S(m )(wi)(a)

£ o~
(FieF

t t t
=F1+...+Fn+...+F o P tout 1i).

Soit 4 = (ql,tpz,...) ol ¢y = (wi,x )
Pl
= (Yl,‘{’e,...) ol Yi = (7i’yi) H
Rappelons que la relation d'équivalence R a été définie en (I,B,2) et que
si \'/ Nq(R ), pour toute fonction f, Ft-mesurable : f(:.?) = f(\?').

et qu(R )s alors qlvw% (R ), \}'eE et
B (nh) =B (wl), de sorte que, si \feF et "{qu;(R ) ,\PEF

par définition, que Fl appartient & F (si on a rendu les
tribus Ft continues & droite, on fait le méme raisonnement pour tous les

o )Soit qe E

ce qui entratne,
de méme que E

s, s>t}
[5) Soit Qe E:: et \?NG(R);) ;3 11 est clair que W, = /71 Jié’n-l, donc
que S(W) :3(q'i) ,Vis n-1l,n-1, et que n '7n(R):_3(n-l)(w)) de sorte que
t t, 2 n-l
YE E, que E € F. et que Bt 3(n_ w )(“’n) + Zl B3(71)(71)
)+r B (n,) ; donc,si qu et NNA(RX) alors
o .S(n-l)(,, “n BN YoqlRy
YéF , done Fte F,.
Q()Soit thE et \f"v ¢(R ), alors w, =9, ,Ji (k(q) = k('\r), done
YeE, et EL € Ft. s1der. alors Yer!

de telle sorte que F 3 Ft' ce
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qui entrafne que, pour tout a, {At(ﬁ)< a] appartient a i;t’ ce qui achéve la
démonstration du lemme.

Pour établir la proposition (I,B,5), il ne reste qu'a noter que AO(CF) = 0.

Par, cette proposition, nous avons construit une fonctionnelle additive de
X continue sux points Zn@) =3 3(w,) 1gig inf (n,k(@)). R

Nous allons maintenant construire une fonctionnelle additive de X qui ne

saute précisément qu'a ces instants.

Proposition (1,B,10). - Soit fn une suite de fonctions mesurables de

]_)n X E dans }.1, soit

0 si I)eE'l‘

~ n-1 N ~ &

Ay = ‘Yi £oQgeeenygy o Xy0) si qeE;
k(q)

i ~ t
Z]_. f Ql...‘fi R xi+l) si YeEgy,

.

_Pour que A soit une fonctionnelle additive de X, il faut et il suffit

t
n+k=1(3) Y0 sk ¢k(§) (la définition des

que pour tout G de E; : fk(ot'\\l) = f
ensembles E: est donnée en (I,B,5)).
Démonstration. - Vérifions d'abord que At(Q) est ’f‘t-mesurable.
A ® r_t ~ o t,.t_ 2
{Atq ¢ajy= G [y N{a 4<a}] - Y G(cr eF, vn)

. t t t 2
I1 est clair que Gl = El done Gl € Ft'

~

i Sert Vo X
Soit n>1 et l?éEn, soit YN¢(Ht), alors o,

xi =y 'di én
i . i v Ai t -,
donc f (‘91"“f1’x1+1) -Af (”)l""liyi-o-l) i £ n-1, alors si g eGn, Y aussi appar-
tient & GE done Gi &Ft, ce dernier raisonnement s'étend aussi au cas ol
~
n=k($) done Gme F

= '71 Vi én—l

&
Soit (I) At+s(tt) = A (3) + A0 ¢

nt+k-1

(11) fk(OtQ) -f ©) 7o Lk Lk(q) st :}eE;

(A) Solent t et s fixés et (II) réalisée
o’) Soit qe(E:;s )® (ef. I,B,7) pour les notations)

si qut+s (I) est toujours réalisée
1
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q-1 N
si QGEl -1 alors At+s q) = Z £t (ql "i’xiﬂ) et A (Lr) =0
t\P= (9t 19%y 5...) de sorte que g 'S(QN) ${s< z (etq) et

g-1
s,etw ; f (9 1P e e ?1’x1+1)’ alors (I) est réalisee si

n+p-1
‘9 EEn,p : (‘f) = Z f (\Pl"'vi'xi+1)

At(\f) = § £ (\el---wi.xiﬂ)

Oy = (9 (n-l)( w) (“)n)'xn “"fn+1"")

a). si p=0 s(’s(n)(a))-t -S(th)l done Asoetq- 0 et (I) est réalisée.

b). si pko ; 5 (8, 9) 145 Lz—_ 3<et¢)1. done

S.Gt\t-% f (O (n+1) )(w ) X Geeeipig1s n+i)' dans ces conditions
(1) devient :

-1+
Zl O g1 %) 'Zf (® LSV , o )ses

o n+i) qui est ainst
réalisée,

") Soit qe EStS

alors Aus(“).-» -Zl )fi(\pl...\.pi,x“l) et s >,€(6t$)

s1 Qenl = E;':S ﬂEt (cf. 1,B,8), A({) = 0 et k(8,4) = k(§), donc

~ (\f) i
AgoB. Y = :1 £7(8,0;5000qqs%y 1) et (I) est réalisée.

A t,s t+s n_l
S1 4éD. +8 = EZ N E t A (q) -}: f (Ql...\(i,xHI)

et k(o q) = k((() (n-1) donc

—(n-1)
A .8 (3- (Ew) fn fi(O (n-1) (w ),...;\f WREE +i) devient :
st 1 1_’_.Sn— (“’1) n n+i- T
k(‘?)-(n-l)fn-m K(@)=(n-1)

R A ) M (O#S(n-l)w)(“’n)""‘

\'n+i-1’xn+1) (I) est donc réalisée ;

oo, t t A
st Yepy® =EJNE. : A, (@) =A@ et k(0) =0 donc

As.,GtQ- 0 et (I) est réalisée. Ainsi (II) entratne (I).
f;) Soit t fixé et (I) réalisde.
Soit ‘?éEl, en faisant varier s, (-? appartient successivement A tous les

ensembies E; a1 * oh q varie de 2 & k(§) et sur ces ensembles (I) entratne
4= R
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-1 .1 -1 1
que %1 f (“Pl""’qi‘x:H-J.) "l: £ <°tq1"""'1’x1+1) de sorte que (II) est

réalisée. ~
Soit t?eE:, en faisant varier s, @ appartient successivement & tous les

t,s
n,p

ensembles E
s'éerit

, ot p varie de 1 & k(§)-n, sur ces ensembles on a vu que (I)

P nel+i S 1 -
Zl' £ (ql....qm_i_l:xm_i) =(1Zf (e's(n-l)(u)

(II) est réalisée ; ce qui ach®ve la démonstration de la proposition (I,B,10).

(wn)'°"\?n+i-l'xn+i) de sorte que

Définition (I,B,11) - Nous dirons qu'une fonctionnelle obtenue par le
procédé décrit 2 la proposition (I,B,5) est une fonctionnelle recollée ; nous di-
rons qu'une fonctionnelle obtenue par le procédé décrit A la proposition (I,B,10)
est une fonctionnelle de sauts de branchement.

T (n-1) (n)
S1 A est une fonctionnelle additive de X, si J (W)Lt tes €57 (W)

11 est clair que At et Aus

de w , en particulier de x et de la loi instantanée W . Pour wi(ién-l) et

ne dépendent que de wi(ié n-1), de xi(ig n) et

xi(ién) fixés, A se comporte comme une fonctionnelle additive B, de w..
C'est le cas pour les fonctionnelles obtenues aux propositions (I,B,5) et (I,B,10),
dans le premier cas Bn est toujours identique & B, dans le deuxidme elle est
constante ; le théoréme suivant montre que ce sont les seuls cas possibleset qu'on

ne saurait recoller une famille de fonctionnelles différentes non constantes.

Théoréme (I,B) - Soit A une fonctionnelle additive de ’)2 : 11 existe deux
fonctiomnelles additives de X, Al et A2, telles que A = A%4AZ, et que Al
soit une fonctionnelle recollée, A2 une fonctionnelle de sauts de branchement. La
décomposition est évidemment unique, en particulier toutes les fonctionnelles addi-

tives continues de X sont du type recollé.
Démonstration. - La démonstration se décompose en plusieurs lemmes.
Lemme (I,B,12) - Soit A une fonctionnelle additive de X et
A
R AL si t <3w,)
Bt(gp) =

1im @ st t 3 %(ey)

A
s Tyw,) s

~
Bt(?) ne dépend que de "’1 et B est une fonctionnelle additive de X.

Démonstration. =-

A) 8t Tlw ) >0 BO(Q) = Ao(t?) =0; st Jw)=0 Bt(l?) -0 s
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’5) Montrons que, Bt(G) ne dépend que de w, et est F. mesurable.
t
{B §)¢a} = E 0, @ ¢ a} + (E )© ﬂ{lim STafwy) As A (q)<a} H + H2 Comme
At est une fonctionnelle additive {A Lp(a} eF donc H e F Soit \y tel que

X (wl) =X (-Il), pour tout s(t(‘s(wl), alors -yfv W(R ) donc, si ¢ appartient &

H‘l' \.f’ appartient aussi & HI' ce qul prouve que H; ne dépend que de wl et
entratne que HI’ appartient & F,_,

De la méme fagon {lim s Py, ) s 500, )

Xs(g)l) - Xs(q]l) pour tout s <’S(¢,o ) ¢t, alors \valf(R (u) )) et si

(\f) 46} € F , soit :( tel que

~
\?G{lim T;(w ) S(q.e) < 83 \y appartient au méme ensemble ce qui pr-ouve que ce

1

dernier ne dépend que de W, et appartient & F‘g(w )? alors H;‘ ne dépend aussi
que de h)l, et appartient & Ft ‘ce qui prouve /5 1

Y¥) Prouvons maintenant 1'additivité de B.
t+s A
¥') Soit qu ialors As@) =B, @)
h A
A (4) =B ().
Comme s <§(w1)-t = *5(etw):L : As.eth B o8y, .

~
Comme At+s = At+As°et Px p.s. : B“_s(q?l) = Bt(‘?l) + BS(OtL{?l) Px p.S.

Y) Soit Ge(EIﬁs)an: ; sur cet ensemble B, (\p ) = lim @)

'S(“’ Y-t u+t
et Bt(ql) = At(\?)), de pl?us s ;3(6{\4\))1 = ;(g)l)-t done

B, Y = lim A .8, or Yugylw )-t
st 1 “Tt(bﬁ)'t u -t 3 1

~
u+t("') = A ((p) + A ,et\p P, P.s. on peut choisir une suite de rationnels
r, croissant vers S(wl) t, de sorte due la 1limite suivant r soit la méme que

suivant u ; soit ir 1'ensemble ol
A ~ ~ ~ -~ t+s c
At (@ = ALQ) + A8 et A= (\J\r 7 (1\) =7 [E O(E )¢]

t+s \c
On vérifie alors que sur E N (F ), Px PeS.s Bt+s(\pl) = Bt@1)+Bs‘,Qt\fl,

v") Soit Qe(E )¢ f\(E"+s = {tyg,)

dans ce cas B (q)l) =B (ql) = lim Au((\(), comme par ailleurs
T rw,)

*S(etwl) =0 : Bsoetq?l = 0 pour tout s et Bms(((l) = Bt(ql) + Bs,etql.
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Lemme (I,B,13) - Soit A une fonctionnelle additive de X et

Mi(@) = a @) - 1im 9
= A1) ) RECOIRN
0 s1 (?éE{‘
~ n-1 i,A . -~ t
Co(y) = > AAT(y) si YEE/
1
k) g ~ % .
g AAT(Q) si YEE (cf I,B,5 pour les nota-
®©  tions).

~
C t est une fonctionnelle additive de saut de branchement de X,
Démonstration.~ Soit fi = AAi, comme At est ﬁt-mesurable, AAi est
mesurable ; soit QeiAA ()2 a} et “PNQ)(R

/\
s(12 w) 5(1)
"VG{AA (a}, ce qui montre que cet ensemble ne dépend que de (ql,..,?i 1+ % ),

comme cela est vrail pour tout a, AA = f (ql,...,tpi l,x ), 11 suffit alors de

vérifier que la relation f (etq) gIFk- 1(\p) pour tout k¢ k(q), k»0, est
alors réalisée sur En( ef. I,B,10).

), alors
w)

Soit (?QE:, alors AAk(et?r) =Ay (0 )-A ) _(ot't?),
Zl 3(8,4)y Zl ISCRUN
or
Ay (0= A;(n+k-l)(w)_t(et® * A~5(n+k-1)(w)(('\)-At(Q)‘ Py Peses

”~
Zl (8,4),
- ”~
soit s croissant vers : ,S(n+k 1)(m)-t Asoet((\= At_'_s(Q)-At(Q), Px p.S., en

choisissant une suite dénombrable s croissant vers 3(n+k-l)(w)_t on démontre
ainsi que AAk(StG) = A n+k-l((p\) ce qui est la relatim cherchée. (Il faudrait
faire une vérification particuliére pour E;, elle est immédiate).

Lemme (I,B,14) - Soit A une fonctionnelle additive de f, soit B 1la

fonctionnelle additive de X attachée 3 A par le lemme (I,B,12), alors si
n-1
QeEn A (q) =§; A (q) + Zl B’S(“’i)(wi)+B nel (w,)

t- ? Tlw,)
A

t\e t A k(‘l) i, A
Gerg, a@ =3 W@ +35 ., )6)
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Démonstration. - Si QeE; ce lemme se réduit au lemme (I,B,12). Démon-

trons alors le lemme (I,B,14) par récurrence.
~ %
Soit ek,

AG) =2 Q) + A ) @) ; P, p.s.
t(Q) B(D-l)(w)(\') + t-s(n°l)( S(n'l)(w)q) x Pes

or N (n=1) ~
0 (. @) = (@ seeenp ;) et t- W) 3w ) =3(8 ( _ )1s
s(n 1)(0,) n ¥ n-1 I n ,S(n l)(w)q 1
donc
A (e §) =B (w ), alors :
1P () Dyt T T glneA) gy T B
~ -l ~ A .
At(q’) = AA" (&) + A (n-l) )_ (q) + Bt-én'l)(w)(wn)' et si s croit vers
n-1) . n-2 -2
*é (w) t\l_:{) = Zl LY (‘) + Z B i)(uth Bs-;(n'g)(w)(wn'l)’ dont 1la
limite est AA ( ) + Z B (w0 ), ce qui établit le lemme.
-

Pour établir le théoreéme (I,B), il suffit alors de choisir pour A

la fonctionnelle recollée de B et pour A2 la fonctionnelle C.

C - Fonctionnelles additives de processus de branchement.

Soit X° un processus vérifiant les conditions (I,A,5), soit /)E le '
processus ayant Xo pour partie de non-branchement et un noyau ¥ pour loi de
branchement, nous avons vu comment construire 3(\ (théoréme I,A) : 11 suffit de
prolonger le processus ’;(/, somme directe des processus 3(:: (ef. I,A,6 &

I1,A,8). D'apreés ce que nous venons de voir, il suffit donc, pour décrire les fonc-
tionnelles additives de )?, de connaltre les fonctionnelles additives de X,
c'est-a-dire celles de ‘)\ig pour tout n.

En général, si on connait les fonctionnelles additives de Xo, on ne
connalt pas pour autant celles de “)I(: S1i X est une diffusion et si x° est un
processus tué de X d'un type déterminé, il est possible de connaftre les fonec-
tionnels additives, continues, non négatives, de potentiel fini et de carré inté-
grable de Xo (cf. chapitre III) ; nous montrerons aussi que si X est une
diffusion, Nn est une diffusion et que X est équivalent & un processus tué de
X n? DOUS arriverons de cette fagon a décrire une classe de fonctionnelles
additives de X.

Nous allons donner ici 1l'expression la plus générale d'une fonctionnelle
additive de )? en supposant connues les fonctionnelles additives de }(, Soit

v
Bt une fonctionnelle de X : c'est une suite de fonctionnelles additives B:
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de % qui n'ont aucun lien entre elles, 1l suffit alors, pour construire une
fonctionnelle additive de X, de se donner une suite {f } d'applications de
o« Z dans R, vérifiant la condition (I,B,10) ; on sait alors (théoréme I,B)
Eue la fonctionnelle t’ définie ci-dessous, est une fonctionnelle additive de

X et que cette forme est la forme générale des fonctionnelles de X : sl

Y= (:;i’xi) = (Qi) alors
28 : si (?GEI
1
At(G) = PZ-. (fi(ql,...\'i,x“_l) +B @ )(‘-‘v) )) + B .~ .t
1 L3y 1 t_s(p"l)(a'))(wp) si qup

k($) i~ ~ ~ Ser’
Zl (f (ql'“qi'liﬁl) ‘+ B_S(“';'i)(mi)) §i WeEm

On peut alors énoncer le théordme suivant qui reformule le théoréme (I,B) :

Théoréme (I,C) - Soit A une fonctionnell\e\ additive de i, il existe une
suite {B de fonctionnelles additives de «)I(z, une suite {fnk d'applications
de ﬂn é dans R vérifiant la cgnditicn (1,B,10), telles que, si xni
désigne la fonction indicatrice de S i, on puisse écrire :

n n ~

B ) R (x)) : st QeE;

B (e @ Fox, o) B b @)X 2(x,) B @)X P
~ e X + x +

A& % APRARRRF L S o@; P 1)6‘l wp

si qup

k(q) At

Z (f (‘71"""'1”‘1+1) + BS(“’ )(w) ;( (x ) si qum

La loi de branchement 1f » qui indique dans quel espace on se trouve aux

~ 1
instants de branchement ‘Zn, permet de calculer Px( X i(xi) = 1) gréice a :

nl ~ 112 np
(I,4,4) : st x €8 ,le(xees ...xpes ) =

p2 np
(X, _, S ) ) oo mX S 7).
ny np - [
S "Xeee xS p=-1

Si A est une fonctionnelle continue de ?( fLO pour tout i et B est
une fonctionnelle continue de i’, si A est de potentiel fini pour P n B est
de potentiel fini pour P e si A est de carré intégrable pour P » B 1l'est
pour Px
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CHAPITRE II

~ FONCTIONNELLES ADDITIVES CONTINUES, NON NEGATIVES,
DE POTENTIEL FINI ET DE CARRE INTEGRABLE, DE DIFFUSIONS

Si X est un processus de Markov, nous dé’signerons par N 1'espace des

fonctionnelles additives de X, non négatives, continues, de cari'('é intégrable (1)
et de potentiel fini ; nous désignerons per MX 1'espace des fonctionnelles addi-
tives de X, continues, de carré intégrable et d'espérance nulle et par LX
1'espace des foncticnnelles continues et d'espérance nulle. Avant de déterminer les
fonctionnelles de NXO (cf, I,C) nous allons déterminer celles de Ny» générali;
sant ainsi un théoréme de Vent'cell.

Soit f>= a ,Fm ,Ft,f&t,Px) un brownien d-dimensionnel, -On supposera 3.ie
Ft = QW , la complétion étant faite par rapport 2 Fcn‘ (on sait que
ces tribus sont continues i droite du fait que p est fellérien) ; Vent'cell a
montré que tout élément M de MF’ peut s'écrire sous la forme d'une somme de d

intégrables stochastiques :

[} t
M, = 12—1 . hi(ras)dlbi , ol f;i désigne les cocrdonnées de p- Por

Dynkin ([6]) a donné une représentation des fonctionnelles additives, non
négatives, continues, du brownien et satisfaisant & sup Ex(Mt)<CD ; ces fonction-
nelles, qu'il appelle W-fonctionnelles ; se représent;e(nt en terme de W-mesure ;
ces mesures sont par définition telles que  sup f |x-y12-df((dy)(oo si’

xéRd [x-y|4l

d)} (en particulier la mesure de Lebesgue est ure W-mesure) ; lorsque la mesure
qui représente M est finie, M peut aussi s'écrire comme une intégrale stochas-
tique ; Dynkin n'a pas caractérisé les W-fonctionnelles dont la W-mesure est
finie, d'une part, la condition s:p Ex(Mt) {® est une condition trés forte,
d'autre part ; 11 est donc intéressant de décrire, en terme d'intégrales stochas-
tiques, les fonctionnelles de N,;.

Nous généraliserons ensuite cette formule & des processus de diffusion autres

que le brownien.,

A - Cas du brownien. -
i
Soit p= (a,F,Ft,pt,et,Px) un brownienn d-dimensio;ne;l et ﬁt les
1
s = 2pgs¢t) . L'objet de ce
paragraphe est la démonstration du théoréme suivant :

composantes de [Bt- [50. On supposera que F

(1) nous dirons qu'une fonctionnelle B est de carré intégrable si Ex(Bi) L™,
pour tout t fini et tout x.
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Théor&me (II,A) - Soit A une fonctionnelle additive, non négative, de g,
continue, de carré intégrable et de potentiel fini. Il existe d fonctions mesu-
rables sur Rd,hl...hd. un potentiel régulier f, et une suite de temps d'arrét
2n tendant vers 1'infini, tels que :

tAZn

S hi(r,s)g(m, Px p.s., pour tout t et tout x,et que
o

d t
o) - g+ 5 [ np e

La démonstration se décompose en plusieurs lemmes.

N

Comme. A est continue, elle est équivalente & une fonctionnelle parfaite
[5] 3 nous supposerons donc A- parfaite.

Rappelons qu'un potentiel régulier f est une fonction excessive finie
telle que, pour toute suite de temps d'arrét T, croissant vers T, Exf(PTn)

converge vers Exf(pT).

Lemme (II,A,1) - Soit My = AgE, (A ) - E, (B ).
o
Mt est une fonctionnelle additive continue de P d'espérance nulle
(Mt € Lp) ; c'est donc une F -martingale.

Démonstration. - Il est facile de voir que Mt est une fonctionnelle addi-

tive d'espérance nulle, d'abord Mt est évidemment Ft mesurable, ensuite

Mo = A, =A_ + EP (Am )-Ef’E(‘A )= M5 Mg et Ex(Mt) = Ex(At) + Ex(Am,Ot)—Ex(Aq)
-Ex(At) + Ex(Abo) - Ex(A ) - Ex(Aoo) = 0.,

Pour établir le lemme, 1l reste 2 vérifier que E (Aco) est continue,
c'est & dire, que x"’Ex(Aoo) = f(x); est continue sur ies trajectoires. Comme
f est finie et comme c'est le potentiel d'une fonctionnrelle additive continue
c'est un potentiel régulier.

or, ([1] p. 193), on sait que, si, pour toute suite T, de temps a'arr8t
d'un processus X, croissant vers T,XT est mesurable par rapport & la tribu
v FT , une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction excessive

n . .
finie soit un potentiel régulier, est qu'elle soit un pseudo-potentiel (c'est-i-

dire que lim f(X ) =0, p.s.) qu'elle soit réguliére (c'est & dire continue
sur les traJectoires), et qu'elle soit uniformément intégrable (c'est & dire que
f(XT) soit uniformément intégrable lorsque T parcourt 1'ensemble des temps

d'arrét).
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.81 Tn est une suite de temps d'arrét d'un processus de Hunt X ,croissant

vers T, XT converge vers XT sur (o o), donc XT est mesurable par rapport
3 la tribu V F , d'aprés ce qul précéde f est alors réguliére donc continue
sur les traJectoires. .

La fonction f est‘celle qui figure dans 1'énoncé du théoreme.

La fonctionnelle Mt n'est pas de carré intégrable, pour nous placer dans
une situation comparable & celle du théoréme de Vent'cell, nous allons tuer le
brownien P par une fonctionnelle multiplicative l{t < T} Nous rappelons a cet
effet les définitions suivantes [1] :

Définition (II,A,2).- Soit X = (Q,F, F,,® t’ < 1_') un processus de Markov
a4 valeurs dans E et T un temps terminal, on appelle processus tué de X par

T le processus Y = (.Q,F F t’Px) défini par :

t? t’
Q. =.Qx R+ ={3-=(w,h)j
F=Fx®B,
~ ~ xt(u) si t <A
X)) =
S a si t3A( A est le point de compactification de E) .

et(&) = (Otw,;\ - tVo)

A . A ~

Px est telle que Ex(Y) = Ex(Y(w,T(w)) pour toute fonction Y F-mesurable

~ A ~ ~

Ft = s/;\t (F:)* ot F(s) = z(xs,sst) et F* désigne la complétée universelle

. de F.

Ces tribus ne sont pas les tribus considérées par Blumenthal & Getoor, mais
elles possédent la propriété suivante, qui sert de définition dans [4], et qui

permet de démontrer toutes les propriétés du processus tué :

Lemme (II, A,}).- Soit t =flx]t o], si a eF , 11 existe un ensemble
AEF,, tel que Aﬂﬂ = A x ]t oo] ; ceci pour tout t.

Démonstration.~ Soit d'abord A € F et A= {w, a/l tel que
(u). )&Aﬂﬂ } soit _weA et Qruw(Rt) (cf 1,B,2), alors
Pt (\Q;]‘)N(w./‘)(R ) et (g,p) € 2 f\ﬂ , donc €A ce qui prouve que
A € F,. Par ailleurs il'est clair que 2 (\ﬂt =Ax]tw].

si Aef\ F *, on détermine, pour chaque s, un ensemble A, tel que :
s>t
A

. ~ -~
Aﬂ.ﬂ ==A x']s ], soit A = (\A,albrs A€eF, et A ﬂDtqu]tcp].

Nous allons vérifier dans les deux lemmes suivant, qu'a une fonctionnelle
additive de i’X correspond une fonctionnelle de Ly, et nous tuerons p ~ par un
temps d'arr@t tel que la fonctionnelle correspondante solt de carré intégrable.



Fonctionnelles additives ’ 37

Lemme (II,A,4).- Solent X = (n’F'Ft‘et’xt'Px) un processus de Markov, T
un temps terminal, Y le processus tué de X par T. Soit Ht(“’) une martingale
de X, alors Gt(“”") = Ht/\/l(w) est une martingale de Y.

Démonstration.- Soit A e ﬁs et s¢t

Calculons

fﬁGt(w.A)d P, -fﬁnns t/u\(“’) P +/; n(ﬁs)c HtNl(w)d Px5ﬁ R HtM(w) dPp =

AND
s

00
‘II; °F 5 Tead T(dR) =‘I;x(\(T>s)HtAT(w)d Fx -j;\ n(ry s)H'AT *

~
et le premier terme du membre de droite est égal A f,\ ~ Gs(w,/l)d P, .
AQQ :

Fa
Sur (O.s)c :d4s &t, donc la deuxidme intégrale est égale &
A ~
ﬁ ~ H d P ce qui établif que f G, (wsA)d P, -f G_(w,d)d P_. I1
Af\(ﬂs)° SAA ’II t b 4 X s x"
reste & vérifier que Gt est ﬁt mesurable ;3 11 suffit pour cela de constater

~
que, si s=t, le calcul précédent montre que Gt(w' A =E t Gt(“”") P p.s., et
x

de se rappeler que les tribus ﬁt sont complétes.

Lemme (II,A,5).- Solent X = (Q,F, Ft,e P ) un processus de Markov,. T

278 x
un temps terminal et Y le processus tué de X par T. Soit Mt("’) une fonction-
nelle additive continue d'espérance nulle de X, (Mt € LX)' Soit B définie par

Bt(“)"'\) = Mt A d(w)' alors B est une fonctionnelle additive d'espérance nulle de Y.

Démonstration.- D' aprés le lemme précédent B (w,&) est une martingale de
Y. Comme E (By@,2)) = E (B (,4)) = E (M (@) = o : B=0 et B est centrée.

Par définition B, (w,,\) = M(tﬁ”)(m) et Bs,et(u,/l) =M )(et w).

Nous allons vérifier que : (I) M

s Ad=tVo

(t+8)A (w) = MtA-A(w? + MS/\[(J-t)Vo](ot w)

(on suppose comms précédemment que M est parfaite). Si t3A(I) se réduit 2
M(‘(w) = M,‘(w) + Mo(Ot w) qui est évidemment réalisée, si t<Ad et t+syA[T)
devient Ma(w) =M (u)) + MI\ t,O w qui est aussi réalisée, enfin si t+s<d, (I)
se réduit a M (o-)) =M (u)) + M LN (w) qui est également réalisée.

I1 serait naturel de tuer f3 au premier temps de sortie des ensembles
{x H Ex(Aw)é n_} » malheureusement on sait seulement que ces ensembles sont fermés,
“on ne connaft aucune propriété de leur intérieur ou de leur frontiére et on ne sait
méme pas si le premier temps de sortie converge vers 1'infini avec n.

Soit f(x) = Ex(Aoo) : f est une fonction surharmonique non-négative. Au
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sens de la théorie classique du potentiel, Mokobodski a démontré dans [13] que, si
f est finie, il existe une suite de fonctions surharmoniques fn, finies, non
négatives et continues, telles que f(x) -an(x). Nous allons vérifier que f°
est le potentiel d'une fonctionnelle additi‘]ie continue non négative AT et que
A = ? AL,

Dans la démonstration du lemme (II,A,l1), nous avons rappelé, une condition

nécessaire et suffisante poui' qu'une fonction excessive finie soit un potentiel
régulier, c'est & dire le potentiel d'une Vfonctionnelle additive continue : 11l
faut vérifier que f" est continue sur les trajectoires, ce qui est clair, puisque
celles-ci sont continues ; que 1lim f“(xt) =0 p.s. et que fn(XT) est unifor-
mément intégrable, ce qui est rga-ﬁg%e pour f donc aussi pour £~ , car O fns f.
I1 existe donc pour tout n, une fonctionnelle additive continue, non négative de

B telle que Ex(A:o) = f(x) ; soit Bt(w) = :c: A:(u)) est une fonctionnelle
naturelle du brownien qui a m@me potentiel que At’ done

. 00 n fe o) 00 n .
(I11,A,6).- Ay le Ay, Ex(Am) = f(x) = Zl fn(x) = % Ex(Aoo)

Remarque.- L'hypothése E_(A_ ) £ oo permet ainsi d'assurer 1'existence
flemarque. %% 00

des fonctionnelles An, elle esf‘par ailleurs essentielle pour assurer la continui-
téde M, =A, + f(p.) - £(p ).

]
Soient S =ix 3 |xl¢m} et T, = infft,t>o0 ; Py € sml
Soit Pm = (N xRY , Fl: R px: , P;n:) le processus tué de p  par T,

Propesition (11,A,7).-I1 existe d fonctions mesurables hzil(isl...d)

telles que
T AT

5 )
X
o .
Démonstration.- Soit M:(al) - A:(a) - fn(po(w)) + fn(ft(w)). D'apreés le

lemme (II,A,5), M:AA(w) est une fonctionnelle additive d'espérance nulle de P

Il est facile de vérifier que M:N‘ est de carré intégrable pour lin t on remar-

que d'abord que si x € S; A Tm(w) =0, Px p.s., puisque tous les points de

A 4t
[h’;(r,ﬁ)]2 as <o , ot A e () - £(p,) + }E :fo hi(p,s) dp.:

{lxl - m} sont réguliers pour le brownien, de sorte que, si

xe sfn : E:(M:AA ()? s.Ex(Mn )(w))2 =08l x€8,

tATm(w ‘
2 n \e 2
E_(M 2 E_(A +2E_(E -E i1 est fini, pui =
L ( tATm(w)) 2 E( t"Tm) ¢ Ping o) , qui est fini, puisque f (x)

est bornée sur 5. Ainsi My, ,(w) appartient & M s 11 est clatr
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par ailleurs que Pt/\) (w) appartient aussi a Mo et que PtAA est orthogo-
nale & Pt A(J"i)’ puisque p est orthogonale é p

Avant de poursuivre la démonstration de la proposition (II,A,7) nous allons
établir le lemme suivant :

Lemme (II,A,8).- Toute fonctionnelle de M m? orthogonale & pt’\" , pour
tout i, est nulle.

Démonstration.- Soit Cp 1! ensemble des fonctions de Cl‘: a4 support dans
5, So1t CB(w,) = BT - (A7) - j 5 2e(pMas (g e E).

Nous allons vérifier, que pour toute fonction g de Cran H
t
g i i m
(11,A,9)  CHusd) = jo D' gipgry) d Paa? Fr PoS-

St xe(s, )¢, les deux membres de (II,A,9) sont P: p.s. nuls.
81 x €S et t<A (11 A.9) se réduit 2 la formule d'Ito :

tal Tal
st ey A,5 ) = -t(B) + [ 3 Ba(pas = [ D' a(p)a ph - (s,
o o

Or, Pm P.S., g(,‘g" est nul, puisque g est & support dans S '’ ce qui
établit (11, A,9) Cette formule montre que toute fonctionnelle de M - orthogonale
a Pt AR’ est orthogonale & C8 pour toute g de Cr2n' /5

P m p
Soit !I;I"Jm} la résolvante de p : v, g(x) = E ‘f q(ps) e PS gs,
P P(x) = ExS e PS q(ps)ds. Soit g(x,y) 1la fonction de Green relative a Sy
[

on sait que Um g (x) -_[g(x,y) ¢ (y)dy est de classe CQ, dés que ¢ est holdé-
rienne et que g(x,y) a pour limite O en tout point de la frontiére de Sm,ce qQui
est réalisé puisque celle-ci est régulitre, (th. 13-21, p. 53 de [7]) ; en
appliquant ce théoréme & 1'opérateur é D~ p I, on établit que pour tout
. 1P 2 .

p:U p(x) €C .

Nous pouvons alors suivre les grandes lignes de la démonstration du
théoréme 6 de [11] (p. 131). t

D\ p m P m P m
sott 22 (w,d) = UP@(B]) - UP@(pT) + jo @-p U2 ) (p1)as, st

\fec:’, g = qu:e Cr2n et Cs’q = Cf, done toute fonctionnelle orthogonale &

ﬁt[\l est orthogonale & C:’g (gec:’), i1 est alors facile de paseser & toutes
les fonctions de Cm (fonctions continues & support dans Sm). Meyer montre que
dans ces conditions 1'espace des fonctions continues (T} sur [s,oo], telles que

©
m -V m
E, {(Mt,\,l - Mg AN ) 55 Q(V) f(XV) e dV|Fs} = 0 contient toutes les exponen-

tielles et donc toutes les fonctions continues.
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On montrg alors, par récurrence, que pour toute suite 0¢ t1<...<tn, toute
suite de fonctions fl fn, boréliennes & support dans Sm, 1'expression
E;:[fl(flzl) ves fn(p:n) Mtn/\l\] est nulle. Cela entralne la nullité de M, en effet:
soit x fixé et A tel que Mt("’)>o pour tout w de A, soit PX(A) =aj>0 ;
soit G un ouvert de S8 " contenant x, on peut, grfice & la majoration exponen-
tielle, frouver t tel que P:(ps ea, Vs ¢t)y 1-a/2, soit f une fonction &
support dans S et égale 2 1 sur G : E:(f(’st) Mt/\l )> 0 ce qui est absurde si
f est continue; ainsi s'achéve la démonstration du lemme (II,A,B).

Démonstration de la proposition (IT,A,7) (fin).-
D'aprés le lemme précédent et le théor%me de proiection ([10]) 11 existe d
fonctions mh telles que Mn,\" (w) = Z‘f m, (PSA/I ’bs A

Soit x €S et t T ) ¢ Tm«-l(w) alors :

d t i i a m+1 i .
% Jo mhn (st‘") d Ps'\h- Z}, So (PSI\A ) Ps IN
et

t
i m+1 i
[ Mnapy) - ™ntp))® as = 0
o
Soit B = {x €S m"'lhn“l(x) # mhni(x)}. B, est de U potentiel nul, or
mhn:L n'est défini qu'a un tel ensemble prés., On peut donc trouver des fonctions
h1 telles que :
n
M7 S (Cnig. e pt
tad @) = 1 _fo nPsM\ r’s,\)\'

Cette dernidre forme étant d'ailleurs la forme générale des éléments de

"Pm‘AinSi’ Px p.S. ¢
d (EAT, 4 1 AT, i2
MI{:;\Tm(w) = Zl so hn(f"s)d Ps et Ex So (hn) (Ps)ds L.

Comme 'I‘m eroit vers 1'infini avec m, cela signifie que M: est une

t
martingale locale égale & f J hxi';(r’s)d r::, en fait, on sait par ailleurs que
1 o

M: est une martingale. Nous avons en méme temps démontré le lemme suivant :

Corollaire (II,A,10).- Soit U un ouvert borné de Rd

On suppose que tous les points de dU sont réguliers pour U

de frontidre 3 U,

e(1) ; soit T=T o?
U

(1) Nous dirons dans la suite qu'un tel ouvert est un ouvert régulier (pour le
brownien.
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alors toute fonctionnelle de M_ . du processus ﬁT tué du brownien par T,

peut s'éerire :

AT

L EAT 4 1, CAT 102
Mwd) =) B (papy o [T 01 sz

Démonstration du théoréme (II,A).-

D'aprés les lemmes précédents :

oon
At’ZlAt

X n n d t i i
nZl {f (Pc)-f (pt) + Elfo hn(r’s)dr’si

= £(p)-t(p,) + bl j n(pg)d pi

et t

n=1 1i=1"o

d
= e et

i=]

Soit 3 = infi{t ; A +| Pt p\ + M2)mj , comme cette expression est

continue ?. croit vers 1 infini avec m, Nouskallons vérifier que Z M

tAS

converge dans L (P) vers Mt/\s ;comrl:e Z Mn"sm converge p.S.
vers Mt S » 11 suffit de vérifier que Z M%AS est une variable bornée

dans L.

Calculons done
eI L

£L2E

n=1 m

(Z A s)+2E[Z £ (Ptl\S )- Zf (Po)]e

(At,\s )2+4E £(p, S) + 4 £(x)?

or f(’bt/\s 2‘ 2(£(py AS, )- f(r,o)) + 2f(’e, 2 PEICN Sf + A(At/\sm)g + 21“(;50.)2

donc E (Z Mn ) £ C(x,m) et ZMt AS, converge dans’ L2(Px), de sorte que

¥ nel tAS m

c'est une suite de Cauchy et que

d .tAS q d At AS q
sl § Ty mpe e, = T (5 mi ) as
1 o P i=1 Yo p

converge vers zéro quand p et q tendent vers l'infini.

i
Soit ¢ (w,s) =

‘Pril(u),s) converge dans
en probabilité (pour

convergence et soit q

v (w.so.X)-

n
i
ls<s W) Z h‘k(r’s>’ la convergence précédente montre que

L (P @A), et pour presque tout s, \?i(w,s) converge
P ) vers g ((,o, »X). Soit So fixé, tel qu'il y ait

n (x s ) une sous-suite qui converge Px p.s. vers
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np(x,so)
Soit A(x,so) ={y ; >
1

hi(y) ne converge pas quand p croit vers

1'infini.}
Soit '['A = {w; P (w) € A} , si la mesure de Lebesgue de A,QA (A), était

positive, Py(I‘A) serait positif pour tout y et® ¢ (w,s) ne convergerait pas
pour P , donc A(A)= O et pour tout y Py(I'A) = 0.

o si yé€A

Soit hi(y) = n (x,s )

1im Z. hk(y) si ye A®
P—)CD 1

11 est clair que lpn (x,so) (r,s (w)) converge Py p.s, pour tout y, vers
p o

i
J{s s } hx(bs (w)) qui est donc égal P P.s., pour tout y, & (w,so,y) de

sorte que \pi(w, ,x) ]{ ¢S S(w) nt (ps (w)) et ceci pour tout sO,P p.S.

k S : N
pour tout x : Zl M:/\S converge, Px p.Ss. (Vx), vers El ™ h (ps(,,)))d,ss
donc S h (Ps(u) )d r’s et E S [hi(Ps(w)]ads Lo, ce qul achéve la

Sy

démonstration du théoréme II,A.

B.- CAS GENERAL.

Soit a wune matrice symétrique positive, définie sur Rd, b un vecteur de
d

R, a et b mesurables et bornés, soit
1 d ; 2 d
Lzé :aid(x) 2 + 3 b(x)____.
1 %y )xj 1 3%y

On dit qu'un processus de Markov X, de semi-groupe Pt‘ a4 trajectoires conti-

riues, est une diffusion associée & L si :

t
Vx er® ,Vrec? P, £(x) = £(x) +5 P_ Lf(x).
o]

Dans ces conditions, les relations suivantes, équivalentes, sont satisfaites :

t
(11,B,1) £(x,) - £(x,) -J' Lf(X_)ds est une P -martingale. ¥ x
[o]

, t t
(_II,B,Q)/G €er? ., exp {<e,xt.x°-5 b(X_)ds) - éj <8,a(x,) 0>ds}

est une Px-martingale. si (11,B,1) ou (II,B,2) ont une solution unique P <
sur 0° = C(R ,R ), le semi-groupe associé i P sur (° est celui de 1' unique
diffusion associée & L. Nous nous plagons dans des conditions ol 1l'existence et
1'unicité d'une telle probabilité est assurée, on trouvera de telles conditions
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dans [14], [2], [2']. (On peut remarquer que dans 1'état actuel des choses on ne
sait démontrer qu'une famille P, solution de (11,B,1) (ou 1II,B,2), fait de X
(coordonnée d'ordre t de @ ) un processus de Markov,que, si on sait que Px
est la solution unique de (II,B,1) (ou II,B,2)).

t

Nous supposons que 0° est muni des tribus F, = Qe(xu,ug t)#, ces
tribus sont continues & droite, car les processus de diffusions associés 4 L sont

Fellériens.
Dans [2],[2'], nous avons généralisé la formule de Vent'cell 3 de telles

diffusions. Nous allons suivre une méthode similaire et démontrer le théoreme
suivant : ’

Théoréme (II,B).- Soit A une fonctionnelle additive continue, non négative,

de carré intégrable et de potentiel fini, de la diffusion X sur .n.°, associée &

L ; 11 existe d fonctions mesurdbles gi sur Rd, un potentiel régulier f, et

une suite de temps d'arrét ‘?.n croissant vers 1'infini, tels que : pour tout 1

taAtT

et tout t ExS n [gi()(s)]2 d¢ 71 s Zi>s {0 et
. ° d b . t

A () = £(X)-£(X,) + leo g (X)) 2] , o Z,=X X - ‘J'o (b(x_)ds.

Démonstration.- Nous suivons la méthode de [2], [2'] (voir aussi [15]). Soit

d
1
Ris 1'image de R par a(Xt) et Nt

ce projection sur Nt’ g une matrice telle que ¢ o* = a, Px la t probabilité

cul réalise (II,B,1), W 1la mesure brownienne et f: un brownien sur ne muni
. rvressres\.
‘as tribu&.; Gy = t(ps, sgt) . t

Nous désignerons par Zt(“’) la martingale Xt(“’) - Xo(“‘) - S b(xs)ds s 2

son supplémentaire, soit EN 1'opérateur

t

est une 'martingale pour Px(Vx) relativement & Ft' On sait alors oqu"il existe

une matrice & coefficients bornés ?1’, telle que le processus suivant soit un
X o o e 1 IS
brownien : B, -{(ﬂ « Q%) , Ht,f?t(w.u)) Px®W_) ou

(11,B,3). & _ t
Pelwnu) = | 3002 2,000 + [ B0 @) p, ")
(I1,B,4). Bow

How o) = Qp, s
t ~
alors (II,B,5) zt(o) - Zo(“’) =J ,,(xu(w))d r,u(w,w').
]

Lemme (II,B,6).- Toute martingale M, de L, appartient a L/';;

Démonstration.- Il suffit de vérifier que Mt est une martingale de /-g,
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t
Sott b=o, (II,B,5) devient (X (w) - X_(w) = S‘ 61X, ))d B (w,w') de sorte
o

que E(Xs,s «t) C B‘(gs,s &t) 3 M, est donc mesurable par rapport a Ht,véri-
fions que Mt est une Ht martingale pour Px ®W : 11 suffit de vérifier que
Mt est une Ft® Gt martingale pour cette méme probabilité, or si A EFt,
B E€G, il est clair que f M, (w) d(P. @ W) -f M (w) d(P. ® W) en
t x t X AxB °© x

intégrant séparément en PA e% W. X

Si b n'est pas identiquement nul, les tribus Ft et Ht ne changent
pas, seules les probabilités changent (formule de Cameron-Martin) de sorte que

le raisonnement précédent est encore valable.

Démonstration du théoréme (II,B) (fin).

Soit A une fonctionnelle de Mx et M, = Athx (A00 )-Exo(Am) 3
EX (Aoo) = f(Xt) est continue, car X est un processus de Hunt, Mt' qui

es% une martingale pour Ft‘ est une martingale pour H,_ et ch W, de sorte

t
qu'on peut exprimer Mt sous la forme suivante :

4 t
i,~ -Ji . . ~
Mt = Z], jo h (r)s) dr:s, ou encore d'aprés la forme P

d t d t
M= 3§ n'(s,0,0')d 25 (W) + nd(s,0,0)d pL0'), ot n' et o’

sont progressivement mesurables par rapport aux tribus Hs’ comme Mt(d) est
orthogonale 2 [’Jt(m') les fonctions ny sont nulles et mi(A,u,w') = mi(A,w)

est Fs mesurable. Pour conclure, nous utilisons la proposition suivante,
démontrée dans [2], au chapitre II, et qui résulte d'un théoréme de Mokobodski[ 1l

Proposition (II,B,7).- Soit H, une martingale-fonctionnelle additive,
d'un processus de Markov ({) 'At’xt’Px)’ qui s'écrit sous la forme
Ht(“’) sf h(s,w)d 30 ou 3, est une martingale-fonctionnelle additive du méme
o t t
processus, de processus eroissant S q(xs)ds et ol Exj h2(s,w) q(xs)ds<co R
. o : o
quel qu% solit x. Alors il existe une fonction g mesurable telle que

Ht = Jo g(xs)d L P Px p.s.

Soit 2m le temps d'arrét figurant au théoréme (II,A), tm est en fait un
AT o~ A8, 4 2.4
temps d'arrét de F. et [EXQW]‘S‘ (h™) (ps)ds = Exg [m™(s,w)]“a2z ,Zi>s.
. o )

ce qui achéve la démonstratinn.
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CHAPITRE III

FONCTIONNELLES ADDITIVES DE PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE DIFFUSIONS

Nous appellerons processus de branchement de diffusion un (Xo,Tr) processus
dont la partie de non-brahchement x° est une diffusion non conservatrice. Pour
construire de telles diffusions on peut partir d'une diffusion conservatrice X
et prendre pour x° un processus tué de X. On sait alors construire le (Xo, T)
processus correspondant (théorgme I.A).

Dans le premier chapitre, nous avons décrit les fonctionnelles additives d'un
(x°, ) processus, comaissant celles de x° (théoreme I.C).

Dans le deuxiéme chapitre nous avons décrit les fonctionnelles additives,
continues, non négatives de carré intégrable et de potentiel fini d'une diffusion
conservatrice X (fonctionnelles de’ Nx). Nous allons maintenant décrire les
fonctionnelles du m@me type d'un (X°, 7o) processus. x° étant un processus tué
de X, il convient de décrire les fonctionnelles additives de processus tués de X.

Nous allons le faire dans les deux cas suivants :

(A) Xx° est le processus tué d'une diffusion X 2 la sortie d'un ouvert
borné V, de frontidre ??V, tel que tout point de 2V soit régulier pour un

brownien construit sur Rd, relativement & Vc.

(B)A x° est le processus tué par une fonctionnelle multiplicative de la

forme e t, ol A est une fonctionnelle additive, continue, non négative de X,

t
de °-potentiel fini.
Définition III.1l.- Nous appellerons U-processus de branchement les proces-
sus obtenus par la méthode A, A partir d'un ouvert U.
Nous appellerons, A-processus de branchement les processus obtenus par la
méthode B, & partir d'une fonctionnelle additive A,

A~ U-processus de branchement.

Proposition (III,A,1).- Soit f= ((L,F,F,,p.,P,) un brownien muni des tribus

P rum— + o . s
Ft = Qz(ps,s st)“' , soit y= (LxR 'Ft'Y‘Px) le processus tué de f & la sortie
d'un‘ouvert régulier borné U ; soit At(w,A) une fonctionnelle additive de N&' :
11 existe un potentiel régulier f de x‘, d fonctions mesurables sur

Rd : hl...hd, une suite de temps d'arrét T, de P tendant vers 1'infini tels que:

d (A 4 - taT
Aglosh) = £y )-£(v,) + Zl .So h (ps)dp: et E_ So n[hi(laﬁ)]2 ds £ oo
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Démonstration.« Au chapitre II nous avons décrit les fonctionnelles de Ng
en tuant r; a4 la sortie de boules de rayon n, nous avons obtenu au corollaire
(IT1.A.6) 1'expression des fonctionnelles de Mp si T est le premier temps de
sortie d'un ouvert régulier, mais nous ne conna?ssons pas celles de N[& il nous
faut tuer A nouveau Y pour obtenir 1'expression des fonctionnelles de TNr par
1'intermédiaire de celles de Ny .

”~
Soit f(x) = E (A ), f est un potentiel régulier, c'est une fonction
excessive régulidre si Yﬁ(“"A)e\/ FT‘ , pour toute suite de temps d'arrét T

croissant vers T On sait qu'a une telle suite correspond une suite de Ft temps
d'arrét T 0 croissant vers T, telle que T (“,,,\)A Tn(w)/\/\ et

T(wn\)/\z\ = T{p)ad .
Nous allons montrer que {T(w,,\)( ,{}6 \/F~ . Remarquons d'abord que

{TG,A)c b€ F~ car {T(w,A)A} N §T(w,A) ¢ =0 {T(w)g t x Jtoo] + [Tw)ca Ix[0. 4]

et i1 est facile de voir que chacun de ces ensembles appartient 2 i«‘\t

I1 suffit alors de vérifier que F‘f =\/ F« , ce qui résulte du fait que les

tribus du brownien sont dénuées de temps de discontinuité H F =V FT . (I1 suffit
de vérifier que le brownien tué est standard spécial) [ll ] n

Sur 1'ensemble {T(w,,\)LR} .‘I‘ w,A) = PI' (w) converge vers PT(w) —{T(wn\)

qui est donc VFA mesurable ; sur {T(w,)() ,\g,{T(w./\) = & est mesurable par

rapport a ”\{ F,i: r,x ainsi f est excessive réguliére et f‘(-ft est continue.
n

Soit M (w,d) = At(w,X) + £y,) - £(g)

Mt est une fonctionnelle additive de Y continue et d'espérance nulle.

Soit 8 = ix,[:v_:lg n{ et 2 (w,)) = Tcho.A)

n
Soit 5n ={Q.xR+x R* , ?‘f , Si , ?‘*’23 le processus tué de Y par En(m.)).
P(@) si tcanp
Il est clair que (w,h,,a)
sinon ; on sait, d'aprés le lemme

(11,A.5), que My

Soit T(w) = T , de premier temps de sortie de p de U.
U
Soit Tn(m) la suite de F -temps d'arrt attachée a an(w, A) par
Tn(u));\/\ -2n(u,h),\/\, T, est le temps d'entrée de fp dans S; car

(w,A)e M .
l’“a h

{642 @, < AJdp, @) € S, » Vs £t} CIT_(@) €2},
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Soit Yn {QxR » Ft .Y ,‘i’i} le processus tué de p par

Pw) st t<a

Tn(w)/\T(w) ol Yil(un\) =
® sinon
J1 est facile de voir que Sn et Yn sont deux processus équivalents,
en effet '

o
E;: Y(u’aA’}L) = EX Y[@DT(D)): en(W)T(w)]

%?( Y(w,3) = E Y(“.T(G)I\Tn(w)), de sorte que :
(I11,A.2)

2 £(87) = E_[£(p, (w))1 ], qui est égal &
x 00 = BTN eme) o, mp s ut et el B

B 1) = ELEBO s ey g it -

TATn(w) est le temps d'entrée de P dans (U N Sn)c et (UnSn) est un ouvert
régulier satisfaisant aux hypothéses du corollaire (II,A.IO), nous connaissons donc
les fonctionnelles de M'n , nous allons connaltre celles de M‘n , grace au

lemme suivant :

Lemme (III.A.3).~- Soit A une fonctionnelle additive de MS et
CilwsA) = A (w,A,00), alors C (w,A)€ Mxn.

Démonstration, - C, est additive car C“.s w,q) = At+s (WsA,00) = At (wsd»00)

+ A (8, 0,(3-t)V0,) = C (w,A) + C_(8, w,(A-t)VO).
Nous allons vérifier que C, est NF: mesurable : soﬁt A n{C (w,:\){a}
A -{A (wsd,00)} < a} qui appartient & F =[né(s , s(t)] Soit f(w,A,p) une
fonetion mesurable par rapport aux tribus Ft' alors f(w,a,oo) est mesurable par
rapport aux tribus F = [n Z(Y , S 4t) ] , car cette propriété est vraie pour
- toute fonction f de la forme Tl'qi( S (u.), ,’L)) puisque q(s (w,,\,m )) =
q(!s (w,A)) ; cela entralne que A e Ft : la formule (III.A.2) s'étend 4 des
produits de fonction, de sorte que E [f (8 )...f [Ch0 )] = En[f (Y )...f " )].
l 1
vO (t ces (t =t or f (5 (w,),oo)) = fi(Yt(w,:\)), donc pour toute fonction
Y F mesurable

(TIT.A.4) i‘ﬁ(kp(w.h.n)) ?“é:q(w.a.oo) pour tout x
ainsi

Ep(Ay(wds0)) =D A (w,d,p) = 0

E2 (A2 wih,00) = B A2, 0,0) Lo car Rlnbpen
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ce qui montre que Ct(w,,{)e P:n

Corollaire (III.A;S). - Soit Nt(w,)) une fonctionnelle additive de LY ,
11 existe d fonctions mesurables gi sur Rd, une suite de temps d'arrét Tn
de ’; croissant vers l'infini, tels que :

t AT d tad
Exjo B (g (py))? dsgoo et Nylood) = [ &' pg)as.

Démonstration.-~ On a vu au lemme (II.A.5) que Nt;\ (wsA) appartient a
Msn , done Nt(w,/\)e M_ et on peut appliquer le corollaire (II.A.10). En
appliquant ce corollaire & Mt on achéve la démonstration de la proposition
(III.A.1).

Nous allons maintenant examiner le cas de diffusions autres que le brownien

et démontrer le théoréme suivant :

Proposition (III.A.6). - Soit L un opérateur elliptique et
X = (ﬂ ’Ft' t’P ) la diffusion associé 3% L sur I).o, dans les conditions du
théoréme (II.B). .
sott x° = (Q°«x Rt R F:,Xg,?;) le processus tué de X au temps d'entrée
T dans le complémentaire d'un ouvert régulier borné U (relativement & un
brownien p sur Rd). Soit At(“”\) une fonctionnelle additive continue, non
négative, de carré intégrable et de potentiel fini de x° ; 11 existe d fonctions
gi mesurables sur Rd, un potentiel régulier de X°, f, et une suite de Ft

temps d'arr8t T  croissant vers 1'infini, tels que
n d taAA tAT
o o i i n 1 2 i.,1
Ayl d) = £0)-£00) + & fo g (X )az; et E_ jo g (x)%a¢zh,zl > 4o

oi Z  désigne la martingale X, -X - jo b(Xs)ds.

Démonstration.=- Soit f(x) = E (A ), f est un potentiel régulier, et

comme X est un processus de Hunt, on démontre, comme dans le cas du brownien
que f est continue.

Soit M, (w,A A) =2 (w,2) + f(X ) - f(X )

Rappelons (ef. t héoréme I1.B - démonstration) qu'il existe sur, Q.° x Q°
un brownien F’t(“”‘" ) ‘muni des tribus H +? tel que Z (w)-z, (w) = 5 °.()xu(g.)))
dp (w,w') : soit ¥ =uxgrd , U estun ouvert dont 1a frontiére es® régulidre
pour le brownien f: qui n'est pas borné, mais dont il est facile de voir qu'on
peut lui appliquer le corollaire (II.A.10). Soit E‘l(m,w') = T(w), T est le temps
d'entrée dans (?Jl)c, soit A

(. 0® unt D N ~ y
,‘)={‘\Q «Q% xRr” , Ft’Pt’Px} le processus tué de B par T ou
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R e
Pt(w"" 'f‘) = ‘ ; soit enfin Mt(a,m',’,t) = Mt(w,}t),

S sinon
i1 est évident que M € L(]N, done, d' aprés le corollaire (III.A.5), 11 existe

d fonctions mesurables hi et une suite T de temps d'arr@t croissant vers

1'infini tels que I (w,w./x) =M (“"f") -Z ft ¢ h (Ps)dPs et que

(E ®W) S (P ) ds {0o0. En utilisant la proposition (I1.B.8) on conclut
alors, comme au chapitre II que M (u;, A) = Zj g (Xs)d Zs’ et qu'il existe une
CEATL 4o 4y
sulte T croissant vers 1'infini telle que E S (87(X_))"d¢z27,27>_ (.
n xJ s s

Nous avons vu dans le théoréme (I,C) comment on construit le (x°, 1)
processus correspondant 3 X° en considérant les processus produits de Xo, 11

nous faut dond vérifier d'abord que ces processus sont des diffusions tuées.

Proposition (III.A.7).- ‘Soit X 1la diffusion associée & L et x le
~)
produit symétrique d'ordre n de X : Xn est une diffusion (X aussi) Soit
x° 1e processus tué de X par T et X le produit symétrique de x° a'ordre
~o
n : X est équivalent au processus Yn tué de X . par (D) = T(w, A '1‘6.)2).../\'1'(«) )

Démonstration.- On trouvera en (I.A.6) et (I.A.8) les définitions de Xn et
et X; . Considérons d'abord X;, produit direct d'ordre n de X, Nous allons
montrer que X; est une diffusion. Il est clair qu'il suffit de le démontrer si
n=2, On sait quemsi X est la difiusion relative & L sur Q° : (III.A.8)
1
exp {(O,Xt-xo- 50 b(Xs)ds >-5 So (G,a(xs) 9)ds} est une P -martingale pour

tout x, tout 6 de Rd, relativement aux tribus F_. Soit Y une copie de X

b
et Z le processus produit de X et Y
Xi( ) 1 1414d
. tlw s £14
zt((ﬂt“") = 1
Yi(w') si dqig2d

1 b"(xs) 1g1gd
soit B(XS,YS) = B(Zs) le vecteur de coordonnées B (Zs) =

1
b (Y,) agig2d

Soit A(Zs) la matrice dont les coefficients A sont donnés par :

1J
Au(zs)"Agi(Zs)"o s1 1¢1¢d et d¢Jjg2d
~A1J(Zs)'a1,j(xs) s1 1g1¢d et 1gJjgad

Aiy(Zg) = ag4(v)) si d¢1g2d et d¢Jj¢ed
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Soit enfin L2 1'opérateur elliptique sur de relatif 3 A et B, cet
opérateur a les mémes propriétés de régularité que L, il existe donc une diffu-
sion associée i L, sur (00)2 = C(R+,R2d), nous allons vérifier que Z est
cette diffusion, comme il y a unicité, il suffit de vérifier que l'expression
correspondant & (II7.A.8) est une (PS)X martingalg, relativement aux tribus
(Fé’)t = Q ‘WH , or (ITI.A.8) appliquée ¥ X et Y exprime que relati-
vement aux tribus suivantes i ﬂt(x »S _41:)7 @ 5?5 ét)", et pour

Px® Py : exp {<,], Zt-Z S B(Z )ds)- = SO<A, A(Zs)/l > ds} est une martinga-

le pour tout A, ce quil entrafne que Z est la diffusion cherchée. Le générateur
de cette diffusion est donné par ses valeurs sur les fonctions f@ g oh f et
g appartiennent & Ci(Rd), ensemble de fonctions qui est dense dans Ci(RZd) ; 11
est facile alors de vérifier que La(f(g g)(x,y) = g(y) Lf(x) + £(x) Lg(y) de
sorte que £ )
(I111.A.9) (X )e(¥,) - £(x)e(y) -S (g(¥y) LE(X)) + £(X,) Le(¥,))ds

. )

est une (Pg)xy martingale relativement aux tribus (F;)t ; on peut écrire
(III.A.9) pour f=g de sorte que d'aprés (II.B.1)

? - Y _ 9 > _ x [os

(I11.A.10) ¢} = £(X,), - £X,), 50 L, T(X,), ds
est aussi une (P ) martingale relativement aux tribus (FE ¢ 3 en remarquant
que (X ) < (A, B) = {(X ) €Ax B}V i(XQ) €B x A} et en se rappelant la
définition de P (I.A.8), on vérifie que Cf est une mar‘tingale de (F2)t pour
(P ) . Comme (f, fe C*)(R )) est dense dans CK(R ) la r-elation (III.A.10)

'étend A toutes les fonctions de CK( ) ce qui pr,ouve que X2 est la diffu-
sion associée & L, sur Q 0)2 muni des tribus (F2>t et achdve la démonstra-
tion de la premidre partie de (III.A.7).

Par définition
o o
(x NG - {p(xt(wl,al).....,xt(wn.xn) s t¢inf Ay
t A sinon

soit aussi bien

~ P(X wy)se Xy (w,)) si t{inf A
(x2), @, = !
. sinon
de sorte que.si X = (x coe Xy ), par définitién de ‘}‘2' H
(III.A.11) (E )y FL) s 2)] = Tr E, [f(x @) 1< T(wy)]
Soit »‘;n = (%" x Y, Yt R gt R 'é:) le processus tué de Yn

par T(w)
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~ P(X ( ):---:x ( )) 1 t<A
o Yn(w./\)={ I S ot

sinon
E G ] = FLeE ) 1 1-T ]
x ¥ = ELE( () 1y 1is "?Exi[-f(_xt(“’i) lt4T(¢Ji)

~

~,
de sorte que, en comparant & (III.A.11), on vérifie 1'équivalence de Xg et Yn.

Corollaire (III.A.12).- Soit At une fonctionnelle additive de 02 11
existe un potentiel régulier f de 3(':01’ nd fonctions mesurables h1 surt Rnd,
~

une suite ap de Ft temps d'arrét, en tendant vers l'infini, tels que :

~

t A
n 12,3 1.1
E, So (h)°(X,)a 42,275 ¢oo

et
~ ~ nd t/\) AcA
Agyadyseseowody) = £O0) ~F(K0), + X jo b n'(X ), a@a')s

Démonstration.- On a établi cette formule pour n=1 & la proposition
YO N Yo :
(II11.A.6). Posons Mt = At + f(X ) - f(X ) ou f = (E ) (A ) est un poten-
tiel régulier. Remarquons que, si q(wl,Al,... w, ,A ) est (F°) mesurable la

fonction q(oal, min Ai,wa,n,..w ;0) est gt mesurable E:ette affirmation est
vraie pour toute fonction de la forme TT \t (X )t » pour toute suite 04 tl"’<t =t
i
puisque (Xn)t(w,l) = (Xn)t («ol. minki,mg,oo ...wn,oo)].Cela entratne alors que
~ -
si h est (FO) mesurable h(w,d) = h(w, min Ai,wg,oo ey ,00).

Remarquons alors que si A (mf\) est une fonctionnelle additive de X »
A (wl,min /\i 3W 500 tee W ,m) est une fonctionnelle additive de Y (ce qui se

vérifie immédiatement comme au lemme III.A.}).
o "'Qn A
Comme (En)x Aoo(ml”\l wnv,,\]) =E_ 0o(..)l,min ,li,wg,oo...), f(x) est
un potentiel régulier qui est une fonction excessive réguliére, en effet

‘Exn(Aoo(uﬁ,min Ai) en est une car ‘;; est un processus tué d'une diffusion
conservative par une fonctionnelle additive continue de potentiel fini. Alors
N e L(Y ) donc aussi & L(Y ) de sorte qu'on peut appliquer le prcposition
(III A. 6) dans 1'espace R" d

I1 est dés lors possible de décrire les fonctionnelles additives au proces-
sus de branchement 1ié > Xo, gréce au théordme (I.C). Nous allons voir que les
fonctionnelles de Nio ont, dans le cas des A-processus de branchement la méme
forme que dans le casrbrésent, nous énoncerons donc le résultat final sous la

forme d'un seul théordme qui figure 2 la fin du prochain paragraphe.
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B - A-processus de branchement.

N

Soit X une diffusion associée & un opérateur L dans les conditions du
théoréme (B.II). X est un processus conservatif. Soit A une fonctionnelle addi-
tive continue, non négative:Ade Ao-potentiel fini (pour un AO), soit X° 1le
processus tué de X par e ~t, nous avons appelé A-processus de branchement un
processus f dont la partie de non branchement est Xo.

Pour trouver les fonctionnelles additives de Ni; noussavons qu'il suffit
Ngo. Pour trouver celles de Nvo nous allons utiliser
le théoréme suivant qui xn figure dans [9] pages 216%

de connaltre celles de

Théoréme (III.B.1).- Soit M un processus standard tel que f? (S Rd. Pour
que ﬁ solt équivalent au processus tué d'un processus de Hunt M, conservatif,
par une fonctionnelle de )o—potentiel fini, 11 faut et 11 suffit que :

Ah A ~ - A A
1). H % 1(x) soit un potentiel régulier (Hlo f(x) = Ex( ;lsf(xs-)’,Sun)

AA
2), .2 H1x)¢w

n>/l

A -
on peut alors prolonger le processus M en un processus M équivalent & M au

eXE;(u» si §;<oo

moyen du noyau Fﬁv,dx) = ([9] page 225)

ES sinon
Proposition (III.B.2).- Soit A une fonctionnelle additive de N o’ il
existe un potentiel régulier f de Xo, d fonctions mesurables sur

Rd, une suite de temps d'arrét Tn de X‘ tels que :

d tAA tAT
A w,}) = }:S hi(xs)d z; et E_ S n[hi(xs)]2 aczi,zls S<®
1 Yo o

Démonstration.- Nous allons utiliser le théoréme (III.B.1l) de la fagon
suivante : )

soit X = (flo,xt,Ft,Px) la diffusion sur Q° de générateur L
-B,

x° = (0° x R+,X2,F$,P;) le processus tué de X par e U et

X = ((Q°x R+)N , Yt’?t’ﬁx) le processus prolongé de X° par K ol

“”’iwi’AiSi en Nous'savons que si At est une fonctionnelle additive de X

At(u)) si t<d

A:(w,a) = est une fonctionnelle additive de X° et

1im A (w s1 oty A
s1£; S( ) e *

que toute fonctionnelle additive de X° peut &tre obtenue ainsi (I.A.3). Il
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nous suffit donc de connattre les fonctionnelles de Lf Soit Mt.A +Ex°(Am)

' - t
- Exo(Am), Ateon. On sait que xt(u,nl,u,xz...w,xn...) - Xt(“’) P_p.S. quelle
que®soit la suite ' A ’
(I11.B.3)

g en particulier
X @A oidy -on) = X (0,00,0, 00...),

donc pour toute \(Ft mesurable  (w, "1""’?‘2"‘) est F. mesurable quelle que
soit la suite Ai’ il est alors facile de vérifier que si At est une fonctionna?l
le additive de X, At(u,oo,w,oo...) est une fonctio/nnelle additive de X (Pow
vérifier 1'additivité il suffit de remarquer que Gt(u:,oo W00 .. ) = (Otu),oo‘

on constate finalement que, si At est une fonctionnelle additive de X,

At(w,i\l, :}2..) ne dépend pas de la suite A, et est une fonctionnelle additive

1
de X, de sorte que
4.ty 1 o d BNy
At(w,)\l,w,ﬁg...) = }:j h (Xs)d Z done At(m,)) =) S h (Xs)d zZ
1Yo 1 )
t AT
avec ExS n [hi(xs)]2 d(Zi,Zi)s(w.
[

Proposition (III.B.4).- Soit A une fonctionnelle additive de N, , il

existe un potentiel régulier f de X nd fonctions mesurables h:.L Xn
sur R d, une suite croissante de temps 4’ arrét Tn de Ft tendant vers 1l'infini,
tels que :
t AT
3 fo’\ " a1 aczlz!s (e
et

tAA --A
Aplopsdpseeew i) ) = f(X°) —f(x ), + Z S Ay Al i(x ), c[(z ),

Démonstration.- Soient Xl..;Xn des copieé de- X
o Pt ). XD ) st t¢min 3@,)
(X ), (@, eeew ) = .

a

sinon

Soit C (w cee ) =A (:.) ) +...+A (..) ), C est une f‘onctionnelle additive

t
continue, non negative de X de )-potentiel fini. Soit X le processus tué
~ -c(wl...w )
de Xn par e ol

XL (w)). .. X6 )) st t <A

() A
W....w ,
n 1 n A_ sinon
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or . p(xi(wl)...x‘:(mn)) s1 t{min),
(X0) (@ysdyeeaigiady) =
A sinon

~, ~
on peut alors vérifier que X; et Xg sont équivalents, en effet :

) [83°),1 = TTE, [£(X, (w,))g - B, (a,)]
n’x n‘t Ty Xy tUi'e 1

~ A ~C ~ AN n -B, (w,)
et &), [ )] = @) [fx), I e "’ 17, or 11 est facile
de volr que pour toute fonction f Ft-mesurable

~ n

ED R ) w00 q) £@)). )] = TTE, [£0) 0 )16,)]
de sorte que

-~ A n -B ((A) ) ~, ~ N,
E), (FE),) -TTE Ler ) e 0T = B, RO

- ~ . .
o c
Comme (Xn)t (u)l,h,we,oo...un,m) = (xn)t(wl‘WQ"'wn’“ on conclut
exactement comme en (III.A.12).
Nous donnons maintenant le théoréme final qui regroupe les U-processus
et les A-processus, puisque, dans les deux cas, les fonctionnelles de N)-( ont

la méme forme.

”~
Théoréme III.- Soit X le processus de branchement associé & la diffusion
x°
fonctionnelle additive de ).o-potentiel fini. Soit A(G) une fonctionnelle

additive de N~ ou \Pn (wi,hi,x ) = (u;i,x ). Il existe une suite de potentiels

_réguliers f de X ,une suite de fonctions h 1, 04£1i4n, pour chaque n,

tuée de X par un temps T de sortie d'un ouvert régulier ou par une

une suite de temps d arr@t ’I‘n de X croissant vers 1'infini, tels que :

L@ Kty 3 ot Gezt
~ N n
- ~ P -~ t
“b(’) = ZA:;(“,) ("’ )1' (%) + A 3(p_1)(~)(ﬂp)7\- (xp) si §eE]
k@) n ‘ e
Zl AS(«, )(w ) ‘K. (x ) : si QEEm
7y a,"1
oh %, (.) est la fonction caractéristique de (R) et
n _ n, tAA AN ~
ASED =), - it Jut ZS oAb, W), o, )]

~ ~ ~ 1 ~
avee (Z ) =X ) - &) - S BY(X ) ds
. i i i o i

Remargue.- On peut ajouter & A: une fonctlonnelle de sauts de branchement (I,C).



Fonctionnelles additives A 55

(1)

(2)

(2")

()

(%)

(5)

(6)

(7)
(8)

9)

(10)

(11)

BIBLIOGRAPHIE

BLUMENTHAL & GETOOR : "Markov Processes and Potential Theory", Academic
Press NY. London, 1968.

BONAMI, KAROUI, REINHARD, ROYNETTE : "Processus de diffusion associé A un
opérateur elliptique dégénéré". Ann. IHP 1971, n° 1
p. 33-86.

KAROUI, REINHARD : "Processus de diffusion dens R°".
Séminaire de Proba. VII (& paraftre).

CAIROLI : "Produits de semi-groupes de transition et produits de Processus"
Publ, ISUP vol. XV 4, 1966.

COURREGE & PRIOURET "Temps d'arr@t d'une fonction aléatoire, relations! -
d'équivalence associée et propriétés de décomposition".
Publ, ISUP, vol. XIV, 3, 1965.

DELLACHERIE : "Une application aux fonctionnelles additives d'un théordme de
. Mokobodski". Séminaire de Proba. Strasbourg III.
1969. Lecture Notes Berlin-Springer.

DYNKIN : "Markov Processes" - Vol. I. Springer 1965.
DYNKIN : "Markov Processes" - Vol. II. Springer 1965.

IKEDA - NAGASAWA - WATANABE : "Branching Markov Processes". J. Math,

Kyoto. 1968 I (233,278) - II (365,410)
1969 III (95,160).

KAROUI, REINHARD, ROYNETTE : "Processes tués de processus de Hunt conservatif
et prolongement de processus standards".
Ann. IHP vol. VI, n°® 3. 1970 (p. 201-236).

MEYER : "Inventiones Mathematicae" - 1 - 1966
Sur les relations entre diverses propriétés des
processus de Markov".

MEYER : "Intégrales Stochastiques". Séminaire Proba. Strasbourg I -
Lecture Notes = Berlin-Springer.

(11') MEYER : "Processus de Markov". Lecture Notes - 1966 - Berlin-Springer.

(12)

(13)
(14)

MOKOBODSKI : "Densité relative de deux potentiels comparables",
Séminaire de Proba. Strasbourg IV. Lecture Notes.
Berlin-Springer.

MOKOBODSKI : "Theése" - & paraltre.
STROOCK-VARADHAN : "Diffusion Processes with continuous coefficients".

Comm, on Pure and appl. Math. Vol. XII = 1969 =
(345-400).

(15) STROOCK-VARADHAN : "On the support of diffusion processes with application

Hervé REINHARD

‘to the strong maximum principle". (& paraltre).

Université de Paris-VI, Probabilités
4 place Jussieu, Tour 56
75230 PARIS CEDEX 05




