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SUR UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES
A PLUSIEURS VARIABLES

par
Pierre BOLLEY^ et Jacques CAMUS^3

Résumé.- On étudie des problèmes aux limites dans un ouvert îî régulier defR asso-
ciés à des opérateurs L elliptiques dans îî, dégénérés sur le bord F de îî, de la
•Forme : Min(k,2m) ., ,, , ,,

Lu(x) = ^ P ^ ' C x ^ D ) { ^ C x r " u(x ) }
h=o x

où k et m sont deux entiers ^ o, P m Cx iDx ) est un opérateur différentiel d'ordre
au plus 2m-h, P^tx;^) est un opérateur d'ordre 2m elliptique dans îî et ^f une fonc-
tion régulière équivalente à la distance au bord F. Pour tout entier p ^_ o, L est un
opérateur linéaire continu de l'espace de Sobolev avec poids :

W^PCft) - {u € H^P^Cft) ; ^u € H^P^)}
muni de la norme canonique, dans l'espace de Sobolev usuel H (Î2Ï .

On définit un opérateur y linéaire, continu et surjectif de :
2m+p-k-1 - k ^6

W-^P^] sur n H^P'^" ^(D et on introduit une matrice
K q=-k

B=(B. (x jD )), j =1 , . . . ,X et q=-k,...,2m+p-k-1, où B est un opérateur différentiel
sur F d'ordre au plus m.-q. Alors, B o y est un opérateur linéaire continu de

W^P^) dans ^p H^P-^J-^CD.
K J=1

(Dans certains cas, on prend x s^* c'est-à-dire que le système B est vide).

On montre que sous certaines hypothèses, le couple (L ; B o y) est un opérateur à

indicede ^PC.) dans HPC.) x Ï H^-An v

k j=1

et on précise comment cet indice dépend de l'entier p. Ces résultats sont obtenus
grâce à la construction d'estimations a priori ; ces estimations étant construites
à partir de théorèmes d'isomorphismespour les opérateurs associés à une variable
sur la demi-droite fR^.
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1 . Introduction

On se propose d'étudier des problèmes aux limites dans un ouvert defR , associés
à des opérateurs elliptiques à l'intérieur, dégénérés au bord de cet ouvert, le
bord étant caractéristique.

Dans cette direction, certains résultats ont été obtenus par M.S. Baouendi et
C. Goulaouic [l] pour l'opérateur Au(x)= S D (a g (x ) ^ î x î D^Cx)) dans un ouvert

loil^l ap

ïel-ii ooft régulier, où Y est une fonction de classe C^ équivalente à la distance au bord F
de îî, où les coefficients a ., sont de classe C ( î î ) . La forme :f oi0 —n———

a(u.v) = , , a .(x) V C x ) D u(x) D15 v (x) dx
J t ( x l < 1 ae

"leiSi
satisfaisant à la condition de coercivité : il existe une constante C > 0 telle que
pour tout u appartenant à l'espace V = {u £ L2^) ', /7" D" u £. L^îî) ; |a| ^ 1 } ,
on ait : a(u,u) ^.a||u|§ , ils ont établi que A est un isomorphisme de ;

W^PÎÎÎ) = {u € H^1^) s <f u £ H^CSî)} sur H^îî) pour tout entier
P ^. 0.

Dans [^o]* N. Shimakura a introduit une classe d'opérateurs elliptiques dégénérés
plus générale ; ' k

Lu(x) = L(x;D ) (u(x)} = Z P^Cx.-D î { V C x ) " 1 ' u (x ) }
x h=o x

où k et m sont deux entiers tels que 1 .1 k .1 m, P"" (xjD^) étant un opérateur aux
dérivées partielles d'ordre ^_ m-h, P^x^D^) étant d'ordre m et elliptique dans ?T.
Ce sont des opérateurs d'ordre m elliptiques à l'intérieur et dont la dégénérescence
au bord est d'ordre k. L'idée essentielle de l'étude faite dans [la] est d'obtenir
des estimations a priori à partir de théorèmes d'isomorphismes à une variable. Il
obtient ainsi certains résultats dans L2 et sous certaines conditions qui excluent
en particulier les opérateurs du type A.

Les travaux de M.I. Visik et V.V. Grusin [22] permettent de compléter, en un cer-
tain sens, les résultats de [.18] : considérant les problèmes aux limites associés
aux opérateurs L : ^ ^ ̂  ̂

[Qu = g sur r,
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où B est un système d'opérateurs différentiels frontière, ils prouvent, moyennant
certaines hypothèses générales sur L et B, que le couple d'opérateurs { L , B } est un
opérateur à indice dans des espaces convenables, le second membre f étant dans L 2^).

L'objet de cet article est de faire, à partir des résultats obtenus à une variable
[4] (cf. aussi [sj ) , une étude systématique des opérateurs elliptiques dégénérés du
type L pour k et m entiers .̂ 1 (pour k = 0, on retrouve les opérateurs elliptiques
non dégénérés classiques (cf. [l4"] par exemple) ; pour k réel > 0, on obtient cer-
tains résultats mais ceux-ci ne figurent pas dans cet article). Une partie des ré-
sultats cités ici a été annoncée dans \G\, [f]. A la différence des opérateurs
elliptiques, il est nécessaire de faire une étude directe dans le cadre HP, p étant
un entier .̂ 0, le nombre d'opérateurs frontière pour les problèmes aux limites asso-
ciés dépendant explicitement de l'entier p . On montre que, moyennant certaines con-
ditions, le couple d'opérateurs { L , B } , où B est un système d'opérateurs différen-
tiels frontière, est un opérateur à indice dans des espaces convenables, le second
membre f étant dans HP(Sî) î en particulier, on montre comment cet indice dépend de
l'entier p . Cette étude donne par ailleurs la régularité des problèmes aux limites
associés. Dans cet ordre d'idée, citons que N . Shimakura a obtenu indépendamment
certains résultats de régularité dans [l9J •

La méthode utilisée ici permet d'étudier d'autres classes d'opérateurs ellipti-
ques (cf. [ s ] ) . En particulier, elle permet d'obtenir les estimations a priori et
la régularité des opérateurs considérés dans [2] et [21J .
Afin de rendre cet article plus utilisable, on donne le résultat principal dans

le chapitre 2.
Le chapitre 3 est consacré à l'étude d'espaces de Sobolev avec poids W^, généra-

lisant ceux considérés dans [lô] à des entiers k et m .̂ 0 quelconques. On y montre
de plus la surjectivité des traces au moyen d'un relèvement explicite.
Dans le quatrième chapitre, on étudie, sous certaines hypothèses, les problèmes

aux limites associés aux opérateurs L . La technique utilisée est celle des estima-
tions a priori comme dans [l7j •

On peut toutefois obtenir des résultats analogues à ceux du chapitre 4 sous des
hypothèses moins restrictives ; c'est ce que l'on explicite sur des exemples dans
le premier paragraphe du chapitre 5. On montre ensuite, que dans certains cas, on
peut caractériser algébriquement la condition imposée au système d'opérateurs fron-
tière B. Enfin, une étude détaillée des opérateurs L pour lesquels m=2 et k=1 permet
de préciser, pour cette classe d'opérateurs, les résultats obtenus par M . M . Kohn -
Nirenberg dans [l3] .

Dans le chapitre 6 , on applique les méthodes du chapitre 4 à l'étude des opéra-
teurselliptiques dans des espaces de Sobolev avec poids (c f . [ 9 ] , [ i l ] ) et à
l'étude des opérateurs introduits dans [l] et [ 2 3 ] .

Noué sommes 'heureux de pouvoir exprimer notre reconnais sayioe à Monsieur te Pro-
fesseur M. S. Baouendi qui nous a proposé cette étude et qui nous a fourni sugges-
tions et conseils.

Nous remercions aussi vivement Monsieur te Professeur C. Goutaouio qui s'est
toujours intéressé à ce travail et avec qui nous avons eu de fructueuses conver-
sations.
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2. Sommaire des résultats.

Afin de rendre plus aisée la lecture de cet article, on rassemble ici les
notations et résultats essentiels.

1 ° ) Notations.

Soit H un ouvert borné ds iR" tel que ïï soit une variété à bord de classe

C , de bord F. On se donne une fonction ^ de fR" dansÎR de classe C00 vérifiant :

ft = { x é (R" , ^(x) > 0}

- F = { x £ ÏR" , ^ ( x î ' O )

grad <? Cx) / 0 poAr tout x appartenant à F

où grad ^ est le vecteur gradient associé à V .

On définit les espaces de Sobolev avec poids lAîî) pour k et m > 0
K ""~

quelconques :

vf^w = {u e H^cnj , V " u e hAn)}

munis de la norme canonique. On définit des traces pour les éléments de ces espaces

de la façon suivante : soit <S un nombre réel > 0'et Ug = (x€ FR" j d(x{D < 6}

où d C x j F ) désigne la distance du point x à r. On suppose 6 suffisamment petit

pour que pour tout x appartenant à U. . la distance de x à r ne soit atteinte

que par un seul point Xp de r. L'application ip définie par :

x l——> (x? s ^cx ) d(x,r)) : U. ——> F x ]-5,<S[
I ^ C x ) )

est un isomorphisme de classe C . Soit a une fonction de S) (fR } égale à 1 dans

un voisinage de 0 et à support dans ]-ô,ô[. Alors, pour tout u appartenant à l/^ft)
K

on pose, pour x appartenant à r :

D^ u (^(x^t))] pour j=0....,m-k-1 si 0 ^_ k < m
•t^o

f,u(x) =

(-l)^"1 t^"1 a(t) u'C^Cx^ndt pour j=-k.....min (-l.m-k-1)
1 'o

si k ^ 1

On considère 1'•opérateur L = L(x;0 ) défini sur SI par i

Min(k,2m) - , .,
Lu(x) s L C x j O ) (uCx) } = E P^" (xi0 î { ^ (x ) " ' 1 u(x)}

x h»o. x
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où m et k sont deux entiers >_ 1 et où :

( 1 ) P m (x;D ) est un opérateur aux dérivées partielles à coefficients

indéfiniment dérivables dans ft, d'ordre inférieur ou égal à 2m-h, h=o,...,Min(k,2m).

(ii) P (x;D ) est un opérateur d'ordre 2m proprement elliptique dans SI.

Cet opérateur Induit, pour tout entier p ^_ 0, une application linéaire

et continue de W2"^^) dans H^ft).

On introduit pour tout entier p ^ 0, les conditions H (p;î2) et hL(p;ft)

suivantes :

1"L (pjîî) : pour tout x appartenant à r, l'équation 4>(x {p ) = 0 avec

min(k,2m) - , , ,
<Kx;p) = Z P^^ (xjgrad ^(x)) i"- p(p-1) ... Cp - k+h+1)

h=o

n'admet pas de racine p telle que Re p = -p-2m + k - •-• ,

(où P2m''h(x^Ç) est la partie homogène d'ordre 2m-h de P^^CxîÇ)) .Zm-h

H^(pîî2) : pour tout x appartenant à r, le nombre r Cx) de racines p de l'équa-

tion ^(x;p) = 0 vérifiant Re p > -p-2m+k--5- est constant et égal à r et le nombre

Xp = m-rp est ^ 0.

On définit maintenant des opérateurs frontières. Pour j=1,. . . ,x * si

X > 0 soit l'opérateur B^(xiOp) défini par :

2m+p-k-1
B^XiO ) YU = ï ^n^^r3 V
J q^-^ J ' •

où pour tout couple d'entiers (j,q) vérifiant 1 1 . J . 1 X e t ~ k ± q ^ . 2m+p-k-1 ,

B. (x;0-) est un opérateur différentiel sur F, à coefficients de classe C (F) et

d'ordre inférieur ou égal à m -q. m. étant un entier vérifiant -k ^ m <_ 2m+p-k-1

(si m -q est négatif, l'opérateur B (x îOp) correspondant est par définition,

l'opérateur nulî.

On note B = B (x^O ) = (B^(xjO^).,. , . Q^ (x îO^U, L'opérateur B Y
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induit une application linéaire et continue de W^PCÎÎ) dans 1^ H2"1'''̂ "" '̂?^)
j'i

On définit la condition H (pjft) suivante :

H^(pjft) : pour tout x appartenant à r et pour tout vecteur Ç cotangent

en x à r, le problème aux limites :

min(k,2m) -
S P^ (x,Ç + grad V (x) D^) {t"1 v( t )} » 0

hso '2m-h v""9 610U ' "' "V

2m+p-k-1 m.-q
S B - 3 (x jÇ) Y V » 0 pour j=1...., x * si x > 0

qs-k Jq • p p

{min(k.2m) ^
E . P2"1" (x,Ç + grad tf (x) D.) {t""" v(t)} = 0. si x = 0

h=o zm~^ t ^ P

n'admet que la solution v^ dans W2m+p( (R ).k ^
m.-q

(où B J ( x î Ç ) est la partie homogène d'ordre m.-q de B. ( x { Ç ) ) .
J0 J J9

2°) Résultats essentiels.

Lorsque x? > 0, le résultat principal est le suivant [cf. 4, Théorème 3 . 1 ) :

Théorème : on suppose que les conditions H ^ C p î f t î , H^(p;î2) et H (pift) sont réaUsées

et que pour tout x appartenant à r, l'équation 4)(x;p)=0 n'a pas de racine p dans

la bande -(p+q)-2m + k--^^ Re p ̂  -p-2m + k-- q étant un entier ^ 0. Alors^ pour

tout entier r tel que 0 ̂  r ̂  q, l'opérateur {L.B y) opérant de ^^^W dans

p+r ^ 2m+p+r-k-m -^
H" (î2) x n H J (r) possède les propriétés suivantes :

J^

^ i ) c'est un opérateur à indice dont l'indice est indépendant de r ;

( i i ) son noyau est égal à {u é l^P^Cn) ; (L,B y} u = 0) ;

(iii) son image est composée des éléments Cf,g) appartenant à

\ 2m+p+r-k-m -1
HP ^ft) x n H j ^(D tels que :.

j^

^(^x^C^]. + < ̂ \ ̂ ^-^ , ^P ̂ "^V^) = 0

j-r j'i ^
)L -2m-p+k*n, •'••s-

pour toyf; élément (v,^) appartenant à [H'Cn)^]'- x IT H J (D vérifiant
j-l
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<L.B Y}^ (v,(f) = 0.

Fou (L,B v^est l'opérateur adjoint de {L,B Y} en tant qu'opérateur de

W2^) ^s HP(ft) x SP H2^^- ?(rU.
j-1

Lorsque x aî 0, on a un résultat analogue (cf i 4, Théorème 3 .1 ) î

Théorème : on suppose que les conditions H,(pîîi), H-(pift) et H^CpjSî) sont réalisées

et que pour tout x appartenant à T^ l'équation < (>(x ïp) s 0 n'a pas de racine p dans
l î

la bande -(p+q)-2m+k---- ̂  Re p ^ -p-2m+k-^- , q étant un entier ^ 0. Alors^ pour

tout entier r tel que 0 ̂  r ̂  q^ î'op^rateto* L opérant âe W2"1''"13*1'^) Ams Hp+^(t2)
"~" "~~ . K

possède les propriétés suivantes :

( i ) c'est un opérateur à indice dont l'indice est indépendant de r ;

( i i ) son noyau est égal à {u fe ̂ ^P^W s Uà » 0} i

(iii) son image est composée des éléments f appartenant à H^1'^) tels que

< f,v > = 0 pour tout élément v appartenant à [H^î^iQ '
vPm x [HPtn)]'-

vérifiant L^v = 0 ^ L^ désignant lf opérateur adjoint de l9 opérateur L.
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3. Une classe d'espaces de Sobolev avec poids.

On désigne par <N, Ï« (R et C les ensembles des nombres entiers > 0,

entiers, réels et complexes respectivement. Etant donné un entier n > 1. on

note (R" le demi-espace de iR" défini par (R" = (x^x'.x ) c (x ...,x ,x ) €IR";n t e t \ f \ <->n- - x^l . (x^,...x^.x^-

"n > °î-

Pour tout entier r > 0, on désigne par H OR ) l'espace de Sobolev

d'ordre r sur IR" c'est-à-dire l'espace des distributions u sur R" telles que

D" u appartienne à L OR") pour tout multientier a • (a,,...,a ) de (N" de lon-

gueur |a| «t a, •«•.•.''•ci ^ r. (on désigne par D la dérivation D-^ • • • D n où

D. c T T—)• H OR ) est muni de sa norme canonique. L'espace dual de H OR )J i 8x.

est noté H^OR").

Etant donné un ouvert ft de (R'\ pour tout entier r appartenant àZ

on désigne par H^îîî l'espace des restrictions è SI des distributions de H1* OR")

et par H^ (ft) 1 "espace des distributions de (•^flR") dont le support est contenu

dans îî« ces deux espaces étant munis des normes canoniques.

1°) Les espaces (AIR") et wW)—.———————a——————(Si—-1—

Etant donnés deux entiers k et m de (N on définit les espaces de Sobo-

lev avec poids suivants (cf. [l6] J ;

uÇûR") = {ueH^îR") , x^ ueHW}

et
WW) = {ueH^ÎR") , x" uÉHm(|R")} .. i\ T • n •

Ce sont des espaces de Hilbert pour les normes :

•"—"•"<.', •'""'i^, • iî "/.,-,11"
et

l^•{"ull^+llx^li^}l
" • — — ^ l l u l l _ -t l lul l2 , , - llxSll2 - }l/2

respectivement.
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Proposition 1 . 1 . îbto» tout entier h tel ^ue 0 ̂  h ̂  k , î ^application

k-hu i————>• x un

est linéaire et continue de W^OR") dans H^ffR") et de W^OR^) dans H^CR^).

Démonstration : Pour IR".

Cette proposition est vraie pour n s 1 (cf. [4] , [5]) c'est-à-dire

pour h tel que 0 ̂  h ̂  k, il existe une constante C. > 0 telle que pour tout u

appartenant à W^OR) on ait :

11(1^1) "^ D^ FU(T) | | . < C. (Hd^Tl)'"'1' FU(T) | | „
T L-OR) " L-flR)

Hd^Tl)"1 D1^ FU(T)| | ., )
T L-ffR)

où Fu est la transformée de Fourier de u, (définie à partir de

FU(T) » | e'1^ u(t) dt) et D « ^ 1- .

Soit maintenant u appartenant à W^OR") et <? u sa transformée de

Fourler sur ÏR" (définie à partir de

^(g) = j e'1^'^ u(x) dx
R"

où Ç • ( Ç ' < Ç î = ^ Ç i * « * * * Ç i»Ç î l * Pûur presque tout Ç* appartenant àfR ,

la fonction Fv(iî) définie sur fR par

FVÏTÏ » ^utÇ', T ( 1 * | Ç ' | ) )

est la transformée de Fourler sur<R d'une fonction v appartenant à W^QR).

En effet :

^/ Les résultats donnés dans [4"] lorsque 0 ̂  k ̂  m^sont valables lorsque k et m
sont deux entiers quelconques deïN. Cette généralisation, faite dans I_5j, se dé-
montre en adaptant les techniques de [4].



64 BOLLEY et CAMUS

{ (^ITI)"^ FV(T) («(^ITI^^IÇ'I)'' D^ 7u(Ç'.T(l*|ç' |))) ^L2^).

(I.ITI)"^ FV(T) («(l.H)"^ yu(Ç'.T(l*|r|)n Ê L2»).

Par suite, pour h tel que 0 ̂  h ̂  k et, pour presque tout Ç* apparte-

nant à (R , on a :

(1 d.H)2"1'2' (He'l)2^ iD^-yutç^TCl.lç-lDl^T^
(R

. 1
^C^ {( j (l.lTl)2"1 (l.lç'l)^ iD^ÏuCÇ^Td. Iç ' l ) ) ! 2 dï)2

IR
. 1

< ( (l.lTl)2"1-21^ | 'yu(Ç' .T( l . |Ç' |n|2 dT)2} .

'IR

On fait le changement de variable Ç « T ( l+[ç ' | ) , ce qui donne

J (l^Çl)2"^ |D^h<T'u(Çï|2d^.l2^ ( f (l^l)2"1 1 D^ 7u(Çî | 2d^
(R (R T n

* | (l.lçl)2"1^ |Tu(Ç)|2dÇ^.
IR

On intègre enfin par rapport à Ç' dans (R" , ce qui donne :

ii«r-iî ,-^,ii«;.iî .iiuiî ,
PourïR^ .

Le résultat se déduit du lemme suivant :

Lemme 1 . 1 . Il existe tin opérateur de prolongement P 'Linéaire, continu, de

fcÇOR^Ï dans W^BR") tel que pour tout u appartenant à W^dR^), on ait :

Pu, « u dans W^OR") .
h1; k +

Démonstration : Pour u appartenant à W^OR") on pose

r u(xï si x > 0

IPu(x) » / max(k.m)
r a u(x',-jx ), si x < 0

j=l J n n
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les a. étant des constantes solutions du système :

max(k.m) .
î a.(-j) c 1 pour A " -k,...,max(-l,m-k-l).
j'i J

Ces conditions impliquent que Pu appartient à H ((R ) et que x Pu appartient

à h^BR") et que

"^^^"""W) •k K •

où C est une constante indépendante de u.

Remarque 1 . 1 . A l'aide des résultats précédents, il est facile de vérifier que

l'on a :
W^R;) E {uê^) , ,max(0.k-m) ^,2^ ^ ^ ,^0^}

Proposition 1.2. (i) ^ OR") est dense dans W^OR")

(ii) ^OR'.1) eat dense dans ̂ ^ w •

Démonstration : (i) Dans une première étape, on tronque : soit V appartenant

à îbffR") telle que Y(x ) = 1 pour |x| ^ 1 et Y ( x ) = 0 pour |x[ ^ 2. On pose

V (x) = ^(x/R) pour R > 0. Pour u appartenant à W^ÎR"), la fonction u^ = Yp.u

appartient à W^ffR") et converge vers u dans W^tR") quand R tend vers +00 .

Dans une seconde étape, on régularise les fonctions u-, qu'on note

maintenant u : soit j appartenant à ^bOR") telle que j(x1 ^ 0. l ^ j (x)dx = 1 .
'IR

On pose j (x) = 1— jA pour e > 0. Pour u appartenant à W^&R") à support com-

pact. la fonction u = j » u de SbOR") converge vers u dans W^QR") quand e

tend vers 0.

En effet, on doit vérifier que :

^On note âï(n) l'espace des fonctions de classe C" de îî dans t à support compact

dans ft et Sï(^) l'espace des restrictions à îî des fonctions de ÈOP ) •
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lim f ^ Cl.lçD2^^ |T î j (Ç) - l | 2 i T u t Ç î ^ d Ç - 0
e-»0 «'tR "

et

llm f ^ (l^kl)2"1 | D^ (Tj^.ÏuKÇ) - D" 7u(Ç)|2 dÇ « 0
e-^O rR n "

Le premier résultat est immédiat. Pour démontrer le second résultat,

écrivant que

D^ (^j.Tu) - T j . D ^ Tu . E (p) D^ -yj . D^P T:u . il suffit de
"n € € "n p=l 'n c ^n

vérifier que :

lim f (l.lçl)2"1 ID^ yj, D^^ul2 dÇ = 0 pour p = 1.....K.
eO -'fR "n "n

ce qui se fait en utilisant la proposition 1.1.

(ii) Cette proposition résulte du lemme 1 .1 et de (i).

On peut caractériser les espaces W^BR") de la façon suivante :

Proposition 1.3. Un élément u appartenant à À/dR^) appartient à W^flR")

si et seulement si x^ u appartient à (Aff^) nH?1"11^^3 QR^).

Démonstration : On utilise pour cela la proposition 1.2 et le fait que si v ap-

partient à H^((R^) , alors v/x appartient à HÎÎ"1^) pour h entier^ 1 (cf.

inégalité n° 330 de [l2]).

Remarque 1.2. Il résulte de cette proposition que fcOR") est dense dans W^OR0)
+ K +

pour k ^ m, et que sur cet espace, la norme :

u " ' " " " H ' - B R : )

est équivalente à la norme

•—"V:, •
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Puisque W1) est dense dans W^CR"), l'espace dual [w^OR")] ' de

l'espace W^OR") s'identifie à l'espace des distributions T de îb'OR") de la

forme T « fo * ^k f où fo appartient à H^^BR") et f^ appartient à H^OR").

Plus précisément on a le résultat suivant :

Proposition 1.4. W L9 espace duaî [v^OR")] ' de l'espace V^OR") s'identifie

à îfespace des distributions T de â>' OR ) de ta forme

k JT » r x3 g
j=o n J

Oîî g., pour j s 0.1..... K, appartient à H flR ).

^zz^ La norme d'espace dual sur ^w.«R )J * est ÂyuzvaZente

d Za norme :

T ""T"[<^].8 T . ^0 "^"H———^"/-

"A'"^
g^H-^^OR")

Démonstration : (iï D'après la proposition 1.2. AOR") est dense dans W^OR").

Par suite, on peut identifier l'espace dual [w^OR )] ' de W^BR") à un sous-

espace de distributions sur IR .

Grâce à la proposition 1.1 . on peut identifier l'espace W^ÛR0) à un
^ K

sous-espace fermé de l'espace produit n H ÛR ) par l'application

k Jeo
u *———*• (u.x U.....X u).n n

Par suite, toute distribution T appartenant à B^CTR")] ' peut s'écrire.

de manière non unique, sous la forme :

k JT » r x3 g .
j=o n j

où g,, pour j = 0,1.....k. appartient à H^^OR").
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k 1Inversement, il est clair qu'une telle distribution î x' g, ap-
j=0 n J

partient à [w^OR")]'.

(ii) L'équivalence des normes est une conséquence du théorème

de Banach.

La proposition 1 .4 (ii) peut être précisée par la proposition suivante :

Proposition 1.5 : Si T, appartenant à [.W^OR")] ', admet la décomposition parti-

culière T e T. x^ g , où g. appartient à H m+ "OR") pour j = D.1. . . . .K ,
je0 J J

alors :

'""[^•V": ^"^^"H———^ •
E x - ' < P - 0

j=D n j

(C^^CR")

Pour démontrer cette proposition on commence par établir le lemme

suivant :

Lemme 1.2 : Si T. x^ g -0 pour certains g. appartenant à H m+ "OR") , alors—————— j,o n j j

il existe pour tout e > 0, une famille (g.) vérifiant :
Jc O ĵ̂ k

( i ) gj appartient à (DOR") po^r j = 0.1,..., k,

(w ^ xj" ̂  • °-
(iii) llm g = g ^ons H"^^ OR"), pour j = 0.1....,k.

£-»0 je J

Démonstration : Dans une première étape on tronque : soit V appartenant à

SW") telle que Y î x ) = 1 pour |x| ^ 1 et V(x ) » D pour | x j ^ 2. Dn pose

Y (xî = Y(x/R) pour R > D et g = g, Yp pour j = 0.1.....k. Alors g est

une distribution à support compact qui converge, lorsque R tend vers +», vers

g, dans H'^^aR"). De plus, on a toujours la relation :

, lo^^-° •
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Dans une seconde étape, on régularise les éléments g,- qu'on note

t
maintenant g. : soit j appartenant à ^bOR") telle que | j(xldx = 1. On

J ^R"
1 x

pose j (x) c — JM pour e > 0 et, pour j s 0,1,...,k. on définit g par :

J ̂  s j^ ^ - J^ (q^) (-1)^ ̂  * ̂  j,), si 0 ^ j < k.

1 ê = ^ ^ ^ •

La famille (g ) ainsi définie satisfait à Ci), (ii), (iii).
°i^

Démonstration de la proposition 1 . 5 : II suffit de prouver que si T admet une
k jautre décomposition î x- g' alors

j»0 J

, Inf 7kOII^^IIH-m+k-^n)}l/JI^IIH-m--^n)•

^0 x" ̂ =0

Cf efibOR")

Or î xJ (g.-g') = 0 avec g.-g' appartenant à H'"1*1^"^") pour
j=0 n J J J J

j s 0,1....,k. Il suffit alors d'appliquer le lemme 1.2 pour obtenir l'inéga-

lité précédente.

2°) Oéfinition des traces pour les éléments de VÔIR^-

Etant donné u appartenant à ^ffR;). on peut lui associer m fonctions

Yj u(x') , appelées traces de uet définies par î

(0^ u(x'.O) pour j » 0.1,...,m-k-l. si 0 ^ k < m.
x^

^j u(xl) e ,+«
(-1)''3"1 [ x'^'1 u(x'.x )dx . pour j " -k,... .min(-l.m-k-l)

JL n n n
si k ^ 1.

où 0 * — -s— . La remarque 1.1 montre que la définition de Y u pour
^ i ^n j

j " -k,....min(-l,m-k-l) a un sens. On notera y" * ty.i. U,...,Y _L«i u) •
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Proposition 1.6 : L'application y : u *———»• y u est linéaire^ continue et

i ./"ftf-."^ <T L. m~k-.I-l/2._n-l,eur^ectzve de w.OR ) sur n H <r BR ).
k j-k

Démonstration ; 1 - On montre tout d'abord que l'application Y. : u •——*- y u

est linéaire et continue de vÇîR") dans H"^''3"'172^""1).
K T

Si 0 ^ k < m, pour j a 0,1,....m-k-1, ce résultat est classique

(cf. [l4] par exemple).

Si 1 < K, pour j = -k,...,min(-l,m-k-l), on procède de la façon sui-

vante. Pour u appartenant à W^fiR^), on a :

,max(0.k-m) ^.^ ^ ^ ^2 max(O.m-k) ^n-1^ ^ ^
i n n -

l x1^ u(x ' ,x ÎCL2»? jH'^aR"'1)).^ n n *

On désigne par F la transformation de Fourier sur IR par rapport à
^

la dernière variable x et par u le prolongement par zéro pour x < 0 de u.

Les relations précédentes montrent que :

, p^max(0,k-m) y^. ̂  „ e L2^,^0^0-'"'" OR"-1)).
j n n

[ (_o .minîk.m) ^max(0,k-m) ^x'.x^) DeL2^,^^"-1)) .

On en déduit le résultat puisque, pour j = -k...,min(-l,m-k-l) on a :

, - ,min(0,m-k) - min[-j-l,-j-l+m-k) ,,-, max(0,k-m) ~ iYj u = l-l) Oç i(-lx^ u)^ ^Q

2 - On montre maintenant que l'application y est surjective.

On commence par remarquer que si u appartient à 3)CR^Î et si v. est la fonc-

tion de ^(R^) définie par

/+"9 r- f*-
W v. . (x ' ,x ) = f (... ( u(x'.o) do)...) do.) do- .k ' n jx^ Jo^ Jo^ 3 2

alors on a :
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a^v
^ Y. "^'î • Î-D^1 (-J-D l ———— (x'.O) pour j " -k....,min(-l.m-k-l)

J Sx r> J
n si k ^ 1.

gk*j

Y, u(x ' ) » (-l)1^'3 I'3 ———— (x'.cn pour j - 0,....m-k-l si 0 < k < m.
j 8x k+j

n

On désigne par A la transformation de Fourier sur (R par rapport

aux variables tangentielles x ' , c'est-à-dire :

^••^ c ^-1 e-i<x''(•'\^'.^ dx. .

Soient j un indice tel que -k ^ j ^ m-k-1 et ^. appartenant à

âïflR""1). Soit de plus Y appartenant à Î)(R^) telle que Y( t ) c 1 dans un voi-

sinage de 0. Considérons la fonction u définie par sa transformée de Fourier

partielle î donnée par :
k (ix ̂

0(Ç.^ ) « ( - 1 ) '—— W x r - 1 - 1 2 ' 1 7 2 ' 'A —— ——n-
. r 4 y J -

3(ç..^ , (-1)^ {ïtx^i.lç-l2)172) ^(ç-) c^j)i } •
^n

La fonction v. associée à cette fonction u par la formule (^ ) est

donnée par :
(ix ̂

0,(^,x^ ..(x^l^l2)172) ^(Ç.)——^ .V- 'V ' ̂ V^l'- « J J y ' - (k

on en déduit les relations :

gk+AA

-^S^05 s ^^k.j ik+j ^ (ç t ) pour ^-k

n

(où 6 . . est le symbole de Kronecker).k*»» k*j

On vérifie ensuite qu'il existe une constante C, indépendante de <^j.

telle que :

""'W)^ "^"^^-1/2^).o"
"k^*
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On en conclut que l'application

y , y i———». YU : M^OR") •——f H H"1'1^"172^""1) est surjective.
K + J-k

3°) Les espaces W^tft)._ _ _ _ _ _ _ • ^

Soit maintenant Sî un ouvert borné de IR , de bord F. On suppose que

ÏÏ est une variété à bord de classe C . On se donne une -Fonction c^ de (R dans

(R de classe C vérifiant :

• f î ° {xeiR"'. ^(x) > 0),

F - {xCîR"; <^(x) = 0}.

grad CP (x) ^ 0 pour x appartenant à F.

où grad cP est le vecteur gradient associé à cp .

On définit les espaces de Sobolev avec poids ^ - ' î ^ î P^ '•

^W = (u e H^^n); ^k u é H"^)}.

Ce sont des espaces de Hilbert pour la norme :

1 1 1 1 / l 1 1 |2 i i k I i2 .1/2u •———*- u » (| ul| + | |4> u|| )
w^(n) H" ^n) ^m

De la proposition 1 .1 , on déduit :

Proposition 1 .7 : Pour tout entier h tel que 0 ^ h ̂  k , l'application

u »——^ M»"^ u

est linéaire et continue de W^tn) dans H"1 (ft).

De la remarque 1 .1 , on déduit :

Remarque 1.3. On a :

^(îî) » { u6^ (S î ) , ^^x(O.k-m) ^^(îîî, ^UCH1 ' ^ ) } .
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De la proposition 1.2, on déduit :

Proposition 1.8 : â>(ÏÏ) est dense dans W^Cn).

De la proposition 1.3, on déduit :

Proposition 1 .9 : Un élément u appartenant à f^'W , appartient à W,(Sî ) ,

81 et seulement si t^u appartint à (Aîi) 0 H?1"^'"13 (f!î.

D'où l'on déduit :

Remarque 1.4. Pour k ^ m, l'espace % (îî) est dense dans W^(îî) et, sur cet

espace, la norme :

u~||c^||^

est équivalente à la norme :

" •———— llull,,
<((!) .

On va définir maintenant des traces pour les éléments de uÇtSî). Soit

6 un nombre réel > 0 et U. s {xCR"; dtx jD < 6} où d(x<D désigne la distance
6

du point x à r. On suppose 6 suffisamment petit pour que pour tout x apparte-

nant à U.., la distance de x à F ne soit atteinte que par un seul point x de t.
6 1

L'application V définie par :

x —— ^r ̂ T dlx•^ ') ! "< ——— r x ̂ 'S•6L

est un isomorphisme de classe C •

Soit a une fonction de î) (R^) égale à 1 dans un voisinage de 0 et à

support dans ^-f i .ôC •

Alors pour tout u appartenant à W^t^l on pose, pour x appartenant à F :

F D^ uCV'^x.tUj^Q pour j » O.....m-k-l si 0 ^ k < m

Y. uCx) « 1 , . r0» . , ,
j l (-1)'^ | falDuCY -(x.tUdt pour j»-k.... .min(-l.m-k-l)(-i)-^1 r t-^o

si k > 1 .
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1 3
où ̂  • T •3F •

On note yu c ÎY_^ ""•"^tn-k-l "^

De la proposition 1.6, on déduit :

Proposition 1 .10 : Lf application y : u ^—<- yu est linéaire, continue et sw

,ective de vr.W ̂  ""Sr'H^-^m.
k J-k

Pour j s -k.....mln(-l.m-k-l). Yj u dépend de la fonction a. Cepen-

dant si 0 est une fonction du même type que a on note que ?

| t~^1 (a(t) - e ( t3 ) u (^(x^t)) dt

appartient à H^D.
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4. Etude d'une classe d'opérateurs elliptiques et dégénérés.

Soit un ouvert îi de R" borné, de bord F. On suppose que ÏÏ est une va-

riété à bord de classe C . On se donne une fonction CP defR dans (R, de classe

C" vérifiant :

( Cl » {xfciR"; 4»(x) > 0}

r « {xciR". cj>(x) = 0}

grad CP (x) /Opour tout x appartenant à r,

où grad tP est le vecteur gradient associé à <^ .

Soit l'opérateur elliptique dégénéré L = L(x»D ) défini par :

min (k,2m) ^ . . .
L(x<D ) { u ( x î } = E P^'^lxiD ) {CfCxr'-1 u(x)} ,

x h«0 x

où k et m sont deux entiers ^ 1, P m-h (x;D ) est un opérateur aux dérivées

partielles d'ordre < 2m-h, P "^(xjD î est un opérateur elliptique dans ??, d'or-

dre 2m. L'opérateur L est donc un opérateur d'ordre 2m, elliptique à l'intérieur

de n, et dont la dégénérescence sur le bord de ft est d'ordre k.

On se propose d'étudier des problèmes aux limites associés à L :

f Lu = f dans !î,

[ Bîyu) = g sur F,

où B est un système d'opérateurs différentiels frontière en nombre fini, du

point de vue de l'existence des solutions u dans des espaces de Sobolev avec

poids du type W "^(îî), pour p entier ^ 0.
K ^

Comme dans le cas elliptique on ne peut se donner arbitrairement l'o-

pérateur {L,Û} pour que le problème soit bien posé j aussi sera-t-on amené à

introduire certaines conditions sur cet opérateur.
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Le but essentiel de ce chapitre est de montrer que l'opérateur (L,B)

est un opérateur à indice (entre espaces convenables), la technique utilisée

étant celle des estimations a priori obtenues à partir .de théorèmes d'isomor-

phismes pour les opérateurs correspondant à une variable surR^.(cf [4], D3! )

(les résultats donnés dans ^4^ pour des opérateurs L = L C t î D . ) définis sur (P

par

Lu(t) = L ( t îD . ) {u (1) } = Z P"̂  (D.) {t^ u(t)}
t h=0 t

où k et m sont deux entiers vérifiant 1 ^ k ^ m sont valables, sous les mêmes

hypothèses, pour des opérateurs L = L(t;D ) définis surfR par :

mln(k,m) . .
Lu(t) = L(t;D.) (u(t)} = E P (D.) {t"' u(t)}

t h=0 t

où k et m sont deux entiers > 1 i l'équation déterminante associée étant

^(p) = 0 avec

min(k,m) . . .
<^(p) = î p . i p(p-l) ... (p-k+h+1) lorsque

h-0 m''

p^^oj « T pT^ .
t j=0 J t

Cette générallsatiorr, faite dans [s], utilise les mêmes méthodes que

dans [4J avec quelques modifications, i

1° ) Estimations a priori dans le demi-espaceSR^ .

1 . 1 . Les estimations a priori dans le demi-espace pour le cas des coeffi-

cients constants.

1 .1 .1 . Notations et hypothèses

Soit l'opérateur L s L(x »D ,,D ) défini sur IR" par :
n

min(k.2m) ., . . .
Lu(x) S L(x ;D ..D ) (u(x)} = E P'"1"'1 (D..D ) {x ' " u(x)} ,

n x ^ h=0 x ^ n
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où (D ,jD ) « ("î- |—,.... ^ •|-—— i ̂  —:—)* où k est m sont deux entiersx x^ 1 3x^ 1 3x^ 1 3x^

^ 1 et où

(1) P211"'^ ,»D ) est un opérateur aux dérivées partielles à coefficients
x x^

constants complexes, homogène et d'ordre 2m-h ou identiquement nul :

p2^ (D,.^ ) - r ^ ̂  D^
n |a|+j=2m-h 31a x x^

(où a c (a,,...,a ,) appartenant à 9«J et |a| * a^^ - . t .+a ,),l n~l i n"*

(ii) P "^D , jD ) est un opérateur d'ordre 2m proprement elliptique, c 'est-

à-dire : pour tout vecteur Ç' appartenant à (R" - {0}, le polynôme P "^Ç^Ç )

en Ç , admet exactement m zéros à partie imaginaire > 0 et m zéros à partie

imaginaire < 0.

Cet opérateur L induit, pour tout entier p > 0, une application linéai-

re et continue de W^W) dans H^).

Par transformation de Fourier sur R par rapport aux variables

tangentielles (cf. chapitre I), l'opérateur L est transformé en un opérateur

différentiel ordinaire en x , noté L(x j Ç ' , D ) dépendant du paramètre Ç' appar-n n xn
tenant à IR" , et défini sur (R par :

min(k,2m) -y ^, k h
L(x^Ç'.D ) {v(x^)} E î P2"1"'1 (Ç' .D^ î { x ^ 1 1 v(x^).

xn h=0 n

Ces opérateurs appartiennent à la classe des.opérateurs différentiels

étudiés dans [4], [s]. Ceci nous amène à définir pour chaque entier p ^ 0, la

condition H,(p i (R ) suivante :

mln(k.2mî 9 1 . k h
H.tp^") l'équation <()(pî = E P^. . i p(p-l)... (p-K^h+1) = 0
-^———— h=0

n'admet pas de racine p telle que Rep = -p-2m+k- — .

Désignons par r le nombre de racines p de l'équation 4>(p) = 0 véri-

fiant : Rep > -p-2m+k- -^ . On Introduit alors une condition
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hL(pi<R^) le nombre ^ a m-r est ^0 .

On définit maintenant les opérateurs frontière. Lorsque y, > 0, pour

j » l,....'y, soit l'opérateur 6^(0 .) défini par :
P j x

2m*p-k-l
B' (D ,) yu « î- B. (D .) y uJ x' ^ jq x ' 'q

où, pour tout couple d'entiers (j,q) vérifiant 1 ^ . J ^ . ' ) C et -k ^ q ^ 2m+p-k-l,

B. (D ,) est un opérateur aux dérivées partielles soit identiquement nul soit àjq x

coefficients constants complexes, homogène et d'ordre m . q , m étant un entier

vérifiant -k ^ m. ^ 2m+p-k-l (et si, m . q est négatif, l'opérateur B (D ,) cor-
J J jq x

respondant est par définition l'opérateur nul).

On notera B = B (D ,) = (B^CD ,).....B^ (D ,)). Cet opérateur induit
P P X A X jL X

une application linéaire et continue de W^POR") dans î  H2^"^"172^'1)
J= l

B u s (B^ YU* - - - ^^ YUÎ .
P

Par transformation de Fourier sur (R , l'opérateur B est transformé
\ ^

en un opérateur linéaire de Œ dans C noté B C Ç ' ) , dépendant du paramètre
P

Ç' detR""1 et défini sur C2"^ par :

2 c ^-••••^p-k-l1 —————V^2 = œ ? ( Ç ' ) z , . . . . B P ( Ç ' ) z)

où
2m*p-k-l

B^Ç') z = E B (Ç ' ) z
j q=-k jq q

r .̂ i On examinera dans le chapitre 5 quelques cas particuliers où cette condi-
tion n'est pas vérifiée.
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On définit maintenant la condition H (p^R") suivante c ^ ) :

H^îp^R") Pour tout (D appartenant à la sphère unité S de IR"'1, le problème

aux limites :

(L(x îfa),D î <v(x î ) = 0n x n
"

B (a») YV = Û , si ^ > 0 j

ou

{L(x ;œ.D ) {v(x )} = 0 . si 'y = 0 .
" \ n p

n'admet que la solution v = 0 dans W, OR ).

Il faut noter que, lorsque p = 0, de telles conditions ont été In-

troduites dans [22]. [l9].

1 . 1 . 2 . Enoncé des résultats.

Pour tout entier p > 0, on considère l'opérateur (? défini sur

W^BR;) par »

^..^ ^.p-6^ s l x P > o •
L Lu si ̂  » 0.

C'est un opérateur linéaire et continu de W^^ÛR") dans
•X +

H ;̂) x l̂  H^P-^j-172^-1) (resp. ^^}} si Xp > 0 (resp. % = 0 ) .

On désigne par [H^IR^)']' (resp. [w2^^'.1)] • ) l'espace dual de

HFCR") (resp. W^^flR")). L'opérateur adjoint î^ de Ç est un opérateur liné-
• K * y P P

aire et continu de ^aR;)] • x î  H'^'P'^J^^flR""1) (resp. ^QR';)]'] dans
J^

(•»*•) On montrera dans le chapitre 5 , que cette condition peut être exprimée,
dans certains cas, à l'aide de conditions algébriques portant sur l'opérateur.
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[w^^dR")]' si X > 0 (resp. 'Y. s 0). On désigne enfin par J l'isonor-

phisme canonique de [h^OR^)]' sur H^CIR^). espace des distributions de H ^tR'^l

à support dans (R

On a alors les théorèmes suivants :

Théorème 1 . 1 : Suit un entier p ^ 0 . On suppose que les conditions H^(p;(R^)

H (pïR0), H (pîtR") sont réalisées. Alors, il existe une constante C > 0 telle

quCf pour tout u appartenant à W OR^Î on ait

"""W^PdR")10 ^""W^S H^^-V172^/11"'^-1^ '
k + + j'i

(resp- """W2-^ lc ^^""H^'""".————^1

ei ^ > 0 (resp. a. 0).

Remarque 1 . 1 . Le terme ||u|| ^ figurant dans le deuxième membre des
——————— W^^'OR';)

estimations précédentes peut être remplacé par | | ( l+x. ) u|| - lorsque
n L OR^)

k < 2m+p et par | [x^ u|| ^ lorsque k ^ 2m+p.
n L'OR1.1)

Théorème 1.2 : Soit un entier p ^ 0. On suppose que les conditions H^(p,<R^).

H (pîR"), H (piïR") sont réalisées. Alors il existe une constante C > 0,

telle que pour tout (f.g) (resp. f) appartenant à

[H^I'K ^ H-^-^^J^aR""1) (resp. ^OR;)]') si ̂  > 0 (resp. ̂  =OL
j^

on ait :

""'""[H^^]'- ^ H-2^^^172^-1)1^" ̂ ""'̂ (^r
j=l

+ llj ^ 1 1 ^Igll^ }
p H'P^OR") ^ ^-2m-p+k^-l/2^n-l^ '

j-l
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(resp- ""'[H^l^^"^"^^]. + "V'H-P-^-

1 .1 .3 • Démonstration du théorème 1 * 1 .

Dans la démonstration, on supposera ')C > 0. Les hypothèses

H,(pifR ), H (p;fR ), H (pi»R ) impliquent que pour tout (*) appartenant à S -,l + 2 + 3 + n-2

le couple d'opérateurs {L(x JO),D ). B ((»))} réalise un isomorphisme de

X n xn p

W ."^FOR ) sur (-^GR ) x t p. La sphère S - étant compacte, il existe une cons-K + •*• n~Z

tante C > 0 telle que, pour tout b) appartenant à S 9 et pour tout v appartenant

à W^PÛRJ. on ait :

2m+p , .
E HD ( s v ( s ) ) | | ., < C{||L(S.(*).D ) { v (s ï } | | + ||B (u)) v| | -y. } .

A=0 s L'ffR^ " s MPOR^) P Œ p

Pour u appartenant à âW ) et Ç * appartenant àfR0 - {0}, on pose :

v(s) = u(x )n

avec s s x ^ j ç ' | .

On vérifie que l'on a les relations suivantes :

D^s'S/Csn « Iç'l*^ D1 (x^ u(x H pour A = 0,....2m+p.
n

L(s;œ.D ) {v(s)} - jç^'2"1 L(X î Ç ' . D ) {u(x )} avec h) » Ç ' / |ç ' | .

B (u) « Iç'I^J B ( Ç * ) pour 1 i J 1 Y et -k ^ q ^ 2m*p-k-l.

Y v « j ç ' l q y v pour -k ^ q ̂  2m+p-k-l.

Par suite il existe une constante C > 0 telle que pour tout u ap-

partenant à AOR^) et tout Ç' appartenant à (R - {0} on ait :

'T.l^l^^llD^x^cx^)!!, ^
A«0 ^ " n L'ORJ

^C { Ï IÇ'I1^"2^2!!^ (L(x .ç',0 ){u(x n)|| 3
A»u ^ " ^ n L-ORJ

^p -m 2m+p-k-l
* E |Ç'| j | S Sin^'î Yn"^ •jq" ' 'qj-1 q«-k



82 BOLLEY et CAMUS

Ainsi pour tout u appartenant à à>OR^) et tout t' appartenant à

FR" - (0) on a î

"ï Iç.)^172 HD1^^.
A=0 xn
rl^r^llD^un-.^ll,

X n i . <e __ «,=0 n L (ÏR )

< C { ? |ç.|^-2m.l/2 n^ (L(x Ç^D ) {u(^.x ) } ) 1 1 ^
- t=0 ^ n "n " L'BR,)

'p 2m*p-k-l .
* î IÇ'I'^ | î: B. (Ç ' ) T U ( Ç ' . . ) | )

j=l q-k Jq •

On multiplie les deux membres par |ç'| m p et on intègre par rapport

à Ç' dansïR""1. On obtient :

1.1.,;»., "•Î<'^"1^:, lc"ç'°l^«:„^ «———r-."-,
d'où

1 1 ^ "ll^p^^^llîp-ll,?^,^ ̂ p-K^-^^/ll^ "11,2^.> •

On en déduit le théorème 1 .1 . et la remarque 1 .1 . en utilisant la

remarque 1 .1 . et la remarque 1.2. du chapitre I.

Pour établir le théorème 1.2, on a besoin de quelques lemmes tech-

niques.

1 . 1 . 4 Quelques lemmes.

Soit <> appartenant à îKR") et <(_ appartenant à SbW" ) pour

q s -k,....2m*p-k-A La distribution
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min(-l,2m+p-k-l) max(2m*p-k-l.-l)
T ' ^ * î ^n^n ^n^ E • ^ô^^x )q=-k q n n ^ q n

où Y est la fonction de Heaviside et 6 la mesure de Dirac en x = 0 appartient

à [w^flR")]'.2m-
"k

Pour tout Ç " appartenant à IR" , la distribution en x définie surn
IR par :

^ mln(-l,2m+p-k-l)
T ( Ç ' . . ) « < } > ( Ç ' . . ) * î îqCÇ'îx^ '1 Y (x^ î ^

q=-k

max(2m+p-k-l,-l^ ,,
E ? (Ç ' ) ô^^x )q nq=0

appartient à [w^ftR)] (.

Désignons par H l'homothétie :

"Ç. : \ '————' s c ^1^1

pour Ç' appartenant à (R" . Notons H ^(Ç' . . ) la distribution en s définie

sur IR par :

<Hç. î(Ç'..).a(s)>^,,^, -^•.•l.atxJî-t^.aR).^)

pour toute fonction a de âb (IR).

Lemme 1 . 1 . : Avec lea notations précédentes, zî exiete une constante C > 0

(indépendante de ^ et ^ pour q = -k.... ,2m+p-k-l] te^îe çue

f |..,i-4m-2p+2k+l. , A ..2 ^ r I l T l l 2

Jiç-i^" 1 "H^ T(s ••'"[w^n.dç lcllT"^m+p^n,]•
Démonstration : Puisque pour q = -k....,min(-l,2m+p-k-l) la distribution

x^'1 Y(x^) appartient à [w^^aR)] ( on peut écrire :

-n''1 ̂  - ̂  ̂  ^q ̂
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où Y, appartient à n"2"^41^ QR) pour j s O.....R et q = -k....min(-1.2m*p-K-I).
jq

Par ailleurs <> ^ Ô ^ C x ) appartient à H"2"'1"^^") pourq n

q = 0,... ,max(2m+p-k-l,-l)( précisons que si k ^ 2m+p. ces termes disparaissent).

Il en résulte que la distribution T introduite précédemment peut

s'écrire sous la forme

k jT = y x^ V,
j^O n ^

min(-l,2m+p-k-l) max(2m+p-k-l,-l) , »

a v e c v o s t t ^K * c •® Y O C ' t À ^ 0 6 C 1 -

et min(-1.2m+p-k-l)
V - r <)> 9 Y pour j = 1,2.....K.

q=-k

De plus. \7. appartient à hr^'^^aR") pour j = 0,....k.

Soit maintenant une. suite (^^lo ^ ds fonctions de â^ OR î telles
K , — —

que î x" q> = 0. Posons U. = V * CP pour j = 0,...,k. Pour toute fonction
j=0 n J J J J

a appartenant à 9û(lR) on a :

<Hç.m-..).a(s)^.^^) ' ̂ ^^'••'-^^nlS'I'^.BRI^lIR)

On examine chacun des termes du second membre. On a :

<îj(r..)^(xjç-l)>^^^- ^•yu^ç-.^iç-i^Vjts-'acsiKvi,-!»^ .
-2m*k-p-j 2m*p-k*J

° ^"j^'^n^'l1"^' 2 le'!'-'"^1 2 (P^s-'atsilî^ld^.

D'où :

|<Ûj(ç-..).x^(xjç-|)>^.^,^,p,| i

^ |,.|--'||A(S)|| , r f (^-^-^--•lyu^e-^ |ç.|)|2 ̂ ,2 .
M UH J IK
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' ll^'^ll^p^^l^l2^-"172^^-!2^^-^^",^-.^)!2 ̂ l/z

Comme la norme sur W i"1413^) est équivalente à la norme

.^jl^cs)!!^^.

on déduit des majorations précédentes que :

""'•'"'•••"î ,,,̂
^ |ç,|*..2,-»-l ^ ,j^ ,^.|2.^,-a,-,.K-J | Tu,n..t,)|2 w^ .

d'où :

f,,,̂ ™ "",.-••"1^.^. - -̂ l̂ l̂ ,,,̂ ,
Le lemme 1 .1 est alors une conséquence de la proposition 1 .5 du chapi-

tre 3.

Lemme 1.2 : Avec tes notations précédentes^ il existe une constante C > 0

(indépendante de ^ et ^ pour q s -k... .,2m*p-k-l) telle que

^•b.1^'""1^.]."'"'""^",!.

Démonstration : Avec les notations de la démonstration précédente, il suffit de

vérifier que :

Ile-Li1^^-1"^-^^^^ "^-———W) •

1 .1 .5 Démonstration du théorème 1.2.

Dans la démonstration, on supposera ), > 0. L'espace [W^^aR^r] '
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étant canoniquement- isomorphe au sous-espace des distributions de [w ^CR0)] *

à support dans fR^ , on peut considérer l'opérateur Ç^ comme un opérateur liné-

aire et continu de [nW] • x ÎP H-^-^^J^aR"-1) dans [w^tR")) •.
j«l • L k J

Lemme 1.3 : Soit îfig,.....g., ) appartenant d [h^"^ t x ^ H'^^^^J^^QR""1)
"P + j-l

Alors 9^(-Fig,*....g ) considéré comme élément de [w2"^13^")] •. s'écrit :

r\* «. ^ mln(-1.2m*p-k-l) , .
%(f^....g^)^f)^ ̂  .(-l)-^-1 ̂  ̂  9 x^-1 Y(x^

'̂ 'p max(-1.2m*p-k-l)
* r Ï 1 q B^ g 0 ô1^ (x î
j»l q.O jq j n

où \^ (resp. B* ) désigne t 1 opérateur adjoint formel de L (resp. B ).

Démonstration : Soit CP appartenant à âW")' Par définition

<9;(f,g,....g^). ^>^p^^. ̂ p^

«<(fig , . . »g Î . Ç cP > -y "Y
Âp p ^([HPOR^x n13 H'^^^J^^^'^lxCHP^lx n^^-^^^î))

• ^'^1 n>

j(R. [HFOR;)]' XH^';)

tp 2m*p-k-l ________
* S <g<* î B. y <P . >

j»l J q»-k Jq q • l(R^-2m-p+k+mj*1/2çpn-1^^2m4p-k-m^1/2^n-1^

"^(j f). ïjr> +
p ^aR^x^OR")

Yp min(-1.2m+p-k-l) _ , ^ , , _
* E £ ^^ ^Tn Si ^^ Y(x ).^>j-1 q.-k je J n n ^^ixÉbaR")
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^p max(2m4p-k-l.-l) fnl —
+^ ^ l 'q<B j^ôq(xn )^>g,.^).àaR")

d'où le lemme 1.3.

Démonstration du théorème 1.2 :

Désignons, pour tout œ appartenant à S ^. par Ç îû)î l'opérateur dé-n~ e. p

fini sur WJ^PORÎ par :

<y

v<———> Ç (œ)v = (L(X^;U).D^ )v. B (o))yv) : W^tR^) ———^ H^'ORJ x C p.
n

Les hypothèses H^pjff^). H^(pîR^). Hg(p^) impliquant que S (u) est

'X
un isomorphisme. son adjoint Ç^Cu)) est un isomorphisme de ^BR )1 ' x C p sur

[W^P^^)]'. Pour (f;g^....g ) appartenant à [MPOR^}' x C^ .
^P

<?^(u))(fjg^.....g^ ) considéré comme élément de [W^PÎR)] ' s'écrit :

Âp min(-1.2m+p-k-l) , .
(rM'(ù))(f»gl...,^ )»L*(X^IÙ),D^ ){jpf}* Z î ( - l î ^ ' B ' C u ï g x ^ ' Y C x ^

Xp max(2m+p-k-l,-l) , .

-^ ^ ^B^.,,^^.

où j désigne ici l'isomorphisme canonique de [nP(IR )] ' sur HoPQR).

La compacité de la sphère S - implique l'existence d'une constante

C > 0 telle que, pour tout œ appartenant à S « et pour tout (f;g.•...,&. )
-y ^p

appartenant à [H13^ )] ' x Œ P. on ait :

Xp - XP min(-1.2m^p-k-l)
(¥•) ||f|| * E |gj<C||L*(siu).D ){j f}^ E î (-1) q 'B^tulg.s4 \(s5

^0?^)]'j»l J "" s p j»! q'-k Jq J

^p max(2m+p-k-l,-l) ,„,
* î ï i^Bftœîg, 6W[^\\ .

j-1 q»0 jq j [W^OR)]-
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y
Soit maintenant (•F»g,-....g. ) appartenant à fi)»^) x (âbîR"'1)) p et

soit la distribution T » Ç^-Fig,,...,^ )• L'expression même de î^(fjg,....g^ î
p ^P p '-p

(donnée par le lemme 1.3) prouve que l'on peut appliquer les lemmes 1.1 et 1.2

(on remarquera que dans le cas présent, j f n'est autre que le prolongement f

de f par 0 pour x < 0 et ainsi j f B I' appartient à âXlR")).

Par ailleurs, pour tout Ç' appartenant à (R . on a

Hç.î(Ç1 , .) = IÇ'J2^-1 ^(s^Kj^fîÇ1, jp-r)} .

^ mln(-1.2m*p-K-l) . m «- A « i
. î E (-l)^'1 IÇ'I^ B ^ C œ ) Ê.(Ç') s'^1 Y (s ) .

j=l q-k Jq J

XP max(-l,2m-»-p-k-l) , <
. Z î • I"11 IÇ'I^ Bpa)) ^ (Ç* ) ô^1 (s).

j=l q=0 Jq J

dans ^'(R).

Appliquons l'inégalité W à la famille \\^f\2m~k~l j f(Çt'TjTT) î

Iç'l^ êCÇ),....!^'!"^ ^ ( Ç * ) ) de [MPOR^)]' x C P , ce qui donne :

i^'-^ii^.irT1'^^^161^^^111

-1|H,.^...)||^^..

On élève au carré, on multiplie les deux membres par |ç ' |

et on intègre par rapport a Ç' dans [ ç ' | ^ 1. Compte tenu du lemme 1.2, cela

donne : »y

f , , ^r^iiC^irî1''2-? ^f, le-i-4"'-2^1^^^-'!^-J [Ç'I^I P 1^ 1 H P C R Ï j= l ^ |Ç ' |2L1

^ ll^^-.^ll^p^. •
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D'autre part :

f l^l'^'IlC^^-TFT1"2-? ^'f. , f ̂ 'l^'W^^I2^
J|Ç'|^1 p M H POR) J |Ç' |̂ 1 ^ n n

> f f (l.H2)^ IT^Çîl 'd^
-"<1 |Ç« |^1 ^

et

f |^-4m-2p.2k^2mj [ , ( ç . ) [ 2 ^. ^

^Ç'Ill

> f (i.lç.l2)-2^^^*172 l ê . c ç - i l ' d ç ' .
'Iç'lli

II reste donc à majorer f [ ( l+ jç l 2 ) ' 1 3 l ^ f C ^ ) ! 2 dÇ et
^|Ç'|^1 J^

f (l.lç.l2)-2^^172 | gVç• ) | 2 dÇ• .
^Ç'1^1

Or il est facile de vérifier que :

1 , i |2-2m-p+k+m^+l/2 |A ,-,i|2 , «7 l ia 1 1 2

j^,^ ( l - IS -1 ) J lejtS 1 1 ^ ^ 2 Ilejll^p^ny 1/2^-1,

pour j a 1.2.....^C .

Pour majorer la première intégrale, on introduit l'opérateur À (aïo)

pour un certain uo appartenant à S _ . On applique l'inégalité W à la famille

(j^Ç**^ i î i îÇ'If- ' t Ï Ç ^ Î et P0"1" a) s "e* ce clui donne

^ |l(>(ç-..)|^^l^(ç-)|i

^c ||î̂  ^••^^^•l.-^^-"ll^p^.
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Par ailleurs ;

[ (i.lçl2)^ l'ï^çil^^illj^ç-..)!!2^
nR K OR)

et. pour |ç'| ^ 1.

IK^e-)-'?^.))^-..)^^-).....^-))!!^^^,

. •Xp
^c {I|jf(r..)|| - i * r Iî<(S')|}.

p H p '(R) j-1 J

par suite, en Intégrant la relation (•it-*) (après avoir élevé au carré) par rap-

port à ç' dans |ç'| ^ 1, on obtient î

f f (i.içi^-PiTycç)!^^
' 11 • 1 <1 '1R'le'l^ite

^^^^ll^-n^...)^^.).....^-))!!^^.

Ï

* f, , IIJ?^..)!!2! d^ . ^ f I^C^î l 'd^) .
J|Ç'|^1 H p 'CRÎ j»l ^Iç'lll J

Le lemme 1.2 donne :

1|,.L, "^"•"^•••'-."•'•••••S,"'""^.?»],"' ^

^"^"•"••••-l,"1^»:,]. •

d'autre part :

^"^"•••'"^«•^"v1^-.H-l'-1») ~ l' n-•'-lBn)
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et

fle.lJ^'112^ ^l^112--?-^^) pourj-1-2--^-

On a donc obtenu la majoration :

fle.Li L ( 1+ IÇ12) 'P 'T?(s112 dslc("^(f'g^•••^)112lwrp^']•

<p
+ "V'H-P-^") + A "^"H-^^r1^1)1-

ce qui termine la démonstration du théorème 1.2.

1.2 Les estimations a priori dans le demi-espace pour le cas des coeffi-

cients variables.

1.2.1 Notations et hypothèses

Soit l'opérateur L = LCx.x^D^. .0^ ) défini sur IR" par
n

min(k.2m) y . k h
Lu(x) = L(x.x ,D ..D î (u(x)} = T. P""'" (x,D ..D ) {x u (x ) }

n x ^ h-0 x xn "

où k et m sont deux entiers ^ 1, et où :

(i) p21""" (xjD ..0 ) est un opérateur aux dérivées partielles, à coefficients
n p

indéfiniment dérivables et à dérivées bornées dans R . d'ordre 2m-h au plus :

P^x^.O) . Z P^Cx) D^. ̂  .
n |aH^2m-h J x n

(ii) P^CxïD ,.D ) est un opérateur d'ordre 2m proprement elliptique dansIR^.
n -.T

c'est-à-dire : pour tout Ç' appartenant à (R - (0) et pour tout x appartenant

àlR". le polynôme P2"; (x,Ç) « î P2";̂  (x) Ç'" ^ en ̂  admet exac-
- |a|*j«2m J

tement m zéros à partie imaginaire > 0 et m zéros i partie Imaginaire < 0.

Cet opérateur L induit, pour tout entier p ̂  0. une application linéaire

continue de W^^ OR;) dans H ;̂) .
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A cet opérateur L on associe l'opérateur L° s L°(x,x ;D ,D ) défini
n x' xn

par :

min(k.2m) - .
L°(x,x^D ,D ) {u(x) } = E P^ (x,D D ) {x^ u(x ) }

n h=0 n

où

p^ lx'D.-D. ' • , , î PÏ" ̂  ̂  "j. •
n |a|+j=2m-h J x n

L'opérateur L9[0.x^;D^,.0^ ) est un opérateur du type étudié au paragraphe 1 . 1 .
n

Les conditions H (p;^"), H-Cp^R") associées s'écrivent :

- mln(k,2m)
H^p^) : l'équation ^(p) = Z p^ (Q) î  p C p - 1 ) . . (p-k^l).O

——————————— ^sQ •

n'admet pas de racine p telle que Ra p = -p-2m*k- -1- .

Si r désigne le nombre de racines p de l'équation <t>°(p) = 0 vérifiant

Rep > -p-2m+k- — , on pose :

H-(p<ÏR ) : le nombre 'V = m-r est > 0.^ * p p —

On définit maintenant les opérateurs frontière. Lorsque 'V > 0.

pour j « 1.....^ soit l'opérateur B ^ C x ' î D .) défini par
P J x

2m*p-k-l
B'Cx'iD ,) Y" = î B (x',D ,) y uJ x q»-k J° x q

où. pour tout couple d'entiers (j.q) vérifiant l ^ j ^ Y , - k < q < 2m*p-k-l.

B^Q^X ' .D ,) est un opérateur aux dérivées partielles à coefficients indéfiniment

dérivables et à dérivées bornées danstR""1, d'ordre inférieur ou égal à m -q.

m, étant un entier vérifiant -k ^ m. ^ 2m+p-k-l (et si m.-q est négatif l'opé-

rateur B. (x'.D ,) correspondant est par définition l'opérateur nul).

On notera B = B (x',D .) s (B^Cx' .D ,),....B^ (x',D .)). Cet opéra-p p x î. x f^ x

teur B induit une application linéaire et continue de W^^ÛR") dans

^P
n R^P-k-mj-l^ ^n-1^ ^

j"!
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u'———- Bp y" S ÏB^ Y"*-". B^ Y").
P

A cet opérateur B on associe l'opérateur Q° s B°(x',D .) £
P P P x'

(B^O<x•,D^).....QPO(x•.D^.n où
P

2m*p-k-l m - q
B^ ( x ' ^ . ) yu= ^ B^ (x'^.)^u.

B ĵ ^x'^,) étant la somme des termes d'ordre exactement m . q dans l'opérateur

B^x-^.l.

On définit maintenant la condition Hq(prfR^) suivante :

(-L(priR^) î pour tout ù) appartenant à S ^, le problème aux limites

( •L°(0.x ju,D ) {v(x )} = 0
xn

B°(0.h)ï yv = û , si 'Y > 0

ou

{L°(0.x KD.D ) (v(x )} » 0 si y s 0

n'admet que la solution v « 0-dans W .""^OR î *

1.2.2 Enoncé des résultats.

Pour tout entier p > 0, on considère l'opérateur ^J défini sur

Î PB )̂ par ,"f

{{Lu, Bp TU} si 'Xp > 0

Ç : u »————- g» u -
p P L" si Ïp - 0.

C'est un opérateur linéaire et continu de W (IR ) dans

H"»;) x î H2"'^"^"172^"'1) (resp. ^^P()R;)) si ̂  > 0 (resp. y.p s 0).

L'opérateur adjoint Ç*^ de Ç est un opérateur linéaire et continu de
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-V

[H ;̂)]1 x ^ H^-P^J^flR"-1) (resp. ^OR;)]') dans [W^PÎR;)] • si

X > 0 (resp. Xp c 0).

On a les théorèmes suivants :

Théorème 1.3 : Sozt un entier p ^ 0. On suppose que les conditions H (pîR"),

H (p»IR^), H (p<IR^) sont réalisées. Alors, pour tout entier q >.0 têt que l'équa-

tion ^°(pî » 0 n'ait pas de racine p dans la bande - (p+q)-2m*k- ^ ̂  Rep ^

< -p-2m+k- -r, lî existe deux constantes e > 0 et C > 0 telles aue • si u ap-— 2 q q i r

partient à W P(ÏR^), sz Ze support de u est contenu dons îa boule de centre 0

et & rayon e et 8l: ^ u ûppartzent d n^W) x ̂  H2"1^^^-^-17^"-1)
q p j'1

(resp. HP*'1®^'^)) alors :

(i) u appartient à W^P^OR^.

w) llu"W2m+P+^n)lc^"ÎPUIIH^(.n) x î H2-^-^-^-^
j'i

- II"!! 2m.p.q-l^>
"k *

(resp- """W^^:)1^" ^"HP-OR:) 4 """W-P——OR:)'

si -Xp > 0 (resp. Xp - 0).

Remarqua 1.2. Lorsque q = 0, le terme ||u|| ^ ^ ^ , figurant dans le deu-

wk OR+) k
xlème membre des estimations précédentes peut être remplacé par lld^ îu| | 7

n L OR^Î

lorsque k < 2m*p et par [ |x u|[ ^ lorsque k > 2m+p.
" L2^';)

Théorème 1.4 : Soit un entier p ^_ 0. î suppose que les conditions H (pKR^),

H (pi(R^), H (p^) sont réalisées. Alors, il existe des constantes e > 0 et

C > 0 telles que pour tout (f.g) (resp. f) appartenant à

\
[HPBR;)!1 x n H'̂ -P^m^l^n-l^ ^^ InP OR ;)]•) et d support ûon tenu
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dons la boule de centre 0 et de rayon e on ait :

"^'^"[MP^lTxÎH-2""^^*^2^-1)1^11^"'""^^]-

'"^"'H-'1-1^'118"^»-^^^"^'
j-1

•""•• l""̂ :,]. ic "I <r» "1[̂ «:,]. • "1. "I,-"-.",1

si TC > 0 (resp. ^p ae O î .

1.2.3 Démonstration du théorème 1.3.

Dans la démonstration, on supposera TC > 0. On note B(O.e) la bcule

de centre 0 et de rayon e.

On démontre tout d'abord l'estimation a priori donnée dans le théorème

1.3 (ii) dans le cas où q = 0. Pour cela on applique le théorème 1 . 1 . au couple

d'opérateurs {L°(0,x jD ,,D ). B°(u.D ,)} : il existe une constante C > 0 telle

que pour tout u appartenant à W^PCR") on ait :

N^N^p^^ll^V^V {UM}^/

* ||BO(0,D ,) Y^lhc, + ll^ "II -> }•
" P x' Y "^ ^p-K-^-l/2^n-^ " n "L2^)

(cf. la démonstration du théorème 1 . 1 ) .

Les coefficients des opérateurs L et B étant de classe C OR ). il

existe une fonction a(e) > 0 tendant vers 0 avec e, telle que pour tout u appar-

tenant à M2"^^) dont le support est contenu dans 6(0, e) on ait :
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|(L<>(x^D^,D^-LO(0.x^D^,D^)(u(x))|f^^^a(c)|lu||^^^

'k "+

l ||(B°(x'!0 ,)-B°(0<0 . ) )YU|| ^p - . ,^ - < a(e)||u||
P x' p x' " "^H2^-^-172^"-1) ~ ^m+p^)

Les hypothèses faites sur les coefficients des opérateurs L et B
P

Impliquent l'existence d'une constante a > 0 telle que pour tout u appartenant

à W^flR") on ait :i\ *

| | (L(x,x iD ,.D )-L°(x.x j0 ,.D ) ) {u (x ï } | | < a||u|I -
n x \ n x \ "HPOR;) ~ " "W^P^OR^

||(B (x ' .D ,)-BO(x t ,D ,))Yu|| Y • < a||u|| -
" '' x P /• '"^^p-K^-l^n-l,- ""W2^-^:,

Des Inégalités précédentes, on déduit le théorème 1.3 (il) lorsque

q » 0. La remarque 1.2 se démontre en remarquant que pour tout 8 > 0, 11 existe

C > 0 telle que. pour tout u appartenant à W2"1*13^"). on ait
p K *

1 1 - 1 1 .n.p-1^ ̂ """^n, + S-H^Ml^n,
K • K + +

lorsque k < 2m-»-p-l et

ll"ll^p-l^^l|u||^^.C,l|^u||^^

lorsque k > 2m*p-l.

On démontre maintenant le théorème 1.3 ((!),(il)) dans le cas où q ^ 1.

Cette démonstration sera faite par récurrence sur q. Soit tout d'abord u apparte-

nantà W^^dR") tel que son support soit contenu dans B(0,e) avec 0 < c < €ç stk * -^

tel que Ç u appartienne à H^dR^ x l̂  H2"1^'^'^2 (R0'1). On suppose

de plus que l'équation 4>°(p) = 0 n'a pas de racine p dans la bande

-(p*l)-2m+k-l/2 ^ Rep ^ -p-2m*k- •-• .



4. 1° yj

On utilise la méthode des quotients différentiels. Pour h appartenant

à tR - {0} et i compris entre 1 et n-1, on pose :

T^ v(x) - v(x^,....x^.x^h.x^....,x^.

"Ih^1 ^^ih^' - v ( x ) ) -

Si h satisfait à 0 < [h[ < — ( C o - e î * IRS supports de T . . v et p.. v

Sont contenus dans B(0,e ' ) avec e' = e* — (eo~e ) dès que le support de v est

contenu dans B(0,e). On a :

L(x,x^D^,D^ Kp^ u ( x î ) = p^(L(x,x^;D^..D^ ) {u(x ) } )
n n

k 2m-h 2m-h-j
+ ï r , .î ^h (p^ ( x ) ) D x • "x ^ih^n u ( x ) ) } •h=0 j=u |a|=0 lh Ja x x^ ih n

Les hypothèses faites sur les coefficients de l'opérateur L impliquent

l'existence d'une constante a > 0 indépendante de u et de h. telle que

ll^^ll.p^-^^-ll^^ll-ll^p^î

et de même

ll'V^ih ^ l lYo ^ ^IIPih^"'!!'^
p ^ H^P-^J-172^-1) p ^ H^P-^J-1^^"-1)

+ """W^POP;)'

où p^(Bp vu) ' (p^tB? TU),.... p^(B^ vu)).

Les estimations obtenues pour q = 0 et complétées par la remarque 1 .2 ,

appliquées à p . u (pourvu que 0 < e' < £<») donnent

"plh ""W^PflR") ̂ "^^""'H'W^ Ï H2^-^-172^-1) -
K ' t j-1

+ ll0^'^ "11,2^,1
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lorsque k < 2m+p et

ll^h ""^P^) ^^"^^"'"HP^lx î H2-^-^^)
+ j-l

'"^""L2^)

lorsque k ^ 2m+p.

D'autre part, il existe une constante B, indépendante de u et de h

(pourvu que h reste dans un borné fixe. par exemple 0 < |h| < 1) telle que

llP^ "^n l̂M^

p..(B vu)] |% < e||B YUJ | -y.
ih p ^ H^^-J-1^^-1) - p ^ H2^-^^"-!)

1 1 ^

Enfin, il existe une constante 6» indépendante de u et de h telle que

ll^'^ih"! 1,2^,^1 H l̂ pg^ slk<2n,.p.

Hx'^ p,. u|| -, < î Hx1^ u|| „ si k > 2m+p.
" ih L2^) - " H^PBR;)

En regroupant tous les résultats précédents, on déduit que p u demeure

dans un borné W "^(IR") lorsque h varie de sorte que 0 < [h[ < — (eo-e.). Il en

résulte que D u appartient à W "^OR") avec la majoration :
\ k +

V'L^R;) ^"^"H^ffOxÏ' H2"^-1^172^-1) + ''"'^OR^11° .

pour 1 = 1 , 2 , . . . , n - l .
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Pour montrer que u appartient à W."* p flR^). il reste à établir que

D u appartient à W "^(ff^). Pour cela, on remarque que :
\

min(k.2m) ^ . ^ . . .
î p2"^ -(x) D2"^ (x^ uCx)} .

h«0 2m"'h•o ^ "

min(k.2m) 2m-h-l 2m-h-j „ . . , .
« Lu(x) - E E E p2"^ (x) D01, 0^ {x^ u(x ) }

h-0 j»0 |a|.0 Ja x x^ n

appartient à H OR ) • On divise les deux membres-par p- ^ (x) ce qui est

possible car p " 1 - (0) / 0 et donc p ^ - (xï est non nul dans B(0,e) si e est2m,0 2m,0

assez petit. Pour h s 1,2....,minCk,2m), soit q (x) une fonction indéfiniment

dérivable et à dérivées bornées dans (R telle que q (x) = p- -(x)/p (x)'* ^m~n,u zm«u

pour x appartenant à B(0,e)« Ainsi :

D2-{xk u) . mlTm'k) q^tx) D2^ (x^ u)
^ " h«l xn n

appartient à H^ OR"). Or pour h » 1....,min(k.2m) on écrit :

2m-h, , 2m-h. , -, 2m-h, .q (x) = q Cx <0) * x r (x)

où r "^x) est une fonction indéfiniment dérivable et à dérivées bornées dans

iR". Introduisons l'opérateur ^ S C x ' . x îD ) en x . dépendant du paramètre x' et
n

défini par :

i L. min(k»2mj — . » . . ^
,S(x'.x ,D l{v(x)} = (l^"'){x^ v(x))« î q^'^x-.O) D^"^'1' v (x ) }

^ n h=l n

Revenant à u, 'on a donc :

^(x',x^0 ) (u îx) } appartient à H^dR^) .
n

Puisque pour h = 1.... ,min(2m.k). q^^CO) = P^^o^^^m^O^5 l'é"

mln(2m,kï ?m-h k-h
quation <(»Cx ' ,p î s 0 avec <t>(x* .p) = Z q (x ' ,O Î i p(p-l).. (p-k+h+1)

h=0
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n'admet pas de racine p dans la bande -Cp+l)-2m*k- — ^ Rep ^ -p-2m+k- — et le

nombre de racines p de cette équation vérifiant Rep > -2m-p+k- —est égal à r

si (x' ,uî appartient à 8(0.e) avec e assez petit.

Utilisant les résultats de [4], [s], on déduit que pour presque tout x '

danstR""1. u(x' . .) appartient à W "^F^OR^). De ces mêmes résultats, on déduit

qu'il existe une constante C > 0, telle que pour tout v appartenant à ^m + p + &R^1

on ait :

NYp••«.,;CInt•o•""•\l•v•»,,, • i1"1^.,' •
D'après la continuité des coefficients de l'opérateur A C x ' . x ;D 5 ,

n
il existe une constante e > 0 et une constante C > 0, telles que pour tout v

appartenant à W m+p+ OR ) et tout x ' appartenant à B(0,e) on ait :
K *

IIVIL—^1C{II^X••X"•^)VIIH^^+ "'"^.y-
On applique cette inégalité à u(x',.) pourvu que le support de u soit

contenu dans B(0»e) :

llu(x•••)II^P^^C{ll;ê(>(••x"•VU(x•••)IIH^^ + "^'-^-^

soit (d'après la remarque 1 .1 . du chapitre 3) :

,,^o.^p-n^,^,î .,,^,,^,,^^^

^(|F£(...^o^uCx..^||^^ ^ . \\^o-k-2m-^'.^^ -

'"^""H2^)1'

On intègre par rapport à x ' dans (R :
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II max(0,k-2m-p-l) || . i | k « j

""L^") "xn ""H^^l.V-1)) 1

-(|l^..^.„^^.||CX(o•l-2m-p)"ll^;

t "^""H^CR^L2^1))1

^C||^(x..YD^u||^^-||u||^^.

(où Hr(R^L2(IR"'l)) î (u € A'aR',') ) D^ ueL2!»?;) . j ' 0,...,r}î
n

Ainsi. ^i''^o'^•2m'P~l} u appartient à L2^',1) et x^ u appartient à

^2m+p*1^^^2^n-l^^ compte tenu du fait que D^ u appartient à W21'" '̂,1) pour

1 » l,...,n-l on en déduit que u appartient à Mj^P'^tIR',1). De plus on a la majo-

ration :

N^^p.l^^'1^11^!^ ^P H2m.p-k-m^l/2^n-l/llull^p^^)

k + * j-1

Ainsi, on a démontré le théorème 1.3 ((iî.(ii)) lorsque q = 1. Pour

q > 1, on raisonne par récurrence par une méthode analogue.

1.2.4. Démonstration du théorème 1.4.

Dans la démonstration, on supposera ^ > 0. Comme dans le lemme 1.3 :

soit (f,g,.....g. ) appartenant à [H )̂] • x î H-2^^172^-1) » alors
1 ^p j'i

^(fîg ,....g^ ) considéré comme élément de [w^^CtR"^ • s'écrit :
P 1 TCp

^n min(-1.2m+p-k-l) _ , _—i
^(f,g,.....g., ) - L^jf) . E" E (-D q ^ g^x^ Y(x^ .

P - ^p r j=l q«-k

'̂ p max(-l,2m*p-k-l) / ^
. E t l^B* g «t^ (x^

j-1 q'O Jq •3
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Pour établir les estimations a priori du théorème 1.4, on a besoin de

quelques lemmes.

Lemme 1.4 : II existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction b appar-

tenant à 5)(lR )., il existe une constante C(b) > 0 telle que pour tout f apparte-

nant à H ^'OR") et pour tout opérateur de dérivation D m d'ordre 2m-h avec

0 ^ h ̂  mln(k.2m) on ait :

n"-"^-"""^.^.-^ i-iirii^,-

•""i""»-'-»",' •
Démonstration : Soit 4> appartenant à 8b OR ) • On forme :

. _2m-h, k-h-, , ,,2m-h . k-h .-2m-h,,.<b D (x f),^> s ( -1) <f,x 0 (b4>î> =
n À'C^lxîXR0) n a'OR " Î X ^ Ï R n)

- (-D^-^f.x^^ D2^^ .(-l^-^f^-V^b] •>
n à '^îx^OR") n ^(.RV^)

où [JD m ,bJ désigne le commutateur de l'opérateur D m et de l'opérateur de

multiplication par b. On majore chacun des deux termes :

^bf.x^ D2"^ •> 1 < | |bf| | | Ix^ D2^ ^| |
' n ^'OR")^^) - H^ÛR") n HWï

Or (cf. [l6]5 :

IMI -p n ^ c { Max l^^l 1 1 ^ 1 -p n + c(b) 1 1 ^ 1 -p-1 n î
H p^ ) -n H ̂  ) H p '(tR )

X€r\

et

II k-h _2m-h . 1 1 r» l l ^ l lk o ^l^^ll^ll^p^ •

Par ailleurs.
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,^k-h^n-h^ n l ^ l M l - p - 1 n II^V^.^ll , .
n aï* « R ) x ^ f f R ) H 1 3 - ^ ) H ' 3 ' f l R )

L'opérateur [D2"1"^] étant d'ordre 2m-h-l si 2m > h ou étant nul si

2m = h on peut écrire :

n^&^^n^^.^ 11,11^^ .

Il en résulte l'Inégalité

|<b O^^tx^f).^ . I ^ C d l a x |b(xl| ||f|| „ *
" . S'IIR )xSBR ) ^R" H p» 1

tcww^^ '^"W^^'

ce qui termine la démonstration du lemme 1.4.

Lemme 1.5 : II existe une constante C > 0 telle que^ pour toute fonction b appar-

tenant à ^bOR"'1), il existe une constante C(b) > 0 telle que pour tout. g appar-

tenant à H'2"^*1^^172»^1) pour -k ^ q ^ min(-1.2m+p-k-l). on ait ;

HbCx'Ig^.^YCx^ll^^^^C^x^ |b(x.)| l|g|l^m-p.K^l/2^n-l^ +

4 c ( b ) llell^2m-p^q-l/2^n-l^ •

Démonstration : Soit • appartenant à à^ î * un -Forme

<b^^'^•\^^ ' ̂ """^V^"-1)^"-1! '

d'où

|<bg® x^^YCx M> 1 i
n n ^•aRn)xattRn)

^ ll^ll^^m-p^^l^^n-l^ l^q Vn1 ^2m.p-k-q-l/2^n-l^ •
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Or :

ll̂ ll̂ p l̂̂ n-l̂  <^n-l 1^1 IHl^p^l^n-1,

- C C . ) 11.11^.^,^,^) .

"^ V'L2^-^-1^"-1) ^'^'W^'flR") •

le lemme 1.5 est alors une conséquence de ces Inégalités.

Lemme 1.6 : II existe une constante C > 0, telle que pour toute fonction b ap-

partenant d^OR0 ), il existe une constante C(b) > 0 telle que pour tout g ap-

partenant à ^~2m~^^^l/2ypn'l^ po^p ° i ° i maxC-1.2m+p-k-l) on ait :

l(x•)e8î(q)(xn)"^P^- <^n. l^-'l 11.11^-p^^n..
||b(>

-C (b ) lldl^.p^.i/^n-1/ •

Démonstration : Ce lemme n'a de sens évidemment que si 0 < 2m*p-k-l. La démons-

tration est analogue à la démonstration du lemme"1.5.

On peut maintenant démontrer le théorème 1.4. On applique le théorème

1 . 2 au couple d'opérateurs {L°(0,x jO ,,0 ), B°(0,0 ,)} : il existe une cons-
n

tante C > 0 telle que pour tout (f»g) appartenant à
ï

[H^^^'x n" H-^-P^J*1^"-1) on ait :
j-l

'^^"[HP^^.x ÏPH-^^.l^n-l^^ll^^^-n^x^x^ ̂  +

j-l

n3 mln(-l,2m+p-k-l) , ^,~q*
* 2: 2; (-l)'1^ B 3 (0.0 ,)g, ^x"01 '1 Y (x ) *

j»l q-k jq x j n
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^p max(-l,2m*p-k-l) m-q^- r ^^ ^ i-̂  ^.)^^^^n^^^

^p
4 "^"H-"^") t j'I "^"^-P-K^-l/Z^l/ •

La continuité des coefficients des opérateurs L et B et les lemmes

1.4, 1.5 et 1 .6 prouvent l'existence d'une fonction a(e) tendant vers 0 avec £

et d'une fonction 6(e) > 0 telles que pour tout (f,g) appartenant à
•v

H^OR") x n13 H'^^^^J^^OR"'1) et à support contenu dans B(O.c) on ait :
J^l

||(L^(x,x,,D^,D^ - L^O.x^.,D^î W\\^^ 1 .

^(e)|lf||^^^Cc)||f|l^,^ .

|(B^(x.,D^) - B^O.D^))^ » x^ V(x,)||^^^^ i

i û(c) | Igjl l^m-p.k.m^l^^n-l^^^ 1 ̂ j 1 [^P^r^2^-1)

m -q^- m -q* r ,
|(B^ (x-.D,.) - ̂  (O.D,.)) ^ «^^^ll^p^. ^

.l<«(el||gjll^2m-p.k*mj<l/2^n-l^ +B(E) 1 1 ^ 1 ^-2m-p^mj-l/2^n-l,'

Par ailleurs, il existe une constante C ? 0 telle que :

|(L*(..x^D^.D^)-L-(x.^,0,..D^H.)||^^^, iC|M|^^ .
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HCB^ (x' .D J-B^ ^x^D ))g œ x . ^ Y t x ) ! ! . <J" x jq x j n n r^^PftR")]. —

^l^jll^m-p^mj-l^n-l^ '

ii^^'^x^^r^'^.1^ «^"^"^p^. ̂
.1 C| Igjl 1^2m-p+k^-l/2^n-l^ •

Le théorème 1.4 est alors une conséquence de ces inégalités.

2°) Estimations a priori dans 1'ouvert fl .

2.1. Notations et hypothèses.

Soit îî un ouvert borné de (R , de frontière F. On suppose que Î2 est

une variété à bord de classe C". On se donne une fonction CÇ» defR dansfR,

de classe C" et vérifiant î

ft « {xCIR"; ^(x) > 0} .

r = (xciR"; t f (x ) = o) .

grad ^P (x) / 0 pour x appartenant à r.

On pose Cf = •1 -̂ pour j s l,2,...,n. Ainsi grad Cp(x) a pour compo-
•j ^j

santés (^.(xî,...,^)^)).

Soit l'opérateur L = L(x;0 ) défini sur SI par :

min(k,2m) „ . ^_^
Lu(x) E L ( x , D Î {u(x}} = E P2^" (x.O ) {^(x)' u(x)} .

x k«0

où m et k sont deux entiers ^ 1. et où :

(1 ) p2"^" (x,0 ) est un opérateur aux dérivées partielles à coefficients

indéfiniment dérivables dans ÏÏ, d'ordre inférieur ou égal à 2m-h

P^-^X.OE £ p2^ (x) D^ ,
x |a|^2m-h a x
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(il) P^Cx.D ) est un opérateur d'ordre 2m proprement elliptique dans S2 c 'est-

à-dire : pour tout x appartenant à ÏÏ et pour tout couple de vecteur ( Ç * Ç * ) de IR

linéairement Indépendants le polynôme en T :

P2"1 ( x j Ç + T Ç ' ) = î P2"" (x) (Ç+TÇ')"
2m |a|«2m a

admet exactement m zéros à partie Imaginaire > 0 et m zéros à partie Imaginaire

< 0.

Cet opérateur L Induit, pour tout entier p ^ 0, une application linéaire

et continue de W^tft) dans H^îî).

On Introduit pour tout entier p ̂  0, les conditions H,(p;îî) et H (p;^

suivantes :

H.(pitî) : pour tout x appartenant à F. l'équation <(>(x.p) • 0 avec

min(k,2m) -5 ^ k h
^(x.p) s î P2"1'11 (xigrad<p(x)) 1^ n p(p-l)... (p-k^l)

h=0 zm"h

n'admet pas de racine p telle que Rep c -p-2m*k- ^ .

(oùP2"^ (x,Ç) = Z p2^ (x) Ç0).
2'"-" |a|«2m-h a

hUpin) : pour tout x appartenant à F, le nombre rp(x) de racines p de l'écL=tion

4»(x,p) s 0 vérifiant Rep > -p-2m*k- •-• est constant et égal à r-p er le

nombre *)C » m-r est ^ 0.

On définit maintenant les opérateurs frontière. Pour j = l....,>-p si

% > 0. soit l'opérateur B^txiO.,) défini par :
p J *

2m+p-k-l
B^xiD^Î YU 2 S B^CxiDj,) ^ u

où pour tout couple d'entiers (j.q) vérifiant 1 ^ j ^Xp et -k ^ q ^ 2m+p-k-l.

B (xiD ) est un opérateur différentiel sur F, à coefficients de classe C (D
jq r

et d'ordre Inférieur ou égal à m.-q, m étant un entier vérifiant

-k < m, ^ 2m*p-k-l (et. si m , q est négatif l'opérateur Sjq^^r1 correspondant

est par définition l'opérateur nul).
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On note B = B (xiO-) = (B^xjD-).... ,Ef (x jD-) ) . Cet opérateur B in-p p r i r TL r p
\

dult une application linéaire et continue de W2"^13^) dans n H2"^'1^'^"172^) :
k j^

u »————>• Bp YU « (B^ YU....,QP vu).

m -q
On désigne par B.'- (x,D-) la partie principale de l'opérateur B. (x .D_) .J° * jq F

On définit alors la condition H (pift) suivante :

H-(pift) : pour tout x appartenant à F et pour tout Ç appartenant à T * espace

cotangent en x à F, le problème aux limites :

f mln(k.2m)
E P. . (x^gradiP(x) D.) {t" n v î t ) } = 0.

h=0 2m^ ' t

2m*p-k-l m - q
r B J Cx iÇ) y v » 0 pour j = 1.....X * si ̂  > 0.

Imin(k,2m) - ,
î P - . ( x j Ç + g r a d C f ( x ) D.) {t v(t)} » 0 . si *)€ = 0.

h=0 ^^ t p

n'admet que la solution v » 0 dans W, OR ).

Remarque 2.1. Les conditions H.(piîî), H (p<î î ) , H (p»tî) sont invariantes par dif-

féomorphisme.

2.2 Enoncé des résultats.

Pour tout entier p ̂  0. on considère l'opérateur o défini sur W . ^ F Î Î Î )

par :

{{Lu.B y"} si 7 > 0.
Ç> ,-, ——— ç ,, p

P P Lu si Ïp = ° •

C'est un opérateur linéaire et continu de W. (ft'* dans
Y ^

^W x ^p ̂ ^'^W (resp. HP(îi)) si y > û (resp. X s 0).
J=l p p

On désigne par ^(tî)] ' (resp. [w^P^R)'] ' ) l'espace dual de H^n)

(resp. W, (n)). L'opérateur adjoint 3 de v est un opérateur linéaire et
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"K.
continu de [H^îîîl'x J^ H^-P^j^m (resp. [HP(fî)] • î dans [w^^)] •

j^
si 'X > 0 (resp. ')€ = 0).

P P

On désigne enfin par j l'isomorphii^anonique de [h (f2)] ' sur Ho (îî)

espace des distributions de H FOR ) à support dans tî.

On a les théorèmes suivants :

Théorème 2.1 : Soit un entier p ̂  0. On suppose que les conditions H .(pjîîL

H^Cpîf i ) , H.,(p,îî) sont réalisées. Alors pour tout entier q ̂  0 tel que Inéquation

•(x,p) = 0 n^ait pas de racine p dans la bande -(p+q)-2m+k- — ^ Rep ^ -p-2m+k- —

pour tout x appartenant d r, il existe une constante C > 0 telle que : si u ap-

partint à W^^Cîî) et si Ç u appartint à ̂ W x ^ H^P^J^-^m
K P j'1

(resp. H^W) alors ;

rz^ u appartzcnt d W2m+P+q(n).

^ """^p^^^^ll^ll^c,^ ̂ ^W^.^

j-1

+ ll"ll^p.c,-l^>

(re8p- """^-«n^" ^"HP^ + """w————.n/1
k k

si Ï > 0 (resp. Xp » O î .

Théorème 2.2 : Soit un entier p ̂  0. On suppose que les conditions H (p»î î ) ,

H (pift), H (piîi) sont réalisées. Alors^ il existe une constante C > 0 telle que,

pour tout (f.g) appartenant à ^(ft)]' x î  H'^'P'^J^^tr) (resp. [HP(î2)]'l,
j'i

on azt :
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"^"[H^ > H————j^(n^{ll^f•e)IICw2-p^• +

j.i k

-"V'I.-p-i^-lHI^^-p^-x^/

(resp•llfllE^•lc{!l^ll^tp-1•t!ljpfl'H-p^n'l

8l 'Y > 0 (resp. y, » 0).

2.3 Démonstration du théorème 2.1.

Dans la démonstration, on supposera Y > 0. Par "cartes locales" et

"partition de l'unité" on se ramène par un raisonnement classique au théorème

1.3 et aux estimations a priori pour les opérateurs elliptiques.

En effet, soit (C?. ) un recouvrement fini de F par des ouverts ^.
l̂ î N 1

de F dont le diamètre sera fixé ultérieurement de façon convenable et soit 0 ,

pour 1 » l....,N. un difféomorphisme de classe C" de &. sur la boule de IR""1

de centre 0 et de rayon e. Soit enfin (a.) une partition de l'unité subor-
l̂ N

donnée au recouvrement (&. ) de F.
- l̂ î N

On conserve les notations du chapitre 3 i pour 0 < e < 6 on définit

les ouverts U. pour i • 0,1,...,N par :

Uo s (x 6 tî j d(x.D > e} .

U^ « {xetR" j x e6. . cKx.r) < e} pour i»l,2....,N.

Ainsi, pour i » 1,....N. l'application ©i : x»—> (0^(x l.dCx.D) est

un difféomorphisme de classe C" de U. sur B(O.e). On choisit e assez petit pour

que la fonction a (qui a servi à définir l'opérateur y dans le chapitre 3) vérifie

a(t) » 1 pour |t| ^ e.

Soit ^fo une fonction appartenant à î)(ft) telle que c^o égale 1 sur HT".
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On démontre tout d'abord l'estimation a priori donnée dans le théorème

2.1 (ii) dans le cas où q " 0. Soit u appartenant à W2"^^). La fonction t^oU
K

appartient à W "^(ft) et l'opérateur L étant elliptique à l'intérieur de î2, il
K

existe une constante C > 0 telle que :

ll^ll 2m.p ^C .{||L(C^u)|| . ||4>,u|| ^ } .
W^ ^(0) N"(0) L (ft)

D'autre part. pour tout 6 > 0, il existe C > 0 telle que
p

Y
HBp ^,11 P ̂ p-,̂ ,̂  , ̂ l^ll^p^ + c^^oU|

j'-l " - ^f ^

d'où

"^"^«n ̂ ^'^"HP^ .> H———J-^^D + "^"L2^ •
j-1

On estime maintenant la fonction v s u - ^oU. Afin de pouvoir utiliser

directement les résultats du théorème 1.3. on écrit l'opérateur L sous une forme

un peu différente. Soit <(> une fonction de classe C de IR" dans (R satisfaisant

aux conditions analogues à celles imposées à Cf c'est-à-dire :

f H = {xCÏR" ï < f > ( x ) > 0} .

r = {xeiR" ; 4 > ( x ) = 0} .
grad <(>(x î / 0 pour x appartenant à F.

et qui de plus vérifie

<^(x) = d(x.r) pour x appartenant à U«.

On vérifie que la fonction ^f/^ définie sur ff^-F se prolonge en une

fonction de classe C defR dans Ip et non nulle sur F.

Ainsi, Lv peut s'écrire :

mln(K,2m) - . ,, .
Lv(x) = î O2"1^ ( x » 0 ) {^x)" ' v [x î

h=0 x
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où les opérateurs 0 ( x î D ) possèdent des propriétés analogues à celles vérifiées

£. rt2m"'h» ri ^par les opérateurs P (x,D ).

N
On peut écrire v = î <^, v où pour 1 = 1,...,N C^ est une fonction

de classe C de ÏR dans ÎR à support dans U. définie par :

C P ( x ) = o^(xp) a(d(x.D).

La fonction ^P . v est à support dans U. ^ n et appartient à W^^n) .
3. 1 K

Par le difféomorphisme Q i on se ramène dans la boule B(0,e) et, compte tenu de

la nouvelle écriture de Lv et du fait que Y-C^vî o O'1 = y ((q^v3 o ®]1

pour q c -k,...,2m+p-k-l, on applique le théorème 1.3 à l'opérateur transformé

@ ^J (pourvu que e et le diamètre de Ô. soient suffisamment petits). On en

déduit que :

"^"W2-^ ̂ "^^"H'W î H——————J-cr/ "^"W————^1

k j°l k

^'"^"HP^ ^p H^P-^-^CD t "''"W^P-^œ,' •
j'I

et comme v = ( l -^oî u

^"'^"HP^xÎH^P-^r172^'""1^-1^1 •
j-l

D'où l'on déduit que :

"""W2"^) ^"l^l'HP^ .Ï H^P-^.l-^Cr) t """W^P-1^' •
K j-1

Ce qui termine la démonstration du théorème 2.1 (iiî lorsque q- = 0.

On démontre maintenant le théorème 2.1 ((i).(ii)) lorsque q ^ 1. Cette

démonstration sera faite par récurrence sur q. Soit tout d'abord u appartenant

à W^n) tel que <? u appartienne à H^W x ^ H^-^J^m .
k p j=l
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La fonction C^e" (avec les notations utilisées lorsque q « 0) appartient

à W^^fl) et L(C(>oUÎ appartient è H^CO). La régularité à l'Intérieur pour les

opérateurs elliptiques donne que Cf^u appartient à W m+p4 (ftï et que l'on a :

ll<f."l^^-(l|LC^||^^. 11^,1^.

D'autre part, pour tout 0 > 0. 11 existe C > 0 telle que ;

ll°p ̂ 11 Ï? ̂ p-^^ ̂ "^""^i^/ ^ "^'l^^^
j-i k

d'où :

11^11-P .1^ -<11^11^1^ , ÏP^P-K^.I.^, - 1^11^^> •

j-6!

La fonction C(> v (avec les notations utilisées lorsque q *» 0) appartient

à W^^Cft). est à support dans U^ 0 t2 et Ç ( <^> v) appartient à

H^îft) x n13 H2m+p'k"mj+l/2(^). Par le difféomorphisme ©i on se ramène dans
j»!

la boule B(0,e). Il résulte alors du théorème 1.3 ((l),(il)) que <(^v. pour

1 " 1.....N. appartient à W2m+p+l(n) et que :

''^V^^11^^^1.» . î H—————^(D t

j-l

''^"^PCO)^

D'où l'on déduit que :

( D u appartient à W^P^tft).

(li) w^^lc{[^[^ . > H————^^(D t
K S-l

'"""W-PC^ •
K
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Pour q > 1, on raisonne par récurrence sur q et on utilise la même méthode

que ci-dessus. Ce qui achève la démonstration du théorème 2.1.

2.4 Démonstration du théorème 2.2.

Dans la démonstration, on supposera T > 0. On utilisera les notations

du paragraphe précédent.

x
Soit (f.g) appartenant à IH^O)] ' x l̂  H'2"1^1^"^172^). Alors c(>o(f,g)

-X jal

(s&fof.O)) appartient à [nP(ft)] • x ^ H"2"1"^^172^) et vérifie
j-1

Ç^ot.O) » L* (j ^of) appartient à H'^'POR").

L'opérateur l* étant elliptique dans 0, on a

"^^"H-P^)1^"1*^^1"^-^"; "^"H-P-^)1 •

II en résulte l'inégalité :

lM•"l[rf.«,^lc<"î*"•""r^,«,]•"lvll"-'-»,•.l•
On estime maintenant l'élément (f',g) («î (f.g) - ^ foCf -g ) ) avec

f « f - <fo t. On écrit que

N
(f'.gï s î <f. (f'.g)

i»l 1

où ^(f'.g) » (^ f. o^g) = (^ f. a^gi....,a^ g^ ) pour i - 1.2.....N.

L'élément ^ (f.g) appartient à [H13^]' x n '̂ H~2m'p+k+mj+l/2(^) et. par
j'1

le difféomorphisme ® ^ , on se ramène dans B(0,e). On applique alors le théo-

rème 1.4 à l'opérateur transformé © * Ç^ (pourvu que e et le diamètre de

& soient suffisamment petits). Revenant à fl» on obtient l'inégalité :

ll^(f''eïll^Hp^• < ÎH——^^^^"^^1^8""^^.+

t"jP^f•",-P-l^+"aig">H-2n-p^-l/2^ •

j-1
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II en résulte l'inégalité :

•'^^'Wx X^^H---P-mr-c^)lc{ll^f•g)14wrp^3• +

J^i

4 "^"H-P-1^) * l l g11^ H-W^j-l^r/

Sommant les inégalités précédentes on obtient l'estimation du théorème 2.2.

A
3°) Existence des solutions dans les espaces W^Cfi) avec S, entier .̂ 2m-»-p.

Soit un entier p > 0. On peut maintenant étudier le problème aux limites :

{ Lu ° f dans 0,

B yu « g sur F , si QC > 0.

f Lu « f dans SI , si ^ •t 0,

du point de vue de l'existence des solutions dans les espaces W,( î i ) où A est

un entier ^ 2m*p.

Le but essentiel de cette étude est de montrer que, sous les hypothèses

du paragraphe 2.1 de ce chapitre, l'opérateur -^ est un opérateur à indice de

W^n) dans HP(îî) x ^p H2"1^"1^'172^) (resp. H^fî)] si % > 0 (resp. «Ï = 0).
K j»l p p

Moyennent une hypothèse supplémentaire sur l'opérateur J , on montrera que c'est

aussi un opérateur à indice de W^P^Cft) dans H^tO) x ?P ^p^-^-1/2^
k j^

(resp. hF^^'^Cn)) si 'X > 0 (resp. X • 0), q étant un entier ^ 1. Enfin on ex-

primera les conditions de compatibilité du problème .précédent en utilisant un
t

problème aux limites adjoint.

Plus précisément, on a :

Théorème 3.1 : Avec les notations du paragraphe 2.1^ on suppose que les conditions

H (pift), H (piîi), hUpitU sont réalisées et que^ pour tout x appartenant à F,
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l'équation 4»(x,p) = 0 n'a pas de racine p dans la bande -(p*q)-2m+k-=-^ Rep <_

-p-2m+k'~r.» q étant un entier > 0. Alors^ pour tout entier r tel que 0 < r < q,
"~ X "~ ~

l'opérateur Ç opérant de Vi^^W dans H?41^) x ^ ^2m.p.r-k-mj-l/2^
^ J^

(resp. HP^Îîîlî possède les propriétés suivantes :

( i ) c'est un opérateur à indice dont l'indice est indépendant de r,

(ii) son noyau est égal à (uêW^P^Cn) j Ç u = 0}.

ft-W son image est composée des éléments ( f<g) (resp. f) appartenant à
^

HP^cn) x ^p H^P^-^r^m (resp. H^cn)) ^ze ̂
j-1

__ ^. «y

^^^w^wY^^y^'^2^ x ^H-^'^-l^^tr) ' °

(resp. <f»v> s 0) pour tout élément (v,^) (resp. v) appartenant
HPtîDx^tft)]'

d ^(0)]' x l̂  H^^^J^^tD (resp. ^(0)]*) vérifiant ^^.C^} - 0,
j^ p

ei y. > 0 (resp. ^ = 0 ) . ^ désignant l'adjoint de <? considéré pour

r «= 0.

Démonstration î Dans la démonstration, on supposera Y > D. Désignons par S

l'opérateur 'J considéré comme opérateur de W. (î2) dansp n-

H^^ft) x Ïp H2m.p.r-k-mj-l/2(^ ^ r » D.....q.
j-l

II résulte du théorème 2.1 que le noyau de Ç coïncide avec l'espace

{uew2"14^^) j S^u » D) et que l'image de Ç notée Im (P ^ est égale à

-^

imff nor^î x n13 H^P^^J-^^r)} . .P° j»i

L'injection de W^P^Ïft) dans W2^^1"1^) étant compacte, on déduitk K
des estimations a priori du théorème 2.1 (cf. lemme 5.1, chap. Il [l4j ) que le

noyau de j est de dimension finie et que Im d - est fermée.
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Etudions maintenant Im Ç . Puisque Im^ est fermée, l'équationpo po

^po " ̂
tp

où F appartient à H^îî) x n H2"^'1^"1^172. admet une solution u appartenant

à W ."^(ft) si et seulement si F satisfait à la condition d'orthogonalité suivante :

^'^(H^n) .x n? H^'^J-^crnxt^n'x ^ H'^-P^'V^tr))' 0
j»l j-l^

pour tout élément ^ appartenant à [^(ft)] ' x î^ H'2"1"^4"^1^!') et vérifiant
j-l

y • s o^po •

où y désigne l'adjoint de<? .po po

Démontrons maintenant que le noyau de ^^ est de dimension finie.
-)r po ^

L'injection ̂ ^wY x 7 H'^-P'^J^^CD dans H-F-1^) x ^p H'2"1^^-^
j-l j»!

étant compacte, on déduit des estimations a priori du théorème 2.2 que le noyau

de Ç est de dimension finie. Par suite Im 9 est de codimension finie dans

HP(ft) x nPH^-^J-^m.
jsl X

Enfin, puisque ImÇ^ - .ImÇ^ 0^(0) x ^p H^P^^-^-^^rî}

et puisque Im.J est fermée, on déduit que la codimension de Im T est égale

à la codimensicn de Im J pour r a 0,...,q.po

Ce qui achève la démonstration du théorème 3.1.

Corollaire 3.1 : Avec les notati-one du paragraphe 2.1^ on suppose que tes condi-

tzona H,(pjtî), H (piîî), H (pjft) sont réalisées et que pour tout x appartenant

à Ts l'équation ^(x,p) " 0 n'a pas de racine p dans le demi-espace Rep ^ -p-2m+k-— .

Alorss le noyau de l'opérateur j dans W m+p(n) est égal à l'espacep K

N = {u eé)(ÏÏ) i Ç u » 0}.P

Démonstration : Ceci résulte du théorème 3.1 et du fait que 9>(ÏÏ) = Q H ( î2 ) .————————— g
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5. Résultats complémentaires et exemples.

1° . Remarques sur les conditions H (p;nl et H (p î î î )

Au cours du chapitre 4 , on a remarqué que les conditions H (pj î î ) et

H (p;î2) impliquent essentiellement que l'opérateur différentiel en une varia-

ble t (cf : la condition H (p)(îî - chapitre 4 - 2°) :

min(k.2m)
ï ^h^ iç+ gradvpCx) D^) {t^ v }
h^o

est un opérateur linéaire, continu et surjectif de V12m*p OR ) sur t^OR ). la
K ^ ^

dimension du noyau dans W m+p OR ) étant égale à y .

Néanmoins, les techniques utilisées précédemment permettent d'obtenir

des résultats analogues à ceux du théorème 2.1 du chapitre 4 lorsque l'opéra-

teur à une variable précédent est un opérateur à indice de W^^QR ) dans I-^OR )

d'indice Y , la codimension de l'image dans H13 OR ) étant indépendante de x et de Ç

mais non nécessairement nulle, et en outre, dans certains cas, des résultats ana-

logues à ceux du théorème 3-1. C'est ce que nous allons développer sur des exem-

ples.

Etudions tout d'abord un exemple sur le demi-espace IR". Soit l'opérateur

L £ L (x^i DX* °x ) défini sur fRn P01* :
n

fc n""^ o m Q-,
Lu(x) £ L(x i 0 . , D . ) (u(x)} £ x1' ((I* y D" ) * D2"1 ) (u(x)}

n n 1.1 ^i î

où k et m sont deux entiers > 1 .

Pour étudier cet opérateur L dans ÎR^* , on utilise la méthode

classique (cf : [l6] par exemple) qui consiste à ajouter i

une variable tangentielle x et à considérer non plus l'opérateur L mais l'opé-

rateur M 2 M(x î 0 .D ,,D ) défini sur ÏR"*1 par :
n ^ x ^

Mu(x) £ M(x^» D^ . D^.. D^ ) {u(x)> s x^ ( ( ^ D2 )'" * D2"1) (u(x)} .
o n l»o 1 n
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On effectue la transformation de Fourler sur IR" par rapport aux

variables tangentielles, ce qui nous amène à considérer l'opérateur différen-

tiel en une variable x défini sur (R par :

"^n 1 ^ ç > • °x ) ̂ ^ s ^ ^î ^l21"1 ' ̂  ̂ ^ -n l»o n

pour (Ç * Ç * ) appartenant àJR". Lorsque (Ç . Ç * ) appartient à la sphère unité

S . de IR" , cet opérateur se réduit à l'opérateur :

M(x^ »Ç^, Ç ' . 0^ ) {u(x^} s. x^ (1 ^ 0^ ) (u(x^)} .
n n

II résulte de [4] [s] , que ;

Proposition 1 . 1 : Soit p un entier ^ 0 et eoit j un entier tel que

-(m*p) * k ^.J5.k • Alors s l'opérateur :

,_^ (^ „ . o^ ) {u(x, )} , Y.ju..... T.j^u )

est un ieomorphieme algébrique et topologique de W OR ) sur

^OR^n H^^'^W^) x C"1.

Utilisant les techniques du chapitre 4 - 1 ° , on effectue l'homothétie

s * | îÇ » Ç ' ) | x et dans les inégalités obtenues, où figure le paramètre

(ÇQ. Ç ' ) . o n fait ÇQ " 1 " II en ^a"1^ le théorème ;

Théorème 1 . 1 : soit p un entier ^0 et soit j un entier tel que.

- (m + p) •» k < j^k. AlorSs l'opérateur :

u .———> (Lu , Y.jU,...^^u)

est un isomorphisme algébrique et topologique de W m p OR^) cur

(HP W") CH^P^CR")) x 'ÎT1 H2^-^1-! OR"-1 } .+ o *• &*-j
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Dans le cas de l'ouvert (2 Introduit dans le chapitre 1 .
on peut citer les opérateurs tf ( x ) A . où A est un opérateur d'ordre 2m.
proprement elliptique dans ft et k un entier >_ 1 •
De tels opérateurs seront étudiés en détail au chapitre 5 , 3 ° . et surtout
au chapitre 6 .

2 ° . Etude algébrique de la condition H (p ; ( R ^ ) .

Les résultats obtenus dans p] , permettent dans certains cas
d'exprimer la condition H, ( p ! ft) introduite dans le chapitre 4 à l'aide de
conditions algébriques sur l'opérateur.

Lorsque ft est un ouvert borné " régulier " o n ne peut donner, en
général, de critères algébriques permettant d'établir si le problème aux limi-
tes est bien posé. Toutefois de tels critères existent pour certains types
d'opérateurs i c'est ce: que l'on montrera au paragraphe 3° . Dans cette même
direction, citons aussi les travaux de V . P. GLOUCHKO [lu] .

Dans le cas du demi espace 1R^ , on peut, sous certaines conditions
exprimer la condition H-(p» ÎR" ) à l'aide de conditions algébriques équivalen-
tes, portant sur l'opérateur. La nature même de la condition H g ( p ; FR^)permet
de limiter cette étude au cas des opérateurs homogènes à coefficients constants.
Les notations seront celles du chapitres. 1 . 1 .
On utilisera les résultats obtenus dans [4] (cf : chapitre 2 - 5 ° . ) . ce qui
nous amène à faire les restrictions suivantes : on suppose que 1^_k^2m, que
le nombre r est nul, que les opérateurs B, sont identiquement nuls pour tout
couple d'entiers ( j . q ) vérifiant l5Jlm et 2m-k5_q^2m*p-k-1. Comme dans [4].
pour chaque ù) appartenant à S _ , on associe à l'opérateur différentiel
LCx i h). D î un projecteur R ( û ) ) de (C2"1. La condition H^îpj P^] est alors

n
équivalente à la condition suivante :
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pour tout (i) appartenant à S «. 11 existe un opérateur linéaire
D(u) de C"1 dans C2"1 tel que[ B ( b ) ) D ( u ) " Id

P €'"
0

R ( w ) D((*») « D ( f a ) ) .

Dans [loi , cette condition ( « ) . pour p » 0, était appelée ( S - L . )
par analogie avec la condition de Shapiro-LopatInski pour les problèmes aux
limites elliptiques.

Dans le paragraphe suivant où m s 1 et k a 1 , on montrera que cette
condition ( x ) , pour l'opérateur SP " ( L , Y ) » est équivalente à une seule con-p o
dition algébrique portant sur l'opérateur L.

Remarquons que cette condition ( » ) peut être utilisée sous des hypo-
thèses moins restrictives, en particulier en ce qui concerne le nombre r et
la condition H (pi fR ) i l'exemple qui suit est dans cette situation pour p^l.

On va détailler la condition ( « ) pour l'opérateur suivant :

7 " 7( 2 . 1 ) Lu(x) s L(x^ i 0^. . D^ ) {u(xn js x^ (1 * ^ D^ ) { u ( x ) } .
n 1*1 i

On utilisera les résultats obtenus dans [4] (cf . Chapitre 2 . 4° - 5 e . ) .
L'opérateur frontière B considéré est défini par :

(2.2) B y" £ B (D^.) yu • B^ (D^,) y^u * B-i^x.î -̂i u'

où B^ (D , ) est un opérateur aux dérivées partielles à coefficients constants
d'ordre 5_m*q où m est un entier tel que -25m̂ p*1 (et. si m^q< 0. l'opérateur
B^ (D , ) correspondant est par définition l'opérateur nul).

On pose :

m*q

^ ^"^ s la-o^-

m^q

\a\*c
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La matrice R ( u ) ) associée à l'opérateur L défini ci dessus s'écrit

R(w)

/ 1 - ̂

( js v ^\2 2/

Ainsi, la condition (») est équivalente à la condition suivante

pour tout œ appartenant à S „ :

, ,! P2a"1- i ,î , ̂ a / °-|a|«m+2 |a|«m+1

Montrons maintenant comment cette condition («) peut être utilisée pour obtenir

des théorèmes d^existence dans le demi espace IR^ . On introduit tout d'abord

une variable supplémentaire x (cf 1°. de ce chapitre) : au couple { L, B )

on associe le couple d'opérateurs { M.C) définis par :

^V ̂ '-^ ̂ n^ \2 (^ ^i240^"^

C (Ç. Ç ' )Y u 5 C . (Ç-,.Ç') Y.u + C ^n'^ ^-1" *-2" T -1 ^o"'-2 "•o

où (Ç .Ç ' î appartient à ÏR et où

C (Ç . € • ) « Y P_ Ç^M'0 pour q « 1 .2 .-q -o qa o

On vérifie que la condition ( x ) pour le couple d'opérateurs { M . C }
équivaut à :

f pour tout ( Ç * Ç 1 ) appartenant à Ŝ  :
(2-4) \ m*2 m*1

m-»2-|a -ia
PlaC1^1 ^ / 0-Y n r m -" a r101 - T

L P2aço ç |aî.| a | " o — - lal^o
Comme dans le 1° de ce chapitre, les techniques d'homothétie utilisées dans
le chapitre 4 - 1 ° . permettent d'établir le théorème suivant
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Théorème 2-1 : 5l le couple d'opérateurs^^} définie par ^2-1) . (2-2) , (2-31

vérifie la condition (2-4) , alors : pour tout entier p>0. il cet un ieômorphieme

algébrique et topologique de W^Ptf^) eur (H^ ^H^1"^'^ (^n )) x
^ ; î -m^n-1^

Remarque 2-1 : La condition (2-4) sur (L, B} est une condition plus forte

que la condition ("<) sur (L, B) •

3°. Etude détaillée êtes opérateurs L dans le cas particulier m s k « 1 .

Dans ce paragraphe, on va préciser les résultats obtenus pour les

opérateurs L introduits dans le chapitre II pour lesquels m * k « 1 .

On utilisera les résultats obtenus dans [A] (cf. chapitre 3).

Dans le demi espace <R^ • on limitera l'étude à un exemple en relation

avec le 1°. de ce chapitre. Appliquant le théorème 2-1 du chapitre 3 de [4] .

on obtient :

Théorème 3-1 : Soit un entier p ^ O et eoit l'opérateur L défini par :

n -
Lu(x) s L(x j D , . D ) (u(x)} s (I* ^ D2 ) {x u(x)} * XD u(x).n x x^ ^ x^ n x^

où \ appartient à £. Alors :

(i) Si Re (iÂ) <- J - p , l'opérateur (L. Y ) est un isomorphisme

de ^+p ̂  ) eur HPûR;) x HP + 1 OR"'1) i

(ii) Si Re (IX) >- | - p et

1 -Si (iX) i -2m , avec m entier > 1, l'opérateur L est un

isomorphisme de W^ttR',1) sur l^tR',1) i
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2 - Si ( 1 À ) « - 2m, avec m entier >_ 1, l'opérateur (L,Y } psé un

ieomorphisme de W^P OR^eirt^ V^} x H^ÎR"'1) où K^) » {fê H^ ) ;

Y Û 1 ^ Ï D2 l"1"1 f) » 0 dans H2 OR"'1} .
0 J -4 ^4

Soit maintenant t2 un ouvert borné de R" défini dans le chapitre 4.

Les opérateurs L 2 L (x» D ) définis dans le chapitre 4 - 2 ° peuvent s'écrire

lorsque m « k « 1 :

Lu(x) s L (x» D ) {u(x î ) s. P^x» D )(f(xîu(x)} + P1 (x< D ) {u(x) }+ a(x lu(x) .

où

(i) P 2 (XJ D ) js î a "(x) D. D est un opérateur aux dérivées
x ^Jl"

partielles d'ordre 2, homogène, à coefficients de classe C*0 dans Î2 et proprement

elliptique dans ft î

n .
(ii) P (xj D ) « ^ a (x] D. est un opérateur aux dérivées partielles

x i"1
d'ordre 1 au plus, homogène et à coefficients de classe C*" dans n;

(ili) a(x) est une fonction de classe C" dans t!.

Par analogie avec [4"] (cf. Chapitre III) pour x appartenant à r on pose :

p(x) « 1 P^x i grad4»(x) ) / P^x i grad4>(.x) )

et on définit les conditions C(x) et Ktx) '^ suivantes :

C(x) ; pour tout vecteur Ç cotangent non nul en x à r , il n'existe pes

d'entier n >_ 1 tel que :

P^x ? ^ T ^ t x j Ç ) grad^Cx)) = in (T^(x iÇ) - T . (x îÇ) ) P2(x j grad^f(x) )

(»») Ces conditions ne sont pas notées de la même manière dons f^l et M
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où T (xiÇ) (resp. T^(x iÇ)) est la racine à partie imaginaire positive

(resp.négative) de l'équation P^x < Ç *T grad ^f(x)) « 0.

K(x) : pour tout vecteur Ç cotangent non nul en x à T , il n'existe pas

d'entier n^O tel que :

P^x îÇ * T^(X »Ç) grad^tx)) • in (T^ (x»Ç) - Tjx »Ç)) P^x» grad4>(x))

Remarque 3-1 : La fonction p et les conditions C et K sont invariantes par

difféomorphisme. .

Remarque 3-2 : (i) soit x appartenant à F. Si pour tout Ç vecteur cotangent

non nul en x à F, il existe un entier n(»n(x » Ç ) ) ^ 1 tel que

P^x »Ç * T (x jÇ) gradu?(x)) « in fT^ (x iÇ ) - T^(x iÇ)) P (x i grad^(xî)

cela implique en dimension n^3 qu'il existe un entier m(=m(x l î ^1 tel que :

p(x) - - 2m et a^tx ï " im î (a^Cx) * a^txU ^£- (x).
j-l j

Ainsi par exemple l'opérateur

LtxiD ) {u(x)} £^ (x ) { X a^tx)^ 0 * l a i(xîD *a(x)Ku(x) )
x 11i,Jln 1 J î

vérifie pour tout x appartenant à F la condition précédente.

Dans cette hypothèse la condition K(x) est satisfaite.

(ii)Soit x appartenant à F. Si a1^ Cx) » aj (x). si ia^x)

est réel et si p(x) n'est pas un entier de la forme -2m (resp 2(m-D) avec

m enflerai, alors la condition C(x) (resp.K(x)) est satisfaite.

Les résultats obtenus dans [4] (cf. Chapitre III) permettent d'expri-

mer Iç condition H (pift) à l'aide des conditions algébriques C(x) et K(x) .

Ainsi à l'aide des méthodes du chapitre 4, on obtient le résultat suivant

(cf : théorème 3-1 du chapitre 4).
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Théorème 3-2 : Soit un entier p^O . Avec les notations précédentes on a :

( i ) si pour tout x appartenant à r , RapCx) < - j - p et la condi-

tion K(x) est vérifiée, î'opérateuri L.y^) opérant de W2*^ (ft) dans

H '(°) x t^ q + ( D est un opérateur à indice dont l'indice est indépendant

de l'entier q vérifiant 0 < 'q < p .

(ii) si pour tout x appartenant à F,Re p(x) > - J - p et la condition

C(x) est vérifiée, l'opérateur L' opérant de W24^^) dans H^Cft) est un opé-

rateur à indice, dont l'indice est indépendant de l'entier q^O. De plus, le

noyau de l'opérateur L opérant dans W^Cft) est égal à (u € 5) (fi). Lu « 0

dans !î}.

Remarque 3-3 : (i) Les résultats de régularité correspondant à ce théorème 3-2

(cf : théorème 2-1 du chapitre 4) s'énoncent de la façon suivante :

1. Si l'hypothèse (i) du théorème 3-1 est satisfaite et si de plus k est

un entier >_0 tel que Re p(x)< - | - (p+k) pour tout x appartenant à F. on a :
& M

si u appartient à W^tîî) et si {L.y^} (u) appartient à H^în) x H^ + Wî
alors u appartient à W2^41^).

2. Si l'hypothèse (ii) du théorème 3-1 est satisfaite et si k est un

entier ^_0 on a : si u appartient à W^tft) et si Lu appartient à H^Cn).

alors u appartient à W.^ (îî).

(ii) On peut aussi obtenir des estimations a priori et des résul-

tats de régularité pour des opérateurs L introduits ici pour lesquels les hy-

pothèses du chapitre II ne sont pas vérifiées. Ainsi si Rep(x) >- | - p pour

tout x appartenant à r et si, pour tout x appartenant à r et tout Ç vecteur co-

tangent non nul en x à r* il existe un entier n (B nCx ;Ç ) ) tel que

P^xiÇ+Tt ( x î Ç ) grad^(x)) « in (\(xî Ç ) - î T _ ( x i 0 P^x; grad^Cx))

(cf : remarque 3-2) alors pour tout entier k^o on a :
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si u appartient à W24^ (tî) et {L.Y Ku) appartient à H^îîî)

x H^ + (D . alors u appartient à W24^ W et il existe C,> 0 telle que
l K

II "IL ^P^ml ̂  ! I < L . Y } ( U ) | I 1 ' l l^lw ^P41^^
"1 ^ k 0 H^ ^(ftlxHP K ^(r) "1 ^

(C. étant indépendant de u).

Par exemple, l'opérateur L s. LCx.O^) défini par :

Lu(x) « L(XJ D ) (u(x)} «^(x) f Y a^Cxï D O * ^ a^x) D *a(x) }{u(x) )
x UllJl" 1 •3 i«1 1

satisfait aux conditions précédentes. On montrera au chapitre 6 qu'un tel

opérateur est un opérateur à indice dans des espaces convenables.

Remarque 3-4 : Les opérateurs LCx jD ) considérés précédemment c^est-à.dire

de la forme

Lu(x) s L(x»D ){u(x)} s.P^XïD^H^CxluCxn * P^xiD^) {u(xn * a(x)u(x)

avec

P^x iD ) s y a1-1 (x) D. D. et P^xi D,) « ^ a l(x) D
x Ill.Jln 1 j x î  1

appartiennent à la classe des opérateurs étudiés dans [l3^

(cf : aussi [8']. [15]) lorsque a1^ . iaj et a sont des fonctions réelles.

Selon Fichera, la frontière F est partagée en trois parties qui. dans notre

cas et avec nos notations, s'expriment par les conditions suivantes :

L • 4> (ensemble des points de F non caractéristiques pour L),

^ - { x e r. p ( x ) < -1} .
L, - { x 6 r. p(x)^-i) .
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Dans Ql3] , Kohn et Nirenberg obtiennent essentiellement, moyennant
une hypothèse supplémentaire sur l'opérateur en tout point d e î - , un théorème
d'existence pour l'équation L(x» D ) ( u ) • f : étant donné f dans un espace
de Sobolev H (î ! ) (avec N > 1 ) il existe une solution u de l'équation
L(xi D ) ( u ) * f» nulle sur î« et qui appartient à un certain espace de Sobolev
sur ft. Les résultats obtenus dans la remarque 3.3 permettent de compléter la ré-
gularité d'une telle solution*

II ressort de l'étude faite dans ce paragraphe 3e que pour de tels
opérateurs, il serait plus correct de considérer î- " ( x ^ F i p ( x ) < - „} et
î . " F- !„ et de poser sur E- des conditions aux limites en accord avec le
théorème 3-2 et la remarque 3-3.
Ainsi,par exemple, si on veut obtenir une régularité de tout ordre de la solu-
tion, il ne faut pas imposer de conditions aux limites sur î ̂  (sauf cas parti-
culier correspondant au point (ii) de la remarque 3-3).
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6 . Quelques applications,

Les notations sont celles Introduites dans le chapitre 4.

Les opérateurs L s. L (x< D ) de la forme :

Lu(x) s L(x; D ) {u(x)) £ î P^^tx» D H^Xxl^uCx)}
x h-o x

avec k >_ 2m , peuvent s'écrire sous la forme :

Lu(x) s ^(x)1^2"1 M u(x)

où M 5 M(x» D ) est un opérateur de la forme :

2m « . ^ .
Mu(x) s. M(XÎ D ) (u(x)} • [ M""1" (xi D KipCx)"'1'" u(x) } .

x h-o

Plus généralement , étant donnés un opérateur L s, L(X! D } de

la forme :

mln(2m,k] ^ . .
Lu(x) » L(x» D ) {u(xl} s, ^ P'- '-txjD ){^(xr u(x) )

x h«o x

où K et m sont deux entiers ^1i et des entiers p et q ^_0, les méthodes du

chapitre II permettent d'étudier l'opérateur^(x)q L(x; D ) de W m+p (î2)

dans H13 (îî) et l'opérateur L (x î D ) de ^m+p (îî) dans W^nî. En particulier.

on peut étudier l'indice de tels opérateurs et la dépendance de cet indice par

rapport aux paramètres p et q. Dans les deux cas, cette étude se ramène è l'é-

tude d'un opérateur M de la forme :

min(2m.K+q) - . . .
Mu(xî s M(x, D V{u(x)} » T (^"(x; DKftx)" q''h u(x)}

x h=o

de W^P W dans ^ C î 2 ) .

On va maintenant appliquer ces méthodes à deux exemples déjà étudiés
dans [9] [il"] et fi] \23] . Celles-ci nous permettront d'une part, de retrou-
ver des résultats déjà connus et d'autre part, de les compléter.
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1°- Application à l'étude des problèmes aux limites associés aux opérateurs

elliptiques dans des espaces de Sobolev avec poids.

Soit ft un ouvert borné.. de ÏR" du type défini dans le chapitre 4.

Soit A ,5, A(x; D î un opérateur aux dérivées partielles d'ordre 2m, proprement

elliptique sur Î2. à coefficients indéfiniment différentlables sur îî et soient

m opérateurs frontière B, » B, (xi Dj,) pour j = 1....^n, B. étant un opérateur

différentiel sur F d'ordre m avec 0 <_m.^_ 2m-1 à coefficients indéfiniment ."if-

rentiables surr tels que le système t^^Km soit normal sur r et recouvre A

sur F (cf : [14"1 ).

Dans Pli] , M.C. GOUDJO montre que pour 1 <q < + - et pour p et k

entiers ^0 tels que p > p ( k ) « max {-2m + mj + k + _ ; l^j^n) . l'onérateur

T - (A, B .....B } opérant de W2"^-^) dans W^^) x n w^P-^-^â- ^Di m K K j ~ '

est un opérateur à indice dont l'indice ne dépend ni de q, ni de p, ni de k

(W^'^tîî) désigne l'espace{ ù£5>' (î!3 t^f (x)'^ D6 uC ^{H} J 6| ^ t } muni de la

norme canonique). Par des méthodes d'interpolation, il généralise ces résultats

à des paramètres p et k réels positifs. Il complète ainsi les résultats de

G.GEYMONAT et P. GRISVARD [9] .

Dans ce paragraphe, on va retrouver ces résultats dans le cas où q = 2

par les méthodes indiquées précédemment, celles ci donneront par ailleurs d'au-

tres résultats.

On considère l'opérateur^ s^A» B^..... B^} opérant de vP^W

m 2m*p-m,-k-^ 1
dans H^îi) x " H J "(D pour p>p(k) = max {-2m + m^k* y l^j^n} .

t 7
Remarquons tout d'abord que les espaces W ' (Sî) coïncident avec les espaces

K A-^'2
W1 (ft) définis au chapitre 3 et que les espaces W (D coïncident avec les

i- 1 k
H ^r). Par ailleurs, il est facile de vérifier que l'opérateur^ A est liné-

aire et continu dans \fW(\ H^"^^3 (ti) de sorte que les hypothèses H^pîîl)
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et H-(p»ft) ne sont pas en général satisfaites.

Néanmoins, selon les remarques faites au chapitre 5, on peut appliquer les

méthodes du chapitre 4 à l'opérateur^? , noté désormaisÇf opérant de

^ min(k.p) m 2m^p-m.-k-1

W ^ P (ft) dans ^(0)0^ (ft)) x ^ H J "(D. Ainsi, on obtient

(cf î le théorème 2-1 du chapitre 4) : pour tout entier q >_0 , il existe une

constante C > 0 telle que :p+q

si u appartient à W^PCÎÎ) et si ̂  k u appartient à CH^C^n H^^'P'^ (tî) )

m 2m+p'«-q-mj-k-^
x .g, H (D alors :

(i) u appartient à W^^Ctî) .

"•>INÎ -^ ,̂|p;.|̂ ^^^ ,̂,...̂ ^

4 ^ 1 " 1 1 ^ 2m*p+q-1^}.

On en déduit (cf : le théorème 3-1 du chapitre 4) que le noyau de?

dans VI^^W est de dimension finie et que l'image^ W2"1*13^) est fermée
y 1 p

,. . p 2m*p-k-mj--
dans (HP(Sî)nH 'p ) x n H (F). Du résultat de régularité on dé-o j"1

duit que :

Ker^ • {ué^)(n) î Au « 0 . B u • 0 . j • 1.....m) .
P J

et que

<P V^P^tO) .̂  k W^PlOn ((HP^COin H ^"tP^-^Ctill x
P K P k 0

m 2m+p+q-k-m- -
x n H J "(F )) ,

pour tout entier q ^ 0.

Par transposition, on va montrer que la codimension de "T W, (ft)
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n m-fnrk ni m 2nrp-k-m.-«
dans (H^nînH^^ '^ înn x .̂  H J z (r) est finie. D'après ce qui

précède, il suffit de considérer le cas où p est le premier entier > o supé-

rieur à p(k) et dans ces conditions (puisque p(k)< k) on a (An)^1"^'10 (ft) =o

H^CftL Ainsi l*opérateur î? KK adjoint de 3^ est linéaire et continu de

H'P(n) x î H"2"^41^ 4 \ (p) dans l'espace dual [w^P (ft)]1 de W^^Cîi).

et est défini par

<" (.. ̂ ..^^^ ^ ̂ ^. --T^Yp^ ^ ,p^

4 j^ gj' ^L" -2m-p4k^mj^ 2m^p-k-m - \
1 H "œ) x H J "(r)

m -2m-p-*-k*m*«
pour (fi g...... g ) appartient à H ^ C O ) x n H J -(D et ^

• ni j '

appartenant à «D(R)•

On introduit l'opérateur T e (Ai B^ ,.. ..B } opérant de H211"*^)

dans H^Cft) x n, H2"1^""1 j'1/2( F ). L'opérateur T* adjoint de T est linéaire

et continu de [H^îî)] • x ^ H'^'P^J*172^) dans [H2"^»)] • et est défini

par :

<T;(F. ^.....6j.1>^p^^ ̂ p^ <F- A p^^j. , ^p^^

m __

' j^l ^J- ̂ ^-^^/2^2^-^/2^

pour (Fi G^.....G^) appartenant à ^(0)]' x S^ H'2m'p4mj+1/2(^) et •

appartenant à^(^).
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0'après [l7j (cf : le théorème 6) le noyau de T* coïncide avec l'espace

•^-{(Fi G^....Gj€oZ>(n) x (anrn'"! T K (F| G^.....GJ « o }

et cet espace est de dimension finie.

Or étant donné f .appartenant à H P(îîï on lui. associe^de façon

canonique . F appartenant à fH^Cn)"] ' de la façon suivante :

F ; •I———xf.4^ • > : ÛXftî 1——> C .

et F et ^P f coïncident dansfl)'(n). Ainsi étant donné (fi g<.* . . . *g ) appartenant

à Ker°P m on peut associer canoniquement (Fi G......G ) appartenant èJ^» Ker Tp l m p

où G. " g. pour j " 1.... .m et où F est défini ci dessus. De plus la correspon-

dance

(f. Bi.....^)«———> (F , G.,,....GJ

est évidemment injective et est aussi surjective. En effet si (Fj G,,...,G )i m

appartient à JR, il résulte de [;14] (cf : la proposition 5-1 du chapitre II)

que F appartient à H^"1"^^-3'81'-'-'"1^) et donc f « F /^k appartient

à H^ (ft) et (fj G.,....G^) appartient è Ker 9 k>(. Finalement on a démontré que

Ker y ̂  est de dimension finie et isomorphe àjfî
P

Par suite un a établi que l'opérateur ÎP^ opérant de W211"^ (î2) dans
m 1 p

(H^înnH^P^Cn)) x ̂  H^P'^J'^CD est un opérateur à indice et que cet

indice est égal à l'indice de l'opérateur T « {Ai B ,....B^} de H21"^ (tî)

dans H^ft) x n ^m+p-mj-z ^^ Comme la multiplication par l/^ est un isomor-

phisme de Hp(ft)^ H "^"^'^(n) sur W ̂ (ft). on en déduit que l'opérateur

T s (A, B^...,B^ ) opérant de W^P W dans W^ (n) x ̂  H2^'"^'172^)

est un opérateur à indice dont l'indice est indépendant de p et de k avec la con-

dition p>p(k) (• max {-2m-»mj + k • 5 s j s 1 •. •.. m) ). On a ainsi retrouvé

les résultats de[ll] dans le cadre hllbertien et pour k enflerai.
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Pour s'affranchir de la restriction p>p (k ) , il est nécessaire

d'introduire des opérateurs frontière B plus généraux . Par exemple on peut

considérer des opérateurs frontière B. analogues à ceux introduits dans le cha-

pitre 4 - 2°. Ainsi si l'opérateur 3^ «ftf^Ai B^,....B^) satisfait la condition

H-(0;fî) (il est facile de voir qu'il existe de tels opérateurs : cf : le cha-

pitre 5) on démontrerait que l'opérateurîT opérant de W m+p (îïî dans

(H^ftîOH "^^P^nn x ,Ï, H^P'^r172^) est un opérateur à Indice donto j=1

l'indice est Indépendant de l'entier p^.0. (signalons que le problème de l'inva-

riance, par rapport à k, de l'indice d'un tel opérateur ne se pose pas puisque

de tels opérateurs généraux B. n'opèrent pas en général sur les espaces U/ m ^îî)

pour h différent ;de k).

2° Application à l'étude des opérateurs introduits dans [Ï] et 0231 .

Soit H un ouvert borné de fR" du type défini dans le chapitre 4.

Soit L s. L (xi D ) l'opérateur aux dérivées partielles défini sur îî par :

(2-1) Lu (x) s. L(x; D ) (u(x)) s ï D^a . (x) U> (x^ D^xU,
x lalll

Ml1

où les coefficients a sont indéfiniment diffèrentiables sur n. k est un
a6

entier > 1 . On suppose que L est coercif sur l'espace

V (ft) « {u^(n) jU?^2 D" u €L2(o)Ja| ^ 1 }

muni de la norme canonique» autrement dit il existe une constante C > 0 telle

que pour tout u appartenant à V. ( f t ) on ait :

(2-2) Re ( T | (-il8 a (x) C^tx) 1^ D^ (x) O6 ù(xî dx) >_
Mil 'o ap

c^lo=•]^,.,
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Pour p entier > 0 et m entier > 1 soient les espaces E (îî) et' — — p»n>

F (îî) définis par cartes locales à partir des espaces E OR^ ) et Fp^îR'^l^

suivants :

E OR") î { uGH1 ÎR" î i X^'VUÉ.HW) . 2l|B|lm*1. OIB< 2} .prn * + n ' —

F OR") s { fÊSy tR" ) - î x'^1^01'^, f^ ÛTÎ;L 0<|<x'| im-1 }.pm • » • n x "

munis des normes canoniques •

Remarquons que pourm^l les espaces E ,(ft) et F .(îî) peuvent être

définis globalement surîîpar :

E W « ( ueH^SÎ) . 4> D^éH^») ,|a|=2)( ^ W^P ( î î ) ) .

F ^ (n) ' { u^b'csn.^f"^1 f G ^s (»)).

Dans [il. M.S. BAOUENDI et C. GOULAOUIC ont étudié l'opérateur L dans

le cas où k = 1 d'un point de vue variationnel et ont obtenu des résultats de ré-

gularité par une méthode de régularisation elliptique. Dans [23J, C. ZUILY a géné-

ralisé ces résultats de régularité dans le cas où k ^ 1, par des méthodes analo-

gues, notant {•k-} le plus petit entier ^ - il a démontré que si u appartient à V^(ft)

et Lu appartient à F . ( Î2Î alors u appartient à E (Î2). ce qui permet de dédui-
p{^} P<1>

re que l'opérateur L est un isomorphisme de E ^ (îî) sur F ^ (Î2) pour tout entier

- k-1 ^ ^
p ^ 0 et de â)(îî) sur ^W Wo ^ •

Dans ce paragraphe on va retrouver des résultats de régularité

analogues, par les méthodes indiquées au début de ce chapitre, sans toutefois

les recouvrir totalement, puis compléter dans le cas où k > 1 .

Tout d'abord, on remarque que 1 opérateur L peut s'écrire sous la

forme :
L(x» D ) <u(x ) } x ^(xl^Atxi D^) <u(x) )

où <é = <J& (xi D ) est un opérateur de la forme :
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^u(x) ««Ê(xj0 ) (u(x)) s P^xiD )(tf(x) u(x)} <• P^xiD ) (u(x)} <• a(x)u(x)
h x x x

où P (xj 0 ) est un opérateur aux dérivées partielles, homogène d'ordre h pour

1 - < h < 2 avec en particulier :

P^x, D ) s î a (x) D^8 ,x laHeM ûe

et où a(x) est une fonction de classe C" (ft). Cet opérateureê appartient à la

classe des opérateurs étudiés dans le chapitre 5 - 3° .

Conservant les notations de ce paragraphe, on vérifie que pour x appartenant à V,

p(x) est constant et égal à k-2. D'après [ji] , la condition de coercivité Im-

posée sur L impliquent deux conditions algébriques sur l'opérateur P (x; D )

qui permettent de démontrer facilement que pour tout x appartenant à F et toutÇ

vecteur cotangent non nul en x à T . l'opérateur défini sur ÎR^ par :

P^x jÇ* gradvftx) D î {tu (t)} * P^x iÇ* grad^(x) D^) {u( t î }

est un isomorphisme de W.^ OR ) sur H^'OR^) pour tout entier p^.0.

En d'autres termes, pour tout x appartenant à F. la condition C(x) est vérifiée :

On peut alors établir le théorème suivant :

Théorème 2-1 : Soient un entier p^.0 et L s, L(x» D^) l'opérateur défini en

(2-1) • Oh suppose que cet opérateur vérifie la condition de coercivité (2-2).

Alors pour tout entier m»^ 1, l'opérateur L est un isomorphisme algébrique

et tôpologique de E Wsur ^C^*

Démonstration : les résultats du chapitre 5 - 3° et compte tenu de ce qui

précède permettent d'affirmer que si u appartient à W^ (ft) et 06" appartient

à H^ft) , alors u appartient à W^ W et il existe une constante Cp> 0

(indépendante de u) telle que :

ll-V""1 '•""'"H-». ' ""V"»''
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Par cartes locales, on se ramène au demi espace IR" puis, utilisant

la méthode des quotients différentiels, on démontre, grâce è cette estimation

a priori, que si u appartient à W ((2) et Lu appartient à F (n) . alors u1 pm
appartient à E (tîî • Le théorème 3-2 du chapitre 5 permet alors de conclure

que l'opérateur L est un opérateur à Indice de E (îî) dans F (ft).pm pm

Le condition de coercivité (2-2) prouve que L est Injectif sur E (0).pm
Enfin, la condition (2-2) et le résultat de régularité pour p • 0 et m - (|)

de [l] et [23] permettent de prouver que L est surjectif de E (fi) sur F (îî)— pm pm
Ce qui termine la démonstration du théorème 2-1•

On va maintenant compléter l'étude de cet opérateur L en le consi-

dérant comme opérant de W .^(n) dans H^(ft) . On va démontrer le théorème suivant :

Théorème 2-2 : soient un entier p^O et L 5 L(xi 0 ) l'opérateur défini en (2-1) .

(M. suppose que cet opérateur vérifie la condition de coercivité (2-2). Alors

l'opérateur L est un isomorphisme algébrique et topologique de W .^(n) sur

H^nH^1"^'1-^).

Oémonstretion : on écrit l'opérateur L sous la forme :

L(xi O^u(x)} & P^xjO Hytx^uïx)} * P1(xlO^){4>(x)K '1u(x)}+ aîx^x^ut x)

où P (x j 0 ) est un opérateur aux dérivées partielles, homogène d'ordre h pour

h « I» 2 avec en particulier

>2^. n i . \ » f w t n0148

p (x- ̂  •M.Ll.̂  (x) Dl

et où a ( x ) est une fonction de classe C ( f t ) «
Comme précédemment, on vérifie que la condition (2-2) implique que

pour tout x appartenant à r et toutÇvecteur cotangent non nul en x à F,
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l'opérateur défini sur JR^ par :

P^xi Ç * grad4»(xï D ) (t^ u(t)) * P1 (xiÇ * grad<p(x) 0 ) (t'^'^Ct))

est un isomorphisme de W2^^) sur HPOR^)OHm^n(k~1 'p ÛR^) pour tout entier

p>0. On en déduit que l'opérateur L opérant de W2*? (îî) dans H^'C^inH'^10 p
~~ K 0

est un opérateur à Indice dont l'indice est indépendant de l'entier p^O. La

condition de coercivité (2-2) prouve que L est injecti-F sur W.^F W et le
K

théorème 2-1 prouve que L est surjectif de W2^ W sur HP(Î2) H H^1"^'1'P3.

Ce qui achève la démonstration du théorème 2-2.
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