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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

SUR LES DEVELOPPEMENTS EN SERIE
SUIVANT LES INVERSES DE POLYNOMES DONNES;

Par M. P. ArrerL.

I. Dans leurs recherches sur les polynomes électrosphériques,
MM. Guillet et Aubert (') ont rencontré des séries procédant
suivant les inverses de polynomes donnés. Je me suis proposé
d’étudier, d'une fagon générale, ce genre de développements dans
diverses Notes aux Comptes rendus (?) et dans un article du
Bulletin des Sciences mathématiques (*). Je voudrais réunir ici
les principaux résultats obtenus antérieurement et en.ajouter de
nouveaux.

11. Considérons une suite donnée de polynomes
P,(.Z‘), P,(Z‘), oy Pu(z)

d’un degré marqué par l'indice, dans lesquels le coefficient. de la.
plus haute puissance de z est égal a L'unité. Les racines du poly-
nome P,(z) sont supposées, quel que soit n, a I'intérieur d'un
cercle fixe de centre O ¢t de rayon déterminé R ; autrement dit, ces
racines, réelles ou complexes, ont leurs. modules inférieurs a R.
On a, dés lors, pour |z |> R,

I 1
= -—‘(H—P——“‘ + Ly >,
x x?

(') Comptes rendus, t. 155, 1912, p. 139, 204, 708, 820.

(*) Comptes rendus, t. 157, 1913, p. 5, 1042.

(*) Bulletin des Sciences mathématiques, 2* série, t. XXXVII, nov. 1913.
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série convergente. Soit, d’autre part,

Ci C24 Cv
f(.'l'): ;+z—‘2—ﬁ...+;&+...

une fonction développée en série suivant les puissances positives
L BN P
de - a lextérieur du cercle R.

On pourra, par la méthode des coefficients indéterminés,
calculer les coefficients a, du développement

a, a, an
(1) f(x)=P1($)+‘——_)2(-@)+'..+-—_Pn(.z‘)+”'

. . 1
en ordonnant les deux membres suivant les puissances de s

Ce développement n’est possible (que d’une maniére.

IIl. Convergence. — Soit M un point d’affixe 2 =2z'+iz"
(fig. 1) en dehors du cercle G de rayon R; appelons » le module

~

x

OM > R. Les racines a, du polynome P, (x) sont représentées par
des points A, dans le cercle C. Le module de  — a, est A,M : il
est évidemment plus grand que AM, A désignant le point on OM
rencontre la circonférence du cercle C; or AM = r — R; donc

|Pu() | =|x—ay| |@—a|...|2—a,|>(r—R)~
Cela posé, considérons la série auxiliaire

A3+ @32+ . .+ Q@B+,



—3
qui est convergente pour

|21 <o,
¢ étant un certain nombre positif déterminé. Comme on a

1
(r—R)»’

I
I P | <

la série (1) est convergente pour

1
r—R

<p, r>R+—;:

elle est donc convergente & 'extérieur d’un cercle ' concentrique

a G ayant pour rayon R+ -;-

IV. Cas particulier. — Supposons que les polynomes P, aient
toutes leurs racines réelles, comme, par exemple, les polynomes

1 d"(x2-—l)"'
(n+1)(R+2)...2n dxn

P,(z)=

qui différent par un facteur constant des polynomes X, de
Legendre. Supposons (fig. 2) les racines comprises entre deux
g ppP g 2) p

Fig. 2.
'1,:; M
M’ AI . 3 B/ Mz
‘ ’
G\ A0 AP B s
A;/ BII

nombres réels a et 3, 2 << B, représentés par les points A et B de
Vaxe réel Oz'. Soit M un point ayant pour affixe z'+iz". Sup-
posons d’abord a£z'SB. Comme la racine a, de P, (z) est repré-
sentée par un point A, entre A et B, le module A\M de
& —a, est évidemment plus grand que la perpendiculaire PM
a0x":

|z —a, ) >|2"|, | Pu(2)| >12"™ ]
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a T
—_ ’ . c’est-a-dire

La série (1) est alors convergente avec la série | —=

quand
[2"| >

O -

Supposons ensuite z' extérieur a l'intervalle «f, par exemple
z' < a, point M,. Alors

|z —a|>AM;,  |Pn(2)|>AMY;

, . . . 1 . .
la série est convergente si AM, > = Enfin si z'> 3, point M, la
. . I . , . .
série est convergente si BM, > -. En résumé, construisons le con-

¢
tour suivant. D’abord deux segments de droites A'B’ ct A”B”
. . 1 .. .
formés par les points z"== -, aS2'S B; puis deux derri-cercles
)

C, et C,, de diamétres de base verticaux, décrits de A et B vespec-
. I P
tivement commec centres avec -p-c0mme rayons. La série (1) sera

convergente aux points extérieurs i ce contour. Il peul arriver
que p = x, par exemple si :
A= —1
2T v2...n’
alors le contour se réduit 3 AB lui-méme. ,

II est évident qu’un contour analoglie peut étre tracé si toutes
les racines de P,(z) sont, quel que soit n, sur un segment de
droite déterminé AB, par exemple si elles sont toutes purement
imaginaires et limitées en module.

. — Pourl’application du théoréme
z—y

V. Développement de

de Cauchy, il est utile de connaitre le développement de ’

7=
avec _
lz]> x|
Posons alors

1 Q 0 Q1 Q n— +

.z'—-_y="P,(x)+l’,(x)+“'+l-’,,(x) ey

les P, étant donnés, et calculons les coefficients Q, par la méthode
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générale du n° II en écrivant

2
zT—y x?

8=

on trouve Q,=1 et I'on voit que Q, est un polynome de degré v
en ), que nous désignerons par Qy(y), dont le terme de degré le
plus élevé est ¥¥. On a ainsi le développement

I _ 1 Ql(}’) Qn—i(,")
2=y~ Pi@ TPz T T Paa) T

(2)

ou figurent de nouveaux polynomes Q,(y) associés a P,(x). Jai
montré, dans le Bulletin des Sciences mathématiques pour 1913,
comment on peut calculer les polynomes Q par la méthode des
fonctions symétriques. Comme je I'ai indiqué ensuite dans les
Comptes rendus (décembre 1913), les résultats obtenus pour le
calcul des Q,(y) peuvent étre résumés dans le théoréme suivant.

L’intégrale
v ! Qv(z) dz

LY TN ¢ Pn+1(2)

prise le long de la circonférence C dans le sens positif, est
égale a zérosivZneta l'unité siv=-n.

Supposons v donné. Quand n > v, 'intégrale est nulle, quels que
soient les coefficients du polynome Q,, d’aprés les éléments de
I'algébre. Mais en écrivant qu’elle est nulle pour

n=o, 1, 2, ..., Vv—I,

on a v équations linéaires pour déterminer les coefficients 6,,
ba, ..., by du polynome

Qu(z) = avV+ byav-1+...+ b,.
Par le fait que le coefficient de 2¥ est 1; l'intégrale I} est égale
ar. "
Le cas le plus simple est le cas ou P,(z)= (x — a)" (« cons-

tante); alors
N(y)=(y— a)y.

Les polynomes P, () et Q,(z) sont ideniiques.
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On peut donner une démonstration intuitive du théoréme
ci-dessus par le procédé suivant. Supposons

lz|>]r]|
QV(T),

et multiplions les deux membres du développement (2) par <——

puis intégrons par rapport a z sur la circonférence C, dans le sens
positif. Nous aurons

L LQ@)dr o Qu(y) [ Quz)da
o [ G g

—Y . 2mL Je Pn+l(w)
n=0_

Le premier membre est Qy(y); on a donc

n—=ow

Qu(y)= 2 1M Qu(y)-
n=0

Quand n > v l'intégrale I}, est nulle, car sous le signefle degré

du dénominateur surpasse, au moins de- deux unités, celui du
numérateur: On a donc

Q) =TiQ(») +H Qu(y) +... + K QU(y).

Cette identité entre deux polynomes exige

I‘é:l‘;:...=l¥_‘=0, Ile.
Le théoréme est donc démontré.
Ce théoréme permet de déterminer les polynomes Q quand les
P sont donnés. Il permet ensuite de calculer les coefficients a,, du
développement (1).

VI. Pour terminer, nous ferons la remarque suivante : Suppo-
sons que, comme les polynomes de Legendre, les polynomes P,(x)
soient alternativement pairs et impairs,

Po(2) =1,

Py(z) ==,

Py(z) = 2*—aq,
P3(2) = x (22— b),
Py (z)= ot — cxr— f,
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en écrivant

QB 2 QO
x—y_P,"'_.l*.,*'Pg—'“P—f'—”‘

et identifiant les deux membres ordonnés suivant les puissances
1 . .
de 5’ On trouve, par un calcul facile,
Qo=1, Q=y, Q=2 Q=y(y*—a), Qu=y*(y2—0b).
Donc, on a pour les premiers termes

vt yPo(y) | yPi() | ¥P:(¥)
z—y  Pi(m) | Pi(x) | Py@) T Pua)

ou la loi ne continue pas aussi simple, mais ou tous les poly-
nomes Q,(y) contiennent y en facteur.

Plus généralement, si P,(2) =ax —a, les autres P,(x) étant
quelconques, en écrivant

1 . Qo(¥) Qi(y) Qu(y)
T T S TR T T Py T

on voit, en faisant ) = a, que tous les polynomes Q,, ..., Qn
doivent s’annuler; ils contiennent tous y — a en facteur.

VII. En dérivant par rapporta y, on obtient les développements

1
demvﬁ':2, 3, e

VIlI. Exemple. — Si chaque polynome P, a les mémes
racines que le précédent avec une racine nouvelle, les Q. () sont
identiques aux P,(z). En effet, dans ce cas, on donne une suite de

nombres .
, Ag, Gay oouyOpy ooy |2- | <R,
et on prend

Po(z)=(x —21)(x —as)...(x— )
On vérifie que 'on a augsi
Qu(z) = (x—u,)(ab—ué)...(a;fan);

en effet, I'intégrale I}, estalors évidemment nulle si n <v, car,sous

le signe f , le numérateur est divisible par le dénominateur.
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On a, dés lors, le développement

L | Pi(¥) |, Paly)
:v—y_P,(z')+l~‘,(m)+P3(:v) e

ce qu’on peut vérifier, comme il suit. En appelant R, la différence

entre

et la somme des n premiers termes du développe-

ment, on trouve, de proche en proche,

Rt =a)(y=—m).. (r—t)
"Tr—y(@—a)(T—as)...(7—1,)

En supposant | 2| >|y| de telle fagon que

Y — %

X -— Ay

<La<<i

(@ positif), pour toutes les valeurs de n, on voit que limR,=o.

Quoique eette hypothése sorte de ce que nous avons admis, on
pourrait supposer

Ay =—17, Qg = — 2, ceey Ap=—Dn.
Alors on aurait

R, — 1 (y+1)(y+2)...(y+n).
"Tr—y (+1)(z+2).. . (z+n)

et en posant, par exemple,
z=x'+i2", y=y+iy,
z'>y',
on trouverait lim R, = 0. Sous ces conditions, on aurait encore

1 1,_‘_ ¥y +1 (y+1)(y +2)
z—y z4+1  (z4+1)(x+2) (z+1)(x+2)@+3) 7

série intéressante de factorielles. Mais ce résultat apparait alors
commé un cas tres particulier des formules que Gauss a données
(OEuyres, t. 111) pour exprimer les fonctions hypergéométriques
F(a, B, v, 1) par des fonctions T ou II.



