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SUR LES TRANSFORMATIONS QUI CONSERVENT LA GOMPOSITION;

Par M. Joserpu Perks.

I. — INTRODUCTION.

1. Jai déja indiqué quelques-uns des résultats que je me pro-
pose de développer ici dans trois Notes des Comptes rendus (*).
Je désigne ici ces Notes par les abréviations [A ], [B], [C].

Soit une fonction du premier ordre, F(z, y), que l'on peut
toujours supposer mise sous forme canonique

oF oF
Foa=n ()= (5),.=0

on sait que toutes les fonctions permutables avec elle sont données
par la formule

0 A(y—x)+f'_ NE)D(E; =, y) dE,
0

ou A(y — x) est arbitraire. L’ensemble des fonctions permutables
avec F résulte donc de l'ensemble des fonctions d’une variable
¥ — « par la transformation (1) que nous noterons Q().

Fai déja indiqué [C] que ® n’est pas entiérement déterminé
par la donnée de I, mais contient une fonction arbitraire de deux
variables. Il est alors possible de lui imposer la condition suivante,
trés importante pour I’étude ultérieure des fonctions permutables :

La transformation (1) conserve la composition, en d’autres

(') Comptes rendus de U'Academie des Sciences, t. 166, p. 723, 806 et g39.
Pour les quelques notations et propriétés de la théorie des fonctions permutables,
que jutiliserai ici, je renvoie aussi & ma Thése (Journal de Mathéma-
tiques,.1916).
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termes, rérifie Uéquation fonctionnelle
* . x oxx
(2) Q(N) Q(m) = Q(Apn).

Pour achever de déterminer ®, on peut ajouter & la condition (2)
la suivante :

(3) F(a, y)=2®().

On verra dans la Note [G] comment les conditions (2) et (3)
permettent de déterminer ®. Le développement des résultats de
cette Note et diverses applications de ces résultats doivent étre
publiés dans les .Innales de I’ Ecole Normale ().

Dans ce qui suit, on trouvera d’autres applications des transfor-
mations & qui conservent la composition. Mais, auparavant, je
reviendrai sur la recherche de ces transformations dans le cas,
particulicrement simple, ot la fonction I' dépend de la seule
variable )" -z, c’est-d-dire est permutable avec 'unité: la méthode
de la Note [(] se simplitie alors notablement, comme on le verra;
J€ traiterai aussi ce cas par d'autres méthudes, toutes différentes.

Revenant ensuite au cas général, je montrerai comment I'emploi
des transformations @ conduit immédiatement & deux rvésultats
récents de M. Volterra sur l'allure asymptotique du noyau résol-
vanl d’une équation intégrale & limites variables. On en déduit
une relation fort simple entre les solutions des équations de
Volterra de premiére el deuxiéme espéce.

Enfin, dans la derni¢re partie de ce travail, jappliquerai les
transformations Q & I'étude des tamilles de fonctions déduites des

fonctions
t'l /Il
1, /, )_‘-, veey _n_!, .
et
1, cost, sing, ..., cosnl, sinnt,

par une transformation de Volterra.

II. — Lis TRANSFORMATIONS Q DANS LE CAs oU | EST PERMUTABLE
AVEC L UNITE.

2. On sait (|G|, |M]) que la condition (2) entraine pour @

(') Quand jaurai. par la suite, & renvover d ce travail, je le désignera par [ M|,
LV 2
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I’équation fonctionnelle

1) P(z+n;2,7)=P(z;n+2,y)+P(n; 2, y — 1)
y—1

[T e w0 G )
Jr+7

Dans le cas ou F est permutable avec I'unité, toutes les fonctions
permutables avec elle sont les fonctions d’une seule variable
¥ — . On peut alors, dans la formule (1), prendre pour ® une
fonction quelconque des deux variables §, y — z. L’équation (4)
donne, dans ces conditions,

(4) P+ y—z)=P(t;y—r—1)+P(n; y—T1—2)
y—‘:
+j' ®(1; {—a)b(z; y — )l
r<+1
ou, en posant

Pt y—x)=¥(1; y—xr—r1),
V(r+ny—ar—t—n)=V¥y—r—t—n)+¥(qy—z—1t—1)

y-T
+f Wi l—ax—n)W(t; y—{—r1)dl
X+

ou, en remplacant yy — t par y, £ + 1 par z,
(3) V(zt+niy—z)=¥(;y—2)+¥(q; y—=)
;
+f W(n; {—x)W(s;y — ) dL,

M. Volterra a déja considéré, dans la résolution du probléme de
la spheére élastique avec hérédité ('), une équation qui contient
celle-ci comme cas particulier. Il a formé sa solution générale,
(ui est ici: .

~ N ok

Wim: y—) == — on — 2
Visiy—a)=2 —3&"(r—a)(),
1

&(y — z) étant une fonction arbitraire.
L’équation (4') étant ainsi résolue, il est aisé de déterminer g
de facon que
F(y -x)=(1).

(') Lecons sur les fonctions de lignes, p. 127, th, 1L
(%) Cette formule résulte aussi, comme cas particulier, de celle que j'ai indi-
quée ([C], [M]), pour résoudre I'équation plus générale (4).
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En effet,

< Eo * o x *
sz(|)=n+z,ll ;—}g"(t—r)dr=|+2nx"+‘g"(t} ).
1 1

Mais si F” est la dérivée seconde de F par rapport & ¢, on a (?)

L ket x *
F=1+1?F =|+2 el gn(t),
n
—a,

x * x x
Fr=gt+igt+1283+...,

* » *
g=F—1F24nfs— . .

3. On peut employer, dans le méme cas particulier, bien
d’autres méthodes. En voici une, qui nous conduira & une autre
forme du noyau ®(§; y — x) (3).

Remarquons d’abord que si la transformation Q vérifie les deux
conditions (2) et (3), ona

Fi(z, y) = Q(1?),

‘ F(z, y)= (1),
(6) i )

Inversement, si @ vérifie les conditions (6), elle satisfait aussi a
la formule (2) quand A et u sont des polynomes en ¢ (*), donc
aussi, puisque 'on peut approcher de toute fonction continue par
des polynomes, dans le cas général. Le probléme précédent est
donc équivalent & celui de la résolution des équations (6).

4. Dans le cas des fonctions permutables avec 'unité, ces

) Nous posons t =y — x.

) F étant sous forme canonique.
) Cf [A], [B].
)

» * »
*) C'est-a-dire de forme a,I + a, I*+...+ a,I*.

1
2
H

{
(
(
(
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équalions s’écrivent

{

F(¢)y= -4—/‘ ®(x,t) dr.

o
. ¢
F2(¢)= ¢ —l—f Tb(x, t)dr,
)

et voici comment on peut déterminer ®(x, t) directement.
Puisque F est mis sous forme canonique, on peut écrirve

t
(8) V(t) =1+ f ®(x, 1) de
Jo
avec

®(t, t) =1 F"(1—1);

mais on peut, sans que la formule (8) cesse d’avoir lieu, ajouter

a @ la fonction

0
— gyt —=)]

avec ¢ (o) =o0. Choisissons ¢ de facon & vérifier la deuxi¢me

des équations (7)
1

(9) l:2=;2+[74)(1,l)dt
‘0
(ui s'éerit
. a . Lo, "ty
(l+12F”)2=|2+/ T.lF”(t—'.)d'.-—-/ ‘.(—’:‘t‘-‘((l—‘t)d‘:,
0 70 *

d’ou, aprés intégration par parties du dernier Lerme,

x x x x * o+
BF 14 F2 = 2¢
ou
* x
¢ =1F +12F"2,

On peut maintenant, sans modifier (8) et (9), ajouter &
fonction ® précédente I'expression

= [swe—n),

2!



Y

4, admettant (¢ — <) en facteur, et choisir 4, de maniére a vérifier
I’équation

x * ‘12
(10) |’3=|3+f ;Z—be(-.,t)d::
0 :

un calcul simple donne

*x x x
by =12F"24 1 3F"3.

On arrivera ainsi, par corrections successives de ®(z, £), &
satisfaire a toutes les équations (7). La loi de formation des divers
termes correctifs est évidente et I’'on obtient

(1) d’(t,t):;f"”(l——:)——d—d_ 1 B (t—=)+12 Fn (t—t)]%

2 f«"’?(z——-.)—&—:ﬂ F" (l—':)]s

on T
. (__ |)n__ 5 —_

* * - * : ’
5o | 1 [l" F”Il(t_;a;)__'_lll-kl'?”lléi(t —'t)]\

la série précédente converge et un calcul analogue anx précédents
permet de vérifier qu’elle répond bien i la question ().

J. Les équations (7) conduisent & envisager les familles de

fonctions données par les formules

DAY

' ]
\f.,(/)zn—e— f b (%, ¢ dr,
JREE

(17)

Dans certains cas, lear étude est trés simple. Si, par exemple,

le noyau ®(t, ¢) admet un développement convergent ZA,-,‘:"t‘,

(') Si I'on veat, 4 partir des équations (6, retrouver @ sous la forme du n° 2,

. )‘. .
il suftit d'y exprimer I'* en fonction de g et de transformer convenablement les
premiers membres. Si IF n'est pas permutable avec I'unité, les calculs sont nota-
blement plus compliqués. mais on peut retrouver ainsi les formules du ne 8.
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on constate (') que

(13) f,,(t)=%(|+Zqu+,(n):q+1>
[}

avec
Pgsi(n) ,
(n+1)(n+2)...(n+qg-+1)

I£q+|(n) =

Pq_f.(n) étant un polynome de degré g au plus en n. Il existe
dailleurs une constante R telle que

(14) | Boas(n) | < g2

et inversement, si les f,(¢) ont la forme (13) avec les inéga-
lités (14), on pourra obtenir ®(, ¢) sous forme d’une série con-
vergente de puissances.

6. Nousallons déduire de la méthode du n° 4 une forme carac-
téristique, parfois avantageuse, des f, (¢).

La formule (11) conduit & envisager les noyaux ®(<, t) qui
peuvent se mettre sous la forme

. od . on n« «
(15) w(s 0= | inFae—s)],
n _n.
)

les I, étant des fonctions données auxquelles nous imposerons,
pour assurer la convergence de (13)au voisinage de t=1t=o0, la
condition

!
(15) | Fa()] <M

Les fonctions f,(¢) déduites du noyau (13) par les formules (12)
existent alors au voisinage de ¢t = o et prennent, aprés quelques
intégrations par parties, la forme

P
(16) f,,(t)=ll’+’(t)—1—2 Cp1n+p+i Ty (2).
n
.0

Ces formules peuvent étre remplacées par les formules équiva-

(') Cf. ma Note Sur certaines familles de fonctions (Rend. R. Acc.
Lincei, 1918).
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lentes

* X x
N fo=l+l Fb(t>,
P
* - * *
2 (—0DICT ffy(t) = 120+ 1), (2).
q

]

(17)

Le noyau (15) peut d’ailleurs s’écrire

n

(18) "’“’”=Z,,<—0"2,,"“—0”"‘%‘”#"“—”
0

0

- q
=N (100t — )
~q q:
avec
(19) Yo () = X Clug 17 Fpan(t) (— 1)1+,
o r

et des inégalités (15) on déduit

G e Mg+ IM X 1%
L] <X et S 1= LS (e (L)
0 0

mais tous les termes de la somme précédente figurent dans le

VR

de sorte que 'on peut toujours, en supposant ¢ assez voisin de zéro,

carré de

trouver des constantes M’ et R’ telles que

. Mg!
s | 4g(0)] < -

Le noyau (13) est donc considéré comme fonction des deux
variables < et ¢ —, analytique en t; ses coefficients vérifiant les
inégalités (18'). Il est tout naturel de se demander si, inversement,
tout noyau analytique en < peut prendre la forme (15).

Nous emploierons une méthode indirecte. Soit un noyau

(18) lb(tJ):Eq(—-l)’l-;—,!qzq(t—t)
]
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avec

Mgqg!
(18") 14y ()| < _R_’Z—’

les f5(t) correspondants sont

(20) Fr(8) =110+ 3 (=08 Chopiorret (o)
0

et il suffit de constater qu’ils se metient sous la forme (16) ou (17).
En effet, formons le premier membre de (17), il vient

P ©
* * * *
2 (_I)q(};/, |q(|pq+1+ z (— l)rC;—'l+r”’—q+r+1"'{")a
q r
[ 0

et le terme en 4, est
. )
* * I Al oy
(—1)rips r+n4,,.2 (—1)1C4Chpre s
. . 0 q
c'est-a-dive zéro si r < p, et
* *
(—D)rip+rre1 g, CP

si 2 p. On obtient donc finalement
hed * *
2 (—1)P+s C';)+: [2p+1+s q_,p+s(t)
s
0

qui est bien de forme
‘;2p+l I?l'(t)
avec

(21) Fp= Y (= 0P Gt b 0).
0

Comme les équations (21) sont exactement symétriques des équa-
tions (19), on en déduira, par un calcul déja fait, existence de
M et R tel que

(15") |Fa()| <M

n!

R~ *

Résumant les résultats précédents, nous pouvons dire : toute
Jamille de fonctions (12) déduite d’un noyau analytique en =

(5, 0) =3 (= 1)1 (e =)



_

avec
Mqg!
H’q(t)!<T‘%

peut se mettre sous la forme (20) ou encore sous la forme (16)
[et (17)] avec les inégalités correspondantes (15') et inverse-
ment. Le noyau ® est donc susceptible de prendre la forme (15).
Les ¥, sont liés aux b, par les formules (19) résolues, d’une
Sacon unique, par les formules (21) ().

Le cas particulier du n° 3, ot ®(r, t) est analytique par rapport
aux deux variables qui y figurent, est contenu en particulier dans
le précédent. Comme je l'ai indiqué (2), il suffit alors que les
f,.(t) soient toutes holomorphes, de forme

o[ mo],

n! n—+1i

les «,(t) é1ant bornés dans leur ensemble, et que I'on ait (16) ou
(17).pour pouvoir affirmer les inégalités (15'), donc I'existence de

P(z, 1) =2 Apstrts,

et inversement.

7. Nous avons ainsi obtenu plusieurs expressions caractéris-
tiques (13), (20), (10), des fonctions d’une famille (12). Jai
signalé d’abord I’expression (16) parce qu’elle n’est pas, comme
les deux autres, une conséquence immédiate de la définition de la
famille (12), parce qu’elle conduit & une nouvelle forme (15)
du noyau, et enfin parce qu’elle permet, dans certains cas, d’af-
firmer presque sans calcul I'existence du noyau et d'en donner
I'expression.

Soit par exemple les fonctions (¢f Note [A], n°T):

(1) folty=3(n),  fiy=2dt), ..., fa®=9dn), ...,

v étant dérivable et telle que »(0) =1, ¢ étant mise sous forme

(') On aurait pu aussi résoundre dircctement les formules (19). Mais il faudrait
faire un raisonnement spécial pour prouver P'unicité de la solution, qui est ici
une conséquence de la marche suivie.

(%) Note [B].
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canonique. l.’expression (17) peut s’écrire

P

¥ x* * X * * X * * * * * &«
2 (— [)qCZ lq?q,p--q= ?(q, — )P = ?IQ[PqJ”I): lep+lq/'p+ [2p+1 9/.{)"”’

=g

la famille (22) est donc de la forme (12) et Pon a
v * x
Fp=4{"»+¢'{',

ce qui permet d’écrire immédiatement le noyau ®(x, t). Pour

© =4, .on retrouve le résultat du n° 4.

IlI. — ExPRESSION ASYMPTOTIQUE D'UN NOYAU RESOLVANT.
8. La transformation Q du paragraphe 1, jouissant des propriétés

(2) et (3), est telle, nous 'avons déja vu, que

* * — r)n- y== rp-y
Fr(z, yr=Q@n") = %-l +.[ Z—,-f—-——_l)-!d)(i; z, y)dE.

Je rappelle ([C], [M]) que dans le cas général on a

Pt 2, y)=W(t; 2z, y—1)

ket T Np Tia * * *
lIJ'(':;x,_y)::EI f d'r“,f dv-y f dqy Gy, Gy, - .. G (2, )
1 » Yo 0 0

avec
Go(z, y) =g(z+n y+m)
et
=—H—HIH-HIAIA—.. .,

H étant la dérivée seconde de F par rapport & x et b y.

9. Considérons alors une équation de Volterra de deuxi¢me
espéce par rapport & 'inconnue ¢ (z, y)

* ¥
o(z, y) = AFo(a, y) = (a, y);
on sait que I'on en tire
avec, pour le noyau résolvant K, I'expression

(23) K(.z',y;)\)=F+)\f‘:?+)\’ﬁ3+....
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c’est-d-dire
(28) K(z,y; M) = Q(1+x;2+ 12;'+...)
= Q(r-2) = e"y""*f ket @, )
0

La formule (24) met en évidence, d’une fagon nouvelle, deux
résultats de M. Volterra sur I'allure asymptotique de K ().
I. Ona
K(z, y; ) =e)~(r-1>+——U(x’;\{;—)\) (pour y > z),

U restant borné quand \ tend vers — .

En effet, la fonction ® est nulle pour § = o et I'on peut évidem-
ment déterminer une constante M telle que

[®(E; 2, y) | <ME.
On a alors

—_

<sz,f MEE dt
0

= M:1+ [My —2)—1] eMy—2) ;,

s
[U(z, 5 V)| = |22 N B(E; , y)dk
y r, y

0

qui reste bien borné pour A = — co.
. . C e, ob .
En admettant maintenant I'existence et la continuité de r (il

suffit de faire la méme hypothése sur.l'une des dérivées troisieémes
de F'), démontrons que :

1. On a

dim Uz, yi N)=¢(0o; ,¥)  (poury >ux).

h=—

Remarquons incidemment que

*

q)é(‘); z,y)=g@ y)=—Fp— i:v: [:L"_..F”:[:”’;[;'_,,__. (%)
=—F+FL (3,

(') Atti R. Acc. Lincei, S. V., vol. XI, p. 79, th. I; p. 81, th. Il. M. Volterra
étudie la fonction AF — W F2 4+ N F —.. ..

(?) F” représente ici F7 .

(3) C'est la forme_qu’utilise M. Volterra.
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avec

*l ’12 .13
L= Fy— FJ- -+ F). —

Pour démontrer I, observons que

y—x
U(z‘,y:k):)ﬁf eMd(E; 2, y)dE
0

y—x
=[hed(; 2, J’>].’{"“—[ NeMdy(E; 7, y) dt
0

=AeNr-D & (y —a; x, y)+ P (0; 7, y)[1— err-2)]

- xf]_we)i[cpg(g ) — ®g(0)] d,
0

el tout revient & prouver que le troisiéme terme du second membre
tend vers zéro pour h =— ac. Or, I'intégrale qui le constitue peut
scdiviser en deux : la premiére, prise entre les limites o et ¢, est,
a cause de la continuité de ®¢, arbitrairement petite avec ¢; la

y—r )
seconde [ est, ¢ étant fixé, inférieure s M[ —e*]7 ™", c'est-a-

dire arbitrairement petite pour A = — . L'intégrale tend méme
vers zéro uniformément par rapport i z et y-. La formule Il en
résulte et 'on peut écrire

(%) ] U(z, y; )\)—d»'i(o; x, y)l < N ey [A(y — @) +1] + 7,
N étant une constante et 0 tendant uniformément vers zéro pour

A= — 0.

10. Voici une conséquence nouvelle des remarques précédentes.
Soit I'équation de deuxiéme espéce

(25) g—)\’fz‘;:)‘q; (y > ).

Si nous faisons tendre A vers 'infini, nous obtenons I'équation de
premiére espéce

(26) F oz, ) =—bla,y).

Soit o(x, )5 %) la solution de (25); nous allons voir qu'il est
possible de faire tendre n vers Uinfini de telle fagon que
(X0 )5 M) alt wne limite solution de (26). Il suffit pour cela de



démontrer que l'on a
(@, ¥; M) = ¢o(@, y) +91(2, y; N)
avec
xlim o(@, ¥; A)=o,

y
Jim f 191(& ¥; 2| ds =o.
A=wo Jy

Or, faisons tendre A vers — oo par valeurs réelles. On a

9@, %) =+ Mk
R y Y
=apene [ty e [ UG £ 80k )

ou, en admettant que 4 (x, ) = o et que ¥/ existe et soit continu,
y x x
@y =—2 [ MY ) dE+ g2, )

Yy
+ UG )= s, DT 2) s
nous l)l)Sel'()llS (l()llC

'*?0(1'7.}/): "‘PVL('Iv.y)—i_gdf
et

o (x, ¥y h)=—A /‘."3)‘(2"1)['!415(5, ¥) =Yl .}’)]dE
— M=t g, )+ [ LU 60 — (5, 8)] UG )

La fonction 2, est donce la somme de trois termes; en transformant
le premier comme, & la fin du n® 9, le dernier terme de U; en
appliquant, pour transformer le trvoisiéme, l'inégalité («), on
démontrera sans peine que

Jor(z, y; k)| < N =24 ¢/

(N constant, 7/ tendant uniformément vers zéro pour A = — ).
1l en résulte bien que

im gy =0,
L]

h=—

lim f loy (5, 75 \) | dE = o.

11. On obtient ainsi la solution de Péquation de premicre
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espéce sous la forme

Yel@, y) -+ £ 4(2, 3) (1),

Il m’a paru intéressant de prouver qu’on pouvait la retrouver
comme limite, pour A=—o, de la solution de I’équation de
deuxiéme espéce.

Nous avons supposé que le noyau F(z, y) était mis sous forme
canonique ; il suffira naturellement. qu’il soit du premier ordre

F(z, z) # o;

on pourrait généraliser le résultat obtenu pour des noyaux d’ordre
supérieur au premier.

IV. — SuR CERTAINES FAMILLES DE FONCTIONS.

12. Nous avons déjh introduit (11, n° 8) les familles de fonctions
donuées par les formules

(12) n !

et nous avons mis sous diverses formes caractéristiques les fonc-
tions d'une telle famille. Mais c’était toujours en faisant sur le
noyau K diverses hypothéses trés restrictives (analyticité par
rapport & ¢ et T ou seulement par rapport a 7). Pour établir le
résultat général que nous avons maintenant en vue, nous suppo-
serons seulement que

() K(o,t)=o0

(') Remarquons incidemment que ceci nous fournit une interprétation simple
de la fonction g qui sert a construire le noyau & (3, z, ). On a

fT—lzi'-‘—g(z,y).
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et que
J
(0) 5o R(= t )]
existe et est continue.
13. D’aprés ce qui préceéde, on peut obtenir une famille (12)

en prenant les valeurs, pour £ = o, d'une fonction F{x, y) (') et
de ses diverses puissances de composition : les fonctions

folty= F (o, 2),
filt)y=F(o,0),

.................

forment une famille (12). Nons montrerons qu’on obtient ainsi
toutes les familles (12).

Tutorkme. — Sous les conditions (a) et (b) les fonctions (12)
sont les valeurs, pour x = o, y =t, d’une fonction F et de ses
diverses puissances de composition.

D’apres le début du n° 8, on a

* — )" Y=Ttn
Prota, )= L= T e,
L% *

n!
il suffit donc de choisir Parbitraire g (z, y) dont dépend ® de
facon que
K(z,t) = ®(z; o, ¢)
ou
K(z, t -=)=W(=; o0, ?),

mais (G, M), ¥ est solution de I'équation
.

W(n; 2, y) = [g(-r+'r.’,y+*n’)dn'
0

i Y
[ [ @ O g Gy,
0 A

(') F(x, y) sous forme canonique.
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il vient donc, pour déterminer g, I'équation

T
(1) Ky e+0= [ glaitra)dy

)
T {
+[ d'nf dLK(n, L+7)g(q+E t+m)
LS o 0

Il en résulte bien les conditions (a) et (b). L’équation (27) est

alors équivalente i

d
P [K(z, t+3)] = L(%, t+=<)

il

4
(=t + ’~>+f ALKz, L+ ) g(x+ %, ¢ +t)d=
Jo

ou, en posant T=x, L 7 =),

Y
(28) L(x,y>=g<x,y>+f~k<x. 5) () dbe

C’est une équation de Volterra qui détermine g sans difficultés.

Etant donnée la marche suivie, il faut encore vérifier que,

W, (t; x,y) étant la fonction 4 construite & partir de g, on a
Wi(z;0, ) =K(t. t+=);

or, on a

T T t
Vo= [ glaitrnydy+ [ dn [ @ Wiaio, 0 gL )
Jo Jo Jo
et K(z, ¢+ =) véritie 'équation tout & faitidentique (27); comme
la solution de (27) en K est unique, on a bien

I(z50,t) =K(z:t+=).

Le résultat est ainsi démontré.
Des deux restrictions faites, 'une (&) est essentielle, autre (@)
b b \ /
peut toujours étre réalisée en retranchant des fonctions f,

“+1

! I
f 7 K(o, ¢)ds = K (o, 0).

Jy (n—=+1)!
14. Les formules du paragraphe 11l nous permettront encore
d'introduire d'autres tamilles de fonctions. obtenues. comme les

fonctions (rao. par une transformation de Volterra.
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Soient le noyau résolvant ue F(z, y)
K(z, y; )= FAF2e Fog ..

et les fonctions
Ce(z, y; n), Sk (x, y; n)

définies par les formules

K(z, y;in) = Cp(x, y; n) +iSg(z, y; n).
On a

Cr(x,y;n)= F (z,y)—n f“’(gv, y)+nt ﬁ‘-‘(m, Y)—o,
Se(#, y;n)=nF¥(z, y) —n3F¥(z, y)+ns Fo(z, y)—...;
ces fonctions qui, pour F =1, se réduisent aux fonctions cosnz

et sinnz, jouissent, dans le corps des fonctions permutables
avec F, de propriétés analogues. De la formule (24) on tire

y—x
s Cr(®, y; n) = Q(cosnt) = cosn(_y—x)+f cosnt®(t; x, y)dr,
(29) .
( Sp(x, y; n) = Q(sinnt) = sinn(_y—z')-&—f sinnt®(t; x, y)dx.
0

Toute fonction du corps étant donnée par
toutes les fois que ) sera développable en série uniformément
convergente de cosnt et sinnt, on pourra développer la fonction
considérée en série de [orme
ayCr(x, y;0)+ a1 Cp(x,y; 1)+...+apCp(x,y;n)+...
+ by Sp(z, y;1)+...+ b, Sp(z, ysn)+....

153. Le résultat du n° 13 s’étendra & toute famille de fonctions
données par les formules

t
Po(2) = l+f K(rx, t)dr,
[)

(30) ‘
Pn(2) =cosnt+ cosnt K(z, t) dr,
°

‘
Yn(t) = sinnt +f sinnt K(x, t) dr,
. ()

le noyau K(, t) étant quelconque.
XLVIlL 3
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Comme nous avons démontré (n°13) que, sous les seules condi-
tions (a), (b), il existe un noyau générateur d’un corps de fonctions
permutables ®(&; z,y), tel que

®(%; 0, 1) =K(E 2),
a toute famille (30) (') on peut associer une ¥ (x, y) telle que

on(t) = Cr(o, t; n),

Yn(t) = Sr(o, £; n).

L’étude du développement d’une fonction arbitraire f(¢) en
série des fonctions ¢, et §, seratrés simple (2). La transformation

S(t)=u(t) + [ u(t)K(s, t)de

fait correspondre & f(t) une fonction u(t). Si elle admet un déve-
loppement uniformément convergent en série trigonométrique,
on en déduira pour f(¢) le développement

uocpo(t)—i—aicp,(t)+a2e92(l)+...+a,, Pn(t) +...
4Dy b () + badba(t)+. o+ b bn(t)+....

16. Pour terminer ces applications de la recherche des trans-
formations Q@ qui conservent la composition, nous indiquerons

comment les fonctions
Ce(z,¥;n), Sel(z,y;n)

s'introduisent dans la résolution d’équations intégro-différen-
tielles.

Dans le cas de 'hérédité linéaire, I'équation du mouvement
d"une corde élastique est (?)

P 2 - ‘ - e
VPus, t) 0P u(s, ) +f v2u(s, =
0

(31) = n 932

) (<. t) de
e 032 Y(x, 1) dx.

Je rappelle comment M. Volterra en forme la solution. En sup-
posant la corde fixée & ses extrémités, on est conduit & chercher

(') Sous les conditions (a) et (b).
(*) Cf. Note [A].
(*) Cf. VoLTERRA, Legons sur les fonctions de lignes, p. 97 et suivantes.
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les solutions de forme
sinmsz f(t),

et 'on trouve, pour déterminer f(t), 'équation intégrale

¢
f(t)—i—-m’/‘f(‘c)H(t, tYdi=at+b
o

avec

H(x, t)=;2(t—-:)+$*.~z(17 t),
d’ou

f(t)=aS,(t; m2)+ bS,(t: m?)
avec

* * * * * * *
Si=12(t)—mr12H(o, t) +m*12H2(0, ¢) — m8 12 H3(o, ¢)+. ..,
.

S, =1 — m?h i‘i(o,t)+m‘} f'l’((), t) —mby ﬁ;‘(o. t) 4. ...

La solution générale de I'équation (31) est

N ’ 22 2.2
(32) u(z,t)‘:E sinnl—“z[ansl<t;nﬂ>+bnsz<t;n'n:)]’
o L

72 72

les constantes a, et b, étant déterminées par les conditions
initiales.

17. Déterminons F par I'équation (')
H(x, t) = F2(%, ¢),
et K et L. par les équations

. 1=+ K)F, 1= (i"+ L),
il viendra
'mS‘(t;m’):(.1°+L)(mf”—/n3l!“+/n5l:“6—...) (*)

* * *
= (1°+ L) S¢(%, t; m),
et de méme

Syt; m?) = (1°4 K) G (x, t; m) (3).

(') Cf. VoLTERRA, Legons sur les fonctions de lignes, p. 170-171.

(?) Ddns cette formule, comme dans la suivante, les compositions sont cal-
culées psur T = o.

(%) Dans cette formule, comme dans (33) et (34), les compositions sont cal-
culées pour 7= o.
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. . \ . o s Tm
En introduisant la transformation @ qui fait passer de 1 a F” (1),
il vient, comme solution générale de (31),

* xoox ‘”1 . . T . A
(33) u(z, t)y= (@1°+L)Q a,,—smﬂzsmi’—rt
nnm l l
0
*x * o . nNT nw
+(1°'+K)Q an,, sm—l‘—zcos—l-t
0

Si les conditions aux limites sont
w(z,0)= g(3), uy(z, 0)=h(z),

£ et h étant données, on déterminera les ¢

2 0, par les conditions

N\ . nw N .n
an sm-—l—;:g(:), ‘,\;an sin Tﬂ::/t(z).

La solution ainsi obtenue, dans le cas héréditaire, s'exprime aisé-
ment au moyen des deux solutions U(z, ¢) V(z, ¢) du cas non
héréditaire, définics par les conditions aux limites

U(s, 0)=o, Uj(z,0)=h(s),

V(z, 0)=g(z), Vi(z, 0)=o.
La formule (33) s"écrit en ellet
(34) w(s, t) = (1°+ L) Q(U) + (1o K) 2(V).

On voit que Pon passe, sans changer les conditions aux

(') La fonction F, introduite ici, est telle que F(x,x) =1, mais elle n’est pas,
en général, sous forme canonique. On sait que, dans ce cas, on peut toujours
trouver une fonction m(z), telle que
m(x)
m(y)

¥z, y)= Fi(z,y),
F, étant sous forme canonique, et l'on passe des diverses puissances de F, &
celles de F par la méme formule

m(z) .,

m(y) '

o —

. . . x : .l

La transformation Q, dont il est question ici et qui fait passer de I" a F",

differe donc de celles que nous avons considérées jusqu'a présent par le
m(x)

facteur m—)
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limites, par des transformations du type de Volterra, du cas non
héréditaire au cas héréditaire. Il résulte aussi de ce qui précede
que I'étude de la convergence de la série (32), qui fournit la solu-
tion dans le cas de I'hérédité, se rameéne i celle des séries U et V
relatives au cas non héréditaire.




