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SUR LES TRANSFORMATIONS QUI CONSERVENT LA COMPOSITION;

PAR M. JOSEPH P È R E S .

I. — INTRODUCTION.

1. J'ai déjà indiqué quelques-uns des résultats que je me pro-
pose de développer ici dans trois Notes des Comptes rendus (1).
Je désigne ici ces Notes par les abréviations [A], [B], fC1.

Soit une fonction du premier ordre, F(;r, y), que l'on peut
toujours supposer mise sous forme canonique

F(.,.)=,, (àF) ̂  =o;
\àx/y=x \ày/y=x

on sait que toutes les fonctions permutables avec elle sont données
par la formule

(i) ^(y-^+r \(0<î>(S;rr,y)^
^o

où \{y — x) est arbitraire. L'ensemble des fonctions permatables
avec F résulte donc de l'ensemble des fonctions d'une variable
y — x par la transformation ( i ) que nous noterons î î (A).

J'ai déjà indiqué [G] que <I> n'est pas entièrement déterminé
par la donnée de F, mais contient une fonction arbitraire de deux
variables. Il est alors possible de lui imposer la condition suivante,
tivs importante pour l'étude ultérieure des fonctions permutables :

La transformation (I) conserve la composition^ en d'autres

( ' ) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 166, p. 728, 806 et 939.
Pour les quelques notations et propriétés delà théorie des fondions permutables,
que j'utiliserai ici, je renvoie aussi à ma Thèse {Journal de Mathéma-
tiques,.^^}.
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termes, rerifie l^''a nul ion lonctioniiclle

( ï ) Û(X)i2(; jL) ==Q(X^).

Pour aciiever de déterminer (t>, on peut ajouter à la condition ( 2 )
la suivante :
( : î ) F0 ,y )==^( i ) .

On \erra dans la Note [C] comment les conditions (2) et (3)
permettent de déterminer <Ï>. Le développement des résultats de
cette Note et diverses applications de ces résultats doivent être
publiés dans les J finales de l'Ecole Normale ( ' ) .

Dans ce oui sui t , on trouvera dautres applications des transtor-
mations iî qu i conservent la composition. Mais, auparavant, je
reviendrai sur la recherche de ces transformations dans le cas,
particulièrement simple, ou la Fonction F dépend de la seule
variable y — x^ c'est-à-dire est permutable avec l'unité : la méthode
de la Note [Cl se simplifie alors notablement, comme on le verra 5
je traiterai aussi ce cas par d'autres métl iodes, toutes différentes.

Revenant ensuite au cas général, je montrerai comment l'emploi
des transformations 0 conduit immédiatement à deux résultats
récents de M. V o l terra sur l 'allure asvmptotique du noyau résol-
vant d'une équation intégrale a l imites variables. On en déduit
une relation fort simple entre les solutions des équations de
Volterra de première et deuxième espèce.

Enfin, dans la dernière partie de ce travail, rappliquerai les
transformations û à l 'étude des familles de fonctions déduites des
(onctions

f2 t '1
? '}. ! T f n î

et
l, ces/, sin/, .... COS/A/ , sin/^,

par une transformation de Volterra.

I I . — Lh:S T R A N S F O R M A T I O N S û DANS LE CAS OU F EST P E R M U T A U L I :

AVEC. L ' U N I T É .

2. On sait < [C[ , |Mj) que la condition ( 2 ) entrai'ne pour ^

( l ) Onaitti j'uur.n. par lu siiilc, ;i renvoyer à <'c travail, je le ticsipnera par | M |.

XLVII. 1
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Inéquation fonctionnelle

(4 ) < î» (T-T- ï i ; a - , r ) = = < t * ( T ; ï]4-a1, y) -h^(r , ; x, y — T)

4- f < t > ( r , ; ^ Ç ) < î > ( T ; Ç,7)â?;.
t/.I•-^-r|

Djns le cas où F est permutable avec l'unité, toutes les fonctions
permutables avec elle sont les fonctions (Tune seule variable
y — x . On peut alors, dans la formule ( i) , prendre pour ^ une
fonction quelconque des deux variables ç, y — x . L/équation (4)
donne, dans ces conditions,

(4') « î>(T-4-Y j ; y.—x) = ̂ {^.\ y —x— y,)+ <Î>(Y); j ^—T—.r )

-+• f ^(ïi; î-.r)<t*('T;y-0^
^.f+Yl

ou, en posant
4>(T;y — X) = ̂ (T;^ — a* —— ï),

y(-c 4 - T i ; y — . r — T — ^ ) = l I J ' (T;y—.y—-T-—^)-^- x r (Yi ; ̂ — . r—T—y j
..V-T

+ / ^( '^^—^-•^^(^^-Ç-T)^
^.r-i-y,

ou, en remplaçanty — T P^y? «^ 4- ^ ptii1 •̂
(5) y(-: __ ^ : y ^ y ) = IF(T: ; J. - ̂ ) + ̂ (^ ; ̂  __ ̂

+ /"W(T,;Ç-^)^(T;^-O^,
^.T-

M. Volterra a déjà considéré, dans la résolution du problème de
la splière élastique avec hérédité ( r), une équation qui contient
celle-ci c^mme cas particulier. I l a formé sa solution générale,
qu i est ici :

W^;^—^-^ ^T^(y-^)(2) ,
i

g{y — x} étant une fonction arbitraire.
L'équation (47) étant ainsi résolue, il est aisé de déterminer g-

de façon que
l^y--r)==i2(i).

( ' ) Leçons sur les fonctions clé lignes^ p. 127, ih. II.
( 2 ) Cette formule résulte aussi, comme cas particulier, de celle que j'ai indi-

quée ^ [ C ] , [ M J ) , pour résoudre l 'équation plus générale ( 4 ) .
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En effet,

^'^'^/^^^^^-^^/'^^(Q (1 )i ,

Mais si F" est la dérivée seconde de F par rapport à t, on a (2)

F==i+î»F"=i-4-y î^^^),
^"^n

d'où

d^où
F"=^+ïJ;î+îîJ:3+...,

* *• * * 4^•== F'—iF^+iîF^...^

3. On peut employer, dans le même cas particalier, bien
d'autres méthodes. En voici une, qui nous conduira à une autre
forme du noyau 0 ( Ç ; y — x) (3) .

Remarquons d'abord que si la transformation Û vérifie les deux
conditions (2) et (3), on a

F(^.T)=Q(i),
F»(.r,y)=a(^),

(6)
F"(^y)==^(i^),

Inversement, s; <E> vérifie les conditions (6), elle satisfait aussi à
la formule (2) quand À et [JL sont des polynômes en t ( 4 ) , donc
aussi, puisque l'on peut approcher de toute fonction continue par
des polynômes, dans le cas général. Le problème précédent est
donc équivalent à celui de la résolution des équations (6).

4. Dans le cas des fonctions permutables avec l'unité, ces

( 1 ) Nous posons t -=y — x.
( 2 ) F étant sous forme canonique.
(2) C/[A], [B].
( 4 ) G'esl-à-dire de forme a^î + a. P-h...+ a I*.
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équations s'écrivent
r 1/

1 -+- / < Ï > ( T , < ) û ? T .

«^O

r 1

Fî(t) = f -{- ^^(T, <)û?T,
«^O

i F(<)= i -+- / ^(ï,<)rfr.
1 «^n

<• //A /* < T^F"+l(()=;^+ / -,<t)(T•<)rfT'
• »^o *

et voicî commeni on peut déterminer C>(ï, () directeinenl.
Puis()iie F est inis soas fornie canonique, on peut écrire

(8) F(0=i+ ( ^t)^
*-'o

avec

< t » ( T , < ) = î r « — — T ) ;

mais on peut, sans que la formule (8) cesse devoir lieu, ajouter
à ^ la fonction

-5^^-^]

avec A ( o ) = = o . Choisissons A de Façon à vérifier la deuxième
des équations (7)

(9) 1^=Î2+ Ç T<Ï^T,O^
• 0

(lui s'écrit

(\^.l^")î==^-r- C T/I F"(<-T)^— ( T - T 4 . ( < — T ) < / T ,

t^O * 0 "

d'où, après intégration par parties du dernier terme,

^F f f4-^F / /2=î4
ou

^ =1;F"•4-Î2F'2.

On peut maintenant, sans modifier (8) et ( ( ) ) , ajouter à la
fonction <î> précédente l'expression

^<-4
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^ admettant (( — r)2 en facteur, et choisir A, de manière à vérifier
Inéquation

( 1 0 ) F3=^.4_ r ^(T, t)d-\
./o '2 •

un calcul simple donne

^i=Î2F"2 4-^|^3.

On arrivera ainsi, par corrections successives de ^(ï, < ) - a
satisfaire à toutes les équations (7). La loi de formation des divers
termes correctifs est évidente et Fon obtient

( i« ) <Î>(T.<)=ÎF"«-T)-^ ^^[i r (/--T)-^ F^ ( / -T ) IJ

^l^2^---')^3 Fff3 ^-'^l-+- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
_ (_ ̂ )n^}ll [in ^n(t ._. ^) -+-"1/^1 F^ 1 « — T )] ^

la série préctîdentc converge (ît un calcul analogue aux précédents
permet de vérifier qu'elle répond bien à la question ( 1 ) .

o. Les équations ( ^ ) conduisent à envisager les familles de
fonctions données par les formules

r 1
1 /0(0=='-1 - / ^(T,^)^,

1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
/

i f11 r / "•'t^/.(o=^^^f(-,')^

Dans certains cas, leur étude est très simple. Si, par exemple,
le noyau ^{r, <) admet un développement convergent ^ A/'jT7^,

( l) Si l'on veut, u partir des équations (6), retrouver <1* sous la forme du n" 2.

il suffit d'y exprimer !•'" en fonction de g et de transformer convenablement les
premiers membres. Si F n'est pas permutable avec l'unité, les calculs sont nota-
blement plus compliques, mais on peut retrouver ainsi les formules du n" S.



on constate ( ^ ) que

k i 3 ) fn(n==^(^^B^(n)t^\

avec

B^i(^)=———————Py-M(^)______,
( ^ - l - l ) ( / l 4 - - 2 ) . . . ( / A 4 - ( 7 - + - l )

Py4-<(71) étant un polynôme de degré q au plus en /;. Il existe
d'ailleurs une constante R telle que

(I4) I^W^K-^

et inversement, si les fn{t) ont la forme (i3) avec les inéga-
lités (i4), on pourra obtenir <ï>(r, /) sous forme d'une série con-
vergente de puissances.

6. jNous allons déduire de la méthode du n° 4 une forme carac-
téristique, parfois avantageuse, des/,, (z).

La formule (n) conduit à envisager les noyaux <Î>(T, t) qui
peuvent se mettre sons la forme

os) <l>^•^=Z/-)'t£[5:'•^('-)]<
les F,, étant des fonctions données auxquelles nous imposerons,
pour assurer la convergence de (i5) au voisinage de t == T == o, la
condition

(^) |F,(,)|<M^.

Les fonctions f^(t) déduites du noyau ( i5) par les formules (12)
existent alors au voisinage de t == o et prennent, après quelques
intégrations par parties, la forme

p^ I G ) .//.(o^^c^-i-y C^-^IF,,(<).~^^fto

Ces formules peuvent être remplacées par les formules équiva-

( l ) Cf. ma Noie Sur certaines familles de fonctions (Rend. jR. Ace.
Lincei, 1 9 1 6 ) .
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lenles

(•-)
/ .=i+iF.(f),

p/»

•<7
V (- i)îcfiv/,-,/(<) = î'/'-n v,,i,t).
^—<7

Le noyau ( i 5 ) peut d^ailleurs s^écrire

ao "

(t») Ï>(T,(}=^^(-I)"^ CK(-,)"-i'——^——\i'F,,(t-ï)
0 0

=S (-«^-^^c-^)^—ç l/ •.•?
avec

• •9 ) '}'»«) =^ C^^'-F^(()(-i )?+'•,
0

et des inégalités ( i5) on déduit

ll.")l<ic^ï^B^I"'°2R?È..<c^)>(iÏÏL)'•
o o

mais tous les termes de la somme précédente figurent dans le
carré de

de sorte que Fon peut toujours, en supposant ( assez voisin de zéro,
Irouver des constantes M' etR/ telles que

<^') 1^(<)1<^-

Le noyau ( i 5 ) est donc considéré comme fonction des deux
variables T et (—T, analytique enr ; ses coefficients vérifiant les
inégalités (18'). Il est tout naturel de se demander si, inversement,
tout noyau analytique en T peut prendre la forme (i5).

Nous emploierons une méthode indirecte. Soit un noyau
00

( î8 ) 4>(,,f)=^(-i)î^l^(<_î)
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avec

08') ^(^K^,
les f p ( t ) correspondants sont

(%0) /,,(f) =î/^l(^)4-^ ̂ -. i)rC;;^^+r-H ̂ )

0

et il suffit de constater qu'ils se mettent sous la forme (i 6) ou (17).
En effet, formons le premier membre de (17), il vient

r ^ / » .^ (-i^cfi^i^^+^^(-iy'c^^,î^+^i^,y
0 <7 \ 0 / /

et le terme en A, est
/)

(_l)r^4r4-4,V (_i y, Cy, €;;+,.,„

0 ( 7

c^e^t-à-dire zéri) si r <^ /?, et

(__ i)^( P4-/-4-1 ̂ .C{?

si / '^y^. On obtient donc finalement

^ (-i)^C^/r2^+4/^(/)
o

qui est bien de forme
\^P^Ff,(t)

avec
•e

(2I) ^^S (-lv^csp^sïp+^t)•
^»^S

0

Comme les équations ( a i ) sont exactement symétriques des équa-
tions (19), on en déduira, par un calcul déjà fait, Inexistence de
M et R tel que

(^/) |F^)1<M^-

Résumant les résultats précédents, nous pouvons dire : toute
famille de fonctions (12) déduite d^un noyau analytique en T

^(T,Q=^(-i)-7—^(r-T)
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avec,

i^)'<™
»^/^ s'e mettre sous la forme (20) ou encore sous la forme (i())
[et (17) ] avec les inégalités correspondantes (i5') et inverse-
ment. Le noyau <Ï> est donc susceptible de prendre la forme (i 5).
Les î\ sont liés aux Ay par les formules (19) résolues, d'une
façon unique, par les formules ( 2 1 ) ( () .

Le cas particulier du n° 3, où 0(r, () est analytique par rapport
aux deux variables qui y figurent, est contenu en particulier dans
le précédent. Comme je l'ai indiqué (2) , il suffit alors que les
f ^ ( t ) soient toutes hoiomorphes, de forme

^ r , ^(^1itl r , ^ (01nL^^-Tj-
les s^(() élant bornés dans leur ensemble, et que l'on ait (16) ou
(17) pour pouvoir affirmer les inégalités (i5'). donc l'existence de

«Î*(T,O==^A,, yï7*^,

et inversement.

7. Nous avons ainsi obtenu plusieurs expressions caractéris-
tiques (i3), (20), ( ï6), des fonctions d'une famille (12). .Fai
signalé d'abord l'expression (16) parce qu'elle n'est pas, comme
les deux autres, une conséquence immédiate de la définition de la
famille (12), parce qu'elle conduit à une nouvelle forme ( i5)
du noyau, et enfin parce qu'elle permet, dans certains cas, d'af-
firmer presque sans calcul l'existence du noyau et d'en donner
l'expression.

Soit par exemple les fonctions (c/Note [A], n° 7) :

(î9.) /o (Q-^(0 , /i( '0==^(0, • • • . . /^)=<p4^(0» • • • »

^ étant dérivable et telle que ;o(o)== i , ^ étant mise sous forme

( l) On auruil pu aussi résoudre dircct-emeut les-formules (19 ) . Mais il faudrait
faire un raisonnement spécial pour prouver l'unicité de la solution, qui est ici
une conséquence de la marche suivie.

(^ Note [B].
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canonique. L'expression (17) peut s'écrire

p
^ (--i)yC^i 79^^-7= <p(!p —\)P== yïïpyp==\îp+iyp^,\2p+i^'Yp^

0

la famille (22) est donc de la forme (12) et Pon a

F,,= y p - ^ - ^ y p ^

ce qui permet d'écrire immédiatement le noyau <î>(ï, (). Pour
y === ^, on retrouve le résultat du n° 4.

III. — EXPRESSION ASYMPTOTIQUE D'UN NOYAU RÉSOLVANT.

8. La transformation Q du paragraphe 1, jouissant des propriétés
(2) et (3), est telle, nous l'avons déjà vu, que

^ ̂  =..(;.) . (Z^ -.jf"*'̂  ̂  ̂  ̂  ̂

Je rappelle ([Cj, [M]) que dans le cas général on a

^(^ ^y)=.^(T; x , y — ^ ) ,

V(T;^,y)=^ C d'^ ( p^^,... f'd^G^G^... G.(^y)
•^P t/o *^0 ^0

avec
^(•^^y) ^^(.r+y^y+Ti)

et
^ = - . H ~ H Ï H - H ' i H ^ i H - . . . ,

H étant la dérivée seconde de F par rapport à x et ày.

9. Considérons alors une équation de Volterra de deuxième
espèce par rapport à l'inconnue y (a?, y)

y(^ y) — XF y(.r, y) = ̂ (.r, y);

on sait que l'on en tire
* * » *^ == ^ -+- X K ^

avec, pour le noyau résolvant K, l'expression

(23) K(.y,j^; X ) = = P-+-XF24-X2F3-+- . . . ,
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c'est-à-dire

(î4) K(a?,y; X)=Q(I-1-XÎ2-+-)^3.^. .)
^y--1'

= Q(^r-^) = ̂ ^-^-+- ^ ^.4>(S; a?, y) d^
JQ

La formule (a4) "^t en évidence, d^une façon nouvelle, deux
résultats de M. Volterra sur l'allure asymptotique de K ( 1 ) .

I. On a

K^^^^-^+I^Zl^ {pour y > x ) ,

U restant borné quand \ tend vers — oo.

En effet, la fonction <ï> est nulle pour Ç === o et Pon peut évidem-
ment déterminer une constante M telle que

W^^KMt
On a alors

|U(a?, j r ; X ) | - = X2 F ^4>(Ç; x,y)^ < MX^ Ç e^d^
«-0 ^0

= M } î -+- [\(y —x)— i] e^y-^ j ,

qui reste bien borné pour À == — oo.

En admettant maintenant l'existence et la continuité de -r (il
^ç

suffit de faire la même hypothèse sur.Fune des dérivées troisièmes
de F), démontrons que :

IT. On a

lim U(.y, y\ X ) = <t>g(o; T, y ) (pour y > x).

Remarquons incidemment que

^(o; x, y ) = g(x, y ) =— F^.~ F^.i F^- F" r F»! F^-,.... (2)

=-F"-+-F"L (3),

( ' ) Atti R. Ace. Lincei, S. V., vol. XI, p 79, th. I; p. 8», th. II. M. Vollerra
étudie la fonction ^ F — \7 F2 + V F3 — . . . .

( a ) F" représente ici F^,.
( 3 ) C'est ta forme.qu'utilise M. Volterra.
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L=F;.-F,?-hF,3-....

Pour démontrer II, observons que
/,y-.r

U(^,.y; À ) = ),î / e^<ï>(S; .y, y)d^
^o

-. [X^<î>(S; rr, y)]^- /^ "X^^O; ;r,y)^-10 / "v •r^^ ^».
^O»Ai

•^^e^y-^ ^{y — T\ x, jr)+^s(o; x, y)[i— e^'y-^}

-X /^ ^^^(O-^(o)]^,
^o

el tout revient c^ prouver que le troisième terme du second membre
tend vers zéro pour À ==—oc. Or, rinté^rale qui le constitue peut
se diviser en deux : la première, prise entre les limites o et s, est,
à cause de la continuité de 4>?, arbitrairement petite avec e, la

^y—.r _

seconde f est, e étant fixé, inférieure à M[—^jf" \ c'est-à-
•^ w

dire arbi trairementpeti te pour ). ̂ —oo. Ij'intég'rale tend même
vers zéro uniformément par rapport a x et y . L;i formule I I eu
résulte et Fon peut écrire

(a) ] U(a',y; X )—4»? (o ; .y,y)|<IN^y--^[X(y-a-)-r-r1+ï,,

N étant une constante et 'r\ tendant uniformément vers zéro pour
A '==- — oo.

10. Voici une conséquence nouvelle des remarques précédentes.
Soit Inéquation de deuxième espèce

( î ) ) o — X F c = = ) 4 (y>.y}.

Si nous faisons tendre À vers rinfini, nous obtenons Féquation de
première espèce

^6) Py(^.r)=-^.r,.r).

Soit o(.r, ) ' ; A ) la solution de (a5) ; nous allons voir qu'<7 est
possible de faire tendre À vers l'infini de telle façon que
'^{x \ ) ' ; A ) ait une limite solution de ^()}. Il su f f i t pour cela de



démontrer que Von a

y(^y; >-) = ?o(a',y)+<pi('y,y; >Q
avec

lim <pi(^, ^; }.) = o,

Jim F |yi(S,y; ^)|^ =o.
A =00 t/y

Or, faisons tendre X vers — oo par valeurs réelles. On a

o(.r,.r; X)==>^.4- Xîfc^

= A + + X Î /'\^;-r)^,y)^+ Ç\(x, ç ' ;X)+(Ç,y)^
•-^f ^.r

ou, en adinettant que ^(x^ x) == o et que ^/ existe et soit continu,

^(x, y , X) = - \ f e^-^ ̂ 0, y)d\ + ̂  <K.y, ̂ )

-"- f\^^^^-g^^}\^y)d^
*-'.»•

nous poserons donc

^(^.r)^ ^^(^,y)4-^
et

^^^ y , )̂  =_>, r' e>^-^[^(^, JK) - <kr(^ y)]^

-^-^ ̂ (^ j.) -+- ( > [V(Jf, S, X) - g(x, OJ <KÇ, y) ̂ .
^.f

La fonction îSi est donc la somme de trois termes; en transformant
le premier comme, à la (m du n0 9, le dernier terme de \î'y en
appliquant, pour transformer le troisième, Finég'alité (a), on
démontrera sans peine que

| y, ( x , y; A ) | < N' e^-^-}--^'

(V constant, Y/ tendant uniformément vers zéro pour \ ==—oo) .
Il en résulte Lien que

l im ç?i == o,
A = — oo

lim / [9i(^,^; X) [û^==o.
).=-< J^

j j . On ubtient ainsi la solution de l'équation de première
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espèce sous la forme

^•(^^)+r+(^y) ( 1 ) .

Il m'a paru intéressant de prouver qu'on pouvait la retrouver
comme limite, pour \==—oo, de la solution de l'équation de
deuxième espèce.

Nous avons supposé que le noyau F(a',jr) était mis sous forme
canonique ; il suffira naturellement qu'il soit du premier ordre

¥(x, a*)^o;

on pourrait généraliser le résultat obtenu pour des noyaux d'ordre
supérieur au premier.

IV. — SUR CERTAINES FAMILLES DE FONCTIONS.

12. Nous avons déjà introduit (II, n° S) les familles de fonctions
données par les formules

(12)

/o(<)= i + ̂  Kfr, O^T,
' 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A^-^/^^O^

et nous avons mis sous diverses formes caractéristiques les fonc-
tions d'une telle famille. Mais c'était toujours en faisant sur le
noyau K diverses hypothèses très restrictives (analyticité par
rapport à t et T ou seulement par rapport à r). Pour établir le
résultat général que nous avons mainteiiiint en vue, nous suppo-
serons seulement que

{a) K ( o , Q = = o

( 1 ) Remarquons incidemment que ceci nous fournit une interprétation simple
clé la fonction g qui sert à construire le noyau <t»(;, x^ y). On a

V-^\-l-g{x,y}.
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et que

W ^[K(T^+T)]

existe et est continue.

13. D'après ce qui précède, an peut obtenir une famille (19.)
en prenant les valeurs, pour x == o, d'une fonction F(*r,y) ( * ) et
de ses diverses puissances de composition: les fonctions

/o (<)= F ( o , < ) ,

/ i(Q= F2(o,Q,

/„(<)== F^i(o,^),

forment une famille (i 2). Nons montrerons qu'on obtient ainsi
toutes les familles (12).

THÉORÈME. — Sous les conditions (a) et (6) les fonctions ( 1 2 )
sont les valeurs, pour x = o, y == t^ d'une fonction F et de ses
diverses puissances de composition.

D'après le début du n° 8, on a

* ( y _ y \ f i /^y~3'tn
F^î(^)=y^- ; +j • ^(Ç;^)^

il s u f f i t donc de choisir l'arbitraire g { x ^ y ) dont dépend <& de
façon que

K ( T ^ ) = < Ï > ( T ; 0, t)
OU

K ( T , ^ - i - - )= lF (T ; o, ^),

mais (G, M), W est solution de l'équation

C 1 'l ^(y i;^>y)= / ^(^-^-^^y-^-y/)^'
•'o

+ /' 1^ r ^^(r,i,.r, Ç)^(r, i-4-r,y4-^),
^O ^.f

( ' ) F (a*, y) sous forme canonique.
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il vient donc, pour déterminera, l'équation

/•T
(27) K(T ,<4- -=)= / g(r^t-^-^)dr,

»/o

4- f ^ /' ^K(ï),î+r,)^-K, t+r^
^o *^o

II en résulte bien les conditions (a) et ( h ) . L'équation (27) est
alors équivalente à

^ [ K ( T ^ 4 - T ) ] = L ( T , , + T )

/,/=^(T, t -^ ^^- ^ Ç K ^ T , r -+- T )^ (T + r, / ^ T)^T
*-^0

ou, en posant T == ^', < + T ^=J',
rY

W î<(^,^)==^(^,y)-4- / -K(.r, O^(^y)^-
ty.»-

C'est une équation de Volterra qui déteniiiiie ^ sans difficultés.
Etant donnée la marche suivie, il faut encore vérifier que,
4^ (ï ; x^ y ) étant la fonction 4 construite à partir de ^, on a

^l(T; 0, t) = K(T. ^ + T ) ;
or, on a

^i(T;o,Q==r g^t^-^d-f^ Ç dr, f ^Fi(T,;o,î)^+r^4-^)
«- 0 i/'O ^'0

et K(ï, ^ -j r) véntie Inéquation tout à fait identique ( '.f ) ^ comme
la solution de ( 27) en K est unique, on a bien

^i (T; 0, t ) = K ( T : ^ + T ) .

Le résultat est ainsi démontré.
Des deux restrictions faites, l 'une (b ) est essentielle, l'autre ( a )

peut toujours être réalisée en retrancliant des fonctions/„

^^K(o,^=^^K („/).

li. Les tormules du paragraphe 1 1 1 nous permettront encore
d'introduire d'autres familles de fonctions, obtenues, comme les
touchons ( 1 2 l , p.u- une Iransformalion de \ oiterm.
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Soient le noyau résolvant de F(a?,y)

K ( . r , y ; X ) = = F - + - X F 2 - ^ X 2 F 8 + ..
et les fonctions

CF^Y; i)< Sy(.r,y; ^)
définies par les formules

^ K(a7,y; m) == CF(a",y; 7i) 4- I'SF(.T, y\ n).
On a

CF(;r,y; /i)= F ( . r ,y )—/l2F3(a t , y ) -+-7 l 4 F»( .y ,y )—. . . ,
Sp(a?,y; 71 )= n ¥ ^ ( x , y ) - n3 F*(.r, y) -+- /i3 F<(.r, y) — . . . ;

ces fonctions qui, pour F== i , se réduisent aux fonctions cos/ia?
et sinnrc, jouissent, dans le corps des fonctions permutables
avec F,.de propriétés analogues. De la formule (a4) on tire

^y-x
Cp(a', Y\ n) = Q(cosnt) == cosn(y—x)-\- f cos/iT4>(T; rc,y)û?T,M ' . ,.-••
SF^Ï y\ iï) = û(sin^) = sin/i(^—x)-^r I sin/iT4»(T; *r,y)</T.

^•o

Toute fonction du corps étant donnée par

Q[^(J-^)],
toutes les fois que X sera développable en série uniformément
convergente de cosnt et sin/^, on pourra développer la fonction
considérée en série de (orme

aoGF(.r ,y; o) 4-ai Cp^y; i) -h. ..-+- an Cv(a', y\ / i )4- . . .
-+- bi SF(.r,y; i)-h...4- 6/, SF(a*,y; / i )+. . . .

13. Le résultat du n0 13 s^étendra à toute famille de fonctions
données par les formules

yo(0=I-+- f K(T,/)û?T,
t^O

(3o)
<prt(^) = cosn<-h / cosnïK(T, <)â?T,

*/o

^n(f) == sin/i< -4- y sin/iï K(ï, <)</T,
</B

le noyau K(T, t) étant quelconque.
XLVII. 3
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Comme nous avons démontré fn° 13) que, sous les seules condi-

tions (6l), (6), il existe un noyau générateur d 'un corps de fonctions
permutables <Ï>(Ç ; ^,y), tel que

< ï > ( ^ ; o , Q=KO, 0,

d toute famille (3o) ( 1 ) o^ peut associer une F(^,y) <^fe y&^

(p,t(<) = CF(O, t\ n),
^n(t)= SF(O, t: n).

L/étude du développement d\me fonction arbitraire f{l) en
série des fonctions îû^ et d^ sera très simple ( 2 ) . l^a transformation

f(t)= u ( t ) ^ - Ç ^ ( T ) K ( T , t)d^
^0

fait correspondre ^ f ( t ) une fonction ^ ( < ) . Si elle admet un déve-
loppement uniformément convergent en série trigonométrique,
on en déduira p o u r / ( ^ ) le développement

a^ ^o ( t ) -+- ai îp i (Q + 6(2 y>â(0 +.. .4- a,, ^ n ( t ) -+-...
-+- ^i^i (^) 4- ̂ 2 (^) -+-...+ 6,^n(<) -4-. . . .

16. Pour terminer ces applications de la reclierclie des trans-
formations Q qui conservent la composition, nous indiquerons
comment les fonctions

CF(^,,y; n), S y ( x , y; n)

s'introduisent dans la résolution d^équations intégro-différen-
tielles.

Dans le cas de l'Iiérédité linéaire, l'équation du mouvement
d^me corde élastique est ( 3 )

^ ^ ^ ̂ , ̂ ^^_^^ ̂ ,

Je rappelle comment M. Volterra en forme la solution. En sup-
posant la corde fixée à ses extrémités, on est conduit à chercher

( ') Sous les conditions (a) et ( b ) .
( 3 ) Cf. Noie [A] .
( 3 ) Cf. VOLTERRA, Leçons sur les fonctions de lignes, p. 97 et suivantes.
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les solutions de tonne
sïnmzf(t)^

et l'on trouve, pour déterminer /(<), Fétjuation intégrale

r 1
f(t)+m^ / ( T ) H ( T , f)^=at-}-b

^o
avec

H(T , t ) = ^ ( £ ^ - ^ ) - ^ ^ ( ^ , t ) ,
d où

/•(<)= aSi (^ ; m2)+6S2«; w2)
avec

S i = * i 2 ( ^ — w , 2 ' i 2 H ( o , ^ ) 4 - / / i ^ i 2 H 2 ( o , ^) — m» ̂ W(o, Q+. . . ,

S 2 = r — w 2 ! H ( o , ^ ) + / ^ * i H2(o, <) — m^i H^o, < ) + . . . .

La solution générale de l'équation (3i) est

(3,) .(..O^SK.^^S.^^^^S,^"^!)],
0

les constantes a,, et b^ étant déterminées par les conditions
initiales.

17. Déterminons F p3r l'équation f 1 )

H ( T , 0=F2(T , <),

et K et L par les équations

I = ( ^ + K ) F , ^=(^-}-L)¥^
il viendra

• / ? i S i ( < ; w2)= ( i ° + L ) ( m F 2 — /n3F*4- / n s p e — . ^ ) ( i ^

=(^°4-L)SF(T: , t\ m),
et de même

S a i ^ ; w2) = 0°-4- K) CF(T, t\ m) (3).

( 1 ) Cf. VOLTERRA, Leçons sur les fonctions de lignes, p. 170-171.
( l) Oins celte formule, comme dans la suivante, les compositions sont cal-

culées pwip T == o.
( 3 ) Dans cette formule, comme dans (33) et (34), les compositions sont cal-

culées pour T = o.
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En introduisant la transformuion û qui fait passer de P à ¥ " ( ' ),
il vient, comme solution générale de (3 i ) ,

/ ao i N

(33) u(z,t)== ( î°+L)ûfy a,,—sm^zsm^t}
\ Â^ fi /ITC i l f
\ 0 /

* ^ * /V^ » . /ITT /17T \+ ( i ° + K } Q ( 7 &„ sin -r- 3 cos—-1 \.
\ ̂ ^fl < i f
\ 0 /

Si les conditions aux limites sont

u ( z , o)= ^ ( z ) , u ' t ( z , o) == A ( ^ ) ,

g et A étant données, on déterminera les a,,, fc,^ par les conditions

X^ » . /l7Z V^ . /l7T , , .,
^bnsn}—z== ^(z), > a,, sin -y-3 = h(z).

La solution ainsi obtenue, dans le cas héréditaire, s'exprime aisé-
ment au moyen des deux solutions U(s, () V(^, t ) du cas non
héréditaire, délinirs par les conditions aux limites

U ( 3 , o) =0, U < ( ^ , o ) = = = h ( z ) ,
V(\z, o) = g { z } , \t(z, o) = o.

La formule (33) s'écrit en ellet

( 3 4 ) u(z, t)=(\f>-{-L)Q{V)-^(\o-^-¥L)^^)f

On voit que l'on passe, sans changer les conditions aux

( 1 ) La fonction F, introduite ici, est telle que F ( x , x ) =i,mais elle nest pas,
en général, sous forme canonique. On sait que, dans ce cas, on peut toujours
trouver une fonclion m{x}, telle que

^-^a^.^
F, étant sous forme canonique, et l'on passe des diverses puissances de Fi à
celles de F par la même formule

p, ̂  m(tz') p-
~ m (y) ' '

•» »
La transformation ii., dont il est question ici et qui fait passer de I" à F",

diffère donc de celles que nous avons considérées jusqu'à présent par le
m(^)

fac teur m ( y )
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limites, par des transformations du type de Volterra, du cas non
héréditaire au cas héréditaire. Il résulte aussi de ce qui précède
que Fétude de la convergence de la série (3a), qui fournit la solu-
tion dans le cas de Fhérédité, se ramène à celle des séries U et V
relatives au cas non héréditaire.


