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THEORIE GENERALE DES SURFACES
ENGENDREES PAR UNE HELICE CIRCULAIRE;

Par M. Barre.

INTRODUCTION.

Nous nous proposons, dans les pages suivantes, d’étudier
systématiquement les surfaces engendrées par une hélice circu-
laire dont jusqu’ici on n’a guére, 4 notre connaissance, poursuivi
I’étude que pour la variété formée par les hélicoides.

Ce travail comprendra cinq Chapitres. Dans le premier, nous
établirons les formules générales de notre théorie; dans le second,
nous étudierons les questions afférentes a la répartition des nor-
males 4 la surface; dans le troisiéme, nous examinerons quelques
problémes relatifs 4 la détermination de certaines de ces surfaces
par des conditions imposées aux courbures des hélices généra-
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trices, tandis que dans le quatriéme Chapitre nous envisagerons
tout particuliérement des questions relatives a la courbure moyenne
et a la courbure totale de ces surfaces. Le cinquiéme sera constitué
par un essai de classification.

Nous rencontrerons au cours de ‘ces études quelques surfaces
particuliérement intéressantes dont nous nous réservons d’aborder
ultérieurement la monographie détaillée.

CHAPITRE I.

ETABLISSEMENT ET PREMIERES APPLICATIONS DES FORMULES GENERALES.

1. Les équations canoniques de I'hélice circulaire sont :

# = p cosg,
(1 Y =psing,
z =Ko

Lorsque cette hélice varie en dépendant d’un paramétre, p et K
sont fonctions d’un paramétre ¢ dont dépend également le déplace-
ment du triédre de référence. J'appellerai cercle principal de
I’hélice le cercle défini par les relations z=o0, z=pcoso,
y=osine; K n’est autre que le pas réduit de I’hélice. Nous
Uappellerons aussi pas linéaire (1) par opposition au pas angu-
laire défini dans d’autres Mémoires (2) et égal dans le cas

; . K . . . . , .
présent a T Je ne reviendrai pas ici sur l’établissement des for-

mules générales de Géométrie cinématique que j’ai données
ailleurs (3); je me bornerai a les appliquer. J'appellerai triédre
Jfondamental le triédre de référence dont il vient d’étre question.
Nous supposerons toujours laissé de c6té le cas ol le plan 20y
enveloppe le cercle de I'infini, toutes les formules et la définition
méme des axes lombant alors en défaut. Dans ces conditions,

(1) Dans ee qui suit, quand il sera question de pas, sans autre mention, il s’agira
toujours du pas linéaire K.

(?) Cf. Etude sur le déplacement d’une hélice de forme variable (Bulletin
de la Société mathématique de France,t. XXXVII, 1gog); Contribution a la
théorie des helices (Revue du Génie militaire, 2° semestre, 1910).

(%) Cf. Applications de la Géométrie cinématique a l’étude des surfaces
engendreées par une courbe variable (Journal de I’ Ecole Polytechnique, 1913).
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on peut faire ¢ = o, dans les (ormules générales du déplacement,
I’hélice étant toujours représentée par les équations (1) (*).
Les formules générales donnant les composantes dn déplacement
élémentaire absolu sur les trois axes mobiles d’un point de I'hélice
de coordonnéer z, y, z sont:

0x = — p sinp do + L dt,
(2) 8y = pcospdy+ IN dt,
3z =Kdp + I dt,
avec
£ =u+gqgz—ry +p' cosg,
(3) - 33]'(;:0 +rx—pz + p'sing,
N =w+py—qgr+Ke,

formules dans lesquelles x, y et z sont données en fonction de p
et de o par les relations (1) et les letires accentuées représentent
des dérivées par rapport a la variable indépendante, de telle sorte

que
£ =u+qgKe—rpsing+p' cosg,

M=v¢ —pKo—+rpcosp-+p'sino,
o =w+ K¢ +p(psing—gq cosg).

(4)

L’élément linéaire de la surface est donné par la formule
(5) 8st= E dt*+ aF dt dp + G do?,

dans laquelle on pose

E =2+ On2+ J02
= o [(p*+ ¢") K1+ K?]
— 2¢[Krp(g sing + pcosy)
+ (psine — g cosg) (Kp'—K'p) + K(pv —qu) — wK']
+ ut+ 02+ w4 p'24 2 p'(u cosg + v sing)
(6) { + p2[r2+ (psing — g cosp)?]
—a2p[r(using —vcosp) — w(psino — g cosy)],
F =—p({sing — I cosg) + KIG
= Ko¢[K'—p(gsing+ pcose)]
+ wK -+ p[K(psing — g cos¢) —using +vcosq +rpl,
G = K24 p2,

Dans certains calculs il y a avantage & mettre en évidence

(') Cf. Applications, etc., n° 2,



les fonctions
L=0ILcosp — Lsing, M= Lcosg+ I sing.

Aussi reprendrons-nous I'exposé des formules précédentes en y
introduisant ces fonctions. En développant et posant pour la
symétrie des notations N = JG, on trouve les expressions

L =—using+vcose+rp—Ke(g sing + pcose),
(10) M= ucosp+vsing+ p' +Ko¢(qcosep—p sing),
N= w-+p(psing—gqgcosp)+ K'og,

(11) KL — Np=—¢[K2(gsing +pcosg) + K'p]+ cos ¢(Kvo + gp?)
—sing(Ku + pp?) + p(Kr—w).

Les formules du déplacement élémentaire d’un point de I'hélice
génératrice deviennent avec ces notations

8z = M cos¢ dt — (p dp + L dt) sing,
(11) 8y = M singp dt + (p dp + L dt) cos o,
8z =Ndt + Kdyp.

L’élément linéaire prend la forme
(12) 8st= M2 de?+ (p do + Ldt)*-+ (N dt + K do)?
ou la forme (5) en posant
(13) E=L'-+M1+N:, F=Lp+KN, G=Kitop
La formule (12) conduit aussi & la suivante :
(14) (p*+ K1) 8s? = [(p*+ K2)M2 -+ (KL — Np)?] de?
+ [(p*+ K?) dp + (Lp + KN) dt]?,

qui met immédiatement en évidence I'équation différentielle des
trajectoires orthogonales des génératrices

(15) (p*+ K*)dop + (Lp+ KN)dt =o.
2. NoamaLe ET PLAN TANGENT. — On obtient les paramétres

directeurs A, B, C de la normale en un point de la surface en
écrivant que cette droite est perpendiculaire aux deux déplace-



— 246 —
ments correspondant & do =o0 et d¢=o0; on a ainsi :

A =pJb €ose — KM =— KM sing — (KL — Np) coso,
(16) B=pJ6sing+K{ = KMcosp—(KL—Np)sing,
G =—p(Lcosp+ NMusing) =—pM.

Nous poserons

(17) H=+ /A5 B+ Gi=/EG— F3,
d’on
(18) "H2= M2(p*+ K?) + (KL — Np)?
= [p 6 —K(IM cosp — L sing)]*+ (p2+K2) (L cosp -+ N sing)?.

Angle de la normale & la surface avec le plan osculateur
de la génératrice. — Les cosinus directeurs de la normale a la
surface ont pour expressions

A B C
(19) A=-ﬁ-v B= g 1=y
Ceux de la normale principale sont évidemment : — cosgp,

— sing, o, en adoptant une fois pour toutes le signe + devant H
ety en désignant par ® l'angle de la normale principale de la géné-
ratrice avec la normale a la surface :

— Jop + K(IN cosp — L sing)
VI— 9%p + KU cosp — L sing)]2+(p2+ K2)({ cosp + I sing)?

(20) cosw =

ou
KL —Np

(21) COST = T
[KL—Np)+ M?(p?+K?)J?

On a d’ailleurs, au signe prés,
1M
— (p? e
(22) tangw (P +K ) KL——NP

Cet angle, si 'on veut préciser la signification du signe adopté
pour son cosinus, est celui de la demi-droite de paramétres direc-
teurs A, B, C avec la direction de la normale principale dirigée
vers le centre de courbure de la courbe,

On remarque que 'équation

KL—-NP:O
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définit sur la surface le lieu des points ou la génératrice touche
I'une des asymptotiques.
En effet, c’est le lieu des points pour lesquels cosw est nul.

3. Tatorime I. — Le cylindre circulaire droit est la seule
surface dont une famille de géodésiques soit constituée par des
hélices circulaires.

Pour qu’une génératrice déterminée soit une géodésique, il faut
et il suffit qu’en chacun de ses points on ait
cos?w =1,

c’est-a-dire .
(p*+ K*)M2=o,

et, si on laisse de c6té, ce que nous ferons systématiquement dans
ce qui suit, la solution p2+K2=0 qui conduit 2 une ligne de
longueur nulle, on est amené & écrire que I’équation

M=ucosp+vsing+p'+ Ko(gcosp —psing) =o

est vérifiée pour toute valeur de ¢.

Si I'on suppose K 3£ o (c’est-a-dire que la génératrice consi-
dérée ne soit pas un cercle), on obtient immédiatement les condi-
tions

(23) =9=P’=9=P‘=0~

~ Si, comme I'indique 1’énoncé, ces relations doivent étre vérifiées

pour toutes les hélices génératrices, les équations (23) devront
étre vérifiées pour toutes valeurs de ¢ et la surface engendrée sera
visiblement un cylindre droit.

Ceci suppose essentiellement que l'on n’ait pas K(¢)=o,
c’est-d-dire que la surface ne dégénére pas en une surface cer-
clée. On pourrait étudier ce cas et 'on trouverait les surfaces
canaux (‘).

(') Nous laisserons ici de cdté I’étude des surfaces cerclées qui rentreraient
comme cas particulier dans celle des surfaces hélicées; nous signalerons a leur
sujet la Thése de M. Demartres, Sur les surfaces a genératrices circulaires
(Annales de U’Ecole Normale, 3* série, t. II, p. 123), et un second Mémoire
du méme auteur inséré dans les Annales de l’Ecole Normale, 3* série,
t. IV, p. 145.
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On est ainsi amené dés a présent 3 faire une remarque trés
importante et qui sera utile dans tout le cours de cette étude :

Dans les problémes de ce genre, nous supposerons essentielle-
ment que K n’est pas nul, c’est-a-dire que l’hélice étudiée
n’est pas un cercle,sauf mention expresse du contraire. St donc
on envisage une propriété qui doive étre réalisée pour certaines
hélices de la famille étudiée, il peut y avoir exception aux
conclusions énoncées pour les génératrices dégénérées en cercles
correspondant auz racines de l’équation K (t)=o, et une étude
spéciale s’impose si U'on désire savoir si ces génératrices parti-
culiéres répondent & la question.

S’il existe une ou plusieurs valeurs du paramétre ¢ pourlesquelles
les équations (23) soient vérifiées sans pourtant étre identiques,
on est conduit au théoréme suivant :

Tutorkme II. — Si dans le mouvement d’une hélice circu-
laire, pour une position de celle-ci correspondant a une varia-
tion nulle du rayon du cercle principal de la génératrice,
le mouvement du triédre fondamental admet comme aze héli-
coidal instantané l’axe de I’hélice correspondante, celle-ci est
une géodésique de la surface. Ces conditions suffisantes sont
aussi nécessaires.

Remarques. — 1. Sil’on observe que la présence d’un plan de base
stationnaire nécessitée par les conditions p=¢=o permet d’intro-
duire pour la génératrice correspondante la relation » =o (*), on
est amené & un énoncé un peu différent du théoréme II :

Si dans le mouvement d’une hélice circulaire, pour une
position de celle-ci correspondant & une. variation nulle du
rayon du cercle principal, le mouvement élémentaire du triédre
fondamental se réduit a une translation suivant Uaze de

(') Pour la démonstration de ce fait et des divers résultats généraux rappelés
dans ce travail, voir par exemple notre Mémoire Application de la Géométrie
cinématique & la theéorie des surfaces engendrees par une courbe variable
(Journal de U’Ecole Polytechnique, 1912).
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Uhélice considérée, celle-ci est une géodésique de la surface.
Ces conditions suffisantes sont aussi nécessaires;

St une génératrice est une géodésique,lavariation du rayon
de son cercle principal est nulle et l'on peut lui associer un
triédre de référence fondamental dont le mouvement élémen-
taire dans la position considérée se réduise a une translation.

II. La propriété qui fait I'objet du théoréme I est presque évi-
dente géométriquement si I’'on observe que la surface en question
doit étre 'enveloppe du cylindre principal de la génératrice, ce
qui ne peut arriver que si la surface enveloppe coincide avec
I'enveloppée, la caractéristique d’un cylindre circulaire ne pou-
vant étre une hélice circulaire si elle est bien déterminée.

4. CoNDITIONS POUR QU UNE HELICE GENERATRICE SOIT ASYMPTO-
TIQUE. SURFACE DONT TOUTES LES GENERATRICES SONT ASYMPTOTIQUES.
— Pour qu'une génératrice déterminée soit une asymptotique de
la surface, il faut et il suffit que, pour tous les points de cetle
génératrice, cosw soit nul, ce qui s’exprime par la condition

KL—Np:O.

En se reportant al'expression [formule(11)]de KL —Np, on doit
donc écrire que I’équation

— ¢[K2(g sing + pcos¢p) + K'p] + cos (Ko + go?) — sin o(Ku + pp?)
+p(Ko—w)=o0

est vérifiée pour loute valeur de ¢, d’ou l'on tire, comme dans
la question précédente, le résultat suivant : Une génératrice
asymplotique est caractérisée par les relations

(24) p=gqg=r=K=o, u=9¢=w=o.
On peut alors énoncer le théoréme suivant :

Tutorime 1lI. — La condition nécessaire et suffisante, pour
qu’une hélice génératrice soit une asymptotique de la surface
qu’elle engendre en l'une de ses positions, est que son axe et
son pas soient stationnaires et qu’on puisse lui associer un
triédre fondamental tel que le plan de son cercle principal soit
également stationnaire dans la position considérée.
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Dans le cas ou les relations soni vérifiées quel que soit ¢,

le pas est constant, le triédre fondamental correspondant est fixe
et les équations de la surface par rapport a ces axes se réduisent a

x=pcosy, y=psing, 3 =Ko,

en désignant par K, la valeur constante du pas, notation que nous
adopterons dans tous les cas analogues.

On reconnait les équations de I'hélicoide gauche minimum;
donc:

Tuatorime IV, — L’hélicoide gauche & plan directeur est la
seule surface a génératrices hélices circulaires dont celles-ci
Jorment une famille d’asymptotiques.

5. AUTRES FORMULES RELATIVES A LA NORMALE A LA SURFACE.
ELéMENTS cEoMETRIQUES DIVERs. — Les cosinus directeurs de la
normale sont donnés par les formules déja signalées :

(19) =k e=f V=L

On peut poser
KH—M =—sinV sin W,

KL —pN

(25) i =" sinV cos' W,
PT{M' =cosV.
On voit immédiatement que cosV =-—yv. Donc :

V n’est autre que le supplément de I'angle précédemment défini
du plan tangent en un point avec le plan de base.de la génératrice
correspondante.

L’angle W est défini par la relation

KM

(26) tangW = LN

Cet angle W est lié aux éléments géométriques V et w par 'une
ou l'autre des relations

(27) tangW:E cosV K cosV

ou sinW =— K; cotVY
p cosw 1 cosw w K !
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formules dans lesquelles K, représente le pas angulaire de la
courbe.

Ezpressions nouvelles de \, p. et v. — En développant les
valeurs de A, B, C données par le second groupe de formules (16)
et y remplacant les éléments qui y figurent par leurs expressions
en Vet W, on trouve les formules suivantes :

(28) A =sinVcos(p — W), @ =sinVsin(o — W), v =—cosV.

6. VARIATION DES PARAMETRES DIRECTEURS ET DES COSINUS DIREC—
Teurs. — 1° Ces variations des paramétres directeurs sont données
par les formules générales dont je me borne & écrire la premiére :

(29) SA = %d(p—k(% +qC——rB) dt,

expressions danslesquelles on remplacera A, B, C parleurs valeurs
données par I'un ou I'autre des groupes (16).

Le développement de ces calculs ne présente pas d’intérét spécial
pour le moment et n’offre aucune difficulté.

2° Variations des cosinus directeurs. — On obtient immédia-
tement
( A =—sinVsin(¢ — W) (dp — dW) + cosV cos(o — W) dV,
dp= sinVcos(¢—W),
dv = sinVdV

(30)

et, en posant,

3 —dy=dp—dW-rdt+cot V[ p cos(¢—W) + ¢ sin(o — W)] d¢,
(31) % dy=dV +[psin(o —W) — g cos(p —W]dt,

on trouve, par substitution dans les formules générales du dépla-
cement, des valeurs de d2, ..., données par les formules (30) :

o\ = sinVsin(¢ — W)d{ + cosVcos(p — W) dy,
(32) 3p=—sinVcos(p — W) dy + cosV sin(o — W) dy,
8 = sinVay.

Soit dw I'arc de l'indicatrice des normales correspondant & un
XLI. 17
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déplacement quelconque, on oblient immédiatement la formule

(33) dw?= dy?+ sin?V d¢?.

Lorsque dans les formules de ce numéro et du précédent,
on suppose K égal a zéro, elles se simplifient considérablement
et l'on obtient les formules données par M. Demartres dans
son Mémoire sur les surfaces cerclées (Annales de UEcole
Normale supérieure, mai 1885).

L’examen de la formule (33) montre que dy n’est autre que la
variation de J’angle du plan tangent avec un plan fixe qui, a I'ori-
gine, coinciderait avec le plan de base de I’hélice sur laquelle se
trouve l'origine du déplacement; d{ serait I'angle des plans menés
par P'axe de I'hélice en question parallélement aux deux normales
infiniment voisines, ou, ce qui revient au méme, 'angle élémen-
taire dont doit tourner, dans le plan Oy fixe et coincidant a
Porigine avec le plan de base de I'hélice précédente, la trace du plan
tangent sur ce plan.

Dans un Mémoire inséré dans le Bulletin de la Société mathé-
matique de France (1907 ), je rappelais I'attention sur un élément
proposé par M. Demartres en 1887, la flexion.

De ce qui précéde on déduit sans difficulté pour expression de
la flexion § d’un déplacement par rapport au plan de base de la
génératrice de son origine :

1 dsz
(33) S=mmva
7. Dans la surface cerclée I'angle W devient nul identiquement;
il en est de méme dans les cylindres droits et dans ces deux cas
seulement. Cela résulte immédiatement de ce que tangW devant
étre nulle, le produit KM doit étre identiquement nul.

Proposons-nous maintenant de chercher s'il existe des sur-

Sfaces pour lesquelles l'’angle W réponde & l’une des conditions
suivantes :

L. Rester constant lorsqu’on se déplace sur une hélice géné-
ratrice tout en pouvant varier d’une génératrice & une autre.
IL. Rester constant sur toute la surface.

Les deux parties peuvent se traiter en méme temps, la deuxiéme
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étant un cas particulier de la premiére ; nous écrirons que
tang W

se réduit a une fonction de ¢, f(¢); dans le cas ol f est une
simple constante on aura la solution de la deuxiéme partie.

Nous devons donc écrire qu’il existe une fonction f(¢) telle
qu’on ait identiquement

(34) KM — f(¢) [KL — pN] = o.

En égalant a zéro la fonction trigonométrique coefficient du terme
en ¢ dans le premier membre de cette identité, on doit exprimer
que la fonction linéaire en sino et coso,

K2(g cosp — psing) + f(¢) [K2(p cosp + ¢ sing) + K'p]
est identiquement nulle; d’ou les trois relations

K (g + fp)=o,
(35) K:(fg—p)=o,
SfK =o.

Outre les solutions K=o, ou f=M=0 qui donnent des
surfaces cerclées ou des hélices engendrant un cylindre droit, on
trouve finalement (')

(35 bis) p=g=K=o.

La surface est & plan directeur et ses génératrices sont i pas
constant.

Le terme trigonométrique du premier membre de I’équation (34)
se réduit alors a

SJew +Koucosp + Koo sing + Kop' + f(2) Ko(u sing — ¢ cosg).

(1) On laisse de coté le cas de f == i. Dans cette hypothése spéciale 'angle W
ne serait plus bien défini par sa tangente. D’ailleurs, en effectuant les calculs,
on trouve des surfaces engendrées par des hélices imaginaires dont le pas est
constant, dont le plan de base conserve une direction fixe et dont le lien du
centre du cercle principal est enveloppé par un des plans passant par I'axe de
I'hélice et 1'une des asymptotes du cercle principal. En réalité, si f==1i,
les équations (35) admettraient * solution p?+ ¢g*=o0 qui est a rejeter en
dehors du cas ol p =g =0
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En écrivant qu’il est identiquement nul et laissant de coté les
cas déja cités, on trouve

(36) u=v=o, Kop'+fow =o.

Donc I'axe de I'hélice et son pas linéaire sont fixes. Il est
évident que ces conditions caractérisent les hélicoides.

Nous pouvons aussi le vérifier en remarquant que les équa-
tions de la surface, par rapport a des axes fixes évidents, sont

x = pcosy, Yy = psino, z=F(¢)+ Koo,

relations dans lesquelles on a

F=fwdt.

On peut d’ailleurs les écrire en prenant p pour variable indépen-
dante, car supposer p fixe conduirait a un cylindre droit, engendré
par des hélices paralléles, ce qui rentre dans un cas déja étudié et
plus général. L’hélicoide pourra donc étre déterminé par les
équations :

(37) & = pCosy, y =psing, z2=F(p)+ Koo,

la fonction F(p) devant satisfaire a la derniére équation (36), qui
est la derniére condition du probléeme. Ce qui montre qu’a une
forme f(p) donnée correspondra toujours une surface répondant
a la question, la fonction F étant déterminée par |'équation diffé-
rentielle

dF
Ko+ p f(P)';; =o0
ou
P d
F=—K f 2
o PSP
la limite p, étant d’ailleurs arbitraire. Son indétermination n’équi-
vaut d’ailleurs qu’a une translation des axes.

Les surfaces répondant a la question sont [outre les cylindres
pour lesquels la fonction f(t) se réduit a zéro] des hélicoides.
A une fonction f(p) donnée correspond une famille d’héli-
coides de pas arbitraire et définie par les équations (37) dans
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lesquelles on fera

ek, [T,
Fle) = K% D)

Si f(t) se réduit & une constante @ non nulle, on trouve

K
F=-‘—19Logbp (b const.)
Donc :

Les surfaces pour lesquelles l'angle W est constant et diffé-
rent de zéro ou de g sont des hélicoides ayant pour méridienne
une logarithmique.

Dans ce qui précéde on a laissé de coté le cas de W = E corres-
pondant a £(¢) infini. On voit directement que ce cas correspond
a l'identité

KL —Np=o.

La surface pour laquelle W est constamment droit est la
surface de vis a filet carré.

8. Tutorime V. — Les hélicoides et les cylindres droits (')
sont les seules surfaces engendrées par une hélice circulaire
telle que le plan tangent en chaque point d’'une génératrice
quelconque fasse ur as.gle constant avec le plan de base de la
génératrice considérée, angle dont la valeur dépend d’ailleurs
en général de la génératrice considérée.

Pour exprimer que I'angle V ne dépend que de la génératrice,
1

. cos?V )

a la derniére des formules (25) que I'expression

nous écrirons que est fonction de ¢ seul, et en se reportant

K!+ Pl+ (u)i,

M

. L—pN .
et plus simplement que K——M-P— est fonction de ¢.

(1) Bien que le cylindre droit puisse étre considéré comme cas limite de I'héli-
colde, il y a lieu d’en faire mention, ces surfaces pouvant étre considérées
comme résultant du mouvement d’une hélice a pas variable. Cette remarque
s’applique dans des questions analogues.
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Comme KL—;I_PIS ne dépend que de ¢ en méme Lemps que

KL —pM
“ KM

on retombe sur les calculs rencontrés dans la question précédente :
on trouve les hélicoides ou les cylindres ( pour lesquels V = 1; .
Si I'on veut que 'angle V soit le méme sur la surface, il résulte

de la que, hors le cas des cylindres pour lesquels V = 1;‘, on
trouve les hélicoides développables. Donc :

CoroLrare. — L’hélicoide développable est la seule surface
pour laquelle le plan tangent en chaque point fasse avec le
plan de base de la génératrice correspondante un angle non
droit constant sur toute la surface.

Des calculs développés dans le n° 7 on déduit aussi sans diffi-
culté la proposition suivante :

Tatorime VI. — L'angle w formé par le plan osculateur a
Uhélice génératrice avec la normale a la surface ne reste

constant, le long d’une méme génératrice, que dans les deuz
cas suivants :

1° Dans les hélicoides (');

2° Dans les surfaces a plan directeur et & pas constant
engendrées par une hélice imaginaire dont U’azxe décrit un
plan isotrope et pour lesquelles wp + kyig' = o.

RemarQues. — 1° Dans ce dernier cas, I'angle » est donné par
la formule
1
(p* +K3)*,

tangw = Kos
0

2° Dans ces deux séries de surfaces I’hélice génératrice est un
cercle géodésique (¢f. Chap. HII).

(') Cette premiére série a été donnée par M. Demartres dans une Note suivant
son Mémoire Détermination des surfaces (W) a lignes de courbure iso-

thermes, inséré dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
2° série, t. IV,
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9. CoMPOSANTES D'UN DEPLACEMENT SUIVANT LA GENBRATRICE ET
SA TRAJECTOIRE ORTHOGONALE. COSINUS DIRECTEURS DU DEPLACEMENT

PAR RAPPORT AUX AXES DU TRIEDRE FONDAMENTAL MOBILE. — Soit
'inclinaison du déplacement sur la génératrice. La considération
de la formule (14) donne immédiatement

(38)

1
5 ds cosi = (pt+ K2)¥ dy -+ (Lp + KN) (p2+ K3) dr,
| dssini = H(p*+ Kz)‘% dt,

d’ou 'on tire les suivantes :

. ,
s de = 222 (pr+ K2)T ds,

4 -1

I dy = ‘_Pi:':_ﬂ‘_(i_’[u cosi — (Lp -+ KN) sin] ds.

Si l'on se reporte aux formules générales (11), on obtient, en
appelant a, B3, v les cosinus directeurs du déplacement,

ads=Mcosp dt — (pdp + Ldt)sing

et les deux analogues. En remplacant dans ces formules dt et do
par leurs valeurs tirées des relations (39) on en déduit

§o)

(p2+ K?) - . [ pecost KsinZsinVcosW
a=—cosq>cosVsmz—sm<p[ T — +
(pr+K2)t (p2+ K2)?
1 . P .
6= (p?+ K2)? sing cosV sini-i—cos?[ p cosi __ KsnnzsnnVc:)s\V
(Pz_,_Kz)’i (p2+ Kz)?
Y= K cost -+ £ -sinZ sinVcosW.
(p2+ K?)? (pr+ K2)?
Des f les (39) on tire pour expression de ¥ et de %X
es formules (39) on tire p pres - i
. ..
ﬂ = (_da-w—_l)(PQ_'_K!)_?cosi_____Sl_n_l—‘
ds P H(p? + K2)?
. 9
><%(p’—i—-K’)[r+cotV(pcosq;——W+qsm<p——W)—-g]
41 -+ (7?‘—'>(LP+KN’)§s
dy _JV -1 . sini
v 7 d—?-(p’+K2) cosi + A+ K7)
x[@’%—K’)(Z—‘;— +psing—W-—gq coscp——W)—(Lp+KN)].

1
2

]’.
],
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Ces développements trouveront leur emploi dans les calculs ci-

aprés.

10. EXPRESSION GENERALE DE LA COURBURE NORMALE. — On sait
que la courbure normale d’un élément est donnée par I'expression

adl+ B+ ydv
ds )
Si, pour abréger, on pose

1
2 2)2
p= JHe

(§2) Q= p cosi L_KsmzschisW’
° (pr+Knf  (pr+Ke)
on obtient :
a =P cospcosVsini — Qsing, B = Psing cosVsini+ Q cosgp,
(43)

K AL ISP
= —=—cosi+ =sinisinY cosW.
v Pp P
En employant ces formules, on trouve pour expression de la
courbure normale R—-

[smz cosW(sin,v + P2costV)

@ =

KsinV cost
Po

lll [P sinZsinV cosVsinW + QsinVcos W],

— QcosV sinW]

formule dans laquelle il faudrait remplacer j—f et =& dx & par leurs

valeurs tirées des formules (41). On obtient ainsi

-R— = o c0s?i + 2Ubsini cosi + € sin2i.
n

Etant donnée la complication des calculs, il est sans intérét
d’expliciter les expressions de b, Wb et € qui sont évidemment
des fonctions de sing,coso, L, N, Vet W.

11. EXPRESSION DE LA TORSION GEODESIQUE. — Soit T— la torsion
. [
géodésique. Nous aurons
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en prenant
dT = Sa(udv —vdp).

Or on déduit sans difficulté des expressions (28) et (32) les for-
mules suivantes :

udv —v8u=—sinVcosVcos(¢p —W)dy + sin(p — W) dy,
(45) { v — A8 =—sinVcosV sin(¢p — W)dy — cos(p — W) dy,
A —p A =—sin2Vdy,

d’ou l'on tire, tous calculs faits aprés remplacement de o, f et y
par leurs valeurs (43),

A R | dw
W), =7-F
sinV pcosi(KsinV—pcosVsinW)
_ 4 ! ~+sinZ cos W(p2+pK sinVcosVsin W4-K2cos?V)
p(pt+ K1)

ds
dy, .. .
+ [QcosW + P sinicosVsinW).

Les formules (45) et (46) donnent lieu & une remarque déja
faite : elles se simplifient considérablement lorsqu’on y fait K = o,
et se réduisent alors aux formules données par M. Demartres dans
son Mémoire déja cité.

12. EQUATION DES LIGNES ASYMPTOTIQUES ET DES LIGNES DE COUR-

. . . 1
sure. — On en aurait une forme en écrivant suivant le cas que o
n
1 . ,
ou que o— est nul. Nous nous servirons de ce procédé dans une
g

question relative aux lignes de courbure (Chap. III, n° 6, corol-
laire). On peut encore les écrire :

(47) A8z + 8By +3C8z=o,

pour les asymptotiques, et

8z S8y 8z
(48) SA 8B 8C |=o,
A B ¢«

pour les lignes de courbure.
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13. Courbure GEODESIQUE, LIGNES GEODESIQUES. — En se re-
portant aux formules données dans notre Mémoire déja cité
(Applications de la Géométrie cinématique, etc.), on trouve
pour expression de la courbure géodésique la formule suivante :

, VG .[oF L o . ./oH oL
(4¢ )——-_.cou[%—(KK+pp)+Hd—?~]+sml<d +G FEP>,

qui devient facilement

1 di 1 dp ,
(50) E;—E;—!—H ds( (P—KK-—pp)

1 de [ (F , oH
en tenant compte de ce que

. . d F dt .. H dt
(51) coszwzg‘/a-f—‘/—a =’ snnz_ﬁa;.
L’équation des lignes géodésiques peut s’obtenir facilement en
écrivant la relation PL = 0, sous 'une ou l'autre des formes pré-
& ‘

cédentes.

14. CoNDITION POUR QU'UNE FAMILLE D'HELICES CIRCULAIRES
MOBILES AIT UNE ENVELOPPE. — En appliquant les résultats du
Mémoire précité on trouve que :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille
d’hélices circulaires mobiles ait une enveloppe est que les
équations

(53) KL —pN =o, M=o
admettent une solution commune
(54) F(ot)=o.

A chaque solution de cette forme correspond une courbe
tangente aux diverses génératrices. Leur ensemble constitue
I’aréte de rebroussement de la surface.

13. Remarque. — Je me borne a signaler ce fait presque
évident :
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Le cylindre circulaire droit est la seule surface algébrique
sur laquelle on puisse placer une hélice circulaire.

CHAPITRE II.

REPARTITION DES NORMALES AUX DIVERS POINTS D’'UNE MEME GENERATRICE. POINTS CEN-
TRAUX DE PREMIERE ESPECE ET DE DEUXIEME ESPECE. LIGNES DE STRICTION. SUR-
FACE POUR LESQUELLES CES DEUX LIGNES COINCIDENT. PARAMETRE DE DISTRIBU-
TION. SURFACE POUR LESQUELLES LES NORMALES AUX DIVERS POINTS DE CHAQUE
GENERATRICE RENCONTRENT UNE MEME DROITE.

1. Dérinirion. — Quand Uhélice génératrice conserve une
direction d’axe invariable, je dirai que la surface est & plan
directeur d’hélices ou simplement (quand aucune confusion
n'est a craindre) & plan directeur.

2. ANGLE DU PLAN TANGENT AVEC LE PLAN DE BASE. — Si 'on se
reporte au n° 5 du Chapitre précédent, on voit que cet angle peut
étre considéré comme égal a V. En réalité, avec les conventions
qui ont été adoptées dans ce numéro, c’est son supplément; mais,
comme dans ce qui suit, il sera surtout utile de considérer la
détermination de l'angle de ces deux plans comprise entre zéro

et 7—;, rien n’empéche de la prendre pour I'angle V lui-méme,

considéré comme défini par la détermination positive de la tan-
gente (') donnée par la formule
K2 KL —pN)?
(1) tang’V=F+(—P;Mig—-
Nous désignerons par la notation (V) I’angle ainsi défini.
La considération de la formule (25) du Chapitre précédent
conduit immédiatement au théoréme suivant :

Tutorkme I. — L’angle (V) du plan tangent en un point
d’une génératrice avec le plan de base de celle-ci n’est jamais

(1) Dans le cas des éléments imaginaires on peutfaireintervenirla convention
suivante : on prendra, pour K la détermination correspondant & une partie réelle
positive et celle correspondant & un coefficient positif dans le cas d’'une imagi-
naire pure,
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nul. Il a un minimum absolu donné par la formule

tang(V) = l%

obtenu pour les points de la génératrice considérée dont les
coordonnées satisfont & la relation

KL —Np =o,

sauf exception possible pour ceuz de ces points dont les coor-
données vérifieraient aussi la relation

M =o.

Remarque. — Les points d’une génératrice présentant un carac-
tére exceptionnel dans le théoréme précédent sont ceux ou la
génératrice rencontre la génératrice infiniment voisine lorsque ce
fait se présente. :

En ces points, tangV se présente sous forme indéterminée.

DeriniTion. — Jappelle points centraux de premiére espéce
les points d’une génératrice définis par la relation

(2) KL —Np =o.

Quand la génératrice varie, ils engendrent les diverses
branches de la ligne de striction de premiére espéce.

Ces points sont donc ceux correspondant au minimum de (V)
et ceux satisfaisant aux deux relations KL —Np=o0, M=o.
Ces derniers sont en général isolés; dans le cas ou ils forment une
aréte de rebroussement de la surface, cette courbe devra donc étre
considérée comme faisant partie de la ligne de striction. Ce sont
d’ailleurs, dans un cas comme dans l'autre, des points singuliers
de la surface ou tout au moins de la définition de celle-ci par le
systéme de génératrices choisi.

Remarque. — Nous avons été conduit aux définitions précé-
dentes par une analogie évidente avec les surfaces réglées; toute-
fois, faut-il remarquer que dans celles-ci V sera constamment égal

a = et l'angle intéressant est celui du plan tangent avec le plan
2
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central. Sa considération ne parait pas susceptible d’une extension
intéressante au cas des surfaces hélicées. Nous ferons remarquer
également que I'étude de 'angle V que nous venons de définir se
présente utilement dauns le cas des surfaces cerclées. Les résultats
correspondants ont été développés par M. Demartres dans le
Mémoire déja cité. On peut également étendre a ces surfaces (il
suffit de faire K = o dans nos formules) la considération des points
centraux et de la ligne de striction de premiére espéce ([¢f. notre
Mémoire Sur une propriété des surfaces cerclées (Bulletin

de la Soc. mathém. de France,t XXXVI, 1908, p. 58)].

3. Revenons aux conséquences de la formule (1). Remarquons
q
qu’on peut écrire

KL —pN =—9[K2(gsing + pcosg) + K'p] + (KL — pN)r,

en désignant par la notation (KL — pN)y la partie de 'expression
étudiée qui ne contient que des termes trigonométriques. De
méme,

pM =pKo(gcosp — psing) + pMr.

Que devient I'angle (V) quand le point eonsidéré s’éloigne
indéfiniment sur la génératrice, c’est-a-dire quand o croft indé-
finiment?

Faisons croitre ¢ indéfiniment de la maniére sutvanle.

Nous poserons
Q=@+ 21T,

ou n est un nombre entier croissant indéfiniment (autrement dit,
nous prenons les points qui s’éloignent sur I'hélice génératrice
en restant sur une méme génératrice de son cylindre principal).
Le premier terme de tang?V est évidemment invariable pour un
déplacement sur une génératrice; quant au second, il a pour
valeur
f—[K2(g singe-+ p cosge)+ K'p]2(go+2n7)+ const.!
[(90+2n7)Kp(g cospo— p singy) + const. J?

Les termes simplement trigonométriques des fonctions
KL—pN et pM

conservent une valeur fixe pour la vaciation imposée a .
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Lorsque 7 croit indéfiniment, Uexpression précédente tend vers
une limite définie par I'expression

(3) [K’(qsimpo—\‘—pcos?o)-i-K’p]’_
Kp(g cospo— psingg)

Mais cette expression a une valeur qui, en général, dépend
essentiellement de la valeur ¢, choisie. Donc :

En général, l'angle du plan tangent et du plan de base
d’une génératrice n’a pas de limite déterminée quand le point
de contact s’éloigne indéfiniment sur cette génératrice.

Cette conclusion pourra étre en défaut si le coefficient (3) est
indépendant de o, c’est-a-dire si le quotient

K2(g sing + pcosp + K'p)
(g cosp —psing)Kp

se réduit 4 une simple fonction de ¢ que nous désignerons par A(%).
On sera donc conduit a écrire I'identité en ¢

K2(g sing + pcosg) + K'p — pKX(g cose —psing) =o, -

équivalente aux trois suivantes :

gK +ppr=o,
(4) —gpr+pK =o,
K'=o.

Dans tous les cas, la variation du pas doit étre nulle.
Les deux premiéres équations conduisent aux relations

p=g=o
tant que le déterminant de ces quantités
K24 A2p2
n’est pas nul. Laissons de coté le dernier cas qui ne convient
qu’a des génératrices imaginaires tout a fait particuliéres (*).

On a done
p=g=o.

(') On vérifie que dans ce cas le plan de base est 4 cafactéristique isotrope.
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Mais alors le dénominateur de I'expression (3) est identiquement
nul et nos calculs sont en défaut. D’ailleurs ici la relation K'=0
montre que tangV se réduit & uue fonction trigonométrique
de o. Nous étudierons ce cas ullérieurement.

Ainsi qu'il vient d’étre dit, I'analyse précédente laisse de coté
le cas ol le dénominateur de (3) serait nul. Si le numérateur n’est
pas nul en méme temps, tangV croit indéfiniment et V a pour

limite E quand le point s’éloigne indéfiniment.

Ce fait se présente quand

p=qg=o, avec K'+# o.

" Donc dans ce cas I'angle V a une limite g quand le point de

contact s’éloigne indéfiniment. Ce cas se présente en particulier
pour la génératrice quelconque (K'z£0) d'une surface a plan
directeur d’hélice a pas variable.

Il ne nous reste plus qu’a envisager le cas ot 'on a a la fois

p=g=K=o.

Dans cette hypothése, la partie de tang?V qui dépend de o se
réduit & ’expression

Ko(using — ¢ cosp)+ pw]?
p(ucosg+vsing+p) |~

Lorsque ¢ croitindéfiniment, cette expression ne tend en général
vers aucune limite déterminée. Si 'on cherche dans quel cas
exceptionnel le contraire se présente, on est conduit a des
conditions développées aux n°*7 et 8 du Chapitre précédent; nous
y exprimions que pour chaque générairice 'angle V élait constant.
Si ces conditions sont vérifiées, non pour toute valeur de ¢, mais
seulement pour certaines de ces valeurs, on trouve le résultat
suivant :

Si pour une génératrice a plan de base et a pas stationnaire,
Uangle (V) tend vers une limite quand ¢ croit indéfiniment,
il est constant sur toute cette génératrice. Si l'on fait abstrac-
tion du cas des génératrices imaginaires satisfaisant a la
condition u?+ v?= o que je me dispense d’interpréter, le plan
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de base se meut normalement au lieu du centre du cercle prin-

. T™ . . .
cipal. Cette valeur sera = si, en outre, la variation du rayon
de ce cercle est nulle.

Ces divers résultats sont résumés dans le théoréme suivant :

Tutoreme II. — En général, l’angle (V) ne tend pas vers
une limite déterminée quand le point de contact du plan tan-
gent considéré s’éloigne indéfiniment sur U’ hélice génératrice.

Il y a exception et cet angle devient droit si le point décrit
une génératrice dont le plan de base soit stationnaire en direc-
tion et dont le pas ait au méme instant une variation différente
de zéro.

Si le pas était stationnaire en méme temps que la direction
duplan de base, U’angle (V) n’aurait pas de limite dans ces
conditions, @ moins que l'axe de l'hélice ne fit au méme
instant tangent au lieu du centre du cercle principal: mais
dans ce dernier cas Uangle V serait constant sur toute la
génératrice (*). Cette valeur constante serait un droit dans le
cas oi la variation du rayon du cercle principal serait nulle
au méme moment.

CoroLrare. — Pour toute surface & plan directeur d’hélice
a pas variable, U'angle V du plan tangent en un point d’une
génératrice avec le plan directeur tend vers un droit lorsque
le point de contact séloigne indéfiniment sur la généra-
trice[sauf pour quelques génératrices exceptionnelles correspon-
dant & des valeurs de ¢ annulant la fonction K/(¢)].

4. DETERMINATION DES POINTS CENTRAUX DE PREMIERE ESPECE. —
Ils sont donnés par I'équation

KL —Np =o,

qui, étant transcendante, ne peut étre résolue en général.

(') Sa valeur serait donnée par la formule

o KTow?
log*V = - + e
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Si toutefois la surface est donnée numériquement, on peut, en
se fixant la valeur numérique de ¢ correspondant i une génératrice,
avoir recours & une résolution graphique fondée sur l'emploi
simultané d’une spirale et d'une courbe du quatriéme degré facile
a construire.

La ligne de striction de premiere espéce se déduit de la résolu-
tion précédente lorsqu’on la fait pour une suite de valeurs de ¢.

Nous nous bornerons a chercher dans quel cas cette équation
devient algébrique. Ceci peut se présenter dans trois cas :

1° ¢ subsiste dans ’équation sans les lignes trigonométriques;

2* o ne figure dans 'équation que par les lignes trigonomé-
triques;

3° L’équation se décompose en deux facteurs de la nature de
ceux définis ci-dessus. Les deux premiers cas peuvent étre consi-
dérés comme cas particuliers du troisi¢me.

1° L’équation ne doit pas contenir les lignes de I'arc ¢. On doit
alors avoir
P=q=U=9¢=0;

nous pouvons de plus faire alors r=o0 et, si cette condition est
vérifiée pour toutes les génératrices, en rapportant la surface a
des axes fixes définis dans le n° 7 du Chapitre précédent, ses
équations deviennent

(5) z = pcosQ, Y =psing, z = f(p)+K(p)o,

dans lesquelles f(p) et K(p) désignentdes fonctions de ¢ d’ailleurs
arbitraires (*). '

Nous donnerons a ces surfaces remarquables, généralisation
immédiate des hélicoides, le nom d’nELicoiDES DE SECONDE
ESPECE.

Elles jouent un réle considérable dans diverses questions.

(') En vérité, ces formules laissent de coté le cas ol p serait constant et ou il
faudrait écrire

T =pycos9, ¥ =p,sing, z=f(L)+k()p.

Cette surface est un cylindre droit, cas limite évident des surfaces signalées.
XLI. 18
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Si fet K sont des fonctions du premier degré de ¢, on aura
des sURFACES DE vis DE DEUXIEME Espice. L’étude compléte de
ces surfaces nous entrainerait trop en dehors des limites du travail
actuel et nous nous réserverons d’y revenir d’une fagon spéciale.

La ligne de striction de premiére espéce de ces surfaces est
définie par I'équation

.
?=—x

S et K’ désignant les dérivées des fonctions f et K parrapport a p.
[ Sila surface se réduisait 2 un cylindre, (voir la note. page 267), elle
serait indéterminée.] On voit que, sur chaque hélice génératrice, il
y aun point central et un seul. Dans le cas des hélicoides ordinaires,
ce point est rejeté a l'infini, sauf dans le cas de la surface de vis &
filet carré ou il est indéterminé. Ces résullats s’expliquent faci-
lement (*). Enfin signalons la formule qui donne tang?V pour ces
surfaces ; c’est la suivante :

(6) tang?V = %—F(K'?—i—w)’.

2° o ne figure que par ses lignes trigonométriques. Les condi-
tions correspondantes sont ici

p=q=K’=o.

Si la propriété est vraie pour toutes les génératrices, c’est-
a-dire si les relations précédentes sont identiques, on obtient
la classe trés intéressante des surfaces & plan directeur et pas
constant qui comprennent également, comme cas particulier,
les hélicoides. Sur chaque génératrice les points centraux forment
deux suites de points équidistants répartis sur deux génératrices
du cylindre principal correspondant.

3¢ Cette hypothése ne conduit a aucun résultat nouveau.

3. PLusS COURTE DISTANCE DE DEUX GENERATRICES INFINIMENT

(') Sur Jes hélicordes, tangV est constant quandzlc point considéré décrit une
génératrice. De plus, cette fonction ne se réduit & —; que dans le cas de la surface

de vis a filet carré. Considérée comme définissant un minimum, la ligne de
striction d’un hélicoide quelconque serait indéterminée. Nous préférons conserver
entiérement la définition du texte par I'équation KL — Np =o.
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voisines. — En se reportant au n° 9 de notre Mémoire, Applica-
tions de la géométrie cinématique, etc., on trouve que les points
d’'une génératrice, dont la distance a la génératrice infiniment
voisine soit minima, maxima ou stationnaire, sont donnés par la
relation

9 oM
(7) (KL—NP)E(KL—NP)+(P’+K’)M¥=Oy

équivalente lorsque H n’est pas nul, c’est-d-dire sauf sur des
génératrices isolées, en dehors du cas de la développable isotrope
définie par H = o, a I'équation

oH
8 — =o.
(8) P
Derinition. — J’appelle point central de seconde espéce

d’une génératrice tout point de celle-ci dont les coordonnées
curvilignes, t, ¢ vérifient ’équation (7). Lorsque la généra-
trice varie, ces points décrivent les diverses branches de la
ligne de striction de seconde espéce de la surface.

6. Si les équations
JH
KL—Np=o, E:o,

admettent une solution commune, $(2,9) = o, cette solution défi-
nit une branche commune aux deux lignes de striction. Je ne
m’arréterai pas & chercher la condition correspondante qui est
compliquée et je me bornerai sur ce sujet a4 la résolution. des
questions suivantes :

ProsLimeE. — Déterminer les surfaces telles que la ligne de
striction de premiére espéce appartienne complétement & la
ligne de striction de deuxiéme espéce.

Pour qu’une surface réponde i la question, il faut et il suffit
que toute solution de I'équation correspondante

(9) KL—Np=o

appartienne & I'équation (7) ou, en laissant de cdlé le cas des
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hélices isotropes, a 'équation
oM
(10) M W =o.
Supposons d’abord que les solutions de I’équation
K?(g sing +pcosp)+Kp=o0

ne satisfassent pas a I'équation (g). (L’hypothése contraire ne
peut se présenter que lorsque KL — Np se décompose, cas dont
nous ferons une étude spéciale.)

On peut alors tirer de I'équation (g) I'angle ¢ en fonction de
ses lignes trigonométriques et porter le résultat dans 1'équa-
tion (10). L'opération est trés simple, I’équation (g) étant linéaire
en o, et le résultat obtenu est une équation (A) qui ne contient
plus que sin¢ et coso et doit néanmoins admettre toutes les solu-
tions de I'équation transcendante (g). Ceci ne peut avoir lieu que
si le premier membre de I'équation (9) se décompose en un
produit d’une fonction linéaire en o par une fonction simplement
trlgonométnque de I'angle ¢, 2 moins toutefois que (A) ne se
réduise 4 une identité. Le cas o KL — Np ne contienl pas
les lignes trigonométriques ou, au contraire, ne renferme .que
celles-ci peut d’ailleurs étre considéré comme cas limite de la
décomposition. Nous commencerons par éiudier particuliérement
ces deux hypothéses. Notre étude comprendra donc les paragra-
phes suivants : I. L’équation (9) ne contient pas les lignes de ¢
ou contient ces lignes seulement; II. L’équation (A) estidentique;
III. L’équation (9) se décompose.

I. Premier cas. — Le premier membre de 1’équation (9) ne
contient pas de ligne trigonométrique. Nous avons vu précé-
demment que les surfaces correspondantes étaient des niLicoives
DE DEUXIEME ESPECE.

Pour ces surfaces, il y a un point central de deuxiéme espéce et
un seul sur chaque génératrice; il est défini par la relation (')

,

? TS m——

KI

(') Exception faite des hélicoides ordinaires ou les calculs sont en défaut. Voir
plus loin la remarque spéciale a ce cas.
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Donc :

Les lignes de striction des deux espéces coincident dans ces
surfaces.

Deuxiéme cas. — Le premier membre de léquation (g) est
dépourvu de terme nontrigonométrique. On voit facilement que
celte hypothése correspond aux surfaces de plan directeur dont
le pas de la génératrice est constant; cette équation se réduit a la
sulvante :

(11) Kusing — Ko cosgp +wp =o.
D’ailleurs on a ici

M= ucosp+ v¢sing + p', =— using -+ ¢ cos¢.

9

de

Deux cas peuvent se présenter :

a. w = 0; alors ’équation (11) ne différe pas de I’équation.
M

—_— =0
do !
tous les points de premiére espéce sont de seconde espéce. Ces
surfaces possédent en outre des points de deuxiéme espéce répartis
en deux séries sur chaque génératrice, séries données par I'équa-
tion

. , [ o2+ K2
(12) U CcosQ + vsing + p (T) = o.

Il ne pourra y avoir coincidence compléte que si les équations
(11) et (12) ont mémes solutions, c’est-a-dire si

(13) £=_;=_,

en laissant de coté les hélices isotropes.
Les relations (13) donnent

U=v=0
‘ou
ut+vt=o0, avec p'=o,

XLI. 18,
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La premiére solution conduit aux surfaces de vis a filet carré (),
elle appartient aussi comme cas limite 2 la série précédente.

La deuxiéme solution donne des surfaces engendrées par une
hélice indéformable munie d’un plan directeur et dont I'axe décrit
un plan isotrope perpendiculaire a ce plan directeur. Dans les
énoncés qui termineront cette étude, nous ferons abstraction de
cetle surface spéciale (2).

b. ws£o0; alors une racine de ’équation (11) n’annule jamais

c . oM . .
l’equanond—?;z o. Il faut donc que ces racines satisfassent Loutes

a Péquation M = o, c’est-a-dire a

wcosp—+ vsing +3'=o.

Ceci ne peut arriver que si l'on a

’

<8
Sl

(14)

_
ﬂ,
K

2

étant laissée de c6té la surface & génératrices imaginaires satis-
faisant a la relation u?+ ¢? = o0, sans que u et ¢ ne soient nuls,
on doit avoir
Uu=v=o0,

et la deuxiéme relation (13) est satisfaite d’elle-méme. Les
surfaces obtenues sont les hélicoides. On vérifie que 1'équation
fondamentale qui détermine les points centraux de deuxiéme
espéce se réduit a une identité, Ce fait s’explique facilement : en
effet, pour ces surfaces, les trajectoires orthogonales des hélices
génératrices étant des géodésiques, le point central de deuxieme
espéce sur chaque génératrice est évidemment indéterminé.

Il. L’équation (A) est identique. Le résultat de la substitution
de la valeur tirée de I'équation (g) pour l'arc ¢ en fonction de
sing et cos¢ ne peut s’annuler identiquement que si I'un de ses

oM . . . .
facteurs M ou % s'annule identiquement. Donc deux cas & consi-

(1) Pour cette surface, on voit que les équations (g) et (10) se réduisent a des
identités. ¢
(?) Cette surface appartient & une série déja rencontrée (cf. n° 3).
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dérer: 1° Le résultat de la substitution dans M estidentiquement nul;

2° le résultat de la substitution dans -‘;l[ est identiquement nul.
1° Le résultat dans M est identiquem?ent nul. En effectuant les
calculs on trouve, aprés avoir rendu entier le résultat de la subs-
titution, un polynome du second degré en sing et coso dans
lequel :
coefficient de  cos?¢ = K?!pu + Kq(p2g + Kv),
» sint¢g = K209 +~Kp(p?p + Ku),
» sing cosp = 2Kp?pgq.

D’ol les deux relations (K étant £ 0) suivantes obtenues en
écrivant 1'égalité entre eux des termes carrés et a zéro du terme

rectangle
pr*=gq* pg=o,

égalités qui donnent de suite p = g =o0. La surface doit étre a
plan directeur. On peut pour simplifier les calculs faire r=o.
Mais alors I'équation (g) se réduit a

(15) oK'p +Kusing — Kvcosgp +pw =o,

et 'équation M=o a
(16) ucosp + vsing + p'=o.

.Pour que cette derniére soit vérifiée par toute racine de I'équa-
tion (13), celle-ci ne pouvant visiblement se décomposer sans se
réduire & une fonction linéaire ou trigonométrique de ¢, on devra
avoir soit u =y =p' = o, ce qm donne un cylindre droit, soit

K'=o0 avec — % _.—|— - = —‘% et I'on trouve une surface a gené-

ratrices imaginaires déja déﬁ!ll(ie, 4 moins qu'on n’ait u=v¢=o.
De nouveau on obtient les hélicoides. En résumé, I'hypothése
actuelle ne conduit & aucune surfuce nouvelle.

Nous passerons a la suivante :

2° Le résultat de la substitution dans %B—{- est identiquement nul.
En rendant entiére I'identité & écrire on eq;t conduit a la condition
(17) [K2(gsing +pcose)+ K'p][(Kg +¢)cosep — (Kp+u)sing]

—K(pcosg + g sing) [(Ke 4+ g p?) cosp
— (Ku—+pp?)sing+rpK—pw]=o.
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La considération des termes du second degré en sing et coso
dans cette équation dépourvue de terme indépendant donne les
conditions

(18) (K*—p)pg =0 et (Kr—p*)(g*—p*) =o.
On aura donc deux cas principaux: 1° K2— p? n’est pas nul
nécessairement ; 2° on fait K2 = p2.
1° Si l'on ne prend par K3 — p?=o0, les équations (18) donnent
p=gq=o.

La surface correspondante est a plan directeur. La considération
des termes du premier degré en sin ¢ et cos¢ donne les équations
K'u=o, K'v =o,

qui peuvent étre réalisées soit par les conditions

uUu=v=o0,

pour lesquelles la surface se réduit aux surfaces hélicoidales de
deuxiéme espéce, et I'on sait que ces surfaces satisfont eneffet a
la question, soit par K'=o0. Mais alors nos calculs ne sont plus
légitimes, car, en vertu des conditions p = ¢ =K'= o, le coef-
ficient de ¢ dans KL — Np est identiquement nul. La question a
été étudiée précédemment par un procédé direct.

Nous sommes donc amenés & rechercher les résultats auxquels
conduit la deuxiéme hypothése.

2° On prend

K2 = p? ou K=¢ (e=z=£1).

Les trois termes du second degré disparaissent alors sans autre
condition. En écrivant que les termes du | premler degré s'éva-
nouissent également, on obtient les conditions

(19) | o'(v +gpe) — p(rote —pw) =o,
S | o'(u+ppe) + g(rpte — pw) = o,

qui, jointes-a la condition
(20) K=¢ (e==1)

sont nécessaires et suffisantes pour la résolution de la question.
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Toute solution p?+ g?=o0 sans que p et g soient nuls étant &
rejeter, nous pouvons prendre pour Oz une paralléle a la carac-
téristique du plan de base, ainsi qu’il a été dit, ce qui revient  faire

q = o.
Les équations (19) se simplifient et deviennent

. p'v—p(rpte—pw)=o,
(19 55%) { p'(u+ ppe) =o.

La seconde équation (19 bis) conduit & deux systémes de solu-
tions

p'=0 ou u+ppe=o.

Donc deux séries d’études :

@. On prend p’=o0; le rayon du cercle principal est constant,
soit p = p,. Mais K =K,=¢p,. Le pas est constant : la généra-
trice est indéformable.

La premiére équation (19 bis) devient alors

P(rpee—w)=o,

qui conduit & deux groupes de solutions. Nous remarquerons de

suite que le premier correspondant i p = o est  rejeter, car on

se trouverait dans le cas ot p=¢g=K'=o0 et ou les calculs

actuels sont en défaut. Ce cas a fait I'objet d’'une étude spéciale.
Il reste finalement la condition

W =Tpgs.

En résumé, nous trouvons une solution caractérisée par les
conditions

(21) g=o, P = Pos K=Ki=¢3 (s==1), W = rpg¢.

Ces surfaces peuvent étre définies géométriquement comme il
suit :

Surface engendrée par une hélice de grandeur constante,
inclinée a 45° sur son plan de base dont l’aze décrit une sur-
Jace réglée absolument quelconque, maris dont le triédre prin-
cipal posséde un mouvement déterminé par la derniére équa-



— 276 —
tion (21); sa rotation élémentaire autour de [’azxe de U’ hélice
génératrice est a chaque instant égale au quotient de la com-
posante suivant cet axe de la translation élémentaire par le
pas linéaire de la génératrice (*).

Les deux équations KL — pN=oet %:—i = o se réduisent 'une

1

et autre a la seule équation
(22) oKop cosg + (Kop + u) sing — ¢ cosp = o.

Nous allons chercher maintenant si tout point central de
deuxiéme espéce est un point de premiére espéce.
Remarquons qu’on a identiquement

KL—NpEKQ%;

I'équation caractéristique (9) des points de deuxiéme espéce
devient ici ’

oM

(22 bis) 5?

9
[E(KL—NP)—Q—zKoM] = o.

. , « _oM- .
Nous pouvons laisser de c6té la solution % = ° de cette équa-

tion. Elle conduit en effet aux points qui viennent d’étre envisagés.
L’équation (22 bis) pourra ainsi étre remplacée par la suivante

(22 ter) -‘%(KL—NP)+2K0M=0,
qui, développée, prend la forme
(23) 9Ky psing — o sing 4 cosg(2Kop — u) = o,

Toute solution de (23) doit étre solution de (22); ceci exige,
comme on I'a déja dit, que le résultat de I'élimination de ¢

(') Comme exemple simple d’une classe de ces surfaces, on peut citer celles
qui sont engendreées par U’hélice ci-dessus définie, lice a un triédre dont le
sommet décrit une courbe.quelconque tracée sur un cylindre arbitraire
dont Oz est la génératrice et 0z la normale. Si la directrice est une hélice
circulaire, cette surface est un hélicoide doublement helice et dont les deux
systémes d’hélices circulaires genératrices peuvent étre considerés comme
satisfaisant a la question actuelle.
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entre (23) et (22) considérées comme équations du premier degré
en o soit identiquement nul, 4 moins toutefois que sin ne soit en
facteur dans I’équation (23). La premiére condition est, en divi-
sant par K,p (que nous ne supposerons pas nul, puisqu’on aurait

alors p=¢=K'=0),

(23 bis) cosp[cosp(2Kop—u) — vsing]

—sing[(Kop + u) sing — ¢ cosp] = o,
équivalente a
p=u=o.

La premiére condition est contraire & notre hypothése. On ne
peut avec elle supposer p £ o.

I reste a voir ce qui arrive si sin¢ est en facteur dans I'équa-
tion (23). Cette équation se réduit alors & la suivante

(23 ter). sing(¢Kop—v) =0,

avec la condition
2Kop = u.

Mais toutes les solutions de singp = o ne peuvent convenir a 'équa-
tion (22), tant que le terme de celle-ci contenant ¢ ne disparait
pas. On devrait avoir encore p = o. Donc :

Les séries de surfaces étudiées ne possédent pas de types a
coincidence compléte des lignes de striction.

Mais les équations (19 bis) conduisent encore 4 une autre série
de solutions :

(B) u <+ ppe =o.

Ici, o’ n’étant pas nul ('), prenons p comme variable indépen-
dante. En tenant compte de la premiére équation (19 bis), on est
conduit aux conditions de définition

K=¢, u=—ppe, vo=pp(rpe—w), g=o.

1l semble que la surface correspondante doive satisfaire au
probléme. Mais ici on se Lrouve précisément dans un cas excep-
tionnel signalé tout au début de cette étude; lé coefficient de o est

(') Sauf pour un’cas limite dont il sera question ultérieurement.
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en facteur dans KL — Np qui se réduit au produit

(p—rp+ew)(ppcosp +ce).
Voyons alors direclement ce qui se passe :

oM L1 s
T se réduit a cosq (rpe — w —egp),

qui admet bien les racines de KL — No correspondant au facteur
? — ”p -+ WE,

Il reste a vérifier si les racines de l'autre facteur de KL — No

. oM \ .
annulent le produit M-dl? D’aprés ce que nous venons de voir,

oM ,
elles ne peuvent annuler Loutes 3’ car elles n’annulent pas cos o,

. M
et le deuxiéme facteur de 5~ n’a qu’un seul zéro.

Reste a comparer avec M. Si ¢, est une racine de I'équation
PPCosp +¢e=o,

il en est de méme de 9, + 2 27 ol ~ est un entier arbitraire. Cette
simple remarque montre que, si tous les zéros de pocosy +-¢
conviennent a M : 1° ou bien le terme en ¢ de cette équation doit
disparaitre, ce qui exige p =o. Mais alors p=¢=u=v =o.
Nous retrouvons les surfaces hélicoidales de deuxiéme espéce;
2° ou bien M posséde sino en facteur, ce qui exige u = p'=o et
par suite p =o et v = 0. On trouve encore le cylindre droit.

Si 'on fait abstraction des surfaces hélicoidales de seconde
espéce et de leurs variétés, on voit que les surfaces de cette série
ne répondent pas & la question. Elles ont néanmoins une par-
ticularité intéressante : la ligne de striction de premiére
espéce se décompose en deux courbes, I’une donnant un point
sur chaque génératrice appartient & la ligne de striction de
seconde espéce, Uautre qui ne lui appartient pas, au moins
entiérement, rencontre chaque génératrice en une infinité de
points équidistants sur deuzx génératrices du cylindre prin-
cipal de I'hélice en question. Nous désignerons ces surfaces sous
le nom de surfaces E.
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Remarque. — Dans cette derniére étude, on a laissé de coté le
cas de p'=o0. Si I'on suppose a la fois u = — ppe et p’=0, on
obtient une surface solution de la question, qui n’est autre qu’'un
cas particulier de la série précédente et dont les caractéristiques
sont
(24) (P=Poy =0, U=—Pppes, W =Tpok,

Ko = ¢po.

L’interprétation géométrique de ce résultal est trés intéressante,
mais nous aurons l'occasion d’y revenir dans nos études mono-

graphiques.

IIL. 1l ne nous reste plus qu’a étudier le cas ou KL — Np se
décompose en deux facteurs de la forme

(Ag—+ B) Fr(p),

en désignant par A et B des fonctions de ¢ seul et par $;(¢) une
fonction trigonométrique de ¢.
En écrivant 'identité

KL —Np = (A¢+B)Fr(9)
ou les identités équivalentes
AJr=ay, ...,
ar désignant la fonction trigonométrique facteur de ¢ dans

KL —Ne; BFy=8
T = PIT, ceey

Br désignant le terme simplement trigonométrique de KL — Np,
et en éliminant $; on obtient la condition
ABr—Bay=o.
Si on la développe, on trouve sans peine qu’une pareille iden-
tité entraine les relations suivantes :

Ku+pp?  —(Ko+gp?) w—rK

(23) K2g K2p - K'p

Introduisons la simplification ¢ = o, nous trouvons

r=K=o, Ceey
XLI. 19
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cas déja étudié, ou
Ku+ppt=o,
(26) w—Kr v
K ~  Kp

Dans ces conditions, ’équation KL —Np =0 se réduit a la
suivante

& (¢ ) opsonac k)=,

et M=o ne pourra admettre toutes les racines du deuxiéme
facteur du premier membre de (27) que :

° Si M se décompose, ce qui exige u = p' =0 et, en vertu des
equauons (26),

p=0 e v=o0 oOu K'=o.

On est ainsi conduit a un cylindre droit ou a la solution déja

envisagée
P — q = K’.: 0.

2° Si M n’a pas de terme en ¢. On retombe encore sur des

solutions rencontrées; sauf ce cas, si M admet une des racines Po
de I’équation

(27 bis) prK2coso + K'p=o,

elle ne peut admettre que cette seule racine de la série ¢4+ 217,
o étant donnée d’une fagon unique en fonction de sin¢ et de cose
par I’équation M = o. Reste & voir si les autres racines de (27 bis)
n’annulent pas %—1:; On retrouve encore des solutions déja rencon-

trées en observant qu’on doit avoir
u+Kp=o,

condition qui, jointe a la premiére équation (26),donne K2=p>.

Le probleme posé est donc résolu; toutefois, avant d’en
résumer la solution, j’introduirai la considération d’une série de
surfaces qui, sans étre_des solutions de la question actuelle, s’y
rattachent de trés prés et jouent un réle considérable dans nos
théories.

Retour sur U'étude des surfaces a plan directeur et & pas
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constant. — Si I'on exprime que, pour ces surfaces, les équations
KL — Np et M=o ont une branche commune (sans exiger que
toute la ligne de premiére espéce soit comprise dans celle de
deuxiéme), autrement dit que les hélices génératrices aient une
enveloppe, on trouve la condition

p2w?
K: ’

(28) U4 ot=p't 4

qui définit une série de surfaces auquelles nous donnerons le
nom de surfaces (T).

Remarque. — 1l est & peine besoin de faire remarquer que
Pétude précédente s’applique immédiatement au cas ou, au lieu
de rechercher les coincidences de points centraux sur toutes les
génératrices, c’est-a-dire la communauté de branches de lignes de
striction, on voudrait trouver si sur quelque génératrice les con-
ditions demandées sont réalisées. Les équations de condition
trouvées, au lieu d’étre des relations fonctionnelles en ¢ expri-
meraient simplement qu’il existe une ou plusieurs valeurs de ¢, y
satisfaisant. Je me dispenserai d’énoncer les interprétations i
donner dans ce cas. Nous en avons déja rencontré des exemples
antérieurement et nous retrouverons ultérieurement les mémes
considérations. Cette remarque étant faite une fois pour toutes, je
me dispenserai d’y revenir lorsque I’énoncé complet des propriétés
des génératrices spéciales trouvées ne paraitra pas présenter un
intérét suffisant pour étre exposé. Dans tous les résultats précé-
dents on suppose, bien entendu, que la génératrice n’est pas un
cercle, c’est-a-dire qu’on fait abstraction des valeurs particuliéres
de ¢ racines de la fonction K (¢).

RESUME DE L'ETUDE PRECEDENTE.

Tout d’abord, nous trouvons comme seule surface, dont la
ligne de striction de premiére espéce appartienne tout entiére
a celle de seconde espéce, les surfaces appartenant aux trois
séries sutvantes :

1° Les hélicoides de seconde espéce. — En outre, pour ces sur-
faces, les lignes de striction des deux espéces coincident com-
plétement,
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2° Les surfaces a plan directeur et a pas constant définies
parla condition w = o. — Ces surfaces, que nous désignerons par
le nom de surfaces (®), dérivent géométriquement de la sur-
Sface de vis a filet carré en faisant subir a chacune des asympto-
tiques de celle-ci une translation paralléle au plan directeur,
mais de loi quelconque. Pas de surface a coincidence compleéte,
sauf I'hélicoide gauche a plan directeur. Leur ligne de striction de
deuxiéme espéce contient, outre celle de premiére, la branche
2+ K’>

p’
ces surfaces, qui forment une classe trés intéressante, on peut
signaler les surfaces réglées dérivées de I'hélicoide gauche minimum
par une translation rectiligne de ses génératrices, dont 'amplitude
est proportionnelle au rayon du cercle principal de ’hélice asymp-
totique déplacée.

définie par l'équation u cos¢ + ysing + p'( —o0. Parmi

3° Surfaces engendrées par une hélice de forme invariable
inclinée a 43° sur la direction de son axe et dont le moucement
est tel que la rotation élémentaire autour de son aze est égale
au quotient de la composante de la translation suivant celui-ci
divisée par le pas linéaire de la génératrice. — Je les appellerai
surfaces (¥). A signaler la classe spéciale de ces surfaces corres-
pondant a un plan de base parallele 4 une direction fixe. Pas de
coincidence compléte s’il n’y a pas de plan directeur. Dans ce
dernier cas, d’ailleurs, on retombe sur une série précédente.

La ligne de striction de seconde espéce de ces surfaces com-
porte, outre celle de premiére, la branche définie par I’équation

Ko 9(q cosp — psing) — [(2g Kg—v) sing + (2pKo— u) cosp] = o.

Outre ces trois séries de surfaces répondant au probléme
proposé, l'étude précédente met en évidence deux autres
classes : :

4° Les surfaces a pas linéaire variable égalau rayon.

5° Les surfaces I' ou a plan directeur, pas constant et aréte de
rebroussement définies analytiquement par la condition complé-
mentaire

Parmi celles-ci nous désignerons sous le nom de surfaces (C)
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celles qui correspondent & w = o, c’est-a-dire appartiennent aussi
a la classe des surfaces ®. Elles sont définies par les deux condi-
tions complémentaires

ut+ o2 = 9'2, w = 0.

La derniére a déja été interprétée géométriquement. La
premiére s'interpréte ainsi : Le cylindre principal reste oscu-
lateur & un cylindre fize.

7. I'étude précédente met immédiatement en évidence le théo-
réme suivant :

Tatorime III. — Les hélicoides de seconde espéce sont les
seules surfaces dont les lignes de striction coincident com-
plétement.

La condition de compatibilité des équations

M=o, KL — Np = o,

étant la condition nécessaire et suffisante pour que I'hélice géné-
ratrice ait une enveloppe, il s’ensuit immédiatement, d’aprés les
calculs précédents, la propriété suivante :

Tatorkme IV. — Si I’ hélice génératrice admet une enveloppe,
celle-ci est une branche commune aux lignes de striction des
deux espéces.

8. On peut se poser le probléme inverse de celui traité au n° 6,
c’est-a-dire chercher les surfaces telles que toute la ligne de stric-
tion de deuxiéme espéce appartienne a celle de premiére espéce.
On obtient le résultat suivant :

N

Tutorkme V. — Les surfaces a coincidence compléte, héli-
coides de seconde espéce, sont les seules pour lesquelles la
ligne de striction de premiére espéce contienne toutes les
branches de celle de seconde espéce.

Démonstration. — La ligne de striction de seconde espéce
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étant définie par 'équation

9 oM
(29) (KL-—Np)d—?;-(KL—-Np)-i—(p’-}—k’)M-ﬁ-=o,

toute solution de cette équation doit satisfaire a la relation
(30) KL —Np = o,

qui définit la ligne de premiére espéce.

Premier cas. — p=q=K'=o. Les équations (29) et (30)
sont réductibles & une forme algébrique; en exprimant.les lignes

trigonométriques en fonction de tang%, I'équation (29) rendue

entiére se présente comme étant du quatriéme degré en tang%

et I'équation (30) conduit & une équation du deuxiéme degré
(P : 94 M [} ) .

tang L. donc I'é lut e

en lang =- Si donc I'équation (29) n’a d'autres solutions qu

celles de I'équation (30), cela exige que les équations aient une
racine commune. Celle-ci doit évidemment appartenir a I'équation

MT=0,

de telle sorte qu’on est amené & résoudre les deux problémes sui-
vants :

Chercher s'il existe, parmi les surfaces correspondant aux
conditions p = g = K'/= o, un groupe tel que les équations

. M=o et KL—-Np=o
ou bien

—_— =0 et KL—Np=o

alent une racine commune.

La premiére série est constituée par les surfaces I'. Je ne m’arré-
terai pas & démontrer que leur ligne de striction de seconde
espéce n’est pas comprise entiérement dans celle de premiére
espéce.

La seconde série conduit aux seules surfaces ®. On sait que,
sauf pour I'hélicoide gauche minimum, la ligne de striction de

seconde espéce a, sur ces surfaces, des branches distinctes de
celle de premiére espéce.
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Deuxiéme cas. — Le premier membre de I'équation (29) se
décompose et prend la forme suivante dans laquelle A, B, C
désignent des fonctions de ¢ :

(31) (Ag?+ By + C)(fonct. trig. de9) = o.

En calculant le terme en ¢? du premier membre de I'équa-
tion (29), on trouve pour expression de la fonction trigonomé-
trique entre parenthéses, au facteur K2 prés, le produit

(32) (g cosp— psing) [K'p — p?(g sing + p cosy)].

Mais I'équation (29) admet des solutions périodiques puis-
qu’elle se décompose en deux facteurs dont I'un trigonométrique.
Il faut donc que KL — Np admette des solutions de période 2=
et par suite soit sans terme transcendant, cas étudié précédem-
ment, ou se décompose. S’il en est ainsi, son facteur trigono-
métrique sera évidemment

K'p + K2(p cosp + g sing).
Pour que toutes les racines du produit (32) soient racines de
Péquation
KL—-Np=o
et, par suite, de ’équation
K'p + K2(pcose + gsing) = o,

il faudrait qu’on ait
K'=o0, pl+gqgt=o,
d’ou, en écartant le cas d’un plan de base enveloppant le cercle

de l'infini,
p=qg=K=o,

Mais alors le terme en ©? n’existant plus dans le premier
membre de 1'équation (29), nos calculs sont en défaut. L’étude
du cas correspondant a ces derniéres conditions est la premiére que
nous ayons traitée dans la question actuelle.

La méme observation s’applique si 'on a simplement

p=g=o.

Si 'on veut exprimer que KL — Np se décompose dans ce cas,
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condition toujours nécessaire, on est conduit a écrire

K=v=o.

En réalité, KL — No ne contient plus de terme trigonométrique.
C’est un cas limite de la décomposition. Les surfaces correspon-

dant aux conditions
I) = q =U=9v=0

ne sont autres que les hélicoides de seconde espéce. Elles sont a
coincidence compléte et satisfont par la méme a la question
actuelle.

3° Cas général. — Soit ¢, une solution de I'équation (29); si
on la porte dans I'équation (30), elle doit y satisfaire par hypo-
thése. Donc ¢, peut étre exprimée en fonction de sing, et cosg,
au moyen de |'équation (30), du premier degré en 9,. Le résultat
porté dans 'équation (29) est une équation algébrique en sino
et coso qui doit étre vérifiée pour ¢ = ©,. Soit (A,) cette équa-
tion. La racine ¢, étant une racine quelconque de I'équation (30),
on voit que I'équation trigonométrique (A,) doit étre satisfaite
par toute racine de l'équation transcendante (29), ceci exige
que celle-ci se décompose, hypothése qui vient d’étre étudiée, ou
que l'équation (A,) soit identique. Or, on voit que (A,) a été
formée comme le (A) du n® 6, a cela prés qu'on a substitué dans

(KL — Np)%(KL — Np) - (¢'+ K’)M%,

au lien de substituer dans

Mais si I’on observe que la premiére partie de la formule conte-
nant en facteur KL — Np s’annule identiquement par la substi-
tution déduite de 'équation (30), on voit que I'équation (A,)
n’est autre que l’équation (A). Les surfaces en question appar-
tiendront donc au groupe des surfaces dont tous les points de
premiére espéce coincident avec des points de seconde espéce et,
comme elles doivent appartenir au groupe inverse, elles appar-
tiennent, si elles existent, au groupe des surfaces a coincidence
compleéte.
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Ce raisonnement pourrait se trouver en défaut si la substitution
précédemment définie n’était plus légitime, ce qui, hors le cas
de p=¢g =K'=o0, ne peut se présenter que si KL —Np se
décompose.

Mais alors, par hypothése, I’équation (29) ne peut avoir que
deux séries de racines : d’une part, une racine correspondant au
facteur algébrique en o, et, d’autre part, des racines périodiques
correspondant au facteur trigonométrique de KL — Np. Ceci
exige que le premier membre de 'équation (29) se décompose
sous la forme (31), ou soit débarrassé de termes transcendants, ce
qui est un cas limite de cette forme. Cette étude a été faite et a
conduit aux seuls hélicoides de seconde espece.

9. DeriniTion. —  Soit K.:-[PS le pas angulaire de I'hélice
génératrice.
L’angle V est donné par la formule

LK —pN\?2

— K? .
(33) tang’V_K,+( oM ) 5
si I'on pose

LK —poN

(34) K‘ = tangv,, 'P_NIP = tangU,
on obtient
(35) tang?V = tang?V,+ tang?U.

On remarquera que l'angle U est lié simplement a divers élé-
ments géométriques déja_définis par les relations

(36) tangU = — tang V cos W, tang U tangW = K.

Jappelle PARAMETRE DE DISTRIBUTION EN UN POINT D'UNE GENE-
raTrICE I'expression (')

JdtangU
(37) o

(') On est conduit a cette définition par une analogie évidente avec les surfaces
réglées. Dans celles-ci, en effet, si V désigne I'angle du plan tangent en un point
d’une génératrice avec le plan central de celle-ci, © le paramétre de distrihution
de cette génératrice et p I’abscisse du point de contact comptée sur la génératrice
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10. On est conduit immédiatement a se poser la question sui-
vante :

Existe-t-il des surfaces o cette fonction ait la méme valeur en
tous les points de chacune des générairices ainsi que cela se passe
pour la quantité analogue dans les surfaces réglées?

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit qu’il existe une fonc-
tion f(¢) vérifiant I'égalité
0 (LK—pN
"E ( 0 MP ) = f(¢),
ou encore

(38) LK — pN = [9£(t) + $(£)]p M,

4 (t) désignant une fonction arbitraire de ¢ introduite par inté-
gration.

Les deux membres de I'équation (38) sont des polynomes en o,
sing et coso, mais dans le deuxiéme membre existe un terme
en o2

92pK f(2) (g cosp — psino),
tandis que dans le premier membre il n’en existe pas, d’ot
f()y=0 ou p=g=o.

La condition f(¢)=o0 conduit a tangU =const. et par suite
tang V= const. le long d’une génératrice. Les surfaces correspon-
dantes se réduisent aux hélicoides.

Reste la condition p = ¢ = o. Rien n’empéche de faire r =o.

a partir du point central, on a
tangV = -cg,,
ou, sur la génératrice,
dtangV = :—de»

T ou

o= _ ! |
T dtangV ~ dtangV
do
qu’on peut écrire
I

B=3 tangV
dp

Cette formule met en évidence I'analogie annoncée.
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L'identité (38) devient :

(39) 9K'p + Kusing —Kvcoso + pw
=—pf(¢)(ucoso+vsing+p' ) —p () (ucosp +vsino + p').

L’identification des deux membres donne
u=v=0K'+ foo'=o, pw=—f(¢t)o'.

Si Uon suppose o’ nul on est conduit & une hélice fixe ou a un
cylindre avec valeur infinie de ¢, résultat qu’il est facile d’expli-

quer. On pourra donc laisser ce cas et s’arréter aux équations de
conditions

(40) u=v=p=gqg=(r)=o.

Ces conditions étant supposées satisfaites, il existera une fonc-
tion f(¢) déterminée par la relation

K'
(41) J(t)=——-

’

On pourra se donner « et la fonction § sera déterminée par la
formule

(42) v =—Ex.
D’oui le théoréme suivant :

Tutorime VI. — Les surfaces hélicoidales de seconde espéce
sont les seules pour lesquelles le paramétre de distribution

conserve la méme valeur aux divers points d’une géné-
ratrice.

’

Cette valeur est égale au quotient ——% .

Remarque. — Cette valeur du paramétre de distribution
sera la méme sur toute la surface si le pas est une fonction

linéaire du rayon. En particulier, cette valeur est nulle pour
les hélicoides ordinaires.

11. ProsLime. — Déterminer les conditions pour que la
normale a la surface engendrée par une hélice circulaire auzx
divers points d'une génératrice déterminée rencontre une
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méme paralléle a U'axe de celle-ci. En particulier, déterminer
les surfaces pour lesquelles chacune des génératrices posséde
cette propriété.

Soient z,, ¥, les coordonnées de la paralléle 4 ’axe de la géné-
ratrice (¢,) considérée, dans le systtme mobile auquel nous rappor-
tons la génératrice.

Les coordonnées d’un point de la normale a la surface en un
point z, ¥, 5 de la génératrice (¢,) considérée sont

z+Aes, y+Bs, z-+Bo.
Les conditions du probléme est donc
rz+Ac=w. y+ Be=y,,
d’ou1, en éliminant o,
(43) Bx — Ay = Bxy— Ay,,
relation qui doit étre vérifiée pour toute valeur de ¢, ¢ ayant a

valeur ¢, relative a la génératrice considérée. Introduisons la sim-
plification connue g = o. L’équation (43) devient :

(44) Kp(ucosp +vsing) — pK2pg sing + Kpp'
=zopsing(w + K'¢ + ppsing) + Kzo(u + p’' coso — rp sing)
—JYopcos o(w+K'¢ + pp sing)
+ K yo(v + rpcose -+ o' sino — pKo).

Le premier membre de cette équation ne contient pas de terme
en o seul, il doit en étre de méme du second; d’ol larelation

K2yop =o,

et, si I'on met de c6té le cas ou ¢, est une racine de K(¢), c’est-
a-dire ol I’hélice dégénére en un cercle, il reste

PYo= 0.

1° y=o0, la considération des termes trigonométriques de
I'équation (44) donne de suite

(45) pze=0,
et p n’étant pas supposé nul (¢f. ci-apres), il reste

Zy = o.
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La normale 4 la surface dans ce cas n’est autre que la normale
principale & ’hélice. Celle-ci est une géodésique de la surface. On
retombe sur une question connue.

2° On satisfait a la relation (45) en prenant p(¢,) = o.

Le plan de base est stationnaire. On peut alors supposer

r(to)=0.

Le premier membre ne contient que des termes Lrigonométriques.
En écrivant qu’il en est de méme du deuxiéme membre, on trouve

K’z'o= K’}’o: o,
c’est-a-dire, soit
To=)Yo= 0,
qui donne une solution déja trouvée, soit
K'=o.
Le pas est stationnaire : soit K,, sa valeur pour la génératrice en

question.
On acheéve l'identification en écrivant les équations
q

Kopu =— pwy,+ Kop' o,
(46) Kopy = pwxy + p' Koo,
Kouzo+ Kovyo = Kopp',

entre lesquelles ’élimination de z, et )’y donne la condition
q o€t

2 g2
(47) p’(u’—!— p2— 02— pK:; > = o.

A. ¢o'= 0.~ On est conduit & une hélice dont le plan de base et
la forme sont stationnaires.
pw?

K3§
hélice dont le plan de base el le pas sont stationnaires et qui ren-
contre la génératrice infiniment voisine.

Si les conditions du problémne doivent étre vérifiées quel que
soit ¢, les relations précédentes ou figurait ¢, deviennent des éga-
lités fonctionnelles; z,, ¥, deviennent des fonctions de ¢ et 'on
obtient le théoréme suivant :

B. w4 ¢?—p2— —o0. — Cette condition définit une

Tutorkme VII. — Les surfaces engendrées par une hélice
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de grandeur constante qui se meut en conservant une direction
d’aze fize, les cylindres droits et les surfaces T, sont les seules
dontla normale aux divers points de chaque génératrice ren-
contre constamment une paralléle a 'axe de celle-ci.

12. Prosrime. — Déterminer les surfaces telles que la
normale aux divers points de chacune de ses hélices généra-
trices rencontre une méme droite.

Nous commencerons par remarquer qu’'on peut laisser de cé6té
le cas ou cette droile serait toujours parallele a I’axe de la généra-
trice que décrit le pied de la normale, hypothése qui a fait 'objet
de I’étude précédente. Cette remarque sera utile plus loin.

Nous devons donc chercher si 'on peut déterminer des fonc-
tions de la variable ¢,

arbieidy, asbycads,
telles qu'on ait, quel que soit © et pour une valeur quelconque

de ¢, les relalions

| @12 + by +cy5+dy=o,

i8
(48) } A ¥ + byy + €23 +ds= o,

entre les trois coordonnées z, y, 5 données par les équations
xr =pcoso+ Ao, y=psing+ Bo, 5= K¢+ Co
de la normale a la surface.
L’élimination de & conduit & I’équation de condition
(49) (Aas+ Bby+ Ces) (aypcosp + bypsing + ¢, Kg + dy)

— (Aa;+ Bby+ Ccey)(aspcosg + bp sing+cs Ko + ds) = o,

qui doit étre vériliée identiquement. _

Le premier membre est polynome en ¢, siny et cos¢ du
deuxi¢me degré en . Le coefficient de 92, quis’cbtient sans autre
difficulté que la longueur des calculs, est, en faisant ¢ = o,

CiK[as(pK' cosp + pK?) + bpK'sing 4+ cypKp sing]
— CyK[ay(pK'cosp + pK2) + by pK'sing + ¢y pKp sing].

Ce coefficient doit étre identiquement nul. D’ou les équa-
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tions (50) (en mettant de coté les surfaces cerclées)

(50) (ajca—aqcy)p =o, (ascs—asey) K'=(bye— bacy)K' = o.

Les deux derniéres de ces relations donnent la condition unique

K=o
ou les deux conditions

ayCy— AyCy = O, b,cz——b,q:o.

Premier cas.— Etudions d’abord cette derniére solution. D’aprés
la remarque du début la droite ne seta pas, sauf peut-étre dans
des positions particuliéres, paralléle a I'axe de la génératrice, de
telle sorte qu’on peut toujours supposer que l'une des quantités,

et méme les deux, ¢, ou ¢, n’est pas nulle identiquement. Cela

étant, posons
Cy= Pcy

et portons dans la relation (50), nous obtenons les équations
(P —as)ey=0, (b13P —bs)ci=o;

¢, étant supposé différent de zéro, d’apreés ce qu’on vient de dire,
on a finalement les relations

(5!) Qg = Pa,, b’= Pbl, Cq = PC[.
L’équation (49) donne alors

(Aa,—l— Bbl+ Cc,)(P di—-d’)———()-

On ne peuat supposer Pd, — d, nul, car les deux plans dont nous
sommes partis doivent étre distincts pour déterminer une droite &
distance finie ou infinie. On doit donc avoir nécessairement

(52) Aa;+ Bby+ Cecy = o.
C’est la condition pour que la normale reste paralléle au plan
(53) ajx+ by +cz=o,

ce qui était a prévoir, la droite déterminée par les deux plans (48)
étant ici rejetée a I'infini.
Il reste & satisfaire a I'identité (52). Son premier membre con-
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tient la premiére puissance de ¢ avec le facteur
a1pK' cosp + (b1pK' + ¢ ppK) sino + a; pK2,
qui doit par suite étre identiquement nul. D’ou
(54) ap=o, a1 K' = o, b K'+cspK=o.
La premiére de ces relations donne : soit

ay=o, soit  p=o.
a. En supposant a, = o, il reste la seule condition
(55) 5K +cipK=o.
Mais, dans ce cas, I’équation (52) s’écrit

by[psing(w + ppsing) + K(u—rpsing + p' cosg)]
+ ¢y(— ucosp — ¢ sing — p')p = o,

relation d’identité qui est du second degré en singet en cos¢ sans
terme en cos?o. Le coefficient de sin?¢ est b, pp?. Comme on n’a
pas supposé p nul, on a donc

b"‘——-o.

Mais alors la condition (55) entraine nécessairement p=o, car
les trois coefficients a,, b, ¢, ne peuvent étre nuls a la fois.

Dans tous les cas on est amené a supposer p=o et l'on se
trouve ici dans un cas particulier de cette hypothése.

b. Je prend la solution p = o. 1l reste

L . a K = bK'=o,
ce qu1 exige : soit
ay=b,=o, soit K'=o.

La premiére hypothése conduit a écrire I'identité

wcosg + vsing +p'=o
ou

u=v=p'=o.

Les surfaces obtenues sont les cylindres de révolution.

La deuxiéme donne
K = K,,
valeur constante.
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Mais puisque p = ¢ = o, on peut supposer 7 =o0 et l'on est
conduit a I'équation d’identification

a.(pwcos?—Kov;Kop’sin9)+6,(pwsin9+Kou+Kop'cos<p)
— ey p'(ucosp+vsing + p') =o;
d’ou les trois relations :
ajpw + b1 Kep'—cipu = o,
(56) — a1 Kop'+ bypw —eypy =o,
—a; Koo +b1Kou.—-c,pp’=o,

entre lesquelles I'élimination de a,, &, et ¢, donne la relation

’ 1 2w2
[ (u’+ 02— o't — %} = o.

D’oui 'on conclut immédiatement :

Tutorkme VIII. — Les surfaces engendrées par une hélice
circulaire indéformable qui se meut en conservant la méme
direction d’azxe, les cylindres de révolution et les surfaces T,
sont les seules pour lesquelles la normale aux divers points de
chacune de ses génératrices reste paralléle a un plan fize.

Remarques. — 1. Il résulie des théorémes VII ct VII1 une
réciprocité intéressante entre les éléments qui en font U'objet : la
normale aux divers points de chaque génératrice rencontre une
parallele a 'axe de celle-ci, d’une part, et elle reste paralléle & un
plan fixe d’autre part.

On remarquera aussi que la normale en question décrit un
conoide; c’est un rapprochement avec les surfaces réglées (para-
boloides des normales).

Ces deux théorémes sont des cas particuliers d’un théoréme
plus général que nous allons établir bientot.

2. Dans le cas des hélices génératrices de grandeur invariable,
le plan auquel la normale reste paralléle est le plan

(57) Ur+vy—+wz=o,

et la droite qu’elle rencontre est déterminée par les relations
= 14 u

(38) $=Ko—‘;, }"-"—“-—Ko-o—v-.-

XLI. 20
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Si w =0 (la surface est alors une surface @), le plan devient
paralléle a I'axe et la droite disparait a I'infini dans ce plan.
Dans le cas des surfaces I' le plan en question a pour équation

(59) (p*wu—vwoKopp )@ + (p2ow + Kopp'u) y + K (u?+92)z == o,
et la droite a les équations

= Kopp'u + p2ow — Kopp'o —p2uw
Ko(ui+ o2) Ko(u?+ vt)

Dans les deux hypothéses la droite et le plan sont liés trées sim-
plement; si « et § sont les coordonnées de la droite, I’équation du

plan est
Koz =Bz —ay.

Deuziéme cas. — On satisfait aux équations (30) en prenant
K'=o0 ou K =K,. Il ne reste qu’une relation a vérifier
(ayjca—asey)p =o.

1° Prenons d’abord p = o et, pour simplifier, faisons comme
c’est notre droit 7 = o.

L’équation (49) ne posséde plus de terme en 92, mais le coeffi-
cient de son terme en ¢ est

(60) A(asei— aycr) + B(brci— bica),
qui doit étre nul. Posons pour abréger
AsC) — A1 Cy =, b,c,—b¢01= p

Les conditions pour que ’expression (60) soitnulle sont données
par les trois relations
awp + BKop'=0o,
(61) —aKop'+ Bwp =o,
Bu—av=o.

Des deux premiéres on tire a = =0, ce qui rameéne au
premier cas, ou bien leur déterminant w2p? 4 K3 o'? doit étre nul,
ce qui entraine, en se bornant aux génératrices réelles,

ou
p = po valeur constante, w = o.
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Ces surfaces sont un cas particulier de celles rencontrées plus
haul; c’est précisément le cas exceptionnel ou la droite rencontrée
par la normale disparait 2 l'infini. On retrouverait d’ailleurs, en
poursuivant les calculs, la condition « = 3 = 0, en laissant de c6té
u = ¢ = o qui domne une hélice fixe.

2° p est quelconque; on a nécessairement

(62) @y1Cy— QgC) = 0,

et I'on a remarqué qu'on pouvait supposer ¢,c; #Z o.

Dans ces conditions, on peut faire ¢, = ¢, =1 et la relation (62)
devient simplement @,=a,, valeur commune que nous dési-
gnerons par a. Ces remarques simplifient les calculs suivants sans
rien enlever 4 la généralité des raisonnements. L’équation (49)
s'écrit alors aprés quelques transformations

(63) Bapcosop—(Aa—+ G)psing + BKe —(Aa+C)a+B=o0
en posant (')

a__dz—da B_bzdi—'bxdz,
T b,— b, T T b— by

On remarquera que la droite représentée par les équations (48)
admet les équations simples
(6%) y=—0q; s+axr=—2§,
d’ou la conclusion suivante :

A un systéme de valeur de « et 8 correspond toujours une droite
et une seule.

Aprés remplacement de A, B, C par les valeurs correspondantes
la relation (63) prend la forme

Pp1(9) +p2(9)=o,

ol g, (%) et p,(¢) représentent des polynomes en sin® et coso.
On en déduit la relation

p1(¢) =o, p2(9) =o,

Tous calculs faits, p, se réduit 2 une forme linéaire en sino et

(') Ces calculs supposent b, — b, 0. Le cas ot b, = b, n’est autlre que ccluli de
I’étude précédente : la normale reste paralléle a un plan.
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coso; en égalant a zéro le coefficient de coso, on trouve Kop'=o0
et, en laissant de c6té les surfaces cerclées, o'=o0 ou p =p,-

D’oui le résultat remarquable suivant obtenu en rapprochant
de la condition K = K,.

Les hélices génératrices doivent étre indéformables. Je dis
que cette condition nécessaire est aussi suffisante.

La considération du terme en sine dans p,(¢) donne la condi-
tion
(D w = p(a+ akKy) + rK,,
et celle du terme indépendant donne
(I‘) u—aap.

Resle a voir ce que donne la condition

pa(¢) =o.

Cette expression est un polynome du second degré en sino et
cos¢ sans terme en cos*o. Tous ses coefficients doivent donc étre
nuls, d’out quatre conditions :
v+ Bp =o, aKoyu —aaw +~ asKor+ au =o,

65
(63) Bu—+axv =o, aKov + av +~ wB —BKor=o.

La premiére donne une relation nouvelle
(1) 0 =—Bp.

En vertu de (II) et (III), la seconde condition de la premiére
colonne (65) est vérifiée. 1l en est de méme, en vertu de (I) et (II)
de la premiére condition de la seconde colonne et de la derniére
en raison de (I) et (I11).

En définitive, les conditions (I), (II), (III), jointes aux relations
p=po, K=K,, sont nécessaires et suffisantes quels que soient
d’ailleurs p, r, u, v, w, c’est-a-direle mouvement de I’hélice.
Toutefois, pour achever la question, il reste a voir si I'on peut
déterminer o et $3, c’est-a-dire si les relations (I), (II), (III)
admettent bien une solution en a, « et 8. Dans le cas de I'affir-
mative, a chaque systéme de solution correspondra une droite
rencontrée par la normale. (D’ailleurs, a priori, deux au plus,
sans quoi la normale décrirait une quadrique, ce qui est impossi-



— 299 — -

ble, une quadrique ne pouvant contenir une hélice circulaire.)
Or, ici, on suppose que p n’est pas identiquement nul : § sera donc
donné sans ambiguité en fonction du mouvement de 'hélice par la
relation

(111 bis) B=— 2.

P

Quant i o et a, ils sont donnés par le systéme

u
aAx = —y

(V) P "
a4 aK,= 2R,

Ces deux relations, quand on y regarde o et 3 comme les coor-
données cartésiennes d’un point dans un plan, représentent une
hyperbole et une droite non paralléle 4 ses asymptotes. Il existe
donc deux couples de valeurs finies

ay, %Ay,

solutions des équations (IV) et par suite deux droites définies par
ces couples de valeurs
14
a = ay, %= ay, B=— -

14

a = Qa,, a = dg, {5:———-

Ces droites peuvent étre réelles, imaginaires ou confondues :
réelles si
(w—rKo)— 4puKe> o,
confondues si
(w—rKo)—4puKo=o,
imaginaires si
(w—rKy)2— fpuKi<o.
Toute cette étude est résumée par le théoréme général suivant,
les remarques qui lui sont adjointes et les théorémes VII et VIII
déja rencontrés.

Tatoreme IX. — Si les normales auz divers pointsde chaque
hélice circulaire génératrice rencontrent une droite fize, elles
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rencontrent une deuxiéme droite fixe qui, exceptionnellement,
peut étre confondue avec la premiére. La surface est un cylin-
drede révolution, une surfaceT ou une surface engendrée par
une hélice indéformable, et inversement toutes ces surfaces
Jouissent de la propriété énoncée (I'une des droites pouvant étre
rejetée al’infini et 'autre étre parallele a 'axe de la génératrice :
c’est le cas envisagé par les théorémes VII et VIII).

Remarques. — 1. Les génératices des surfaces, objet du
théoréme LY, sont indéformables ou douées d’une enveloppe.

2. Nous avons fait, au sujet des théorémes VII et VIII, un rappro-
chement avec les surfaces réglées; le théoréme IX conduiten outre
4 un rapprochement avec certaines séries de surfaces cerclées, qui
résulte immédiatement du théoréme suivant, corollaire d’une propo-
sition du Mémoire de M. Demartres sur les surfaces cerclées :

Pour que les normales aux divers points de chaque généra-
trice d’une surface cerclée rencontrent, outre lU'axe de cette
génératrice, une seconde droite fixe, il faut et il suffit que le
cercle générateur soit indéformable ou muni d’une enveloppe.

3. La démonstration directe de ce fait : que les normales 3 la
surface engendrée par une hélice indéformable aux divers points
de chaque génératrice rencontrent deux droites fixes, se rameéne
trés simplement au théoréme de Schonemann et Mannheim sur la
propriété des normales aux surfaces trajectoires & un instant
donné des divers points d’une figure indéformable dans le dépla-
cement & deux paramétres. La surface engendrée par une hélice
circulaire indéformable coincide en effet avec les diverses surfaces
décrites par chacun des points de cette hélice dans le déplacement
a deux variables constitué par la composition du mouvement & un
paramétre dont est animée I'hélice génératrice et d’un mouvement
hélicoidal indépendant du premier et qui ne cesse de faire coin-
cider la génératrice avec elle-méme dans chacune de ses positions.
En appliquant alors le théoréme précité aux divers points de la
génératrice, on trouve précisément la proposition dont il s’agit.

Cette démonstration s’applique évidemment aux surfaces
réglées et & celles engendrées par un cercle indéformable.
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CHAPITRE IIT.

DETERMINATION DE DIVERSES SURFACES PAR DES CONDITIONS DE COURBURE
IMPOSEES A DES GKNERATRICES.

1. Lemme préliminaire. — Si le polynome en sino et coso,
P = a?sin?0 - 2bsing cosp + ¢ cos2p + 2d sing + 26 coso + f,

est carré exact d’une fonction rationnelle de sinw et coso, il
sera nécessairement le carré d’un polynome du premier degré
en sino et cose.

Je me bornerai 4 énoncer cetle proposition sans m’arréter a
I’établir.

2. ProsLiMe. — Déterminer toutes les surfaces pour les-
quelles H est rationnelle en o, sino et cos ».

Désignons par A,, B, a., b, a;, 2, des fonctions trigonomé-
triques de o rationnelles en sinw et cos©; on a

1
KL—pN=09A,+B;,  (p2+K2)IM =oa,+ b,

La solution du probléme revient a chercher s'il existe des [onc-
tions a;, B3, telles qu’on ait

(1) (oA, + B2+ (pa,+ be)? = (pa,+ Be)?,

'expression figurant au premier membre de I'identité (1), si elle est
carré parfait, devant nécessairement étre le carré d’un binome
linéaire en o.

L'identification du coefficient des différentes puissances de ¢ dans
les deux membres de I'identité (1) donne les relations

(2) A} +al=aj, ABi+atbe=aB, B}+b}=p}.
En éliminant «, et 3;, on trouve la premiére condition

(3) A,b,—B,a,:o



ou, en développant,

(4) (ucoso—+osing+ o' )[K2(gsing + pcosp) + K'p]
+ K(g cosp — psing)
x [coso(Kv +o7g) —sing(Ku + p2p) + p(Kv — w)] = o,

relation qui doit étre vérifiée identiquement.
En égalant a zéro le coefficient des termes rectangles sin® coso
on trouve la premiére condition
Pq = 0,
Soit, par exemple,

g =o0;

égalons les coefficients des termes en sin2¢ et cos? o, nous trou-
vons la condition
Kp2ot=o0

et, enfin, en laissant de coté les surfaces cerclées,
pP=o.

Les surfaces cherchées seront donc a plan directenr d’hélice (*).

’

Le premier membre de I'équation (4) se réduit au produit
K'p(ucosg + vsing + p'),

qui ne peut étre nul identiquement que dans deux cas:

1° K'=o;

la génératrice est a pas constant K,.

2° u=v=p'=0;

la surface est un cylindre de révolution. Dans ce dernier cas, H se

réduit au binome
p(eK'+ w—Kr).

Ces surfaces sont susceptibles d’une infinité de génératrices

(') On aurait pu abréger un peu les écritures en introduisant dés le début la
simplification permise ¢ = o. Le hénéfice ainsi réalisé n’aurait d’ailleurs pas été
considérable et I'on a adopté le présent exposé par considération pour Vintérét
de la symétrie des écritures.
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hélices. Sil'on adopte une famille de génératrices dont le pas est
constant, elles rentrent dans la série des hélicoides (*).

Revenons au cas ou l'on prend la condition K'=o.

La génératrice est a pas constant. Pour simplifier notre exposé,
nous introduirons en outre la condition permise r = o.

On obtient ainsi

(5) H2= [K,(v coso — using) — wp]?

“+ (p2+ K2)(ucose + vsing 4+ p')3.

11 s’agit de rechercher dans quel cas cette expression sera le
carré d’une expression rationnelle en sino et cos. D’apres le
lemme du début, cela revient a chercher s’il existe trois fonctions
de t, a, B, v telles qu’on ait I'identité

(5bis) [Ky(vcosp—using)—wp]?
~+ (p*+ K3)(ucosg + ¢sing +p')? = (asing + f cosp + 7)?,

ou, aprés des réductions faciles,
(6) p*[utcos?o + 2upsing cosp + v2sin2g]
+ 2 sing[+ Koupw +p' v(p2+ K3})]

+2cosp[—Kovpw + p'u(p2+ K})]
+ w2pr+ 02(0*+ K?) +K3(u?+9?)—[xsino+ B coso+y]2=0

La considération des termes du deuxiéme degré conduit immé-
diatement aux relations

(7) a2 — 2= — p2(ut— 0?), af = p2up.

ce qui donne (uatre séries de solutions a étudier

(8) a==pv avec P=tpu ou a=:tpui, B= o

les signes se correspondant dans chaque groupe. Il est évident que,
par la nature de la question, on peut, sans restreindre les résul-

tats, se borner, dans chaque groupe, a considérer une seule déter-
mination.

(') C’est a ce point de vue que nous avons pu faire rentrer les cylindres dans
la catégorie des hélicoides dans le théoréme XIV énoncé aux Comptes rendus de
U’ Académie des Sciences, du 17 juin 1907.
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Premier cas. — Nous mettrons immédiatement de c6té I'hypo-
thése u = ¢ = o, qui donne des hélicoides : ces surfaces répondent
a la question ct, de plus, H se réduit a4 une simple fonction de ¢.

Druxikme cas. — On prend e = gui, 3 = — gvi. Ce cas corres-
pond & une génératrice imaginaire. Clest d’ailleurs ce que nous
vérifierons dans la suite. Les coefficients de sino et cos ¢ dans le
premier membre de I'identité (6) doivent étre nuls; ce qui nous
donne les deux relations

Kopuw +p'v(p2+ K2) = ypuli,
— Kopow +p'u(p?+ K) = — ypvi.

(9)

L’élimination de y donne une relation de condition entre les
éléments de la génératrice. En laissant de cdté les hélices iso-
tropes, comme dans tout ce travail, cette condition est

p'(ut+v2) =o,
Négligeons pour le moment la solation

ut+vt=o.
nous trouvons
p'=o.
I’hélice est indéformable. D’ailleurs, en multipliant la premiére
équation (g) par u, la seconde par — ¢, ajoutant et divisant par

u?+ ¢2, qui n’est pas supposé¢ nul identiquement, on tire
y q p PP q ’
v =—wKgi.

Portons dans I'équation (6) les valeurs trouvées pour a, B et Y en
tenant compte de la condition ¢’ )

¢'=o0. Le premier membre se
réduit a la somme

ut+ v+ w?,
La surface sera donc caractérisée par les conditions
([o) ]):(]:I':K':p'=u3+v’+w’=0.

On trouve ainsi un groupe de surfaces engendrées par des
hélices indéformables a plan directeur et dont le centre du
cercle principal décrit une courbe de longueur nulle quel-
conque, le mouvement du (riédre fondamental étant une
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translation. Ce sont des surfaces de translation & génératrices
imaginaires. On a, pour ces surlaces,

(1) Ilr:pl'(usimp—vcoso-—“'K").
X ' Po
Pour achever ce qui est relatif a ce cas, il faut voir ce que donne
la solution négligée précédemment

(12) u+ v =o,
Soit
v = uie (e ==*1),
les deux équations se réduisent i une seule, c’est ce qu’ex-
q )

prime la condition méme de compatibilité.

En écartant le cas de « = o qui, en vertu de ¢2 + u*= o, donne-
rait ¥ = ¢ = o, la premiére entraine la relation

(13) vp =— Kopwi +p'e(p?+ K3});

a et 3 ayant les mémes valeurs que précédemment, les termes du
deuxiéme degré en sino et cosv se réduisent dans le premier
membre de I'équation (6) comme dans les calculs en question. Le
terme indépendant obtenu aprés ces réductions devra étre identi-
quement nul. Tl se réduit ici, en tenant compte de (12), a

w2p?+ o2 (p?+ K§) — 2.
Substituons a y, dans cette expression, sa valeur tirée de I'équa-

tion (13) et écrivons que le résultat s’annule; on trouve, aprés
quelques réductions, la relation

w202 (p?+ K2) — (p2+ K3)p"2 K} + 2Kowpp'ic(p?+ K}) =0
ou
(wp + 1cKop')2 =0,
condition qui nous donne simplement

(14) W=~5;iie.

En introduisant cette derniére condition, on trouve finalement
que H se réduit & I'expression rationnelle en sin o et cos o

(15) H =pi(using—vcosp —p'c).
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Le groupe de surfaces, solutions de la question, ainsi défini
est formé de surfaces engendrées par une hélice imaginaire
a plan conducteur & pas constant, dont l'axe décrit un plan
isotrope et dont le mouvement de translation du triédre fon-
damental est défini par la relation complémentaire
Koo' _

el.
P

W= —

TrorsiEmE cas. — On prend a = pv, B =pu.

Une suite de calculs complétement analogues aux précédents
et que nous nous dispenserons de reproduire conduit au résultat
suivant : les surfaces cherchées sont définies par les relations

4
(16) w = o0, ut+ 02 = —(p?+ Kj).

Ce sont des surfaces ®. L’expression de H correspondante est la
suivante @ ’
1
(17) H=p[ucosq+vsin9+%(p’+K§)].
On peut supposer ¢'5£ 0, sans quoi on aurait u?—+ ¢*=o et Pon
serait dans un cas de 1’étude précédente. On peut alors prendre p
comme variable indépendante et si ds est I’élément d’arc de lasec-
tion droite du cylindre engendré par I'axe de I’hélice, la seconde
relation (16) donne
ds? 0?2+ K3

dp? ot

ou, en choisissant convenablement la série des arcs et leur origine,

1
2

(p*+K3})

(18) ool

et

1
s = (p2+ K%)%+ I—iglog Mi):_:}_".
(p*+K})T+ Ko
Donc :
Tuatorime I. — Les seules surfaces pour lesquelles H soit le
carré d’une fonction rationnelle de ¢, sin ¢ et cos ¢ sont :
1° Les hélicoides et le cylindre (considéré comme engendré

par une hélice a pas variable ou constant) ;
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2° Les surfaces ® dont U’arc de la section droite du cylindre
des axes des génératrices est donné par la formule

s:f‘;f.‘:__wdp;

3° Deux séries de surfaces imaginaires, dont U'une formée
par des surfaces de translation.

3. ProsLEME. — On demande de trouver les surfaces pour
lesquelles la famille de courbes faisant avec chaque généra-
trice un angle w = f(t) constant le long de chacune d’elles,
mais pouvant varier avec celle-ci soit une famille de géodé-
siques.

Je laisserai de c6té le cas des cylindres ou la solution se raméne
a un probléeme de géométrie plane et qui répondent a la question.
L’équation générale des géodésiques donne ici la condition

(19) cosf(t)(z)—)g — KK'— pp’\) -+ sin f(1) [gd—]q;l- 4 Gf’(t)] =o0;

si I'on observe que F est rationnelle en o, siny et coso et que

. . . R oH
I’équation (19) montre qu’il en est de méme de 7’ °n conclut, en

vertu de I'égalité

(20)

que H estrationnelle en ¢, sin ¢ et cos ¢, H? ayant évidemment cette
propriété. Dés lors, le cylindre étant laissé de c6té, on a

p=g=r=K=o.

L’équation (19) a vérifier identiquement se réduit a la sui-
vante :.

(21) pcosf(t)(ucosp~+ vsing + p')=sinf(t) [%g “+ (p*+ K,})f’(t)]

Ceci posé, passons successivement enrevue les diverses surfaces
pour lesquelles H est rationnelle et cherchons si quelques-unes
d’entre elles répondent bien a la question actuelle.

p |

T JH ~ . .
1* Hélicoides: 5 =0 u=v=o. Elles répondent a la question
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et 'angle w = f(¢) vérifie la relation

1
(22) (p2+ K2)? cosw = const.,

qui est une généralisation de la formule de Clairaut relative aux
surfaces de révolution :

Sil'on veut résoudre le probleme particulier des trajectoires
d’angle w = w,, on voit que la relation (23) ne peut étre véri-
., ! R . g . T
Jiée par o constant que si cos w est nul, c’est-a-dire st w, = -+
Autrement dit si la trajectoire est orthogonale.

2° Surfaces ® définies par la relation

2
U+ pt= fo—;(p’+ K3).
)

L’équation de condition (21) donne ici

(23) —pcos f(t)(ucosp + vsing + p')
—+ sin f(¢)[—pusing + v coso + (p2+ K3) f'(1)] = o;

d’ou, en égalant a zéro les coefficients de sin ¢ et coso,
(23 bis) pucosf—pvsinf =o, pusinf+ pocosf =o,

conditions qui entrainent ¥ = ¢ = p'= 0. Comme « = o on trouve
une hélice fixe ().

3¢ Surfaces imaginaires caractérisées par u?+ v? 4 w? =o' =o.
On a, dans ce cas, pour déterminer I’angle f la relation

cos f(t) =isin f(¢),

relation incompatible avec la relation fondamentale cos?+ sin*=1,
vérifiée identiquement pour toute direction non isotrope du plan
tangent. Nous rejetterons cette solution. L’autre série de surfaces
imaginaires couduit a la méme détermination de f, et nous la rejet-
terons. Nous pouvons donc énoncer les trois propositions sui-
vantes :

Tutorkme II. — Les hélicoides sont les seules surfaces dont

(') On laisse de coté le cas ou le déterminant sin®f + cos?f serait nul au lieu
d'étre égal & 1, ce qui ne peut arriver que pour une direction isotrope.
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les trajectoires orthogonales des génératrices sont des géodé-
siques (le cylindre droit rentre complétement dans cette
série (').

Tatorime UL, — Le cylindre de révolution est la seule sur-
Sface dont les trajectoires non orthogonales des hélices généra-
trices soient des géodésiques.

Tutorime IV. — Les hélicoides (et le cylindre consideré
comme engendré par une hélice & pas variable) sont les seules
surfaces telles que la famille des courbes faisant avec chaque
génératrice un méme angle variable avec celle-ci soit consti-
tuées de géodésiques de la surface.

La relation qui donne cet angle ¢ dans les hélicoides est

1 .
(p2+ K2)? cosi = const.

4. Tutorime V. — Les hélicoides sont les seules surfaces dont
les génératrices hélices circulaires soient des cercles géodé-
siques (*).

Premiére démonstration. — ll résulte de la formule générale
démontrée au Chapitre 1 que la courbure géodésique o, d’une
génératrice est donnée par la relation

HYG _ oF o' — KK
Pe o9

(24)

Pour satisfaire au probléme, il faut donc et il suffit qu’on
puisse trouver une fonction f(¢)= o, vérifiant la relation fonc-
tionnelle

HYG —»-‘-)E-—pp'—KK'.

(2408) o =%

(') On pouvait prévoir que les hélicoides étaient les scules surfaces dont les
trajectoires orthogonales des génératrices étaient géodésiques en remarquant que
pour ces seules surfaces la ligne de striction de seconde espéce était indéter-
minée. )

(?) En faisant abstraction des surfaces a plan directeur et pas constant définies
par la relation w?+ ¢*=o dont il a été question au théoréme I.
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1l résulte de la que H doit étre une fonction rationnelle de o,
sin @, cos .

Si on laisse de c6lé les cylindres pour lesquels la courbe en
question est une géodésique, nous aurons a examiner les seuls cas
possibles suivants :

1° La surface est un hélicoide : la surface satisfait a la question.
2° Le groupe des surfaces @ satisfaisant aux conditions du
probléme I. La formule générale (24) devient ici

’

(25) leg =—

% COSP + vsing + p’ 1
K )+ K2
2

©ucosp +vsing 4+ p

Nous avons vu précédemment qu’il n’y avait pas lieu, pour ces

. I . . .
surfaces, de supposer p'= o. Dés lors, 5, he pourra se réduire a
. - s
une fonction de ¢ que si 'on a
p2+ K3
e

c’est-a-dire si K, est nul, ce que nous éloignons (d’ailleurs, dans
ce cas, on serait conduit aux enveloppes de sphéres);

3° Les surfaces imaginaires pour lesquelles H est rationnelle
en o, sing et cos¢: on est conduit i la famille définie par
u?+4 v:=o.

5. Tutorime VI. — Les hélicoides sont les seules surfaces (')
dont U hélice circulaire génératrice soit une courbe a torsion
géodésique conslante.

La fonction ;: — j—-': devant étre constante le long d’une généra-

. . . . dw .
trice et comme celle-ci est & lorsion constante, - et par suile

92 doit étre invariable le long d'une hélice génératrice. Ceci

de
: Ao (e . 0 .
revient a écrive que la dérivée partielle d%’ est une fonction de ¢.

(') Abstraction faite des surfaces a4 génératrices imaginaires dont il a été
question au n° 4,
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Or, on a [Chap. [, formule (22)]

1
(26) w = arc tang(p? + K2)? R M —
d’ot
, oM 9
o) 7T s ki (KL —pN) 55 — M (KL — pN)]
’ dg Y - (KL —oN)2+ (p2+ K?)M?

Nous devrons donc exprimer simplement que le crochet figurant
dans le deuxiéme membre de I’égalité précédente se réduit a une
foncuion de ¢ : f(t) ou, enfin, qu’il existe 'identité

oM o . N
(28) (KL—pN)W—M&;(I\L—pN)

—f()[(KL — oN)2+ (z2+ K2)M2] = o.

entre les variables indépendantes ¢ et o.

Le premier membre de l'identité (28) est un polynome en ¢,
sino et cos® du deuxiéme degré en o, dans lequel le coefficient
de o2 est le polynome du second degré en sino et en »

(29) K3(p*+q?)+ KK'g(pcosp + g sing)
— f(t)[K222(q coso — psing)?
+2K2K'o(pcosp + gsino) + K¥(p?+ ¢2) + K'2p2].

Les termes du second degré en sino et coso se réduisent, au
signe pres, i
S K2p2(g sing — p cose)?.

L’expression (29) devant ¢tre identiquement nulle, il doit en
étre de méme de ce carré, ce qui exige : soit
J=o,
soit
p=q=o.

L’hypoth¢se f=o conduit d’ailleurs encore & p = ¢ = 0. Mais
on peut remarquer que si f est nul, il en est de méme du numé-
rateur de %'l, et, par suite, en général de 9. On est ainsi

® o dp
conduit & écrire ue w est constant le long de la génératrice : on
trouve alors (voir théorc¢me VI, Chap. 1) les hélicoides et certaines
surfaces a génératrices imaginaires. Or, il s¢ trouve pour celles-ci
XLI. 21
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, , . o . .
que le numérateur et le dénominateur de — sont identiquement

0o
nuls : on peut d’ailleurs vérifier que c’est le seul cas présentant
. 0 . o
cette exception. Le calcul de = est en défaut : on voit directe-

99
ment que, dans celte hypothése, w est encore constant le long
d’une génératrice : w est en effet donné alors par la formule

1
(p2+K2)?
tang o = —— ¢.
8 K
Ces surfaces peuvent étre considérées comme satisfaisant a la
(uestion.
Reste 'hypothése p = ¢ = o. L’expression (29) se réduit a

—f(2) K202

On doit donc avoir K'= o, si on laisse de c6té le cas ou f est nul,
traité ci-dessus. L’expression figurant dans le premier membre de
I'identité (28) se réduit alors & un polynome du deuxiéme degré en
sin @ et cos @, dont les termes du second degré forment un carré
parfait en sino et cos o:

—f(t)(wcoso + vsino)z.

La réalisation de la relation (28) exige la disparition d’un pareil
terme, c’est-a-dire en laissant de c61é le cas ol f(¢) serait nul,

u=yv=0.

Cette dernicre hypothése conduit aux hélicoides; ces surfaces
satisfont bien a la (uestion et il se Lrouve de plus que I'on a encore

la relation
S(t)y=o.

6. Turorime VII. — Il R’y @ pas de surface dont les lignes
de courbure d’un systéme soient des hélices circulaires.

En effet, on doit avoir dans cc cas, le long d’une de ces
hélices,

1 do

(30) T =0
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. . . . de .
et 'on vient de voir que ceci exige que = soitnul. Donc

I
T
doit étre nul.

L’hélice doit se réduire a un cercle.

On remarquera qu’on ne trouve pas ’hélicoide imaginaire i ds?
carré parfait, comme cela arriverait en recherchant directement
les surfaces ayant pour lignes de courbure une famille d’hélices
circulaires en partant de I'équation (48) (Chap. I). Cela tient &
ce qu'en toute rigueur les deux définitions des lignes de courbure,
comme d’ailleurs les diverses propriétés de courbure des surfaces,
sont en défaut pour les surfaces de ce genre.

7. Prosrime. — Déterminer les surfaces dont une famille
d’asymptotiques soit formée par les trajectoires orthogonales
des hélices génératrices.

A. Je dis que la surface, si elle existe ('), est & plan directeur
et a pas constant. La relation caractéristique des asymptotiques
est

(31) 8A 0z + 3B dy +8Cdz = o.

’ oz

Les trajectoires orthogonales des génératrices sonl données par la
relation différentielle

(32) (p*+ K2?)dp + (Lp +~ KN) dt =o.

Pour exprimer qu’une trajectoire orthogonale des génératrices
est une asymptotique, nous devrons donc écrire (ue la relation (31)
est vérifiée quand on y remplace dt et de par les quantités pro-
portionnelles

(p2+ K2) et — (Lp + KN).

et cela pour un point quelconque de la trajectoire considérée,
c’est-a-dire pour tout systéme de valeurs ¢, 9 correspondant i un

point d’une asymptotique trajectoire orthogonale. Si une famille

(') L'existence d’'une solution au moins, celle que nous démontrons étre la
seule, peut étre prévu a priori.
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d’asymplotiques se trouve formée de trajectoires orthogonales, la
relation obtenue devra étre une identité entre les variables indé-
pendantes ¢ et o.

Ceci posé, désignons par Pdx, P8y, ..., PEC des quantités pro-
portionnelles a 8z, ..., 5C obtenues en remplacant dt¢ et do
comme il a été dit. On aura

( P8z = (p2+ K?)(Mcose — Lsing) + psine(Lp + KN),
P8y = (p*+ K2)(M sing +~Lcosg) —pcosg(Lo—+ KN),
P85 =—p(KL —Np),
. oA . [0A
P> = — — (L2 _ —r
(33y { PAA=— (L +KN)+(p’+l\’)(w +4C ,n),
oB

o ' oB
P OB = — — — KN) + (024 Z 4 rA—pcC
PdB = PR (Lo + KN)—+(p? K2)<0l rA pb),

PSC:—E(l,|;+KN)+(p’+K’)<-d—C-—l-—pB—qA).
| (44 ot

Ce sont des polynomes en ©, sing, cos¢ du premier degré en 9.
Le premier membre de I'équation (31), aprés remplacement
de oz, ..., 5C par P3z, ..., se présente sous forme d’un poly-
nome en ¢, sing, cos® du deuxiéme degré en ¢ el qui doit étre
identiquement nul. Considérons le terme en ©*. Son coefficient
est un polynome en sing et cosp qui se présente comme devant

étre du quatriéme degré. On trouve pour ses termes du quatriéme
aC
%

degré, par des calculs assez longs, en remplagant L, M, N, ..., —,

9 1ar leurs valeurs, I i
=z ar leurs valeurs, Fexpression
K254 K'( p cose + g sing)?(cos?o + sin?o),

qui sc réduit d’elle-méme au second degré.

Nous sommes amenés a chercher les termes du troisiéme degré
du coefficient étudié. Le principe du calcul est tout & fait élémen-
taire; sa longueur seule en fait la difficulté. Si I'on pose

a = pKK?+ (p*+ K?)o(pKg — rK’),
ar=(p*+K2) [(K'p)' — ¢*Kp],

b =(pr+ K2)[(K'p)— p2Kp],
by=|—pKK2+p(p?+ K?) (pg K+ rK')],

(34)
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on trouve pour terme du troisiéme degré du coefficient considéré

(35) (pcosp+ gsing) [p*Ké(pcoso + g sing)?
— Kp?sing(asing + a; cosg)
+K?pcosg(b sino + by cosg)].

Pour que le coefficient considéré soit identiquement nul, il faut
que ses termes du plus haut degré soient divisibles par

cos?o +- sin?e

(voir la note qui termine le Chapitre). On peut laisser de coté
le cas ot pcosp 4 ¢siny se réduit & un facteur prés non nul a
coso = isin o, car alors p*+ ¢* est nul sans que p et ¢ le soient
ensemble; cela étant, on devra écrire que sin? + cos? ne différe du
polynome entre crochets dans (35) que par un facteur indépen-
dant de ©; d’oti les deux conditions

p3Kepr 4+ Kp?by = 03Kt g2 — Kp2a,

ou
(36) a+by=pK3(q*— p?)
et
—aKp?+ bKp?r+ 2K403pg = o,
ou
(37) a;—b=12pK3pgq,

et, d’autre part, on a

a + by=12pK pg(o?+ K?),

(38) ay—b =—(p*-+ K)Kp(g*—p?).

La comparaison des ex_pressions de a + b, et de a,— b donne
les relations suivantes entre p et ¢ :

(39) (p?+ K2)(g2— p?) + 2K?pg = o,
(40) — K2(g9t— p?) + 2(p?+ K2?) pg = o,

qui entrainent

. pg=o0, gq'—pi=o,
et, par suite,

p=g¢q =o.

Il ne peut y avoir exception que si le déterminant des équa-



— 316 —

tions (3¢) et (40) entre pq et g*— p? était identiquement nul,
c’est-d-dire si 'on avait

(41) (p*+ K+ K=o

ou

»

Kr= —P .

T

Pour une telle valeur de K2, les équations (39) et (40) se
réduisent 4 une seule
(g Fpiy=o.

On se trouve dans le cas écarté.

Nous pouvons donc supposer p=g =o et introduire r = o.
On a alors

Péx = KK'posing+ (P dx)r,

P3y =—KK'pocoso + (P dy)r,

Pdz = K'p?o+ (P83)r,

P8A =[+ pKK'2 sing + (p2+ K2) (K'p) coso] + (P 8A)r,

P3B =[— pKK'?coso + (p?+ K2)(K'p) sing]+ (P 3B)r,
P 3G = (P 3C)r.

Le coefficient de ©* dans
8A 8z + 3B 8y + 8C 8z

se réduit alors au monome

K2K'3p2,
1l doit étre nul; donc

K=o ou K = K,,
résultat qui achéve de justifier la proposition annoncée.

B. Je dis que la surface ne peut étre qu'un hélicoide. Formons
EPozP2A en tenant compte des relations

pr=g=r=K=o.

Dans ce cas, I'équation (31) ne contient que des lignes trigono-
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métriques. On a
P8z = (u—+p'cos9)(p?+ K2)
+p singp[Kow — p(using — v coso)],

Pdy= (v +p' sing)(p?+K32)
—pcosp[Kow — p(using — v cosg)],

Pés = p?w+ pK(using— ¢ coso),

(42) { PSA = (pw sing + Kop' cos¢) [Kow — o (using — v coso)]
+{p*+K§) [(pw) cosp —Kop” sing + Kov'],

P8B =—(pwcoso — Kop'sing) [Kow — p(wsing — ¢ cos¢)]
+ (p2+K3) [(pw) sino + K, p" coso + Kou'],

P3C= p(—using~+vcoso)[Kow —p(using — v cosg)]
— (02 +K3)[(pu) coso + (p¢) sing + (pp')'].

La somme SP 3z PSA se présente sous forme d’un polynome du
quatriéme degré en sing et cose. Or, en effectuant, on trouve
pour les termes du quatrieéme degré

g3sino(wsing — v cose)?(pw + K'p coso)
—+ p3cose(using —vcose)2(pw coso — K'psing),
expression qui se réduit simplement a
ptw(wsing — ¢ cosy)?,
On ferait de méme |’étude des termes du troisiéme degré et 'on
trouverait finalement
SP 3z P 3A = K,p3(using — v cosg)3+ Py,
P, désignant un polynome du second degré en sin® et cosw.
. . . . ¢ '
Une pareille identité exige
u=y¢=0.

Ces conditions, jointes a celles déja trouvées, définissent un
hélicoide.

C. Dans un hélicoide, les trajectoires orthogonales des hélices
génératrices sont des géodésiques. Devant éire des asymptotiques,
ce sont nécessairement des droites. La surface sera donc un héli-

coide réglé engendré par une normale a unc hélice. D’ailleurs,
d’une fagon générale, les trajectoires orthogonales des hélices sont
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des courbes indéformables liées invariablement au triedre prin-
cipal de I'hélice directrice. Donc :

l.a surface cherchée sera I’hélicoide réglé engendré par une nor-
male &4 une hélice circulaire liée invariablement au triédre
principal de cette courbe. ’inverse est évidemment vrai. Donc :

Tutoricue VIII. — Les seules surfaces engendrées par une
hélice circulaire, trajectoire orthogonale, d’une famille
d’asymptotiques de la surface sont les hélicoides réglés engen-
drés par une normale & une hélice circulaire lie invariable-
ment au triédre principal de cette hélice.

Remanqur. — Ces normales enveloppent un cylindre circulaire
ayant pour axe celui de I'hélice directrice. Le point de contact du
cylindre et de la normale décrit une hélice de ce cylindre. Cette
hélice est normale a la génératrice rectiligne de ’hélicoide consi-
déré, car elle intercepte un segment constant a partir de la direc-
trice qui est elle-méme trajectoire orthogonale de la génératrice
recliligne. Celle-ci n’est autre que la binormale a I’hélice, lieu des
points de contact. Inversement, on voit immédiatement que le
lieu des binormales & une hélice répond & la question. On peut
donc donner au théoréme VIII la forme suivante :

Les seules surfaces engendrées par une hélice circulaire
dont les trajectoires orthogonales soient asymptotiques de la
surface sont les hélicoides réglés, lieu des binormales ¢ une
hélice circulaire. Comme cas Limite on trouve I'hélicoide gauche
a plan directeur pour lequel la seconde famille d’asymptotiques
est formée précisément par les hélices circulaires coaxiales de la
surface.

Nori. — Conditions pour que le polynome

A sin3¢ + B cos3o + a sino cosg + b sing cos?o

~+ @y sin?@ -+ 20, sin®p cos® + ¢; COS2Q + @3 sing + b, coso + d
soit identiquement nul.
En exprimant que ce polynome est nul pour

?:O, ’ Ut ey

2
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on trouve les conditions
a=28B, b=A, aj=—A, by=—B, ay=cy=—d, b=o

et 'on s’assure qu’elles sont suffisantes.
On remarquera que cette condition impose aux termes du troi-
siéme degré d’étre de la forme (X et u désignent des constantes) (')

(X sing + pcosg) (cos?o + sino),
condition qu’on pourrait trouver a priori et étendre a un degré
quelconque.
De cette derniére remarque résulte la propriété suivante utilisée

plus haut :
Si le polynome est de la forme

(asing + b coso)*+ Py(sing cose),

a, b désignant deux constantes et P, un polynome en siny et cos»
du deuxiéme degré au plus, on doit avoir
a=b=o.

On étendrait aisément ce résultat aux polynomes de degré supé-
rieur; cette remarque sera ulilisée dans le Chapitre suivant.

CHAPITRE 1V,

FQUATION AUX RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX.
SURFACES DONT LES HELIGES GENERATRICKS FORMENT UNE FAMILLE DE LIGNES
A COURBURE TOTALE OU MOYENNE CONSTANTE.

1. EQUATION AUX RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX. — Posons

oA oA
(l) AI= —d—t-—f-qc—'B E A y
‘. Au = o , oz A
(2) 1=| 5 +ut+qgi—ry Prs ,
0A oxr
(3) h=| GreC—rB oAl
o ox . dA
(%) 0y = B-t-+u+qz—-l_y 3? A,

(') Ou des fonctions d'une variable indépendante autre que ; c’est ce cas que
nous avons constamment rencontré dans ce Chapitre.
Méme remarque pour les A, B, ..., d.
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formules dans lesquelles les termes entre barres verticales sont les
termes de la premiére ligne d’un déterminant que nous avons
représenté par celte notation réduite et dont la forme des autres
lignes est évidente par symétrie. On a facilement

(5) Ay = — H2,

Cela posé, on démontre (') les formules (R/, R, rayons de
courbure principaux)

{ _ Ay . Ag
(6) RR ~ A H2 — HY
I r 8,—!—8,__3,-&-82
) RYR- " Om - W
(8) R R = — 11 2%

Ces formules permettent d’écrire immédiatement I’équation qui
donne R’ et R". Cette écriture est sans utilité.

Prosrive 1. — Déterminer les surfaces telles que sur chaque
hélice génératrice la courbure totale de la surface conserve
une valeur constante, valeur qui peut d’ailleurs différer d’ une
génératrice a une autre.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu’il existe une fonc-
tion de la seule variable ¢ réalisant 'identité

(9) w7 = /(O

ou, en vertu de la formule (6),
(10) Ay — H* f(t) = o.

Or A, ne contient pas de terme en ¢ de degré supérieur i 3.

lle terme en ¢2, qui figure dans H2 doit donc étre identique-
ment nul, ce qui exige [en laissant de c6té le cas des dévelop-
pables pour lesquelles f(¢) est identiquement nulle]

(10 bis) p=qg=K=o0.

(') Cf. notre Mémoirc Applications, etc..., premiére Partie, n° 12.
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Mais alors, le premier membre de l'identité (10) ne contient plus
que les lignes sino el coso, ct prend la forme

(r1) p*f(t)(wcoso + vsing)*+ termes de degré inférieur a 4 = o,

ce qui exige, le cas des développables étant écarté, © = ¢ = o.

La surface ainsi définie est un hélicoide.

I’inverse étant évidemment vrai, nous pouvons énoncer les
deux théorémes suivants, dont le deuxi¢me cst un corollaire
immédiat du premier :

Tutorime 1. — Les hélicoides sont les seules surfaces engen-
drées par des hélices circulaires formant une famille de
courbes telles que, sur chacune d’elles, la courbure totale de la
surface reste constante, cette valeur constante pouvant
d’ailleurs différer d’une génératrice a U'autre.

Tutorime II. — Les hélicoides a courbure totale constante
non nulle sont, parmi les surfaces engendrées par une hélice
circulaire, les seules qui soient applicables sur la sphére ou sur
la pseudo-sphére.

L’analyse précédente laisse de coté le cas des dévcloppables au
sujet duquel on a le théoréme suivant :

Tutorime IIl. — Les seules surfaces développables engen-
drées par une hélice circulaire sont :

1° Les hélicoides développables;
2* Les cones ou les cylindres ayant pour directrice une
hélice circulaire.

La coadition caractéristique de ces surfaces est I'identité

Ay =o.
Posons

(12) z=%+qC—~rB, ﬁ:?g—krA—pC, -f=l-’-9+pB-—q,\;
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on peut écrire

0A
% — A
%
JB
(13) KA, = ob B
; B %
. aC JB oA . .
Ky+p(Bcosp—asing) K;(;—A—p(a;cos?-—o—?-snnw) KC+p(Bcosp— Asing)
cose —sing o
x| sing cose o,
o 0 i
ou encore
acosp + P sing
(13 Dis) A= —asing + B cosep
Ky + z(Pcosp —asing)
%cos +§sin A cosg + Bsin
% ? 9% ? ? sine
JB oA . B coso — A sin ]
%cos?—ﬁsm? cos o ing g
aC JoB oA . .
K5;+P(5;cos?—‘ﬁ.sm?) KC + p(B cosp — Asino)

En remplacant A, B, ... par leurs valeurs, il vient enfin

acoso + B sing (p*+K2)(pcosp +gqsing) +pK' —p'K —(KL—Np)
(14) A,:-;Zx —asing +fcose  pKo+(p2—K?)(psing—gcosp)+pw—rpK KM ,
Ky+(Bcoso—asing)p — p(KL —Np) 0

qu’on peut écrire
(14 bis) KAy =Cop3+ {192+ Lagp + L,

oti les { sont des polynomes en sino et coso.
K n’étant pas supposé identiquement nul, l'identité A, =o
équivaut aux quatre suivantes :

L=bi=%=0=o.
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Un calcul un peun long donne sans aucune difficulté
L= p*K3[ pg sin?¢ + (p* — q?) sing cosp — pq cos?o ]2+ Py,

en désignant par P; un polynome en sing et coso de degré infé-
rieur a 4.
Le terme du quatricme degré doit contenir en facteur

cos?¢p -+ sin2g

ou étre identiquement nul. Les termes du quatriéme degré sont, a
un facteur prés, le carré du polynome

Pq sin2¢ + (p*— g?)sing cosp — pqg cos?e.
La premiére hypothése conduit aux conditions
. p¢=—rg, P—¢=0
d’ou
p=9g=0,
résultat auquel conduit aussi la seconde hypothése.

Donc la surface cherchée doit étre & plan directeur d’hélice.

Sotent alors
z = fi(t)+ p coso,

(15) y:f,(t)—!—psinrp,
\ 5= f3(¢) + Ko,

dans lesquelles p et K sont des fonctions de ¢ les équations de la
surface cherchée rapportée a des axes fixes évidents.

Nous formerons les déterminants D, D/, D” de Gauss et nous
écrirons que I'expression D'2— D" est identiquement nulle. Il y
aura intérét pour la simplicité des calculs a distinguer deux hypo-
théses :

1. ¢ est constant: Je me dispenserai de développer les calculs
dans ce cas. La méthode est analogue a celle employée ci-aprés
. L , A .
lorsqu’on suppose p variable et d’application beaucoup plus simple.

On obtient ainsi :

1° Le cylindre circulaire droit engendré par une hélice de pas
fixe ou variable;

2° Un cylindre quelconque engendré par la translation recti-
ligne d’une hélice circulaire indéformable.
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IlI. Supposons alors o variable : Nous pouvons le prendre comme
variable indépendante. Les équations (13) deviennent

(16) x=/ji(p)+peosy, y=fi(p)+psing, 5= f3(p)+pKyg,

dans lesquelles K désigne une fonction de p.

Si K’ n’est pas supposé nul, D, D' et D" se présentent comme
polynomes en o, sino ct cosp du premier degré en o. On vérilic
(que D’ ne contient pas de terme en o.

Pour que I'identité

(17) D2—DD"=o

puisse étre satisfaite, il faut donc que le coefficient de ¢ dans D ou
dans D” soit identiquement nul. S’il en est ainsi, mais qu’il ne soit
pas également nul dans le second des déterminants D et ", il faut,
pour que le terme en 9 soit nul dans lec premier membre de (17),
que celui des deux déterminants D et D’ qui n’a pas de terme
en o soit identiquement nul. Mais alors D' doit étre nul identique-
ment.

Une seconde hypothése possible est celle ot D et D" sont tous
deux dépourvas de terme en 9. Nous allons étudier successi-
vement les deux hypothéses,

I. D’est identiquement nul ainsi que D ou D”: D’une fagon
générale on a
D'=(Np—K)(cose + vsino + 1) (u=fyv=[5)
Pour qu’il soit identiquement nul, il faut et il suffit qu’on ait
(17 bis) Kp—K=o.
Lc coefficient de © dans D est K'p*. 1l ne peut ¢étre nul que
si K’ est nul. On ne peut donc, en raison de la relation (17 bis)

(puisqu’on suppose que K n’est pas identiquement nul),avoir a la
fois identiquement
D=D'=o.
Voyons si Pon peut avoir D'=D"=o0; Péquation (15 bis)
donne

(18) K=ap (e, const.)
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et, d’autre parl :

' ’ '

u (4 (14
(19) D'=| u—+cosgp v-sing w-ag
| —psing pcoso K

La disparition du terme en ¢ de ce déterminant exige ' = ¢' = o,
ou

(20) file)=a1p+P1,  fa(p)=a20+P2 (a1, ..., Pa, const.)
et D" se réduit alors au produit
w'po(ucose + ¢ sincp +1)
(ui ne peut s’annuler que si o' est nul, c’est-a-dire si
Sfi(p)=asp+ B3 (a3, B3, const.).

Lasurface oblenue est visiblement un cone de sommet (3,,3., ;).
Les équations peuvent se mettre sous la forme canonique (m et n
désignent deux nouvelles constantes arbitraires)

(21) x = p(cosy + m), Yy =p(sing +n), 5 = apey.
La base de ce cOne dans un plan 5 — const. est une spirale

hyperbolique.

II. Reste & examiner le cas ot D et D" sont dépourvus de termes
en . Cela exige, pour D,

K=o ou K = K,.

Mais alors, D’ lui-méme est dépourvu de terme en 2.
L’identité (17) devient

(22) p[Ko(vcose — using) —wp]
X [t (Kov+ Ko sino — wpcose)
— ' (Kyue +Kocoso + wpsing) + w'o(ucosg+ vsino 1))

+ K2(ucoso+vsing +1)2=o.

n égalant 4 zéro les termes en sin ®, cosyp, et sin 2 coso, on
obtient les trois égalités

I. —wp2(Kotd —wpv'+w'op)—Kj('v—v'u)up+2Kiv—Kyuw' s =0,
I, wp(Kev'+~wpt' —w'up)+ K ('v—v' u)yrp+2Ku+ Koo' o2=o,

IR Kop (16'v +0'te) — wp(ve' — wte') + w'p2 (02— u?) + 2huv == o.
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En égalant entre eux et au terme indépendant changé de signe
les coefficients de sin*¢ et cos®*o, on obtient les deux relations
(A) —p(Kotd' —wp o'+ w'vp)Kou + K302

=p(—wpu'— Kyo' + o' up)Kyv + K3 u?
=—K}+ o' wpd - wprKy(u'v—o'u).

[.a premiére des deux équations (A) peut s’écrire

(IV) Ko(v2— u?) + Kop(vw'— ut') + wp2(u'v +v'u) —2p2w' uv = o.

Considérons les quatre ¢quations différentielles (1), (1),
(LIL), (IV); elles admettent la solution

Uu=¢=0.

Les développements qui vont suivre montreront que c’est la
seule; la derniére équation (A) donne alors

w'wpd=K3.

Les conditions u# = v = o0 jointes a celles trouvées antérieure-
ment définissent un hélicoide : la derniére ne doit donc pas
différer de I'équation caractéristique des hélicoides développables;
c’est bien ce que nous apprend le résultat déja trouvé ailleurs ().

Tout revient donc 4 démontrer que le systéme (I) a (1V)admet

comme seule solution
u=v=0.

Prenons les inconnues auxiliaires U et V définies par les rela-
tions

(23) U = uv, V=v2— u.

Les équations (111) et (1V) prennent la forme suivante :

(1 bis) KopU’—;:-wp’V’—i-p’w'V+aKoU=o,
(IV bis) worU'+ S Kop V' KoV — 2ptw'U=o.
Posons

(24) a=p(Kj+ w2p?), b=Kop(w+ w'p), c=K}—pdww'

(') Cf. le n°6 de notre Mémoire Contribution a la theorie des hélices (Revue
du Génie militaire, 1g10).
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Des équations (111 bis) et (IV bis), on tire le systeme suivant :

(25) aU+ bV +2cU=o, ;—l-V'-l-CV——'sz:o,

qui sera vérifié dans Lous les cas par tout systéeme de solution des
équations (III bis) et (IV bis) et lui sera d’ailleurs équivalent
lorsque @ ne sera pas nul.

En multipliant la premiére équation (25) par 4U, la seconde
par 2V et ajoutant, on obtient, entre U et V, la nouvelle relation,
conséquence du systéme des équations (III bis) et (IV bis),

(26) a(jUU +VV)+a2c(jU2+ V) =0 (1).

Multiplions 'équation (1) par — ¢, Péquation (I1) par u, et
| P ) y
ajoutons les résultats; nous obtenons I'équation

(1 bis) Ko“’p’—iW'-'p“V'+(ww'pa—zK3)V

+2Kow'p?U+2KgpU(u'v —v'u) =o.

En multipliant I'équation (I) par «, I'équation (II) par ¢ et
ajoutant, on obtient

(11 bis) il(va’V'-i— w2pdU'— 2U(ww'p3— 2K3)
+ Kow'p2V 4+ KipV(u'v —v'w)=o.

Les équations (1 bis) cu (Il bis) seront toujours des consé-
quences des équations (1) et (11), ce qui suffira pour la suite, mais
on remarquera en oulre qu’elles leurs seront équivalentes dans
tous les cas ot «* + ¢* ne sera pas nul. L’élimination de «'¢ — ¢/ u

(1) L’intégration de celte équation considérée comme définissant la fonc-
tion 4U%+ V? est immédiate, mais est inutile pour I'objet que nous avons en vue.
Si I’on remarque que 4 U+ V2 n’est autre que le carré de 1+ ¢?, I'équation (206)
donne

(26 bis) Vi(aVi+2cV,) =,

cn posant V, = u®+ ¢*,

L’équation (26 bis) sc décompose cn deux équations distinctes dout la solution
est évidente.

XLI. 22
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entre les équations (1bés) et (1L bis) conduit a la relation sui-
vante :

(27) Kowp? (U'V —V'U) — 2 o3 (VV'+ 4 UU)
+ (ww'p?— 2 K3) (V2+4U2) = o,

a laquelle doivent satisfaire U et V.

Supposons maintenant @£ o, ce qui arrivera loujours, d’ailleurs,
pour des genératrices réelles. On peut alors résoudre les équa-
Lions (28) par rapport a U’ et V/ et I’équation (26) par rapport a
40U 4+ VV’; on obtient ainsi

b

Uv=—0Cv_.,%u, v=—sSvisly,
a a a a

(28)
VV 4+ 40U = — 2§(4Uz+ V2);

en portant ces valeurs dans I’équation (27), celle-ci devient

2,30
(28 bis) (V=+4U=)[—— Kow92§-+ww’p3—2K3+ wi CJ = o,

ou simplement, aprés remplacement de a, b, c par leurs valeurs
Ko (V24 4U2)=o0;

comme nous laissons de coté le cas des surfaces cerclées, cette

relation exige

(29) V24 4Ut=o,

et, si I'on s’en tient aux génératrices réelles,

U=V=o,
cl par suite
U =9 =0.

Il nous parait intéressant, au point de vue analytique, d’achever
complétement cette question, dans le cas ot 'on admet la consi-
dération des génératrices imaginaires. Supposons d’abord encore
azo.

L’équation (29) doit étre satisfaile, ce qui exige qu’on ait

(30) u+ ¢ =o.
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Supposons, pour fixer les idées,

31 v = uli.
Les équations (25) deviennent

aiu'+ (ci —b)u=o,
(32) ' .
aw' + (c+bi)u = o,

aprés suppression de la solution ¥ = o, qui conduit encore a des
hélicoides.

Si le déterminant des équations (32) linéaires et homogénes
en « et ©' n’est pas nul, on est encore conduit a cetle solution.

Le déterminant en question ayant pour valeur

ab(1+ 1)
ne pourra étre nul que si b est nul, puisqu’on suppose a différent

de zéro.
Supposons donc b nul, c’est-a-dire

(33) W+ wp=o0;
on a, dans ce cas,

(34) c Z0

Il
©la

et 'une des deux ¢équations (32) donne simplement

122
35 UW=— -
(33) 2

Si, dans I'équation (I), on fait
(36) v = ui, w=— =, wo=—w,
elle se réduit a la suivante
(37) u(wp+Koi) =0
qui entraine encore u = o el, par suite, v =0, la parenthése ne

pouvant étre nulle si @ n’est pas nul.
Il ne nous reste plus qu’a examiner ce qui arrive si 'on sup-

.. da , NPT
pose a nul. Dans ces conditions, 7 I'est également, c’est-a-dire
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que
wo'+ w

est nul. Dans ce cas, b et ¢ sont donc nuls. Les équations (25)
disparaissent.
Supposons, pour fixer les idées,

(38) pw = Koi.

in introduisant cette hypothése dans les équations oblenues en
égalant au dernier membre des équations (A) successivement
chacun des deux premiers, on obtient les relations
w-—uvi— o' o = 20u' vi
(39) " . p=aptvh
I 92— el — uu'p = 200" ui.
[.a méme transformation, appliquée aux équations (1) et (1l
b )
conduit aux deux relations suivantes :
(A —pu'i—pv+v4ui= ou(u'v—vu),
40) L. .
—pVl— o+ u+ vi=—po(We—vu).
Ces équations peuvent étrc considérées comme déterminant o’
et ¢’ en fonction de u et ¢. On oblient ainsi

1 W= l—", v’:g-
(41)
P P

Ces calculs ne seraient en défaut que si le déterminant de o'
et de ¢’, dans les équations (40), est nul : ceci ne peut arriver que
si « el v sont liés par la relation

(42) U+ V22UV = 2.

Sion laisse de c6té ce cas spécial, les équations obtenues en
remplagant, dans le systéme (39), «' et ¢’ par leurs valeurs (41)

exigent encore
U=y =20,

La vérification de ce fait ne présente aucune difficulté.

Il ne reste donc plus qu’a examiner & quelles conclusions con-
duit Phypothése ol « et ¢ seraient liés par la relation (42),
g élant, bien entendu, égala K, i,
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Ajoutons les équations (39 ) et différentions 'équation (42). On
oblient ainsi les deux relations

Ut 0 —oupl = o(v0' + uu') + 200 (uv' +u'v),
uu'+ o0’ + i(uv'+ u'v) = o,

(43)
d’ott 'on déduit

(44) w02 —ouvi = — p(un'+ vv'),
qui, en tenant compte de (42), devient

2(U+ 02—1) + p(uu' + vo') = o,

d’ou nous lirons

(45) Ut 02— 1= % (@, const.)
et, en vertu de (42),
(46) 2uvi=l—%-

Mais, dans le cas actuel, on obtient, en remplagant, dans I’équa

tion (IIT), w par sa valeur (w = %ﬂ),

(47)  p(wv+vu)+apuv —i[p(vv' —uu') + (v*—u?)p]=o.

Cette relation s’intégre immédiatement; si b désigne une
constante arbitraire; son intégrale générale sera

(48) et [uv—-é(o’——u’)] = by.

On montre alors sans peine que les trois équations (45), (46)
et (48), au;{quelles doivent satisfaire u et ¢, ne sont compatibles
pour aucune valeur des constantes a, et by. Par suite, la supposi-
tion dont noussommes partis, asavoir que les variablesuet v étaient
liées par I'équation (42), est incompatible avec les conditions de
notre probléme et, dans tous les cas, que les génératrices soient
réelles ou imaginaires, on est conduit & la conclusion

u=v=_~0.
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ProsLime Il. — Déterminer la surface engendrée par une
hélice circulaire et dont la courbure moyenne ne varie que
lorsqiu’on passe d’une hélice génératrice a une autre.

Si l'on se reporte a 'expression que nous avons donnée pour
la courbure moyenne, on voit que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que la surface étudiée jouisse de la propriété demandée
est qu'il existe une fonction de ¢, f(¢), telle que 'on ait identi-
quement

8|+ 8,

(49) T =S,

Nous supposerons d’abord que f(¢) ne soit pas identiquement
nul, c’est-a-dire que nous laisserons de c6té, pour le moment, les
surfaces minima.

[égalité précédente exige que H soit rationnelle en sin ¢ et cos .
La surface demandée ne peut donc éire que I'une de celles définies
dans le premier probléme exposé au Chapitre précédent.

Les hélicoides et le cylindre droit répondent évidemment i la
question. Dans ce dernier cas, f(¢) se réduit 4 une constante.

Reste & examiner s’il en est de méme pour les autres surfaces
pour lesquelles H est rationnelle. Nous observons qu’elles sont
a plan directeur et 4 pas constant. On en conclut, en introdui-
sant les conditions correspondantes dans 8, et 6,, qu'on doit avoir
identiquement

(50) H3f(z) = Py(sing, coso),

P, désignant un polynome de degré inférieur a 3 en sin ¢ et cos ©.
Or, dans le cas actuel, H se réduit, a un facteur numérique prés,
a I'un des types

ucosp +vsing ou wusing —vcosg + ¢,

¢ désignant une fonction de ¢ qu’il est inutile d’expliciter. Dans
un cas comme dans l'autre, 1'égalité (50) ne peut étre satisfaite
identiquement que si
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La surface est donc nécessairement un hélicoide. Nous pouvons
donc énoncer les théorémes suivants :

Tarorime 1V. — Les hélicoides et le cylindre droit sont les
seules surfaces engendrées par une hélice circulaire et dont la
courbure moyenne prend la méme valeur en tous les points
d’une génératrice, cette valeur pouvant d’ailleurs varier
d’une génératrice @ une autre ou rester constante, mais non
nulle sur toute la surface.

Les considérations précédentes laissent de coté les surfaces
minima. La recherche de ces derniéres fait I'objet du probleme
suivant :

Prosrime IIl. — Déterminer les surfaces minima engendrées
par une hélice circulaire.

[’équation déterminant les surfaces cherchées est
(51) S+ 8==0
que 'on met aisément sous la forme

- Zopd+Zy92+Zyo +ZLy=0
(52)

| (Zo, ..., Zs, polynomes en sing et en cos9),
équivalente &
(33) Zy=71=2y=173=o.

On simplitie les écritures et les calculs en introduisant la rela-
tion ¢ = o. L’équation Z, = o devient alors

(34) (K'p + pK2 cosp) (K'2+ prK?) = 0.

Afin de ne pas allonger cette étude, nous nous bornerons a la
considération des généralrices réelles. Celles-ci n’étant pas sup-
posées dégénérées en des cercles, I'équation (54) donne

p=K=o.

Les surfaces répondant a la question seront engendrées par des
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hélices a pas constant et a plan directeur. En la rapportant,
comme dansle probléeme précédent,a desaxes fixes, on est conduita
considérer deux cas : 1° le rayon du cylindre principal est
constant : I'hélice est indéformable. Nous ne nous arréterons pas
a étudier ce cas, l'établissement des équations fondamentales
élant en lous points semblables & ce qu'on fait dans le cas général
et ces équations conduisant sans aucune difficulté au résultat
suivaol : la seule surface minima engendrée par une hélice
circulaire indéformable est U'hélicoide gauche a plan direc-
teur (ou, en ne considérant que les parties réelles : la surface
engendrée est une couronne d’hélicoide gauche a plan direc-
teur. Cette remarque faite ici une fois pour toutes est appli-
cable dans d’autres cas analogues).

2° Le rayon p est variable : On peut le prendre comme variable
indépendante. La surface étant alors définie par les équations (16)
avec K = K, I'équation qui exprime qu’elle est minima est, avec
les notations de Gauss,

(55) DG+ D'E —2FD'=o,
équation qui prend ici la forme
(56) Mo sing +vhcosp + S =o (f, Wh, €, fonction de p).

Cette équation équivaut a b =19h =€ = o0, on

(57)

[Kou' —p(v'w —w'v)+20w](p2+ K}) + Kopu(u?+ o2+ wi—1) =0,
[Kov'+p(u'w—w'u)—2uw](p?+ K§ )+ Koplo(u?+ 024 w2 —1) = o,
[Ko(u'o —v'u)+pw'](pt+ K3)+ 2wKi+ wp (12 + 02+ w24+ 1)=0

_ af _ dfs _dfs
(u——-z‘;’ 0-——-7@—) w—d?>.

Telles sont les trois relations qui, jointes aux équations (16),
(avec K =K,), définissent toutes les surfaces minima engendrées
par une hélice circulaire, réserve faite de la génération ci-dessus
indiquée pour p = p,.

J’ai intégré complétement le systéme (57) dans deux Notes parues
dans les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de Paris
les 27 novembre et 26 décembre 1911). Aussi ne reprendrai-je pas
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en détail cette question, d’autant plus que je me propose de
revenir avec tous les développements nécessaires (') : d’une part
sur l'intégration d’un systéme d’équations différentielles 3 deux
fonctions inconnues auquel appartient le systeme (6) (C. R. Acad.
Sc., du 27 novembre) et, d'autre part, sur 'étude spéciale de ces
surfaces minima.
On est conduit au résultat suivant :

Trntorime. — ST on laisse de cdté la génération de U’ héli-
coide gauche a plan directeur par ses deux systémes d’hélices
circulaires, les seules surfaces minima engendrées par les
hélices circulaires sont définies comme il suit :

1° L’'axe de 1’hélice décrit un plan et reste paralléle a une
direction fize;

2° Son pas reste constant;

3> En prenant pour plan des y =o le plan décrit par
Uaxe de U'hélice, le centre de son cercle principal décrit la
courbe définie par les équations

(58) X ==(L+KiL), Z=—aKe(lo+K3)),

avec

(59)

“?[i%’ —[NJP €=i')

.a, ¢, const.
= [s’—!—(K2 +c¢— a?)s — a2K}] (s + K3})

(!) Voici les grandes lignes de la méthode employée pour cette intégration.
On pose
u=">"xcos8, y=2»Asinb

et des équations (57) on tire Lrois équations différenticlles dont la premiére
seule contient 8.
En faisant les substitutions

A=K, M=E82,

puis M, =06A, A = -;i

1* On est ramené a résoudre une équation linéaire en H + 6 et une équation
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Remarques. — 1° La variable s qui figure dans les formules (58)
nesl autre que p*;

2° Lorsqu’on fait @ =0 on trouve une solution limite consti-
tuée par les hélicoides minima.

Nous ne nous étendrons pas longuement dans le présent
Mémoire sur ces surfaces, que nous désignerons sous le nom de
surfaces M ; nous nous bornerons a rappeler les résullats suivants,
déja signalés (C. R. Acad. Sc., 27 novembre 1911).

La courbe plane, lieu du centre du cercle principal, posséde une
inflexion qui en est aussi un centre, et deux asymptotes paralléles
a Oz. Sa forme générale est celle de la courbe représentative des
langentes.

Si I'on fait @ = o, on retrouve une solution particuliére signalée
dans une Note que j'ai fait paraitre dans les Comptes rendus
de ' Académie des Sciences (16 juillet 19go7). Cette solution est
constituée par toutes les surfaces @ minima (*).

Si I'on suppose C=o, les intégrales figurant dans les for-
mules (59) se réduisent aux fonctions élémentaires (2) et, avec un
choix convenable de l'origine, I'équation du lieu du centre du
cercle principal dans son plan (x Oy) est

(60) Z = K, arc tanggu

La surface dégénére alors en un hélicoide gauche a plan direc-
teur.

On peut, d’une facon générale, énoncer sur les surfaces (M) le
théoréme suivant :

Tutonime. — La tangente de ’angle que fait avec l’axe de
la génératrice d’une surface (M) la tangente au lieu de

de Bernoulli en 8. La premi¢re des équations en A et 6 donne 6'= o. Des autres
on tire A et w.

2° On trouve en outre une solution définie par la seule condition A — M, =0
4 laquelle correspond I'hélicoide gauche a plan directeur considéré comme
engendré par un quelconque de ses systémes d’hélices non coaxiales de la surface.

(1) La courbe lieu des centres s’aplatit alors suivant une droite.

(?) Si I'on s'en tient aux éléments réels, c’est le seul cas, en dehors de la sur-
face (M), qui est aussi une surface (®) définie par les égalités a = K24 ¢ = o.
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son cercle principal est proportionnelle au carré du rayon de
celui-ci.

C’est l'interprétation géométrique évidente de I'égalité

dz _akK,
dr = g2
CHAPITRE V.

CLASSIFICATION DES SURFACES ENGENDREES PAR UNE HELICE CIRCULAIRE.

Les études précédentes permettent d’établir le principe d’une
classification naturelle des surfaces engendrées par une hélice cir-
culaire. Elles mettent en évidence le role fondamental joué par la
présence d’un plan directeur d’hélices, aussi bien dans les pro-
priétés qui paraissent se lier, au premier abord, avec cette parti-
cularité que dans celles qui ne semblent pas, a priori,avoirunrap-
portintime avec elle, Cetteremarque nousconduiraadiviser cessur-
faces en deux grandes classes : 1° les surfaces & plan directeur;
2° les surfaces sans plan directeur.

Comme second caractére d’importance considérable, nous choi-
sirons la constance et la variabilité du pas. Ceci améne & séparer
les surfacesde chaque classe en deux grandesfamilles. Danschacune
d’elles, la présence ou 'absence d’une enveloppe des génératrices
déterminera des genres. Enfin, dans ceux-ci, les espéces se diffé-
rencieront par diverscaractéres détaillésdansle Tableausynoptique
qui termine ce Chapitre. La classification qui s’y trouve proposée
repose sur les propriétés qui ont fait I'objet de cette étude. Il est
évident que rien n’empécherait de pousser la subdivision plus
loin en introduisant la considération de propriétés nouvelles.
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Tableau synoptique résumant la classification

a. Génératrice ayant une enveloppe

|

A. Génératrice 4 pas constant .../

b. Génératrice sans enveloppe....

CLASSES. FAMILLE. i GENRES.
teur d’hélices.........

I. Surfaces a plan direc- l
\ a. Génératrice ayant une enveloppe

B. Génératrice a pas variable..... (

b. Génératrice sans enveloppe ....

i A. Génératrice & pas constant....

b. Génératrice sans enveloppe.....
I1. Surfaces sans plan di-
recteur d’hélices.....

a. Génératrice douée d’enveloppe.

; a. Génératrice douée d'enveloppe.

b. Génératrice sans enveloppe....

Nota. — Nous avons signalé dans ce Tableau des variétés appartenant & plusicurs variétés d’ordre
cylindres circulaires, par exemple, peuvent &tre considérés comme cas limite de
douées de définitions différentes peut conduire a des résultats intéressants.
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des surfaces engendrées par une hélice circulaire.

ESPECES.

Une seule espéce; les surfaces (T') parmi
lesquelles sont a signaler les surfaces (C)
appartenant aussi & I'espéce des surfaces &.

—_—— e ——

o | L’hélicoide gauche minima appartient aux deux
i 1. Les hélicoides. \ espéces suivantes et, aussi, au genre précédent.

|

2. Les surfaces & (dont une variété admel
une enveloppe : surf. (C). Ont une variété commune.
¢ 3. Les surfaces minima. )
’ 4. Les surfaces cngendrées par une hélice ) A noter dans cette série les surfaces W a plan direc-
indéformable. teur qui sont aussi des surfaces ®.
5. Les surfaces générales de ce genve.

 Subdivisions basées sur Pordre du contact
avec l'enveloppe.

!
{ 1. Les cones ou les cylindres projetant une
\ hélice circulaire quelconque.

Ont pour cas particulier les hélicoides; a signaler,
parmi les hélicoides de seconde espéce, la surface

2. Les hélicoides de seconde espéce. . .
de vis de seconde espéce.

3. Les surfaces générales de premiére classe.

1. Génératrice indéformable.
. Génératrice déformable.

[

A cette espéce appartieancnt les ¢ générales dont
f. Géncratrice indéformable. certaines variétés font aussi partie du genre pré-
cédent.

2. Génératrice déformable.

Subdivisions fondées sur l'ordre du con-

tact | A signaler certaines surfaces = particuliéres.
act.

Surface générale : les caractéres rencontrés l
dans cette étude ne permettent pas d'in-
troduire de subdivision dans ce genre. | A signaler dans cctle espéce les surfaces = générales.
Pour le faire, il faudrait s'adresser a d’au-

Lres propriétés.

plus géanéral. Il est a peine besoin de faire remarvquer que ce ne sont pas les seules; ainsi, les
toutes les variétés des surfaces a plan divectcur. La recherche de variétés communes & des scrics




