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THÉORIE GÉNÉRALE DES SURFACES
ENGENDRÉES PAR UNE HÉLICE CIRCULAIRE;

PAR M. BARRÉ.

INTRODUCTION.

Nous nous proposons, dans les pages suivantes, d'étudier
systématiquement les surfaces engendrées par une hélice circu-
laire dont jusqu'ici on n'a guère, à notre connaissance, poursuivi
l'étude que pour la variété formée par les hélicoïdes.

Ce travail comprendra cinq Chapitres. Dans le premier, nous
établirons les formules générales de notre théorie; dans le second,
nous étudierons les questions afférentes à la répartition des nor-
males à la surface; dans le troisième, nous examinerons quelques
problèmes relatifs à la détermination de certaines de ces surfaces
rpar des conditions imposées aux courbures des hélices çénéra-
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triées, tandis que dans le quatrième Chapitre nous envisagerons
tout particulièrement des questions relatives à la courbure moyenne
et à la courbure totale de ces surfaces. Le cinquième sera constitué
par <m essai de classification,

Nous rencontrerons au cours de ces études, quelques surfaces
particulièrement intéressantes dont nous nous réservons d'aborder
ultérieurement la monographie détaillée.

CHAPITRE I.

ÉTABLISSEMENT ET PREMIÈRES APPLICATIONS DES FORMULES GÉNÉRALES.

1. Les équations canoniques de l'hélice circulaire sont :

(i)

x == p cosœ,

y-= p siny,

z = Ktp

Lorsque cette hélice varie en dépendant d'un paramètre, p et K
sont fonctions d'un paramètre t dont dépend également le déplace-
ment du trièdre de référence. J'appellerai cercle principal de
l'hélice le cercle défini par les relations z=0y ;y==^pcosîo,
y = = p s i n < p ; K n'est autre que le pas réduit de F hé lice. Nous
Vappellerons aussi pas linéaire ( { ) par opposition au pas angu-
laire défini dans d^ autres Mémoires (2) et égal dans le cas

K
présent a— Je ne reviendrai pas ici sur l'établissement des for-

mules générales de Géométrie cinématique que j'ai données
ailleurs (3); je me bornerai à les appliquer. J'appellerai trièdre
fondamentale trièdre de référence dont il vient d'être question.
Nous supposerons toujours laissé de côté le cas où le plan xOy
enveloppe le cercle de l 'infini, toutes les formules et la définition
même des axes tombant alors en défaut. Dans ces conditions,

( 1 ) Dïins etf qui suit, quand il sera question de pas, sans autre mention, il s'agira
toujours du pas linéaire K.

(2) Cf.Étude sur le déplacement d'une hélice de forme variable {Bulletin
de la Société mathématique de France, t. XXXVII, 1909); Contribution à la
théorie des hélices {Revue du Génie militaire, 2° semestre, 1910).

(s) Cf. Applications de la Géométrie cinématique à l'étude des surfaces
engendrées par une courbe variable {Journal de V École Polytechnique^ 1913) .
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on peut faîre q == o, dans les formules générales du déplacement,
l'hélice étant toujours représentée par les équations ( i ) (1).

Les formules générales donnant les composantes du déplacement
élémentaire absolu sur les trois axes mobiles d'un point de l'hélice
de coordonnéer a?, y, z sont :

w
avec

(3)

S.r = — p sin <p d^ -+- JÇ^ dt,
^y == p COS y û?<p -h OÏL û? ,̂

8z == K û?<p 4- X c^,

^ == M '-h q z — ry 4- p' cos y,
JIL= v -\- rx—/?<s 4- p'silKp,
a)̂ , == w 4-joy — y a? 4- K'cp,

formules dans lesquelles .2*, y et ^ sont données en fonction de p
et de o par les relations (i) et les letires accentuées représentent
des dérivées par rapport à la variable indépendante, de telle sorte
que

.Ç_ ==M-| -yK<p—rp sin y -h p' cosy,
(4) JIL==P —/?K<p-h rp cosy-r- p' sin®,

5 ,̂ === (y -+- K'y -h p(/? siny — y coscp).

L'élément linéaire de la surface est donné par la formule

(5) $52= E dt^^r- aF dt d^ -h G ̂ <p2,

dans laquelle on pose

E^^-hOl^-t-^»
==<&» [(/?'•+-^2 ) K» 4-K/»]

— 2 y[Krp(y siny 4- p cosy)
-+-(^sin© — q cos<p)(Kp'— K'p) -h K(/?p—q u) — wK^]

•+- u2 4- t»2 + w2 4- p'2 4- 2 p' ( u cos y 4- v sin y )
(6) -+- P2!^2-»- (/? siny — y cosy)2]

— 2 p[r(i4 sin y — v cos y) — w(p sintp — y coscp)],
F =—p(^sin(p—.JlLcos<p)4-K^

==s Kœ[K'—p(^r siny-+-7? cosy)]
-+- wK-+- pfK(jD sin<p — q cos<^) — M sin<p -h^cosy 4-rp],

G=K2-^.pl.

Dans certains calculs il y a avantage à mettre en évidence

(') Cf. Applications^ etc., n° 2.
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les fonctions

L = JÏL cosy — ^sincp, M = ̂ cosy-t-JÏL sin<p.

Aussi reprendrons-nous l'exposé des formules précédentes en y
introduisant ces fonctions. En développant et posant pour la
symétrie des notations N == a)^, on trouve les expressions

L == — u siny -4- v cos<p •+• rp — Kœ(^ sincp -+• p ces y),
(10) M == u coscp -+- p siny -h p' -h K cp(y coscp—p sin<p),

N == w-hp(josin(p—y cosy) -+- K/y,

(n) KL — Np ==—^[^(ys iny +/?cosy) •+• K'p]-»- cos <p(Kp-t-çp1)
— sinît>(KiA +/??')+ p ( K r — w).

Les formules du déplacement élémentaire d'un point de l'hélice
génératrice deviennent avec ces notations

Sa? == M cos<p dt — (p d<f 4- L û?f) sin<p,
(n) ôy== M sîny ̂  4-(p c?y+Lrf<) cos<p,

8^ =N^-hK^>.

L'élément linéaire prend la forme

(12) 5j» = M» ^*-^ (p ̂  -h L û^)»+ (N ̂  -+- K ûfy)2

ou la forme (5) en posant

(13) E = = L » + M » 4 - N 2 , F = L p + K N , G==K».4-pî .

La formule (12) conduit aussi à la suivante :

(i^j) ( p^4 -K^)8s 2 =[ (p 2 +K^)M»-^ - (KL—Np)^ ] r f<^
+ [(p»-t- K«) rf<p -+- (Lp •+. KN) ̂ ]»,

qui met immédiatement en évidence l'équation différentielle des
trajectoires orthogonales des génératrices

(i5) (p»-+-K«)rf<i)4-(Lp4-KN)rf(==o.

2. NORMALE ET PLAN TANGENT. — On obtient les paramètres
directeurs A., B, C de la normale en un point de la surface en
écrivant que cette droite est perpendiculaire aux deux déplace-
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menis correspondant à d<o = o et dt == o; on a ainsi :

i A = p^éos^ — K51L = = — K M s i n < p — ( K L — N p ) c o s ( p ,
(16) B = p X s i n < p + K < , = KM cosy—(KL — N p ) sincp,

C=—p(^<;os<p+DILsiny) = — p M .

Nous poserons

(17) H == -+- /A* -+- B» -4- C2 == /EG — F»,

d'où

(18) • H î = = M 2 ( p » + K » ) - 4 - ( K L — N p ) î
=[pX—K(^ILcos<p—^siny)]^-^(p24-K^)(^coSy-+-^^Lsin<p)^.

Angle de la normale à la surface avec le plan oscillateur
de la génératrice. — Les cosinus directeurs de la normale à la
surface ont pour expressions

/ \ -» A B G
(19) À==.g., lA==î^ ^^H"

Ceux de la normale principale sont évidemment : — cosy,
— siny, o, en adoptant une fois pour toutes le signe -+- devant H
et-, en désignant par vs Pangle de la normale principale de la géné-
ratrice avec la normale à la surface :

(^o) ——- -^p+K(01Lcosy-<sin<p)
V/[—û)ï>p -+- K(t)ÎLcos(;p—^sin<?)]2-+-(?2-+- K^^cosy -+- t)lL siny)»

ou
(21) COS^ = ———.—————KL~NP________^,

lKL—Np)24-M»(p«-4 -K 2 ) ] 2

On a d'ailleurs, au signe près,
^ M(22) tangCT==(p24-K1) KL — Np

Cet angle, si l'on veut préciser la signification du signe adopté
pour son cosinus, est celui de la demi-droite de paramètres direc-
teurs A, B, C avec la direction de la normale principale dirigée
vers le centre de courbure de la courbe.

On remarque que l'équation

KL — N p = o
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définit sur la surface le lieu des points où la génératrice touche
l'une des asymptotiques.

En effet, c'est le lieu des points pour lesquels cosro est nul.

3. THÉORÈME L — Le cylindre circulaire droit est la seule
surface dont une famille de géodésiques soit constituée par dès
hélices circulaires.

Pour qu^une génératrice déterminée soit une géodésique, il faut
et il suffit qu'en chacun de ses points on aitl'en chacun de ses points on ;

cos2vs ==i,

(pî+K^Mï^o,
c'est-à-dire

et, si on laisse de côté, ce que nous ferons systématiquement dans
ce qui suit, la solution p^-t-K^^o qui conduit à une ligne de
longueur nulle, on est amené à écrire que l'équation

Mss MCOS(p-+•Psin9-4-p r^-Ky(gcoscp—josinç) as o

est vérifiée pour toute valeur de y.
Si l'on suppose R^o (c'est-à-dire que la génératrice consi-

dérée ne soit pas un cercle), on obtient immédiatement les condi-
tions

(a3) M== v = p'== y==p==o.

Si, comme l'indique l'énoncé, ces relations doivent être vérifiées
pour toutes les hélices génératrices, les équations (a3) devront
être vérifiées pour toutes valeurs de t et la surface engendrée sera
visiblement un cylindre droit.

Ceci suppose essentiellement que l'on n'ait pas K(<)=o,
c'est-à-dire que la surface ne dégénère pas en une surface cer-
clée. On pourrait étudier ce cas et l'on trouverait les surfaces
canaux (1).

(l) Nous laisserons ici de côté l'étude des surfaces cerclées qui rentreraient
comme cas particulier dans celle des surfaces hélicées; nous signalerons à leur
sujet la Thèse de M. Demartres, Sur les surfeuses à génératrices circulaires
(Annales de l'École Normale^ 3« série, t. II, p. ia3), et un second Mémoire
du même auteur inséré dans les Annales de l'École Normale^ 3« série,
t. IV, p. i45.
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On est ainsi amené dès à présent à faire une remarque très
importante et qui sera utile dans tout le cours de cette étude :

Dans les problèmes de ce genre^ nous supposerons essentielle-
ment que K n'est pas nul^ c'est-à-dire (fue Vhélice étudiée
n 'est pas un cercle^ sauf mention expresse du contraire. Si donc
on envisage une propriété qui doive être réalisée pour certaines
hélices de la famille étudiée^ il peut y avoir exception aux
conclusions énoncées pour les génératrices dégénérées en cercles
correspondant aux racines de Inéquation K( t) = o, et une étude
spéciale s'impose si l'on désire savoir si ces génératrices parti-
culières répondent à la question.

S'il existe une ou plusieurs valeurs du paramètre t pour lesquelles
les équations (a3) soient vérifiées sans pourtant être identiques,
on est conduit au théorème suivant ;

THÉORÈME II. — Si dans le mouvement d'une hélice circu-
laire, pour une position de celle-ci correspondant à une varia-
tion nulle du rayon du cercle principal de la génératrice^
le mouvement du trièdre fondamental admet comme axe héli-
coïdal instantané l'axe de l'hélice correspondante, celle-ci est
une géodésique de la surface. Ces conditions suffisantes sont
aussi nécessaires.

REMARQUES. — I. Si Fon observe que la présence d^un plan de base
stationnaire nécessitée par les conditions p = q = o permet d'intro-
duire pour la génératrice correspondante la relation r= o (1), on
est amené à un énoncé un peu différent du théorème II :

Si dans le mouvement d'une hélice circulaire^ pour une
position de celle-ci correspondant à une. variation nulle du
rayon du cercle principal, le mouvement élémentaire du trièdre
fondamental se réduit à une translation suivant l'axe de

(') Pour la démonstration de ce fait et des divers résultats généraux rappelés
dans ce travail, voir par exemple notre Mémoire Application de la Géométrie
cinématique à la théorie des surfaces engendrées par une courbe variable
(Journal de l'École Polytechnique, 1912).
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V hélice considérée^ celle-ci est une géodésique de la surface.
Ces conditions suffisantes sont aussi nécessaires;

Si une génératrice est une géodésique ̂ la variation du rayon
de son cercle principal est nulle et l'on peut lui associer un
trièdre de référence fondamental dont le mouvement élémen-
taire dans la position considérée se réduise à une translation.

II. La propriété qui fait l'objet du théorème 1 est presque évi-
dente géométriquement si l'on observe que la surface en question
doit être l'enveloppe du cylindre principal de la génératrice, ce
qui ne peut arriver que si la surface enveloppe coïncide avec
l'enveloppée, la caractéristique d'un cylindre circulaire ne pou-
vant être une hélice circulaire si elle est bien déterminée.

4. CONDITIONS POUR QU'UNE HÉLICE GÉMÉRATRICE SOIT ASYMPTO-

TIQUE. SURFACE DONT TOUTES LES GÉNÉRATRICES SONT ASYMPTOTIQUES.

— Pour qu'une génératrice déterminée soit une asymptotique de
la surface, il faut et il suffit que, pour tous les points de cette
génératrice, COSCT soit nul, ce qui s'exprime par la condition

K L — N p = = o .

En se reportant al'expression [formule(i i)]deKL—N0,011 doit
donc écrire que l'équation

—^[K^çsincp+jocos^+K'p] -+- cos <p(Ko -+- çrp») — sin (p(K^ 4-/?p1)
-1- p ( K p — w) ==o

est vérifiée pour toute valeur de <p, d'où l'on tire, comme dans
la question précédente, le résultat suivant : Une génératrice
asymptotique est caractérisée par les relations

(24) ^ss^ssrssK'sso, M == p == w == o.

On peut alors énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME III. — La condition nécessaire et suffisante^ pour
qu^une hélice génératrice soit une asymptotique de la surface
qu^elle engendre en l^une de ses positions^ est que son axe et
son pas soient stationnaires et qu^on puisse lui associer un
trièdre fondamental tel que le plan de son cercle principal soit
également stationnaire dans la position considérée.
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Dans le cas où les relations sont vérifiées quel que soîl ^,
le pas est constant, le trièdre fondamental correspondant est fixe
et les équations de la surface par rapport à ces axes se réduisent à

a*==pcos(p , ^=ps in<p , s = Ko<p,

en désignant par Ko la valeur constante du pas, notation que nous
adopterons dans tous les cas analogues.

On reconnaît les équations de Phélîcoïde gauche minimum;
donc :

THÉORÈME IV. — L'hélicoïde gauche à plan directeur est la
seule surface à génératrices hélices circulaires dont celles-ci
forment une famille d^asymptotiques.

8. AUTRES FORMULES RELATIVES A LA NORMALE A LA SURFACE.

ÉLÉMENTS GÉOMÉTRIQUES DIVERS. — Les cosinus directeurs de la
normale sont donnés par les formules déjà signalées :

(.9) X=^, ,=1. .̂

On peut poser
KM . _- .-77""=—sinVsinW,

(î5) ^^-sinVcosW,

pM -,^=cosV.

On volt immédiatement que cosV==—v. Donc :
V n'est autre que le supplément de l'angle précédemment défini

du plan tangent en un point avec le plan de base-de la génératrice
correspondante.

L'angle W est défini par la relation

KM(a6) tangWs= K L - p N

Cet angle W est Hé aux éléments géométriques V et xs par l'une
ou l'autre des relations

(27) ̂ ^SN-^ o" -W»-K,cotV,
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formules dans lesquelles R, représente le pas angulaire de la
courbe.

Expressions nouvelles de X, (JL et v. — En développant les
valeurs de A, B, C données par le second groupe de formules (16)
et y remplaçant les éléments qui y figurent par leurs expressions
en V et W, on trouve les formules suivantes :

(28) X==sinVcos(<p—W), \s. == sinV sin(o — W), v = = — c o s V .

6. VARIATION DES PARAMÈTRES DIRECTEURS ET DES COSINUS DIREC-
TEURS. — i° Ces variations des paramètres directeurs sont données
par les formules générales dont je me borne à écrire la première :

(.9) 8A=^+(^+yC-/.B)A,

expressions dans lesquelles on remplacera A, B,C parleurs valeurs
données par Fun ou l'autre des groupes (16).

Le développement de ces calculs ne présente pas d^inlérêt spécial
pour le moment et n'offre aucune difficulté.

2° Variations des cosinus directeurs. — On obtient immédia-
tement

(3o)
d\ ==—sinVsin(<p— W)(û?y — dW) + cosV cos(© — W) d\,
û?(Ji== sinVcos(<p—W),
d^ == sinVrfV

et, en posant,

l —^==<!/<p-ûW4-r^-l-cotV[/?cos(<p—W)-4-ysin(cp—W)]^,
' ( riîC==cîV4-[josin(<ï>—W)-çcos((p--W]^,

on trouve, par substitution dans les formules générales du dépla-
cement, des valeurs de d\ ..., données par les formules (3o) :

8X = smVsin(<p—W)^4-cosVcos(<p—W)^,
(Sa) 8^==—sinVcos(9—W)û^-4- cosV sin(o--W)^/,

8v s== sinVûî^.

Soit ûfco Farc de rindicatrice des normales correspondant à un
xu. 17
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déplacement quelconque, on obtient immédiatement la formule

(33) ^(x)î=û^»+sin»Vû^».

Lorsque dans les formules de ce numéro et du précédente
on suppose K égal à zéro^ elles se simplifient considérablement
et Fon obtient les formules données par M. Demartres dans
son Mémoire sur les surfaces cerclées {Annales de V École
Normale supérieure^ mai i885).

L'examen de la formule (33) montre que rfy n^est autre que la
variation de l'angle du plan tangent avec un plan fixe qui, à Pori-
gine, coïnciderait avec le plan de base de Phélice sur laquelle se
trouve Porigine du déplacement; d^/ serait l'angle des plans menés
par Paxe de Phélice en question parallèlement aux deux normales
infiniment voisines, ou, ce qui revient au même, Pangle élémen-
taire dont doit tourner, dans le plan xOy fixe et coïncidant à
Porigine avec le plan de base de Phélice précédente, la trace du plan
tangent sur ce plan<

Dans un Mémoire inséré dans le Bulletin de la Société mathé-
matique de France (1907), je rappelais Paltention sur un élément
proposé par M. Demartres en 1887, la flexion.

De ce qui précède on déduit sans difficulté pour expression de
la flexion S (Pun déplacement par rapport au plan de base de la
génératrice de son origine :

(33) ^= i dz
It^'S^'

7. Dans la surface cerclée Pangle W devient nul identiquement;
il en est de même dans les cylindres droits et dans ces deux cas
seulement. Cela résulte immédiatement de ce que tangW devant
être nulle, le produit RM doit être identiquement nul.

Proposons-nous maintenant de chercher s^ il existe des sur-
faces pour lesquelles l^angle'W réponde à l^une des conditions
suivantes :

I. Rester constant lorsque on se déplace sur une hélice géné-
ratrice tout en pouvant varier d^une génératrice à une autre.

II. Rester constant sur toute la surface.

Les deux parties peuvent se traiter en même temps, la deuxième
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étant un cas particulier de la première; nous écrirons quô

tangW

se réduit à une fonction de t, /(<); dans le cas où / est une
simple constante-on aura la solution de la deuxième partie.

Nous devons donc écrire qu'il existe une fonction f(t) telle
qu'on ait identiquement

(34) KM -/(<) [KL ~ pN] - o.

En égalant à zéro la fonction trigonométrique coefficient du terme
en y dans le premier membre de cette identité, on doit exprimer
que la fonction linéaire en sincp et cos©,

K2^ coscp —ps in^ ) •+•/(/) [K^/? cos<p -h q siny) -+- K'pJ

est identiquement nulle ; d'où les trois relations

^(^//^o,
(35) K«(/y~^)==o,

/K' == o.

Outre les solutions K = = = o , o u y==M==o qui donnent des
surfaces cerclées ou des hélices engendrant un cylindre droit, on
trouve finalement ( * )

(35 bis) ^=^==K'=o.

La surface est à plan directeur et ses génératrices sont à'pas
constant.

Le terme trigonométrique du premier membre de l'équation (34)
se réduit alors à

fçw 4- KQU cos<p -+- Ko? sinçp -t-KoR'-l-/^) Ko(Msino — pcosy).

(1 ) on laisse de côté le cas de / = ± i. Dans cette hypothèse spéciale FangIeW
ne serait plus bien défini par sa tangente. D'ailleurs, en effectuant les calculs,
on trouve des surfaces engendrées par des hélices imaginaires dont le pas est
constant, dont le plan de base conserve une direction fixe et dont le lieu du
centre du cercle principal est enveloppé par un des plans passant par l'axe de
l'hélice et Fune des asymptotes du cercle principal. En réalité, si /=±i,
les équations (35) admettraient ' solution p2•+qî•=:o qui est à rejeter en
dehors du cas où p = q = o
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En écrivant qu^il est identiquement nul et laissant de côté les
cas déjà cités, on trouve

(36) u == v = o, Kop'-t-ypw = o.

Donc Faxe de rhélice et son pas linéaire sont fixes. Il est
évident que ces conditions caractérisent les hélicoïdes.

Nous pouvons aussi le vérifier en remarquant que les équa-
tions de la surface, par rapport à des axes fixes évidents, sont

a-===pcos(p, ^=psin<o, z == F(^)-+- Koy,

relations dans lesquelles on a

F== f w d t .

On peut d'ailleurs les écrire en prenant p pour variable indépen-
dante, car supposer p fixe conduirait à uncjlindre droit, engendré
par des hélices parallèles, ce qui rentre dans un cas déjà étudié et
plus général. L'hélicoïde pourra donc être déterminé par les
équations

(37) a-=pcos<p, y=apsin<p, z == F(p) •+• Ko<p,

la fonction F(p) devant satisfaire à la dernière équation (36), qui
est la dernière condition du problème. Ce qui montre qu^à une
forme/(p) donnée correspondra toujours une surface répondant
à la question, la fonction F étant déterminée par Inéquation diffé-
rentielle r/p

Ko+p/(p)^p==o
ou

F K r 9 ^F==^KO/ TfiJ}9F = = — K O
"'po p/(p)

la limite po étant d'ailleurs arbitraire. Son indétermination ^équi-
vaut d^illeurs qu^à une translation des axes.

Les sur/aces répondant à la question sont [outre les cylindres
pour lesquels la fonction f{t) se réduit à zéro] des hélicoïdes.
A une fonction f(^) donnée correspond une famille d1 héli-
coïdes de pas arbitraire et définie par les équations (3^) dans
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lesquelles on fera ^-K-f'î^•
Sif(t) se réduit à une constante a non nulle, on trouve

F^^Log&p (b consl.)

Donc :

Les surfaces pour lesquelles l'angle W est constant et diffé-

rent de zéro ou de - sont des hélicoïdes ayant pour méridienne

une logarithmique.
Dans ce qui précède on a laissé de côté le cas de W == - corres-

pondant af(t) infini. On voit directement que ce cas correspond
à Fidentité

K L - N p — o .

La surface pour laquelle W est constamment droit est la
surface de vis à filet carré.

8. THÉORÈME V. — Les hélicoïdes et les cylindres droits ( 1 )
sont les seules surfaces engendrées par une hélice circulaire
telle que le plan tangent en chaque point d'une génératrice
quelconque fasse un aiïgle constant avec le plan de base de la
génératrice considérée^ angle dont la valeur dépend d^ ailleurs
en général de la génératrice considérée.

Pour exprimer que Fangle V ne dépend que de la génératrice,
nous écrirons que —^ est fonction de t seul^ et en se reportant
à la dernière des formules (a5) que l'expression

/ K L — p N \ 2
^^(——M——)9

et plus simplement que —içf^""" esl fonction de t.

(l) Bien que le cylindre droit puisse être considéré comme cas limite de l'héli-
coide, il y a lieu d'en faire mention, ces surfaces pouvant être considérées
comme résultant du mouvement d'une hélice à pas variable. Cette remarque
s'applique dans des questions analogues.
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Comme — — ' ne dépend que de t en même lenips que

K L — p M
KM"""'

on retombe sur les calculs rencontrés dans la question précédente :
on trouve les hélicoïdes ou les cylindres (pour lesquels V == - )•

Si l'on veut que l'angle V soit le même sur la surface, il résulte
de là que, hors le cas des cylindres pour lesquels V = = = - ? on
trouve les hélicoïdes développables. Donc :

COROLLAIRE. — Dhélicoïde développable est la seule surface
pour laquelle le plan tangent en chaque point fasse avec le
plan de base de la génératrice correspondante un angle non
droit constant sur toute la surface.

Des calculs développés dans le n° 7 on déduit aussi sans diffi-
culté la proposition suivante :

THÉORÈME VI. — Uangle rs formé par le plan osculateur à
l } hélice génératrice avec la normale à la surface ne reste
constante le long d^une même génératrice^ que dans les deux
cas suivants :

i° Dans les hélicoïdes ( i );
a° Dans les surfaces à plan directeur et à pas constant

engendrées par une hélice imaginaire dont l^axe décrit un
plan isotrope et pour lesquelles WQ + k^iç' = o.

REMARQUES. — i° Dans ce dernier cas, Pangle rs est donné par
la formule

(pî-4-K^
^g^" Ko/ '

2° Dans ces deux séries de surfaces l'hélice génératrice est un
cercle géodésique (c/*. Chap. III).

( l ) Cette première série a été donnée par M. Demartres dans une Note suivant
son Mémoire Détermination des surfaces (W) à lignes de courbure iso-
thermeSf inséré dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse^
2" série, t. IV.
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9. COMPOSANTES D^N DÉPLACEMENT SUIVANT LA GÉNÉRATRICE ET

SA TRAJECTOIRE ORTHOGONALE. COSINUS DIRECTEURS DU DÉPLACEMENT

PAR RAPPORT AUX AXES DU TRIÈDRE FONDAMENTAL MOBILE. — Soit l

Finchnaison du déplacement sur la génératrice. La considération
de la formule (i4) donne immédiatement

(38) 1 ^ c o s l =(P Î +K2) ï ^+(Lp-hKN)(p2+K2)~ï^ ,
f û^s in i== H(pî-4-K.2)~^^,( û^s in i== H(p î-4- K2)"2

d^où l'on tire les suivantes :

^^(p2-^2)2^
(39) ,1

1 ('o'^+K2 ') î
f û?cp=- i -——g——[Hcost—(Lp+KN)s int ]^ .

Si Pon se reporte aux formules générales (i i), on obtient, en
appelant a, (3, y les cosinus directeurs du déplacement,

vds == M cos<pû^—(pû?<p-+-L dt)sin^

et les deux analogues. En remplaçant dans ces formules dt et rfço
par leurs valeurs tirées des relations (SQ) on en déduit

(pï-hK2)2' -, . . . F pcosi Ksinî'sinVcosWI
a = —————— cos9 cosV sin ( — sin <p | —'-———^ — ——————————- ,

p [(p^K2^ (p24_K 2 )^ J
/ .N Q (p2-!-!^2)2 . -, . . f" ocosi Ks in i s inVcosW~|40} p == -L—————»in(pcosVsini4-coscp—'-———^—————————^—-- ,

p LCp^K2)2 (p24-K2^ J
Kcosi p . . . -,y == —————-^. -^ ———L——^.sini sinVcosW.

(p ï4-K2) î (pï+K1)2

Des formules (3g) on tire pour expression de —• et de -î :
cts us

d^ /(W \, , ^-1 . sini
— L = = ( — — — l ) ( p ^ - ^ K 2 ) ^osi————————-
ds v ^ / H(p 2 +K 2 ) ï

X 1 (p^K2) [r-l-cotV(/? cosy — W-+-y sin<p — W) — ̂ 1

(40 ^(^^^(Lp+KN^j,

l ûfY JV, , Tr,x-1 . sini^=^(p,+K') .cos,+y^^-^

x pp*4-111)^ +P s iny—W—y cos<[>—W")—(Lp+KN)1.
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Ces développements trouveront leur emploi dans les calculs ci-
après.

10. EXPRESSION GÉNÉRALE DE LA COURBURE NORMALE. — On Sait

que la courbure normale d^un élément est donnée par Impression

g8X+p5p.-4-Y5v
' d s *

Si, pour abréger, on pose
^

- (ï^-t-o2)2 pcosi K sinisinVcosW
(<(2) F=————-————> ^=——•——————;- ——————————————,———»

p (pi+K2)2 (pî+K2)2

on obtient :

a = P cosycosV s î n i — Q s i n < p , p = P sino cosV sini-4-Q coscp,
(43) { K

^
Y= —cosi-l-^sintsinVcosW.

En employant ces formules, on trouve pour expression de la
courbure normale î?—K»

(44) ^^^[^^(^V+P-COS.V)

^KsinVeos^Q^^^

^P J
d^

— —? [p sin i sinV cosV sinW + Q sinV cos W],

formule dans laquelle il faudrait remplacer —• et -£s par leurs

valeurs tirées des formules (41)- Où obtient ainsi

— = J^> cos2 i 4- 2 lft> sin i cos i + © sin21.
Kn

Étant donnée la complication des calculs, il est sans intérêt
d^expliciter les expressions de cAo, lil et 0 qui sont évidemment
des fonctions de sincî,cos<p, L, N, V et W.

H. EXPRESSION DE LA TORSION GÉODÉSIQUE. — Soit 7?- là torsion
ff

géodésique. Nous aurons
i _ ^

Ty ~~~ ds
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en prenant
ûrr̂ .= Sa(^Sv —v8^).

Or on déduit sans dîfficiillé des expressions (28) et (3a) les for-
moles suivantes :

(Ji8v — v S(JL == — sinV cosVcos(<p — W)d^ -+- sin(<p — W)û?^,
(45) v 8 ) 1 — X 8 v ==—sinVcosV sin(<p—W)^—cos(<f>—W)^,

U^—pi8X==—sin2V^,

d^où Pon tire, tous calculs faits après remplacement de a, jî et Y
par leurs valeurs (43),

,//.. 1 i ^
(46) T^=T-~-3r

. -^ (pcos i (Ks inV—pcosVs inW) )
_ d^ sln \ -^-sintcosW(p î-^pKsinVcosVsinW^K^cos«V)i

" d s P(P t+^)i

+^[QcosW4-Psin»cosVsinW].

Les formules (45) et (46) donnent lieu à une remarque déjà
faite : elles se simplifient considérablement lorsqu'on y fait K == o,
et se réduisent alors aux formules données par M. Demartres dans
son Mémoire déjà cité.

12. ÉQUATION DES LIGNES ASYMPTOTIQUES ET DES LIGNES DE COUR-

BURE. — On en aurait une forme en écrivant suivant le cas que 5-*»/»
ou que 7j— est nul. Nous nous servirons de ce procédé dans une

question relative aux lignes de courbure (Chap. III, n° 6, corol-
laire ). On peut encore les écrire :

(4;) ÔA Sa? 4- 5B 8^ 4- ôC ̂ z = o,

pour les asymptotiques, et

Sa- 8y ^s
(48) 8A 8B 8C = o,

A B C

pour les lignes de courbure.
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13. COURBURE GÉODÉSIQUE, LIGNES GÉODRSIQUES. —— En SC rC-

portant aux formules données dans notre Mémoire déjà cité
(Applications de la Géométrie cinématique^ etc.), on trouve
pour expression de la courbure géodésique la formule suivante :

H/G .[à¥ .__ . ^ à i ~ } . .A)H .ai _ ài\(49) —-— ==cosJ -——(KK'+pp^-hH— 4-s in i (— 4 - G — — F — ,
Çg L^? à^ J \àf? àt à^/

qui devient facilement

. . . i di i d<D /à¥ —., A( 5o) — == — 4- —. —L ( — KK'— pp' )/ p^ ds H ds \ à^ rr /
i dtV (à¥ ^A^H^I

+GÎÎTs[¥(^~KK^^)^H•^\f

en tenant compte de ce que

,. . . d r^ F dt . . H rf<(a i ) cosi =-T-vG-t-—:-r-^ sini ==—=:-,-•
^y /G ds /G ds

L'équation des lignes géodésiques peut s^obtenir facilement en
écrivant la relation — === o, sous l'une ou l'autre des formes pré-
cédentes.

14. CONDITION POUR QU'UNE FAMILLE D'HÉLICES CIRCULAIRES

MOBILES AIT UNE ENVELOPPE. — En appliquant les résultats du
Mémoire précité on trouve que :

La condition nécessaire et suffisante pour qu7 une famille
d7 hélices circulaires mobiles ait une enveloppe est que les
équations

(53) K L — p N = = o , M = = o

admettent une solution commune

(54) ^(y,Q=o.

A chaque solution de cette forme correspond une courbe
tangente aux diverses génératrices. Leur ensemble constitue
l'arête de rebroussement de la surface.

13. REMARQUE. — Je me borne à signaler ce fait presque
évident :
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Le cylindre circulaire droit est la seule surface algébrique

sur laquelle on puisse placer une hélice circulaire.

CHAPITRE II.

RÉPARTITION DES NORMALES AUX DIVERS POINTS D'UNE MÊME GÉNÉRATRICE. POINTS CEN-
TRAUX DE PREMIÈRE ESPÈCE ET DE DEUXIÈME ESPÈCE. LIGNES DE STRICTION. SUR-
FACE POUR LESQUELLES CES DEUX LIGNES COÏNCIDENT. PARAMÈTRE DE DISTRIBU-
TION. SURFACE POUR LESQUELLES LES NORMALES AUX DIVERS POINTS DE CHAQUE
GÉNÉRATRICE RENCONTRENT UNE MÊME DROITE.

1. DÉFINITION. —• Quand V'hélice génératrice conserve une
direction d'axe invariable, je dirai que la surface est à plan
directeur d'hélices ou simplement (quand aucune confusion
n^est à craindre) à plan directeur.

2. ANGLE DU PLAN TANGENT AVEC LE PLAN DE BASE. — Si FOU SC

reporte au n° 5 du Chapitre précédent, on voit que cet angle peut
être considéré comme égal à V. En réalité, avec les conventions
qui ont été adoptées dans ce numéro, c^est son supplément; mais,
comme dans ce qui suit, il sera surtout utile de considérer la
détermination de Pangle de ces deux plans comprise entre zéro
et -» rien n^empêche de la prendre pour Fangle V lui-même,

considéré comme défini par la détermination positive de la tan-
gente ( ^ ) donnée par la formule

<•) ""^-^""piP"-
Nous désignerons par la notation (V)Tangle ainsi défini.

La considération de la formule (a5) du Chapitre précédent
conduit immédiatement au théorème suivant :

THÉORÈME I. — L'angle (V) du plan tangent en un point
d'une génératrice avec le plan de base de celle-ci n'est jamais

(1) Dans le cas des éléments imaginaires on peut faire intervenir la convention
suivante : on prendra, pour K la détermination correspondant à une partie réelle
positive et celle correspondant à un coefficient positif dans le cas d'une imagi-
naire pure,
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nul. lia un minimum absolu donné par la formule

tang^)^

obtenu pour les points de la génératrice considérée dont les
coordonnées satisfont à la relation

K L — N p = = o ,

sauf exception possible pour ceux de ces points dont les coor-
données vérifieraient aussi la relation

M = = o .

REMARQUE. — Les points d'une génératrice présentant un carac-
tère exceptionnel dans le théorème précédent sont ceiix où la
génératrice rencontre la génératrice infiniment voisine lorsque ce
fait se présente.

En ces points^ tangV se présente sous forme indéterminée.

DÉFINITION. — rappelle points centraux de première espèce
les points d^une génératrice définis par la relation

(î) K L — N p = o .

Quand la génératrice varie, ils engendrent les diverses
branches de la ligne de striction de première espèce.

Ces points sont donc ceux correspondant au minimum de (V)
et ceux satisfaisant aux deux relations K L — N p == o, M==o.
Ces derniers sont en général isolés ; dans le cas où ils forment une
arête de rebroussement de la surface, cette courbe devra donc être
considérée comme faisant partie de la ligne de striction. Ce sont
d'ailleurs, dans un cas comme dans l'autre, des points singuliers
de la surface ou tout au moins de la définition de celle-ci par le
système de génératrices choisi.

REMARQUE. — Nous avons été conduit aux définitions précé-
dentes par une analogie évidente avec les surfaces réglées ; toute-
fois, faut-il remarquer que dans celles-ci V sera constamment égal
à - et l'angle intéressant est celui du plan tangent avec le plan
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central. Sa considération ne paraît pas susceptible (Tune extension
intéressante au cas des surfaces hélicées. Nous ferons remarquer
également que l'étude de l'angle V que nous venons de définir se
présente utilement dans le cas des surfaces cerclées. Les résultats
correspondants ont été développés par M. Demartres dans le
Mémoire déjà cité. On peut également étendre à ces surfaces (il
suffît de faire K = o dans nos formules) la considération des points
centraux et de la ligne de striction de première espèce ([c/*. notre
Mémoire Sur une propriété des surfaces cerclées (Bulletin
de la Soc. mathém. de France^ t XXXVI, 1908, p. 58)].

3. Revenons aux conséquences de la formule (i). Remarquons
qu'on peut écrire

KL — p N =—^[K^^silKp -^-/?cos(p) -+- K/p] •+- ( K L — p N ) ï ,

en désignant par la notation (KL — pN).r la partie de l'expression
étudiée qui ne contient que des termes tri gonomé triques. De
même,

pM == p K < p ( y cos<p — p siny) -+- pM-r.

Que devient l'angle (V) quand le point considéré s'éloigne
indéfiniment sur la génératrice, c'est-à-dire quand ® croît indé-
finiment?

Faisons croître © indéfiniment de la manière suivante.
Nous poserons

(p = (po-+- 2717C,

où n est un nombre entier croissant indéfiniment (autrement dit,
nous prenons les points qui s'éloignent sur l'hélice génératrice
en restant sur une même génératrice de son cylindre principal),
Le premier terme de tang2V est évidemment invariable pour un
déplacement sur une génératrice; quant au second, il a pour
valeur

}— [K^ç sinoo-+-./? cos(po)-4- K'pp^o-t- ïi^'^)-\- const.j
[(îûo-1- 2 n 7 t ) K p ( y cos©o—P s i n t p o ) - + - c o n s t . p '

Les termes simplement trigonométriques des fonctions

K L — p N et pM

conservent une valeur fixe pour la variation imposée à ç.
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Lorsque n croît indéfiniment, l'expression précédente tend vers
une limite définie par l'expression

F W(q sinyp^ p cosepo) -h K/pl «
L K p ( < 7 cos(po—/>sin<po) J

Mais cette expression a une valeur qui, en général, dépend
essentiellement de la valeur (po choisie. Donc :

En générale Sangle du plan tangent et du plan de base
d'une génératrice n'a pas de limite déterminée quand te point
de contact s^ éloigne indéfiniment sur cette génératrice.

Cette conclusion pourra être en défaut si le coefficient (3) est
indépendant de (po? c'est-à-dire si le quotient

K2^ sincp -4-jpcoscp -h K/p)
(q cosy — p s incp)Kp

se réduit à une simple fonction de t que nous désignerons par À(().
On sera donc conduit à écrire Fidentité en y

K^ysiny+^cosy)-!- K'p -— p K X ( ^ cosœ—jo siny) == o, •

équivalente aux trois suivantes :

çK -hjopX = o,
(4) — y p X + / ? K =o,

^=0.

Dans tous les cas, la variation du pas doit être nulle.
Les deux premières équations conduisent aux relations

/ ?==y==o

tant que le déterminant de ces quantités

Kî+^pî

n'est pas nul. Laissons de côté le dernier cas qui ne convient
qu'à des génératrices imaginaires tout à fait particulières (*) .

On a donc
p = q = o.

( ' ) On vérifie que dans ce cas le plan de base est à caractéristique isotrope «
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Maïs alors le dénominateur de l'expression (3) est identiquement
nul et nos calculs sont en défaut. D'ailleurs ici la relation K/==o
montre que tangV se réduit à uue fonction trigonométrique
de y. Nous étudierons ce cas ultérieurement.

Ainsi qu'il vient d'être dit, l'analyse précédente laisse de côté
le cas où le dénominateur de (3) serait nul. Si le numérateur n'est
pas nul en même temps, tangV croît indéfiniment et V a pour

limite — quand le point s'éloigne indéfiniment.

Ce fait se présente quand

p === q = o, avec K'^o.

Donc dans ce cas l'angle V a une limite ^ quand le point de

contact s'éloigne indéfiniment. Ce cas se présente en particulier
pour la génératrice quelconque (K'^o) d'une surface à plan
directeur d'hélice à pas variable.

Il ne nous reste plus qu'à envisager le cas où l'on a à la fois

p = q = K/ = o.

Dans celte hypothèse, la partie de tang2 V qui dépend de y se
réduit à l'expression

"Ko(Msin<p—v cosy)-+-p^'p
f)(u cosy •+- v siny -4- p') J

Lorsque <p croît indéfiniment, cette expression ne tend en général
vers aucune limite déterminée. Si l'on cherche dans quel cas
exceptionnel le contraire se présente, on est conduit à des
conditions développées aux n^T et 8 du Chapitre précédent; nous
y exprimions que pour chaque génératrice l'angle V était constant.
Si ces conditions sont vérifiées, non pour toute valeur de /, mais
seulement pour certaines de ces valeurs, on trouve le résultat
suivant :

Si pour une génératrice à plan de base et à pas stationnaire^
V angle (V) tend vers une limite quand y croit indéfiniment,
il est constant sur toute cette génératrice. Si I1 on fait abstrac'
lion du cas des génératrices imaginaires satisfaisant à la
condition u2-^- vtt= o que j e me dispense d'interpréter, le plan



de base se meut normalement au lieu du centre du cercle prin-

cipal. Cette valeur sera - si^ en outre, la variation du rayon
de ce cercle est nulle,

Ces divers résultats sont résumés dans le théorème suivant :

THÉORÈME II. — En générale l'angle (V) ne tend pas vers
une limite déterminée quand le point de contact du plan tan-
gent considéré s'éloigne indéfiniment sur Vhélice génératrice.

Il y a exception et cet angle devient droit si le point décrit
une génératrice dont le plan de basesoit stationnaire en direc-
tion et dont le pas ait au même instant une variation différente
de zéro.

Si le pas était stationnaire en même temps que la direction
du plan de base, V angle (V) n'aurait pas de limite dans ces
conditions^ à moins que Vaxe de l'hélice ne fût au même
instant tangent au lieu du centre du cercle principal: mais
dans ce dernier cas l'angle V serait constant sur toute la
génératrice (<). Cette valeur constante serait un droit dans le
cas où la variation du rayon du cercle principal serait nulle
au même moment.

COROLLAIRE. — Pour toute surface à plan directeur dihélice
à pas variable^ l'angle V du plan tangent en un point d'une
génératrice avec le plan directeur tend vers un droit lorsque
le point de contact s'éloigne indéfiniment sur la généra-
tr ice [sauf pour quelques génératrices exceptionnelles correspon-
dant à des valeurs de t annulant la fonction K/(^)].

4. DÉTERMINATION DES POINTS CENTRAUX DE PREMIERE ESPÈCE. —

Us sont donnés par Féquation

K L — N p = = o ,

qui, étant transcendante, ne peut être résolue en général.

l) Sa valeur serait donnée par la formule

i •»ir ^2 ^lo^V==^+^.
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Si toutefois la surface est donnée numériquement, on peut, eu

se fixant la valeur numérique de t correspondant à une génératrice,
avoir recours à une résolution graphique fondée sur Remploi
simultané d'une spirale et d'une courbe du quatrième degré facile
à construire.

La ligne de striction de première espèce se déduit de la résolu-
tion précédente lorsqu'on la fait pour une suite de valeurs de t.

Nous nous bornerons à chercher dans quel cas cette équation
devient algébrique. Ceci peut se présenter dans trois cas :

i° y subsiste dans Inéquation sans les lignes trigonométriques ;
a" o ne Figure dans Féquation que par les lignes trigonomé-

triques;
3° Inéquation se décompose en deux facteurs de la nature de

ceux définis ci-dessus. Les deux premiers cas peuvent être consi-
dérés comme cas particuliers du troisième.

i° L'équation ne doit pas contenir les lignes de l'arc y. On doit
alors avoir

p==g==M==^==:0 ;

nous pouvons de plus faire alors r == o et, si cette condition est
vérifiée pour toutes les génératrices, en rapportant la surface à
des axes fixes définis dans le n° 7 du Chapitre précédent, ses
équations deviennent

(5) ;r=pcos(p, y=psin<p, z == /(p)+ K(p)a>,

dans lesquelles/(p) et K(p) désignent des fonctions de® d'ailleurs
arbitraires (1).

Nous donnerons à ces surf aces remarquables^ généralisation
immédiate dés hélicoi'deSy le nom Û^HÉLTCOÏDES DE SECONDE
ESPÈCE.

Elles jouent un rôle considérable dans diverses questions.

(') En vérité, ces formules laissent de côté le cas où p serait constant et où il
faudrait écrire

x == p» cos<p, y === p, sin<p, z ==/(Q -+- k (<)(?.

Cette surface est un cylindre droit, cas limite évident des surfaces signalées.
XLl. ,3



Si fetïi. sont des fonctions du premier degré de <o, on aura
des SURFACES DE vis DE DEUXIÈME ESPÈCE. L'étude complète de
ces surfaces nous entraînerait trop en dehors des limites du travail
actuel et nous nous réserverons d^y revenir d^une façon spéciale.

La ligne de striction de première espèce de ces surfaces est
définie par l'équation

- //

^--K^

// et K/ désignant les dérivées des fondions/et K par rapport à p.
[Si la surface se réduisait à un cylindre, (voir la note, page 267), elle
serait indéterminée.] On voit que, sur chaque hélice génératrice, il
y a un point central et un seul. Dans le cas des hélicoïdes ordinaires,
ce point est rejeté à l'infini, sauf dans le cas de la surface de vis à
filet carré où il est indéterminé. Ces résultats s^expliquent faci-
lement (1). Enfin signalons la formule qui donne tang^ pour ces
surfaces ; c'est la suivante :

(6) tang»V = K^ -^(K'tf -f- w)».

2° <p ne figure que par ses lignes trigonométriques. Les condi-
tions correspondantes sont ici

^ = = y = K / = = o .

Si la propriété est vraie pour toutes les génératrices, c9 est-
à-dire si les relations précédentes sont identiques, on obtient
la classe très intéressante des sur/aces à plan directeur et pas
constant qui comprennent également, comme cas particulier,
les hélicoïdes. Sur chaque génératrice les points centraux forment
deux suites de points équidistants répartis sur deux génératrices
du cylindre principal correspondant.

3° Cette hypothèse ne conduit à aucun résultat nouveau.

8. PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX GÈNÉKAT&ICES INFINIMENT

( 1 ) Sur les hélicoïdes, tangV est constant quand le point considéré décrit une

génératrice. De plus, cette fonction ne se réduit à —7 que dans le cas de la surface
de vis à filet carré. Considérée comme définissant un minimum, la ligne de
striction d'un hélicoïde quelconque serait indéterminée. Nous préférons conserver
entièrement la définition du texte par l'équation KL—Np = o.



VOISIMES. — En se reportant au n° 9 de notre Mémoire, Applica-
tions de la géométrie cinématique^ etc., on trouve que les points
(Tune génératrice, dont la distance à la génératrice infiniment
voisine soit minima, maxîma ou stationnaîre, sont donnés par la
relation

(7) (KL-Np^KL-Np^pî+K^M^^o,

équivalente lorsque H n'est pas nul, c'est-à-dire sauf sur des
génératrices isolées, en dehors du cas de la développable isotrope
définie par H s o, à l'équation

^-'.
DÉFINITION. — J^ appelle point central de seconde espèce

d9 une génératrice tout point de celle-ci dont les coordonnées
curvilignes^ (, y vérifient Inéquation (7). Lorsque la généra-
trice varie, ces points décrivent les diverses branches de la
ligne de striction de seconde espèce de la surface.

6. Si les équations
_-, _T ^HK L - N p = o , -^=0,

admettent une solution commune, ^(^,<p) == o, cette solution défi-
nit une branche commune aux deux lignes de striction. Je ne
m'arrêterai pas à chercher la condition correspondante qui est
compliquée et je me bornerai sur ce sujet à la résolution des
questions suivantes :

PROBLEME. — Déterminer les surfaces telles que la ligne de
striction de première espèce appartienne complètement à la
ligne de striction de deuxième espèce.

Pour qu'une surface réponde à la question, il faut et il suffit
que toute solution de l'équation correspondante

(9) K L — N p = o

appartienne à l'équation (7) ou, en laissant de côté le cas des



— 270 —

hélices isotropes, à Inéquation

(10) M ^ = o .
<7CP

Sapposons d'abord que les solutions de l'équation

K1^ sin<p •4-jD cos<p) -+- K'p = o

ne satisfassent pas à l'équation (9). (L'hypothèse contraire ne
peut se présenter que lorsque K L — N p se décompose, cas dont
nous ferons une étude spéciale.)

On peut alors tirer de l'équation (9) l'angle y en fonction de
ses lignes trigonométriques et porter le résultat dans l'équa-
tion (10). L'opération est très simple, l'équation (9) étant linéaire
en y, et le résultat obtenu est une équation (A) qui ne contient
plus que sino et cosç et doit néanmoins admettre toutes les solu-
tions de l'équation transcendante (9). Ceci ne peut avoir lieu que
si le premier membre de l'équation (9) se décompose en un
produit d'une fonction linéaire en cp par une fonction simplement
trigonométrique de l'angle y, à moins toutefois que (A) ne se
réduise à une identité. Le cas où K L — N p ne contient pas
les lignes trigonométriques ou, au contraire, ne renferme -que
celles-ci peut d'ailleurs être considéré comme cas limite de la
décomposition. Nous commencerons par étudier particulièrement
ces deux hypothèses. Notre étude comprendra donc les paragra-
phes suivants : I. L^équation (9) ne contient pas les lignes de <p
ou contient ces lignes seulement; IT. L'équation (A) estidentique;
III. L'équation (9) se décompose.

I. Premier cas.—Le premier membre de l'équation (9) ne
contient pas de ligne trigonométrique. Nous avons vu précé-
demment que les surfaces correspondantes étaient des HÉLICOÏDES
DE DEUXIÈME ESPÈCE.

Pour ces surfaces, il y a un point central de deuxième espèce et
un seul sur chaque génératrice; il est défini par la relation ( • )

( 1 ) Exception faite des hélicoïdes ordinaires où les calculs sont en défaut. Voir
plus loin la remarque spéciale à ce cas.
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Donc :

Les lignes de striction des deux espèces coïncident dans ces
surfaces.

Deuxième cas.—Le premier membre de ^équation (9) est
dépourvu de terme non\trlgonométrique. On voit facilement que
celte hypothèse correspond aux surfaces de plan directeur dont
le pas de la génératrice est constant; cette équation se réduit à la
suivante :

(n) K t A s i n c p — K p costp -+- w p == o.

D^ailleurs on a ici

- . , ()M .M s= u cos <p -+- v sin <p -+- p , —— == -~ M sin cp -+- p cos (p.

Deux cas peuvent se présenter :
a, w = o; alors Réqualloii (i i) ne diffère pas de Inéquation

dM
^==oî

tous les points de première espèce sont de seconde espèce. Ces
surfaces possèdent en outre des points de deuxième espèce répartis
en deux séries sur chaque génératrice, séries données par l'équa-
tion
, , . , / p2+K»\(12) u cosç -+- p sin<p -4- p ( -—.— ) == o.

Il ne pourra y avoir coïncidence complète que si les équations
(i i) et (12) ont mêmes solutions, c^st-à-dire si

(.3) "=-l=Pl,
V U 0

en laissant de côté les hélices isotropes.
Les relations ( i3) donnent

u === v = o
ou

u^-^v^^o^ avec p^==o.
xu, 18.
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La première solution conduit aux surfaces de vis à filet carré (1),
elle appartient aussi comme cas limite à la série précédente.

La deuxième solution donne des surfaces engendrées par une
hélice indéformable munie d 'un plan directeur et dont l'axe décrit
un plan isotrope perpendiculaire à ce plan directeur. Dans les
énoncés qui termineront cette étude, nous ferons abstraction de
cette surface spéciale (2).

6. w -^ o ; alors une racine de l'équation (i i) n'annule jamais

l'équation—=== o. Il faut donc que ces racines satisfassent toutes

à l'équation M === o, c'est-à-dire à

u cos<p + p sin<p -+—»'= o.

Ceci ne peut arriver que si l^on a

d4) ^=-r=-£_;
v u uç

T

étant laissée de côté la surface à génératrices imaginaires satis-
faisant à la relation u2-^- ^2===o, sans que u et v ne soient nuls,
on doit avoir

u = v == o,

et la deuxième relation (i3) est satisfaite d'elle-même. Les
surfaces obtenues sont les hélicoïdes. On vérifie que l'équation
fondamentale qui détermine les points centraux de deuxième
espèce se réduit à une identité. Ce fait s'explique facilement : en
effet, pour ces surfaces, les trajectoires orthogonales des hélices
génératrices étant des géodésiques, le point central de deuxième
espèce sur chaque génératrice est évidemment indéterminé.

II. Inéquation (A) est identique. Le résultat de la substitution
de la valeur tirée de l'équation (9) pour l'arc <p eh fonction de
siny et cosy ne peut s'annuler identiquement que si l'un de ses

facteurs M ou -j— s'annule identiquement. Donc deux cas à consi-

(1) Pour cette surface, on voit que les équations (9) et (10) se réduisent à des
identités.

( 2 ) Cette surface appartient à une série déjà rencontrée {cf. n° 3).
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dérer: 1° Le résultat de la substitution dans M est identiquement nul;

\»x

2° le résultat de la substitution dans — est identiquement nul.
1° Le résultat dans M est identiquement nul. En effectuant les

calculs on trouve, après avoir rendu entier le résultat de la subs-
titution, un polynôme du second degré en sino et cos© dans
lequel :

coefficient de cos2»? = K1/?^-^- Kq(^q -+- K^),
» sin1^ == K2^ -+-K/?(p2/? 4-KM),
» sincp coso == aKpîjoy.

D'où les deux relations (K étant 7^0) suivantes obtenues en
écrivant Inégalité entre eux des termes carrés et à zéro du terme
rectangle

pï == ^2, pq = o,

égalités qui donnent de suite p = q = o. La surface doit être à
plan directeur. On peut pour simplifier les calculs faire r==o.
Mais alors Féquation (9) se réduit à

(15) cpK'p- l -K^s iny—K(»cos<p •+- pw == o,

et Inéquation M == o à

(16) u coscp -+- v sinœ -+- p'== o.

. Pour que cette dernière soit vérifiée par toute racine de Inéqua-
tion (i 5), celle-ci ne pouvant visiblement se décomposer sans se
réduire à une fonction linéaire ou trigonomé trique de c9, on devra
avoir soit u = (^== p '===o, ce qui donne un cylindre droit, soit
K/=== o avec — — ==-(- - == -r— et Pon trouve une surface à eéné-y u ' pio '-'

'K'
ratrices imaginaires déjà définie, à moins qu'on n'ait u ==(/== o.
De nouveau on obtient les hélicoïdes. En résumé, Phypothèse
actuelle ne conduit à aucune surface nouvelle.

Nous passerons à la suivante :
2° Le résultat delà substitution dans — est identiquement nul.

En rendant entière l'identité à écrire on est conduit à la condition

(17) [K^ysintp -+-p cos®) -h K'p] [(K^r -h- (»)cos<p— (K/?-}- u) sîn<p]
— K(jo coscp -l- q sino) [(Kp -4- ^rp1) cosy

—(KM-^-JDp2)sin<p4- rpK—pw]=o.
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La considération des termes da second degré en sino et coso

dans celte équation dépourvue de terme indépendant donne les
conditions

(18) (K2—p2)/^r=o et (K2—pî) (^2—7?2)==o.

On aura donc deux cas principaux: i° K. 2 —p 2 n'est pas nu l
nécessairement; 2° on fait K'l= p2.

1° Si l'on ne prend par K.2— p2== o, les équations (18) donnent

p = q == o.

La surface correspondante est à plan directeur. La considération
des termes du premier degré en siny et coscp donne les équations

K ' M = = O , K'v=:o,

qui peuvent être réalisées soit par les conditions

u == v == o,

pour lesquelles la surface se réduit aux surfaces hélicoïdales de
deuxième espèce, et Pon sait que ces surfaces satisfont en effet à
la question, soit par K'== o. Mais alors nos calculs ne sont plus
légitimes, car, en vertu des conditions p = q == K/= o, le coef-
ficient de sp dans K L — N p est identiquement nul. La question a
été étudiée précédemment par un procédé direct.

Nous sommes donc amenés à rechercher les résultais auxquels
conduit la deuxième hypothèse.

2° On prend
K 2 = p « ou K = e p (e==±i).

Les trois termes du second degré disparaissent alors sans autre
condition. En écrivant que les termes du premier degré s^éva-
nouissent également, on obtient les conditions

(i9)
| ç'(v -+-ype)—jo(rpîe—pw)=o,
( p^M-l-^pÊ^^rp's — pw) = o,

qui, jointes-à la condition

(20) K = e p (e=±i),

sont nécessaires et suffisantes pour la résolution de la question.
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Toute solution p'i-^q'i=o sans que p et q soîent nuls étant à

rejeter, nous pouvons prendre pour Ox une parallèle à la carac-
téristique du plan de base, ainsi qu^il a été dit, ce qui revient à faire

q == o.

Les équations (19) se simplifient et deviennent

(19^)
p'p—-7?(rp»e—pw)==o,

p'(u 4-jDpe) = o.

La seconde équation (19 bis) conduit à deux systèmes de solu-
tions

p'sso ou M-h/?pe==o.

Donc deux séries d^tudes :

a. On prend p'===o; le rayon du cercle principal est constant,
soit p == Oo. Mais K. === Ko== epo. Le pas est constant : la généra-
trice est indéformable.

La première équation (19 bis) devient alors

jo(rpoe— w)==o,

qui conduit à deux groupes de solutions. Nous remarquerons de
suite que le premier correspondant à p == o est à rejeter, car on
se trouverait dans le cas où ^ = = y = = K / = = o et où les calculs
actuels sont en défaut. Ce cas a fait l'objet d^une étude spéciale.

Il reste finalement la condition

w •==• rpos.

En résumé, nous trouvons une solution caractérisée par les
conditions

(21) y = o , p = p o , K = = K o = = e o o (s=±i) , w = rpoe.

Ces surfaces peuvent être définies géométriquement comme il
suit :

Surface engendrée par une hélice de grandeur constante^
inclinée à 45° sur son plan de base dont l'axe décrit une sur-
face réglée absolument quelconque^ mais dont le trièdre prin-
cipal possède un mouvement déterminé par la dernière équa-
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tion (21); sa rotation élémentaire autour de l'axe de Vhélice
génératrice est à chaque instant égale au quotient de la com-
posante suivant cet axe de là translation élémentaire par le
pas linéaire de la génératrice (1 ).

Les deux équations K.L— pN== o et -r- == o se réduisent l'une
et l'autre à la seule équation

(22) <pKojocos<p -4- (Kop -+- u) sincp —pcos<p = o.

Nous allons chercher maintenant si tout point central de
deuxième espèce est un point de première espèce.

Remarquons qu'on a identiquement

,,, „ -„ àM.KL-Np^Ko-^.;

l'équation caractéristique (9) des points de deuxième espèce
devient ici

(2.2 bis) ^ [ ^ ( K L — N p ^ î K o M i = o.(y? L^p J

Nous pouvons laisser de côté la solution — == o de cette équa-

tion. Elle conduit en effet aux points qui viennent d'être envisagés.
L'équation (22 bis) pourra ainsi être remplacée par la suivante

(22 fer) ^ - ( K L — N p ) + 2 K o M = o ,

qui, développée, prend la forme

(^3) cpKojos iny—v siny 4- cos<p(iKo7?—u) == o.

Toute solution de (28) doit être solution de (22); ceci exige,
comme on l'a déjà dit, que le résultat de l'élimination de ©

(*) Comme exemple simple d'une classe de ces surfaces, on peut citer celles
qui sont engendrées par l'hélice ci-dessus définie, liée à un trièdre dont le
sommet décrit une courbe quelconque tracée sur un cylindre arbitraire
dont Ox est la génératrice et Oz la normale. Si la directrice est une hélice
circulaire, cette surface est un hélicoïde doublement hélice et dont les deux
systèmes d'hélices circulaires génératrices peuvent être considérés comme
satisfaisant à la question actuelle.
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entre (a3) et (22) considérées comme équations du premier degré
en œ soit identiquement nul, à moins toutefois que siny ne soit en
facteur dans l'équation (23). La première condition est, en divi-
sant par KQ/^ ((^lle "ons ne supposerons pas nu l , puisqu'on aurait
alors p = q === R'== o),

(a3 bis) cos(p[cos(p(aKo/î — u) — v sin<p]
— siny[(Ko/? -1- u) sincp — p cosy] == o,

équivalente à
^0 == u == o.

La première condition est contraire à notre hypothèse. On ne
peut avec elle supposer p -^é o.

Il reste à voir ce qui arrive si sin <p est en facteur dans Inéqua-
tion (23). Cette équation se réduit alors à la suivante

(23 ter) sin<p(<pKo/?—^) = o,

avec la condition
aKo/? == u.

Mais toutes les solutions de siny == o ne peavent convenir à l'équa-
tion (22), tant que le terme de celle-ci contenant y ne disparaît
pas. On devrait avoir encore p == o. Donc :

Les séries de surfaces étudiées ne possèdent pas de types à
coïncidence complète des lignes de striction,

Mais les équations (19 bis) conduisent encore à une autre série
de solutions :

(?) M-t-/?p£ === 0.

Ici, p' n'étant pas nul ( ') , prenons p comme variable indépen-
dante. En tenant compte de la première équation (19 bis)^ on est
conduit aux conditions de définition

K==ep, M==—jope, p==/?p(rps—w), q == o.

11 semble que la sarface correspondante doive satisfaire au
problème. Mais ici on se troiive précisément dans un cas excep-
tionnel signalé tout au début de cette étude; le coefficient de ® est

(1) Sauf pour un cas limite dont il sera question ultérieurement.
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en fadeur dans RL — Np qui se réduit au produit

(y — 7-p -(- ew)(/?p coscp -4- e).

Voyons alors direclement ce qui se passe :

—— se réduit à cos<p( rpe—w—ey) ,

qui admet bien les racines de K.L —Np correspondant au facteur

Cp — 7'p -4- (-PS.

H reste à vérifier si les racines de l'autre facteur de KL — Np

annulent le produit M — - D'après ce que nous venons de voir,

elles ne peuvent annuler toutes -r—? car elles n'annulent pas cos y,
M» *

et le deuxième facteur de — n'a qu'un seul zéro.
(y<p *

Reste à comparer avec M. Si ©o est une racine de l'équation

jop cos 9 •+• e == o,

il en est de m^me de ©o+a/ îTt où n est un entier arbitraire. Cette
simple remarque montre que, si tous les zéros de yopcosy-j-s
conviennent à M : i° ou bien le terme en y de cette équation doit
disparaître, ce qui exige p = o. Mais alors p=q=u=v=o.
Nous retrouvons les surfaces hélicoïdales de deuxième espèce;
2" ou bien M possède siny en facteur, ce qui exige u == p'== o et
par suite p = o et v == o. On trouve encore le cylindre droit.

Si l'on fait abstraction des surfaces hélicoïdales de seconde
espèce et de leurs variétés, on voit que les surfaces de cette série
ne répondent pas à la question. Elles ont néanmoins une par-
ticularité intéressante : la ligne de striction de première
espèce se décompose en deux courbes^ l'une donnant un point
sur chaque génératrice appartient à la ligne de striction de
seconde espèce, [autre qui ne lui appartient pas, au moins
entièrement, rencontre chaque génératrice en une infinité de
points équidistants sur deux génératrices du cylindre prin-
cipal de ^hélice en question. Nous désignerons ces surfaces sous
le nom de surfaces 3.
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Remarque. — Dans cette dernière étude, on a laissé de côté le
cas de p'==o. Si Fon suppose à la fois u =—pus. et p /=o, on
obtient une surface solution de la question, qui n'est autre qu'un
cas particulier de la série précédente et dont les caractéristiques
sont

P=Po, y=o , M=—ppo£, w=rpo£,
Ko = spo.

(M)

L'interprétation géométrique de ce résultat est très intéressante,
mais nous aurons l'occasion d'y revenir dans nos études mono-
graphiques.

Ilï. Il ne nous reste plus qu'à étudier le cas où KL — N p se
décompose en deux facteurs de la forme

(Ay-+-B)^T(?),

en désignant par A et B des fonctions de t seul et par ^(ï) une

fonction trigonométrique de cp.
En écrivant l'identité

KL--Np-(A<p.+-B)^T(<ï>)

ou les identités équivalentes

A^T== a-r, ...,

OT désignant la fonction trigonométrique facteur de <p dans
RL-Np;

B^i==!3r,

PT désignant le terme simplement trigonomé.lrique de K L — N p ,
et en éliminant S^ on obtient la condition

A p'r — B y.'f = o.

Si on la développe, on trouve sans peine qu'une pareille iden-
tité entraîne les relations suivantes :

(23)
Kt^-4-jp?1 _ — ( K v •+- g p^ ) ^_ w — rK
~ W q " ' ^ p — — — ~ K'p •

Introduisons la simplification q === o, nous trouvons

^=K'=o, . . . ,
XLI. 19
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cas déjà étudié, ou
Ku-}-p^==o,

(26) w—Kr __ (/
—K——-' -K^'

Dans ces conditions, l'équation K L - — N p = = o se réduit à la
suivante
(27) (<? - -g-) (K^ cosy-h K'p) = o,

et M ==o ne pourra admettre toutes les racines du deuxième
facteur du premier membre de (27) que :

i° Si M se décompose, ce qui exige u = p'== o et, en vertu des
équations (26),

p = o et v == o ou K/==o.

On est ainsi conduit à un cylindre droit ou à la solution déjà
envisagée

^==^==^=0.

2° Si M n'a pas de terme en œ. On retombe encore sur des
solutions rencontrées; sauf ce cas, si M admet une des racines y o
de l'équation

(27bis) /?K1 coscp-+• K'p == o,

elle ne peut admettre que cette seule racine de la série c&o + inr^
<p étant donnée d'une façon unique en fonction de sin® et de cos©
par l'équation M === o. Reste à voir si les autres racines de {in bis)
n'annulent pas -j-. On retrouve encore des solutions déjà rencon-
trées en observant qu^on doit avoir

u -h Ky? == o,

condition qui, jointe à la première équation (26), donne K.'i=p2.
Le problème posé est donc résolu; toutefois, avant d'en

résumer la solution, j'introduirai la considération d'une série de
surfaces qui, sans être des solutions de la question actuelle, s'y
rattachent de très près et jouent un rôle considérable dans nos
théories.

Retour sur l'étude des surfaces à plan directeur et à pas



constant. — Si Von exprime que, pour ces surfaces, les équations
KL — Np et M === o ont une branche commune (sans exiger que
toute la ligne de première espèce soit comprise dans celle de
deuxième), autrement dit que les hélices génératrices aient une
enveloppe, on trouve la condition

(28) ^^^p'î+Ê-^,
K§

qui définit une série de surfaces auquelles nous donnerons le
nom de surfaces (F).

Remarque. — II est à peine besoin de faire remarquer que
l'étude précédente supplique immédiatement au cas où, au lieu
de rechercher les coïncidences de points centraux sur toutes les
génératrices, c'est-à-dire la communauté de branches de lignes de
striction, on voudrait trouver si sur quelque génératrice les con-
ditions demandées sont réalisées. Les équations de condition
trouvées, au lieu d'être des relations fonctionnelles en t expri-
meraient simplement qu'il existe une ou plusieurs valeurs de <, y
satisfaisant. Je me dispenserai d'énoncer les interprétations à
donner dans ce cas. Nous en avons déjà rencontré des exemples
antérieurement et nous retrouverons ultérieurement les mêmes
considérations. Celte remarque étant faite une fois pour toutes, je
me dispenserai d'y revenir lorsque l'énoncé complet des propriétés
des génératrices spéciales trouvées ne paraîtra pas présenter un
intérêt suffisant pour être exposé. Dans tous les résultats précé-
dents on suppose, bien entendu, que la génératrice n'est pas un
cercle, c'est-à-dire qu'on fait abstraction des valeurs particulières
de t racines de la fonction K(^).

RÉSUMÉ DE L'ÉTUDE PRÉCÉDENTE.

Tout d'abord, nous trouvons comme seule surface^ dont la
ligne de striction de première espèce appartienne tout entière
à celle de seconde espèce^ les surfaces appartenant aux trois
séries suivantes :

1° Les hélicoïdes de seconde espèce.— En ou Ire, pour ces sur-
faces, les lignes de striction des deux espèces coïncident com-
plètement^
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2° jLe,? surfaces à plan directeur et à pas constant définies
par la condition w === o. — Ces surfaces, que nous désignerons par
le nom àe sur faces ($), dérivent géométriquement de la sur-
face de vis à filet carré en faisant subir à chacune des asympto-
tiques de celle-ci une translation parallèle au plan directeur,
mais de loi quelconque. Pas de surface à coïncidence complète,
sauf l'hélicoïde gauche à plan directeur. Leur ligne de striction de
deuxième espèce contient, outre celle de première, la branche
définie par l'équation u cos <p + v sin y 4- p' ( S—^—) === o. Parmi
ces surfaces, qui forment une classe très intéressante, on peut
signaler les surfaces réglées dérivées de l'hélicoïde gauche minimum
par une translation rectiligne de ses génératrices, dont Pamplitude
est proportionnelle au rayon du cercle principal de l'hélice asymp-
totique déplacée.

3° Surfaces engendrées par une hélice de forme invariable
inclinée à 45° sur la direction de son axe et dont le mouvement
est tel que la rotation élémentaire autour de son axe est égale
au quotient de la composante de la translation suivant celui-ci
divisée par le pas linéaire de la génératrice. — Je les appellerai
surfaces (^V)' A signaler la classe spéciale de ces surfaces corres-
pondant à un plan de base parallèle à une direction fixe. Pas de
coïncidence complète s'il n'y a pas de plan directeur. Dans ce
dernier cas, d'ailleurs, on retombe sur une série précédente.

La ligne de striction de seconde espèce de ces surfaces com-
porte, outre celle de première, la branche définie par l'équation

Ko <p(y cos y — p sin 9) — [(açKo—P) sin y -+- (ajoKo— u) cos y] = o.

Outre ces trois séries de surfaces répondant au problème
proposée l^étude précédente met en évidence deux autres
classes :

4° Les surfaces à pas linéaire variable égalait rayon.
5° Les surfaces F ou à plan directeur, pas constant et arête de

rebroussement définies analytiquement par la condition complé-
mentaire

w2?2
M2-+-p2 == p 2-4-—X-.

~0

Parmi celles-ci nous désignerons sous le nom de surfaces (C)
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à la classe des surfaces 0. Elles sont définies par les deux condi-
tions complémentaires

M2^- (^= p'2, W == 0.

La dernière a déjà été interprétée géométriquement. La
première s'interprète ainsi : Le cylindre principal reste oscil-
lateur à un cylindre fixe.

7. L'étude précédente met immédiatement en évidence le théo-
rème suivant :

THÉORÈME III. — Les hélicoïdes de seconde espèce sont les
seules surfaces dont les lignes de striction coïncident com-
plètement.

La condition de compatibilité des équations

M = o , K L — N p = o ,

étant la condition nécessaire et suffisante pour que l'hélice géné-
ratrice ait une enveloppe, il s'ensuit immédiatement, d'après les
calculs précédents, la propriété suivante :

THÉORÈME IV. — Si l9 hélice génératrice admet une enveloppe^
celle-ci est une branche commune aux lignes de striction des
deux espèces.

8. On peut se poser le problème inverse de celui traité au n° 6,
c'est-à-dire chercher les surfaces telles que toute la ligne de stric-
tion de deuxième espèce appartienne à celle de première espèce.
On obtient le résultat suivant :

THÉORÈME V. — Les surfaces à coïncidence complète^ héli-
coïdes de seconde espèce^ sont les seules pour lesquelles la
ligne de striction de première espèce contienne toutes les
branches de celle de seconde espèce.

Démonstration. — La ligne de striction de seconde espèce
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étant définie par Inéquation

(29) ( K L - N p ) ^ - ( K L — N p ) 4 - ( p î + ^ ) M ^ = = o ,

toute solution de cette équation doit satisfaire à la relation

(30) KL—N?=o,

qui définit la ligne de première espèce.

Premier cas. — p= q ==K/==o. Les équations (29) et (3o)
sont réductibles à une forme algébrique; en exprimant.les lignes
trigonométriques en fonction de tang-» Inéquation (29) rendue

entière se présente comme étant du quatrième degré en tang^
et Inéquation (3o) conduit à une équation du deuxième degré
en lang 2- Si donc Péqualion (29) n'a d'autres solutions que
celles de Inéquation (3o), cela exige que les équations aient une
racine commune. Celle-ci doit évidemment appartenir à Inéquation

-^M
M•^=oî

de telle sorte qu'on est amené à résoudre les deux problèmes sui-
vants :

Chercher s^il existe, parmi les surfaces correspondant aux
conditions/? == q === R'== o, un groupe tel que les équations

M == o et K L - - N p = = o
ou bien

— = = o et K L — N p = = o^ r

aient une racine commune.
La première série est constituée par les surfaces F. Je ne m'arrê-

terai pas à démontrer que leur ligne de striction de seconde
espèce n^est pas comprise entièrement dans celle de première
espèce.

La seconde série conduit aux seules surfaces C>. On sait que»
sauf pour Fhélicoïde gauche minimum, la ligne de striction de
seconde espèce a, sur ces surfaces, des branches distinctes de
celle de première espèce.
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Deuxième cas. — Le premier membre de l'équation (29) se
décompose et prend la forme suivante dans laquelle A, B, G
désignent des fonctions de t :

(3i) (Ac^-h B© -+- C)(fonct. trig. de<p) = o.

En calculant le terme en y2 du premier membre de l'équa-
tion (29), on trouve pour expression de la fonction trigonomé-
trique entre parenthèses, au facteur K.2 près, le produit

(3î) (q cos<p — p sin<p) [K'p — ^(q sin® -+-/? cos<p)].

Mais l'équation (29) admet des solutions périodiqaes puis-
qu'elle se décompose en deux facteurs dont l'un trigonométrique.
Il faut donc que K L — N p admette des solutions de période 2-n
et par suite soit sans terme transcendant, cas étudié précédem-
ment, ou se décompose. S'il en est ainsi, son facteur trigono-
métrique sera évidemment

K/p -h ̂ (p cos<p •+• q sincp).

Pour que toutes les racines du produit (32) soient racines de
l'équation

K L — N p = o

et, par suite, de l'équation

K/p -+• K^^coscp -4-y s iny) == o,

il faudrait qu'on ait
K'==o, pï-^qî==o,

d'où, en écartant le cas d'un plan de base enveloppant le cercle
de l'infini,

p == q === K' = o,

Mais alors le terme en ©2 n'existant plus dans le premier
membre de l'équation (29), nos calculs sont en défaut. L'élude
du cas correspondant à ces dernières conditions est la première que
nous ayons traitée dans la question actuelle.

La même observation s'applique si l'on a simplement

p = q == o.

Si Fon veut exprimer que KL — Np se décompose dans ce cas,
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condition toujours nécessaire, on est conduit à écrire

K = v = o.

En réalité, KL — Np ne contient plus de terme trigonom étriqué.
(Test un cas limite de la décomposition. Les surfaces correspon-
dant aux conditions

j y = y = M = = ( » = o

ne sont autres que les hélicoïdes de seconde espèce. Elles sont à
coïncidence complète et satisfont par là même à la question
actuelle.

3° Cas général. — Soityo une solution de l'équation (29); si
on la porte dans l'équation (3o), elle doit y satisfaire par hypo-
thèse. Donc <po peut être exprimée en fonction de sincpo et cos<po
au moyen de l'équation (3o), du premier degré en cpo. Le résultat
porté dans Inéquation (29) est une équation algébrique en sinœ
et coso qui doit être vérifiée pour ® == c?o. Soit ( A < ) cette équa-
tion. La racine ©o étant une racine quelconque de l'équation (3o),
on voit que l'équation trigonométrique (A<) doit être satisfaite
par toute racine de l'équation transcendante (29), ceci exige
que celle-ci se décompose, hypothèse qui vient d'être étudiée, ou
que l'équation ( A < ) soit identique. Or, on voit que (A^ ) a été
formée comme le (A) du n° 6, à cela près qu'on a substitué dans

( K L - N p ) — ( K L ~ N p ) + ( p ^ K î ) M ^

au lieu de substituer dans
M^.^

Mais si l'on observe que la première partie de la formule conte-
nant en facteur K L — N p s'annule identiquement par la substi-
tution déduite de l'équation (3o), on voit que l'équation (A()
n'est autre que l'équation (A). Les surfaces en question appar-
tiendront donc au groupe des surfaces dont tous les points de
première espèce coïncident avec des points de seconde espèce et,
comme elles doivent appartenir au groupe inverse, elles appar-
tiennent, si elles existent, au groupe des surfaces à coïncidence
complète.
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Ce raisonnement pourrait se trouver en défaut si la substitution
précédemment définie n'était plus légitime, ce qui, hors le cas
de p = q == K/== o, ne peut se présenter que si K L — N p se
décompose.

Mais alors, par hypothèse, l'équation (29) ne peut avoir que
deux séries de racines : d'une part, une racine correspondant au
facteur algébrique en y, et, d'autre part, des racines périodiques
correspondant au facteur Irigonométrique de K L — N o . Ceci
exige que le premier membre de l'équation (29) se décompose
sous la forme (3i), ou soit débarrassé de termes transcendants, ce
qui est un cas limite de cette forme. Cette étude a été faite et a
conduit aux seuls hélicoïdes de seconde espèce.

v
9. DÉFINITION. — Soit K| == — le pas angulaire de l'hélice

génératrice.
L'angle V est donné par la formule

(33) tang^KÎ^1^,^)2;

si l'on pose

(34) Ki=tangVi, I^——^^tangU,

on obtient

(35) tangîV = tang^i-l- tangïU.

On remarquera que l'angle U est lié simplement à divers élé-
ments géométriques déjà définis par les relations

(36) tangU ==— tangVcosW, tangU tangW == Ki.

J'appelle PARAMÈTRE DE DISTRIBUTION EN UN POINT D'UNE GÉNÉ-
RATRICE l'expression ( 1 )

(37) .̂

( 1 ) On est conduit à cette définition par une analogie évidente avec les surfaces
réglées. Dans celles-ci, en effet, si V désigne l'angle du plan tangent en un point
d'une génératrice avec le plan central de celle-ci, vs le paramètre de distribution
de cette génératrice et p l'abscisse du point de contact comptée sur la génératrice
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10. On est conduit immédiatement à se poser la question sui-
vante :

Existe-t-il des surfaces où cette fonction ail la même valeur en
tous les points de chacune des génératrices ainsi que cela se passe
pour la quantité analogue dans les surfaces réglées?

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'il existe une fonc-
tion/(^) vérifiant l'égalité

à / L K - p N \
à^\ pM ) ^ J ^

ou encore

(38) LK - pN == [<p/(Q 4- <H<)]pM,

^ ( t ) désignant une fonction arbitraire de / introduite par inté-
gration.

Les deux membres de l'équation (38) sont des polynômes en ©,
smç et cos®, mais dans le deuxième membre existe un terme
en ©2

y'pK/^X^coscp—josiîKp),

tandis que dans le premier membre il n'en existe pas, d'où

/( t) = o ou p === q ==2 o.

La condition f(t)=o conduit à tangU ===const. et par suite
tangV== const.lc long d'une génératrice. Les surfaces correspon-
dantes se réduisent aux hélicoïdes.

Reste la condition/? === q = o. Rien n'empêche de faire r==o.

à partir du point centra), on a

tangV= .p,
CT

ou, sur la génératrice,

rftangV === ^-ûfp,
vs

ou
= dp -—_
~ c?tangV ~ rf tangV*

Wqu'on peut écrire
_i

CT== ̂ "g^
à?

Cette formule met en évidence l'analogie annoncée.
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L'identité (38) devient :

(39) œK'p-h KM s iny—Kpcos<p4-pw
==— p/(^)(iicos(p-+-psin(p-hp')9 — p <)/(<) (M coscp -ht» s îno -h p').

L'identification des deux membres donne

u== v= pK'4-/pp'=o, pic ==—/(^)p' .

Si l'on suppose p' nul on est conduit à une hélice fixe ou à un
cylindre avec valeur infinie de A, résultat qu'il est facile d'expli-
quer. On pourra donc laisser ce cas et s'arrêter aux équations de
conditions
(40) u = ^ = p == q = (/') == o.

Ces conditions étant supposées satisfaites, il existera une fonc-
tion y(<) déterminée par la relation

(41) /(Q---^-

On pourra se donner u et la fonction A sera déterminée par la
formule

(42) < K < ) = -

D'où le théorème suivant :

,£^.
P'

THÉORÈME VI. — Les surfaces hélicoïdales de seconde espèce
sont les seules pour lesquelles le paramètre de distribution
conserve la même valeur aux divers points d^une géné-
ratrice.

K'Cette valeur est égale au quotient — — *

REMARQUE. — Cette valeur du paramètre de distribution
sera la même sur toute la surface si le pas est une fonction
linéaire du rayon. En particulier^ cette valeur est nulle pour
les hélicoïdes ordinaires.

11. PROBLÈME. — Déterminer les conditions pour que la
normale à la surface engendrée par une hélice circulaire aux
divers points d^une génératrice déterminée rencontre une
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même parallèle à t^axe de celle-ci. En particulier^ déterminer
les sur faces pour lesquelles chacune des génératrices possède
cette propriété,

Soient x ^ ^ y ^ les coordonnées de la parallèle à l'axe de la géné-
ratrice (^o) considérée, dans le système mobîle auquel nous rappor-
tons la génératrice.

Les coordonnées d'un point de la normale à la surface en un
point ^c,y, z de la génératrice (^o) considérée sont

rc-l-Ad, y- t -Bff , <3 4- B ï.

Les conditions du problème est donc

x -(- A(T == a*o. y-l-B<T==yoî

d'où, en éliminant <r,

(43) B .p—Ay==Ba?o—Ayo»

relation qui doit être vérifiée pour toute valeur de ©, t ayant a
valeur to relative à la génératrice considérée. Introduisons la sim-
plification connue y==o. L'équation (43) devient :

(44) Kp(Mcos<p -+- psiny) —joïOpy siny 4- Kpp'

===a*op sin<p(w -4- K/cp 4-/?p sintp) -+- Ka*o(^ + p'cosœ — rp sin<p)
—yopcos <p(w-t-K'<p-4-pp sin<p)

-t- K^o(^ + ̂ P cosy -4- p' sin© —/>K<p).

Le premier membre de cette équation ne contient pas de terme
en y seul, il doit en être de même du second; d'où la relation

^.To/^o,

et, si l'on met de côté le cas où <o est une racine de K(^), c'est-
à-dire où l'hélice dégénère en un cercle, il reste

/?yo=o.

i °y==o, la considération des termes trigonomé triques de
l'équation (44) donne de suite

(45) joa?o=o,

etp n'étant pas supposé nul (cf. ci-après), il reste

a*o= °-
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La normale à la surface dans ce cas n'est autre que la normale

principale à l'hélice. Celle-ci est une géodésique de la surface. On
retombe sur une question connue.

2° On satisfait à la relation (45) en prenant p ( t o ) = o.
Le plan de base est slationnaire. On peut alors supposer

r(to)==o.

Le premier membre ne contient que des termes trigonométriques.
En écrivant qu'il en est de même du deuxième membre, on trouve

K'a-o==K^o= o,
c'est-à-dire, soil

^0=^0 == 0,

qui donne une solution déjà trouvée, soit

K/==o.

Le pas est stationnaire : soit Ko, sa valeur pour la génératrice en
question.

On achève l'identification en écrivant les équations

Kop u == — p wy^ -4- Kop^o,

(46) Kopp = pw.ro'+'p'Koyo,

Ko^.z-o-^- Ko(\^o= KoppS

entre lesquelles l'élimination de x^ etj'o donne la condition

(47) p^+p2_p'2__P^Î\^

A. ?'== o.»— On est conduit à une hélice dont le plan de base et
la forme sont stationnaires.

B. u^-^ç2—^2— p— =o. — Cette condition définit une
^0

hélice dont le plan de base et le pas sont stationnaires et qui ren-
contre la génératrice infiniment voisine.

Si les conditions du problème doivent éire vérifiées quel que
soit ^, les relations précédentes où figurait t^ deviennent des éga-
lités fonctionnelles; .To»yo deviennent des fonctions de t et Pon
obtient le théorème suivant :

THÉORÈME VII. — Les surfaces engendrées par une hélice
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de grandeur constante qui se meut en conservant une direction
d'axe fixe^ les cylindres droits et les surfaces F, sont les seules
dont la normale aux divers points de chaque génératrice ren-
contre constamment une parallèle à Vaxe de celle-ci.

12. PROBLEME. — Déterminer les surfaces telles que la
normale aux divers points de chacune de ses hélices généra-
trices rencontre une même droite.

Nous commencerons par remarquer qu'on peut laisser de côté
le cas où celte droite serait toujours parallèle à l'axe de la généra-
trice que décrit le pied de la normale, hypothèse qui a fait l'objet
de l'étude précédente. Cette remarque sera utile plus loin.

Nous devons donc chercher si l'on peut déterminer des fonc-
tions de la variable <,

a\b^c^d\^ a^b^c^d^

telles qu'on ait, quel que soit ç et pour une valeur quelconque
de <, les relations

(48)
( ŒI x -h b\y 4- ci z -h dt = o,
( a^x -+- b^y -+- Ci 3 -h dî = o,

entre les trois coordonnées «y, y, z données par les équations

x = ? cos © -4- A <r, y = ? siny -4- B<i, ^ = K < P - + - C Œ

de la normale à la surface.
L'élimination de (T conduit à l'équation de condition

(49) (A as-h B^î-h Ccî)(aip cosœ -+- ^ip siny 4- CiKtp -4- d^)
—(Aai-+-B&i-+-Cci)(a2pcos<p-4-62psin<ip-+-CîK<p-+-û?î)==o,

qui doit être vérifiée identiquement.
Le premier membre est polynôme en <p, siny et cos y du

deuxième degré en ç. Le coefficient de o2, qui s'obtient sans autre
difficulté que la longueur des calculs, est, en faisant q === o,

CiKf^pK'costp -hjoK2) -t- 6îpK/sin<p-(- CîjoKp sin<?]
— CïKta^pK'coscp -+-/?K2)-+- ôipK' sin<p + Ci/?Kp sinç].

Ce coefficient doit être identiquement nul. D'où les équa-
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lions (5o) (en mettant de côté les surfaces cerclées)

(50) (aiC^—a^Ci)? = o, (aîCî—aïCi)K'=(biCs'—b2Ci)K'== o.

Les deux dernières de ces relations donnent la condition unique

K/=o
ou les deux conditions

CL\ (*2—â^(îi===0, v\^î—OjCi == 0.

Premier cas.— Étudions d'abord cette dernière solution. Diaprés
la remarque du début la droite ne sera pas, sauf peut-être dans
des positions particulières, parallèle à l'axe de la génératrice, de
telle sorte qu'on peut toujours supposer que l'une des quantités,
et même les deux, c< ou €3 n'est pas nulle identiquement. Cela
étant, posons

C S = P C I

et portons dans la relation (5o), nous obtenons les équations

(ai?—aî)ci==o, ( ^ i P — ^ 2 ) ^ 1 = 0 ;

c^ étant supposé différent de zéro, d'après ce qu'on vient de dire,
on a finalement les relations

(51) 02== Pa,, ^=P6i, CÎ=PCI .

L'équation (49) donne alors

(Aa i - t -B&i -4 -Cc i ) (P ( / i—a , )==o .

On ne peut supposer Prf ,— d^ nul, car les deux plans dont nous
sommes partis doivent être distincts pour déterminer une droite à
distance finie ou infinie. On doit donc avoir nécessairement

(5î) Aoi-i- B6i4- Cci = o.

C'est la condition pour que la normale reste parallèle au plan

(53) a^x+b^y-^-c^z == o,

ce qui était à prévoir, la droite déterminée par les deux plans (48)
étant ici rejctée à.l'infini.

Il reste à satisfaire à l'identité (Sa). Son premier membre con-
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tient la première puissance de <p avec le facteur

CTipK/cosç ^-(ôipK'-t- Cip/?K) sino -+- ai7?K2,

qui doit par suite être identiquement nul. D'où

(54) ai /?==o, aïK'^o, ^iK'-h CI/?K == o.

La première de ces relations donne : soit

a\ •=. o, soit p = o.

ÛL En supposant a< == o, il reste la seule condition

(55) 6iIC-hCi/?K==o.

Mais, dans ce cas, l'équation (52) s'écrit

61 [p sin(p(w -t-/?p sin<p) 4- K(M —rp simp -+- p'cosy)]

+ Ci (— ^ cos (p — ^ sin cp — p') p === o,

relation d'identité qui est du second degré en sinçet en cos© sans
terme en cos2®. Le coefficient de sin2® est b^ /?p2. Comme on n'a
pas supposé p nul, on a donc

&i== o.

Mais alors la condition (55) entraîne nécessairement p=o, car
les trois coefficients a<, b^ c^ ne peuvent être nuls à la fois.

Dans tous les cas on est amené à supposer p == o et l'on se
trouve ici dans un cas particulier de cette hypothèse.

6. Je prend la solution p = o. Il reste

ai K' == 61 K' == o,
ce qui exige : soit

a\ = b\ = o, soit K/==o.

La première hypothèse conduit à écrire l'identité

u cos 9 •+• v sin cp •+- p' == o
ou

u == v = p' = o.

Les surfaces obtenues sont les cylindres de révolution.
La deuxième donne

K=Ko,
valeur constante.
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Mais puisque p= q = o, on peut supposer /• === o et Von est

conduit à l'équation d'identification

ai(pwcosîp — Ko? — Kop'siny) -+- &i(pw sin<p 4- KOIA+ Kop'cosy)
— Ci p'(u costp -4- v sincp -h p') == o;

d'où les trois relations :

a\ p w -+- b\ Ko p'— Ci p M == o,
(56) —OiKop'-^^ipw —Cipt^ =o,

—OiKoP -+- 61 Ko u — Cipp' = o,

entre lesquelles Pélimination de ûti , b^ et Ci donne la relation

p'(^<,,-p-,-P^l)=o.

D'où l'on conclut immédiatement :

THÉORÈME V11I. — Les surfaces engendrées par une hélice
circulaire indéformable qui se meut en conservant la même
direction d^axe^ les cylindres de révolution et les surfaces r,
sont les seules pour lesquelles la normale aux divers points de
chacune de ses génératrices reste parallèle à un plan fixe,

REMAKQUES. — 1. Il résulte des théorèmes VII et VIII une
réciprocité intéressante entre les éléments qui en font l'objet : la
normale auï divers points de chaque génératrice rencontre une
parallèle à l'axe de celle-ci, d'une part, et elle reste parallèle à un
plan fixe d'autre part.

On remarquera aussi que la normale en question décrit un
conoïde; c'est un rapprochement avec les surfaces réglées (para-
boloïdes des normales).

Ces deux théorèmes sont des cas particuliers d'un théorème
plus général que nous allons établir bientôt.

2. Dans le cas des hélices génératrices de grandeur invariable,
le plan auquel la normale reste parallèle est le plan
(57) u.c -+- vy-\- wz == o,

et la droite qu'elle rencontre est déterminée par les relations

(58) ^==K,^, ,r=-K.^.

XU. 20
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Si w == o (la sarface est alors une surface <!>), le plan devient
parallèle à l'axe et la droite disparaît à l'infini dans ce plan.

Dans le cas des surfaces F le plan en question a pour équation

(5g) (^wu— PoKopp');y-+- (^vw -+- Kop?'M)y-+- K^i^d- vî)^ == o,

et la droite a les équations

_ Kppp^M -+- ̂ vw _ Kopp^ — ç^uw
x " nKoTiî̂ ^^^y" ? •r== Ko(^-hP2)

Dans les deux hypothèses la droite et le plan sont liés très sim-
plement; si a et (3 sont les coordonnées de la droite, l'équation du
plan est

Ko s = pa? — ay.

Deuxième cas. — On satisfait aux équations (5o) en prenant
K/== o ou K == Ko. Il ne reste qu'une relation à vérifier

(ai<;î—aïCi)/?==o.

i° Prenons d'abord p == o et, pour simplifier, faisons comme
c'est notre droit r = o.

L'équation (49) ne possède plus de terme en c?2, mais le coeffi-
cient de son terme en co est

(60) A(a ,c i—aiC2)4-B(Ô2Ci- -6 iC2) ,

qui doit être nul. Posons pour abréger

a^c\ •— fi\ c^ == ût, ^2^*1 — î ̂ 2=== P-

Les conditions pour que l'expression (60) soitnulle sont données
par les trois relations

awp -+- ? Kop^== o,
(61) —aKop'4- pwp=o,

P(A — ap = o.

Des deux premières on tire a===(3==o, ce qui ramène au
premier cas, ou bien leur déterminant (F2?2 + K^p72 doit être nul,
ce qui entraîne, en se bornant aux génératrices réelles,

ou
p === w == o

p == po valeur constante, w == o.
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Ces surfaces sont un cas particulier de celles rencontrées plus
haut; c'est précisément le cas exceptionnel où la droite rencontrée
par la normale disparaît à l'infini. On retrouverait d'ailleurs, en
poursuivant les calculs, la condition a === (3 ;== o, en laissant de côté
u == v = o qui donne une hélice fixe.

2° p est quelconque; on a nécessairement

(6ï) C T i C 2 — a 2 C i = = 0 ,

et l'on a remarqué qu'on pouvait supposer Ci Ca^ o.
Dans ces conditions, on peut faire c^ == c^= i et la relation (62)

devient simplement a^=as^ valeur commune que nous dési-
gnerons par a. Ces remarques simplifient les calculs suivants sans
rien enlever à la généralité des raisonnements. L'équation (4ç)
s'écrit alors après quelques transformations

(63) B a p c o s < p — ( A a - + - C ) p s i n 9 - f - B K < p — ( A a - + - C ) a - + - B p = s o

en posant (1)
dî—df _ b^dj -—bid^
^—bi9 p ~" bî—bt

f*î——t»l n V^U\——U
a = bî-b^ p == b^—b

On remarquera que la droite représentée par les équations (48)
admet les équations simples

(64) y = = — a ; 5+a.y=—^,

d'où la conclusion suivante :
A un système de valeur de a et ^ correspond toujours une droite

et une seule.
Après remplacement de A, B, C par les valeurs correspondantes

la relation (63) prend la forme

ypiW-^W^o,
où p i (y ) et pa(y) représentent des poljnomes en sin® et cosy.
On en déduit la relation

Pi^—o» p 2 ( y ) = = o .

Tous calculs faits, p< se réduit à une forme linéaire en sinîo et

(l) Ces calculs supposent by—b^o. Le cas où 63== b^ n'est autre que celui de
l'étude précédente: la normale reste parallèle à un plan.
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coso; en égalant à zéro le coefficient de coscp, on trouve Ko^^^^ o
et, en laissant de côté les surfaces cerclées, p /==o ou p ==po-

D'où le résultat remarquable suivant obtenu en rapprochant
de la condition R== Ko.

Les hélices génératrices doivent être indéformables. Je dis
que cette condition nécessaire est aussi suffisante.

La considération du terme en siny dans pi (y) donne la condi-
tion
( I ) w =7?(a+aKo) + rKo,

et celle du terme indépendant donne

(II) u-=acip.

Reste à voir ce que donne la condition

p,(y)==so.

Cette expression est un polynôme du second degré en sin© et
cosy sans terme en cos1®. Tous ses coefficients doivent donc être
nuls, d'où quatre conditions :

(65)
v -4- P/î ===o, aKoM—aaw-h aaK.o/'4- v.u == o,

p(A-4-aa^=o, aKo^-4- a-v •+• wjî —pKo/ '==o.

La première donne une relation nouvelle

(III) ^==-p^.

En vertu de (II) et (III), la seconde condition de la première
colonne (65) est vérifiée. 11 en est de même, en vertu de (I) et (II)
de la première condition de la seconde colonne et de la dernière
en raison de (I) et (111).

En définitive, les conditions (I), (II), (III), jointes aux relations
o = = û o , K === Ko, sont nécessaires et suffisantes quels que soient
d'ailleurs/?, y, u^ v^ w, c'est-à-dire • le mouvement de l'hélice.
Toutefois, pour achever la question, il reste à voir si l'on peut
déterminer a et [3, c'est-à-dire si les relations (I), (II), (III)
admettent bien une solution en a, a et P. Dans le cas de l'affir-
mative, à chaque système de solution correspondra une droite
rencontrée par la normale. (D'ailleurs, a priori, deux au plus,
sans quoi la normale décrirait une quadrique, ce qui est impossi-
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blé, une quadrique ne pouvant contenir une hélice circulaire.)
Or, ici, on suppose que p n'est pas identiquement nul : j3 sera donc
donné sans ambiguïté en fonction du mouvement de riielice par la
relation

(III bis) ^---^.
P

Quant a a et a, ils sont donnés par le système

nv)
a -r- a\\Q =

u

p7

w — r Ko

Ces deux relations, quand on y regarde a et [à comme les coor-
données cartésiennes d'un point dans un plan, représentent une
hyperbole et une droite non parallèle à ses asymptotes. Il existe
donc deux couples de valeurs finies

^i, ^i;
a^ as;

solutions des équations (IV) et par suite deux droites définies par
ces couples de valeurs

v
a=ai, a==ai, ?=-

a == 02, a = a2, P==—

P 9

v

p

Ces droites peuvent être réelles, imaginaires ou confondues :
réelles si

(w — rl<o)2— 4/wKo> o,
confondues si

(w—rKo) 1 —4^^0=0,
imaginaires si

( w — r K o ) 2 — 4/?MKo<o.

Toute cette étude est résumée par le théorème général suivant,
les remarques qui lui sont adjointes et les théorèmes VU et VIII
déjà rencontrés.

THÉORÈME IX. — Si les normales aux divers points de chaque
hélice circulaire génératrice rencontrent une droite fixe, elles
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rencontrent une deuxième droite fixe qui, exceptionnellement,
peut être confondue avet la première. La sur face est un cylin-
dre de révolution^ une surface T ou une surface engendrée par
une hélice indéformable, et inversement toutes ces surfaces
fouissent de la propriété énoncée (Tune des droites pouvant être
rejetée à l'infini et Paulre être parallèle à l'axe de la génératrice :
c'est le cas envisagé par les théorèmes VII et VIII).

REMARQUES. — 1. Les génératices des surfaces, objet du
théorème IX, sont indéformables ou douées d^une enveloppe.

2. Nous avons fait, au sujet des théorèmes VII et VIII, un rappro-
chement avec les surfaces réglées; le théorème IX conduit en outre
à un rapprochement avec certaines séries de surfaces cerclées, qui
résulte immédiatement du théorème suivant, corollaire d'une propo-
sition du Mémoire de M. Demartres sur les surfaces cerclées :

Pour que les normales aux divers points de chaque généra-
trice d^une surface cerclée rencontrent, outre l^axe de cette
génératrice, une seconde droite fixe, il faut et il suffît que le
cercle générateur soit indéformable ou muni d^une enveloppe.

3. La démonstration directe de ce fait : que les normales à la
surface engendrée par une hélice indéformable aux divers points
de chaque génératrice rencontrent deux droites fixes, se ramène
très simplement au théorème de Schônemann et Mannheim sur la
propriété des normales aux surfaces trajectoires à un instant
donné des divers points d'une figure indéformable dans le dépla-
cement à deux paramètres. La sarface engendrée par une hélice
circulaire indéformable coïncide en effet avec les diverses surfaces
décrites par chacun des points de cette hélice dans le déplacement
à deux variables constitué par la composition du mouvement à un
paramètre dont est animée l'hélice génératrice et d'un mouvement
hélicoïdal indépendant du premier et qui ne cesse de faire coïn-
cider la génératrice avec elle-même dans chacune de ses positions.
En appliquant alors le théorème précité aux divers points de la
génératrice, on trouve précisément la proposition dont il s'agît.

Cette démonstration s'applique évidemment aux surfaces
réglées et à celles engendrées par un cercle indéformable.
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CHAPITRE III.

DETERMINATION DE DIVERSES SURFACES PAR DES CONDITIONS DE COURBURE

IMPOSEES A DES GENERATRICES.

1. Lemme préliminaire. — Si le polynôme en sinco et cosco,

<î> == â^sin2^ — ib sints cost? -h c cos2^ -ha^sincp-hî^ coso -^y,

^ carré exact d'une fonction rationnelle de sincs et cosy, (7
sera nécessairement le carré d) un polynôme du premier degré
en s in ç et cos^f.

Je me bornerai à énoncer cette proposition sans m^arrêter à
rétablir.

2. PROBLEME. — Déterminer toute/s les surfaces pour les-
quelles H est rationnelle en ®, sinco et ces y.

Désignons par A^, B^, û ,̂ b^ o^, p^, des fonctions trigonomé-
triques de y rationnelles en sin o et cos y ; on a

K L — p N = 9A<+B<, (p24-K 2 )^M=9a<-+-6< .

La solution du problème revient à chercher s^il existe des fonc-
tions o^, j3( telles qu^on ait

(1) (9A(-h-B()24-((pa<-h^)2;=(9a<4-^)2,

l'expression figurant au premier membre de l'identité (i), si elle est
carré parfait, devant nécessairement être le carré d\in binôme
linéaire en î5.

L'identification du coefficient des différentes puissances de y dans
les deux membres de l'identité (i) donne les relations

(2) A? -4- aî = a?, A,B,-+-a^=a,(î<, B?-4-6?==p 2 .

En éliminant o^ et ^, on trouve la première condition

(3) \(b(—Btat==o
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ou, en développant,

(4) ("cos(û4-^sinçp4-p /)^K2( /7sin(p-+-7?cos<p)-+-K'p]
-i- K(y cosy — p siny)

x [^^(Kp+p^—sin^KM+p2/?)-!--?^--- w)] = o,

relation qui doit être vérifiée identiquement.
En égalant à zéro le coefficient des termes rectangles sin o cosso

on trouve la première condition

pq == o.
Soit, par exemple,

q =0;

égalons les coefficients des termes en sin2 y et cos2 o, nous trou-
vons la condition

K ^ 2 p 2 = = = 0

et, enfin, en laissant de côté les surfaces cerclées,

p==o.

Les surfaces cherchées seront donc à plan directeur d'hélice (1).
Le premier membre de l'équation (4) se réduit au produit

K ' ? ( M coscp -h p sin y -h p'),

qui ne peut être nul identiquement que dans deux cas:

K^o;

la génératrice est à pas constant Ko.

2° U = V = p'= 0;

la surface est un cylindre de révolution. Dans ce dernier cas, H se
réduit au binôme

p ( œ K ' - + - w — K / ' ) . -

Ces surfaces sont susceptibles d'une infinité de génératrices

( 1 ) On aurait pu abréger un peu les écritures en introduisant dès le début la
simplification permise q = o. Le bénéfice ainsi réalisé n'aurait d'ailleurs pas été
considérable et l'on a adopté le présent exposé par considération pour l'intérêt
de la symétrie des écritures.
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hélices. Si Von adopte une famille de génératrices dont le pas est
constant, elles rentrent dans la série des hélicoïdes (1 ).

Revenons au cas où l'on prend la condition K/== o.
La génératrice est à pas constant. Pour simplifier notre exposé,

nous introduirons en outre la condition permise r •==- o.
On obtient ainsi

(5) H2== [Ko(^ cos to—Ms in<o )—wp] 2

4- (p2-»- K2 )(u cosy 4- v siny -h p')2.

Il s'agit de rechercher dans quel cas cette expression sera le
carré d'une expression rationnelle en sinç et cosy. D'après le
lemme du début, cela revient à chercher s'il existe trois fonctions
de (, a, p, y telles qu'on ait l'identité

(5bis) [Ko( ( /cos<p—Msin<p)—wp] 2

-4- (p2-!- Kg)(Mcoscp -+- psin<c> -4- p')2 = (a sin<p-4- ? cos<p-h f)2,

ou, après des réductions faciles,

( 6 ) p1 [ u1 cos2 (P 4- 2 uv sin <p cos <p + p2 sin2 <p 1
-4-2 sin<p[+ Ko^pw 4- p' ^(p2-»- K2)]
-+- î cos (p [— Ko v p w -+- p' M ( p2 -+- K2 ) ]

-i- (yipi-^- p^ps.j.K^-hK2^2^-?2)—[asinto-+- p costp -+-YP == 0

La considération des termes du deuxième degré conduit immé-
diatement aux relations

(7) a2— p^—p^M2—?2), a^p2^.

ce qui donne quatre séries de solutions à étudier

(8) a===±py avec p=±p^ ou a==±pMi, ? = =p ppi,

les signes se correspondant dans chaque groupe. Il est évident que,
par la nature de la question, on peut, sans restreindre les résul-
tats, se borner, dans chaque groupe, à considérer une seule déter-
mination.

( l) C'est à ce point de vue que nous avons pu faire rentrer les cylindres dans
la catégorie des hélicoïdes dans le théorème XIV énoncé aux Comptes rendus de
l'Académie des Sciences, du 17 juin 1907.
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PREMIER CAS. — Nous mettrons immédiatement de côté Phypo-
tbèsc u == v == o, qui donne des hélicoïdes : ces surfaces répondent
à la question et, de plus, H se réduit à une simple fonction de /.

DEUXIEME CAS. — On prend a== Qui, [3 == — pr/. Ce cas corres-
pond à une génératrice imaginaire. C'est d'ailleurs ce que nous
vérifierons dans la suite. Les coefficients de sin© et cos o dans le
premier membre de l'identité (G) doivent être nuls; ce qu i nous
donne les deux relations

(9)
KopMw 4- p' ^(p2-}- Kp) = Yp<»i

— Ko p vw 4- p' u (p2 4- K^ ) == — y? *̂.

L'élimination de y donne une relation de condition entre les
élémenis de la génératrice. En laissant de coté les hélices iso-
tropes, comme dans tout ce travail, cette condition est

^(u2-^ v1) = o,

Négligeons pour le moment la solution

nous trouvons
M2 -+• P2 == 0.

p^o.

L'hélice est indéformable. D'ailleurs, en multipliant la première
équation (9) par M, la seconde par —y, ajoutant et divisant par
u2-}- v2, qui n'est pas supposé nul identiquement, on lire

y = — w Ko i.

Portons dans l'équation (6) les valeurs trouvées pour a, p et y en
tenant compte de la condition p'^ro. Le premier membre se
réduit à la somme

M2-H t^-l- Wî.

La surface sera donc caractérisée par les conditions

(10) p == cf = r == K'== p'= M2-}- t^-h w2 = o.

On trouve ainsi un groupe de surfaces engendrées par des
hélices indéformables à plan directeur et dont le centre du
cercle principal décrit une courbe de longueur nulle quel-
conque^ le mouvement du trièdre fondamental étant une
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translation. Ce sont des surfaces de translation à génératrices
imaginaires. On a, pour ces surfaces,

/ TT • / • (F KQ\(11) II == p i ( u sin <p — v cos <s — —— i .

Pour achever ce qui est relatif à ce cas, il faut voir ce que donne
la solution négligée précédemment

(l-2) ^-t-^sîO.

Soit
v s= uie (s =±i),

les deux équations (9) se réduisent à une seule, c'est ce qu'ex-
prime la condition même de compatibilité.

En écartant le cas de u === o qui, en vertu de v2 4- u2 == o, donne-
rait u = v === o, la première entraîne la relation

(i3) Yp^Kop^-hp^p^K2);

a et jî ajant les mêmes valeurs que précédemment, les termes du
deuxième degré en sin c& et cos y se réduisent dans le premier
membre de l'équation (6) comme dans les calculs en question. Le
terme indépendant obtenu après ces réductions devra être identi-
quement nul . Il se réduit ici, en tenant compte de (12), a

(^pS-hp^pî+K^—Y2.

Substituons à Y, dans celte expression, sa valeur tirée de l'équa-
tion ( i3) et écrivons que le résultat s 'annule; on trouve, après
quelques réductions, la relation

w 2 p 2 ( p 2 + K 5 ) - ( p î + K S ) p / 2 K î - ^ 2 K o W p p ^ • £ ( p 2 4 - K § ) = o
ou

(wp -{- l'eKop7)2 == o,

condition qui nous donne simplement

(i4) W^1^^.
P

En introduisant cette dernière condition, on trouve finalement
que H se réduit à l'expression rationnelle en sin o et cos c&

( f5) H = = p t ( M s i n y — y c o s î p — P ' 1 ) '
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Le groupe de surfaces^ solutions de la question^ ainsi défini
est formé de surfaces engendrées par une hélice imaginaire
à plan conducteur à pas constante dont Vaxe décrit un plan
isotrope et dont le mouvement de translation du trièdre fon-
damental est défini par la relation complémentaire

Ko?' .
W ==— — — — £ î .

0

TROISIÈME CAS. — On prend a == o^, p === o u,
Une suite de calculs complètement analogues aux précédents

et que nous nous dispenserons de reproduire conduit au résultat
suivant : les surfaces cherchées sont définies par les relations

(16) w = o , Mî-h^--= ^(pî+Kg).

Ce sont des surfaces <l\ L'expression de H correspondante est la
suivante :

^17) H = p Mcosc?4 -ps in<p4- p, (p2-^ K ^ ) | .

On peut supposer p^ o, sans quoi on aurait M2 4- ^== o et Foi»
serait dans un cas de Pétiide précédente. On peut alors prendre p
comme variable indépendante et si ds est Félément d^arc de la sec-
tion droite du cylindre engendré par Paxe de l'hélice, la seconde
relation (16) donne

dsî. - P2-^;
d^ ~ ~p<

ou, en choisissant convenablement la série des arcs et leur origine,

( ,8) ^_(p^K;) î
do p

et

Donc :

^(p^Kg^^log^^^^-^.
2 (P '+KS^-^-KO

THÉORÈME I. — Les seules surfaces pour lesquelles H soit le
carré d'une fonction rationnelle de y, sin <o et cos ® sont :

i" Les hélicoïdcs et le cylindre (considéré comme engendré
par une hélice à pas variable ou constant) ;



— 307 —
2° Les surfaces <& dont Varc de la section droite du cylindre

des axes des génératrices est donné par la formule

/VcD'-î+Ko2 ,
^J——^

3° Deux séries de surfaces imaginaires^ dont l^une formée
par des surfaces de translation.

3. PROBLÈME. — On demande de trouver les surfaces pour
lesquelles la famille de courbes faisant avec chaque généra-
trice un angle w= f^t) constant le long de chacune d) elles,
mais pouvant varier avec celle-ci soit une famille de géode-
siques.

Je laisserai de côté le cas des cylindres où la solation se ramené
à un problème de géométrie plane et qui répondent à la question.

L/équation générale des gcodésiques donne ici la condition

09) cos/(Q(^KK /-pp')H-sin/( / )^4-G/ /(oj=o;

si ron observe que F est rationnelle en CD, sine? et cos <p et que

l'équation (19) montre qu'il en est de même de —, on conclut, en
vertu de Pégalité

àH i à(W)(20) ^ni-^
que H est rationnelle en <p, sin y et cos cp, H2 ayant évidemment cette
propriété. Dès lors, le cylindre étant laissé de côté, on a

p == q = r == K/ = o.

Inéquation (19) à vérifier identiquement se réduit à la sui-
vante :•

[ ijj -j

(21) pcos/^^cosy^sinç+p^sin/^) -^ 4-(p'4-K;)/'(<)j

Ceci posé, passons successivement en revue les diverses surfaces
pour lesquelles H est rationnelle et cherchons si quelques-unes
d'entre elles répondent bien à la question actuelle.

\VI

l ° Hélicoïdes : — == o, u = v == o. Elles répondent à la question
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et l'angle (x) =f(t) vérifie la relation

(2'2) (p2-^ K^)2' cosoj = const.,

qui est une généralisation de la formule de Clairaut relative aux
surfaces de révolution :

Si l'on veut résoudre le problème particulier des trajectoires
d'angle co == (OQ, on voit que la relation (a3) ne peut être véri-

fiée par (o constant que si cos (o est nul, c'est-à-dire si (Oy = TC»
Autrement dit si la trajectoire est orthogonale.

2° Surfaces <1> définies par la relation

^+^=£^(p24_K?) .

L'équation de condition (21) donne ici

(23) — p cosf(t)(u coscp -4- v siny -t- p')
4-s in / (<) [—pMsiny+yPcos<?-4- (p2 .+ .K.S) / ' (<) ] ==o;

d'où, en égalant à zéro les coefficients de sin y et cos y,

(î3 bis) p M c o s / — p p s i n / = o , p^ sin/+p(» cos/= o,

conditions qui entraînent u == v = p'== o. Comme w == o on trouve
une hélice fixe ( < ).

3° Surfaces imaginaires caractérisées par u2-{- v2-{- w2 = ?'== o.
On a, dans ce cas, pour déterminer l'angle /la relation

cos/(Q=isin/«),

relation incompatible avec la relation fondamen taie cos2^- sin2= i,
vérifiée identiquement pour toute direction non isotrope du plan
tangent. Nous rejetterons cette solution. L'autre série de surfaces
imaginaires conduit à la même détermination de /, et nous la rejet-
terons. Nous pouvons donc énoncer les trois propositions sui-
vantes :

THÉOKÈME II. — Les hélicoïdes sont les seules surfaces dont

( ' ) On laisse de côté le cas où le déterminant sin2/-^- cos2/ serait nul au lieu
d'être égal à i, ce qui ne peut arriver que pour une direction isotrope.
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les trajectoires orthogonales des génératrices sont des géodé-
siques (le cylindre droit rentre complètement dans cette
série ( < ).

THÉORÈME III. — Le cylindre de révolution est la seule sur-
face dont les trajectoires non orthogonales des hélices généra-
trices soient des géodésiques.

THÉORÈME IV. — Les hélicoïdes ( et le cylindre considéré
comme engendré par une hélice à pas variable) sont les seules
surfaces telles que la famille des courbes faisant avec chaque
génératrice un même angle variable avec celle-ci soit consti-
tuées de géodésiques de la surface.

La relation qui donne cet angle ( dans les hélicoïdes est

( p2 -4- K§ )2 cos i == consl.

A. THÉORÈME V. —Les hélicoïdes sont les seules surf aces dont
les génératrices hélices circulaires soient des cercles géodé-
siques (2).

Première démonstration. — 11 résulte de la formule générale
démontrée au Chapitre 1 que la courbure géodésique Çg d\ine
génératrice est donnée par la relation

Hy/G à¥ , ^,(,4) ^-=^-pp^KK'.

Pour satisfaire au problème, il faut donc et il suffit qu^on
puisse trouver une fonction f(t)= Çg vérifiant la relation fonc-
tionnelle
. , . , H y/G à¥wbls) T^-^-^-"^-

( 1 ) On poavait prévoir que les hélicoïdes. étaient les seules surfaces dont les
trajectoires orthogonales des génératrices étaient géodésiques en remarquant que
pour ces seules surfaces la ligne de striction de seconde espèce était indéter-
minée.

(2) En faisant abstraction des surfaces à plan directeur et pas constant définies
par la relation n2-^ ̂ =0 dont il a été question au théorème J.
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II résulte de là que H doit être une fonction rationnelle de c&,

sin (p, cos çp.
Si on laisse de côté les cylindres pour lesquels la courbe en

question est une géodésique, nous aurons à examiner les seuls cas
possibles suivants :

i° La surface est un hélicoïde : la surface satisfait à la question.
2° Le groupe des surfaces $ satisfaisant aux conditions du

problème I. La formule générale (24) devient ici

(^\ i _ / Mcoscp-+-psm9-4-p / \ i
P<r ( • /P^KS lp«+Kf"' \ ttcoscp 4- v §11194- p •-———2- f

Nous avons vu précédemment qu'il n*y avait pas lieu, pour ces

surfaces, de supposer p'==o. Dès lors, — n e pourra se réduire à
une fonction de t que si l'on a

p2^- K,2 _

P2 ""lî

c'est-à-dire si K.o est nul, ce que nous éloignons (d^ailleurs, dans
ce cas, on serait conduit aux enveloppes de sphères);

3° Les surfaces imaginaires pour lesquelles H est rationnelle
en o, sincp et coscp: on est conduit à la famille définie par
u2 4- ^==o.

8. THÉORÈME VI. — Les hélicoïdes sont les seules surfaces (*)
dont I1 hélice circulaire génératrice soit une courbe à torsion
géodésique constante.

La fonction - — -7- devant être constante le long d'une généra-

trice et comme celle-ci est à torsion constante, "r-> et par suite

,-? doit être invariable le long d'une hélice génératrice. Ceci

revient à écrire que la dérivée partielle -s- est une fonction de t.

( ') Abstraction faite des surfaces à génératrices imaginaires dont il a été
question au n* 4.
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Or, on a [Chap. l, formule ( 2 2 ) ]

(' 26 ) rs === a rc tang ( p2 -+- K2 )^ M
K L — p i N

d'où

r ( K L ~ p N ) ^ M ^ ( K L - o N ) 1
^-(O^K^ ^ ^____ .^-^p-r-n^ ^ ( K L — p N ^ - M ^ - T - K ^ M 2 J

Nous devrons donc exprimer simplement que le crochet figurant
dans le deuxième membre de Inégalité précédente se réduit ;\ une
fonction de t .*/(<) ou, enfin, qu ' i l existe l'identité

(28) ( K L — p I N ) ^ - .M-i-(KL--pN)
o^ d(p

-/(<)[(KL - pN)^ (p-^-i- K^M 2 ] - o.

entre les variables indépendantes t et <p.
Le premier membre de l'identité (28) est un polynôme en ^,

s inoe t coso du deuxième degré en o, dans lequel le coefficient
de o2 est le polynôme du second degré en sin o et en y

(•29) K3(^2-^-y2}-+- KK'p^cosy-h q sino)

— /(^[Kîp^^y coso —p sin<?)2

4- 2K2K'p(/) cosï- -4-<7 sin®) -+- K*(/?2-4- ^'2) -t- K'2?2].

Les termes du second degré en sin© et cos y se réduisent, au
signe près, à

yK2?1^ 5 1 1 1 9 — p cosy)2.

L'expression (29) devant cire identiquement nulle, il doit eu
être de même de ce carré, ce qui exige : soit

soit
p = q =-= o.

L'hypothèse f=o conduit d'ailleurs encore à p == y== o. Mais
on peut remarquer que siy*est nul , il en est de même du numé-

rateur de —? et, par suite, en général de -r-' On est ainsi

conduit à écrire que CT est constant le long de la génératrice : on
trouve alors (voir théorème VI, Chap. I) les hélicoïdes et certnines
surfaces à génératrices imaginaires. Or, il se trouve pour celles-ci

XLI. 21
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que le numérateur et le dénominateur de .— sont identiquement

nuls : on peut d'ailleurs vérifier que c'est le seul cas présentant

cette exception. Le calcul de -5— est en défaut : on voit directe-

ment que, dans cette hypothèse, CT est encore constant le long
d'une génératrice : TU est en effet donné alors par la formule

<p2-4 -K2^ .langCT = -^—^—— i.

Ces surfaces peuvent être considérées comme satisfaisant à la
question.

Reste l'hypothèse p == q == o. L'expression (^9) se réduit à

-/(OK'ÎO^

On doit donc avoir K/== o, si on laisse de côté le cas oùyest n u l ,
traité ci-dessus. L'expression figurant clans le premier membre de
l'identité (28) se réduit alors à un polynôme du deuxième degré en
sin o etcosco, dont les termes du second degré forment un carré
parfait en sin o et cos <p :

—f(l ) (u cos ? -h v sl n ? )2 •

La réalisation de la relation (28) exige la disparition d'un pareil
terme, c'est-à-dire en laissant de côté le cas où f ( t ) serait nu l ,

u == P == o.

Cette dernière hypothèse conduit aux hélicoïdes; ces surfaces
satisfont Lieu à la question et il se trouve de plus que l'on a encore
la relation

/(Q==o.

(î. THEOUEMK Vil. — II n\y a pas de surface dont les lignes
de courbure d\m système soient des hélices circulaires.

En efïet, on doit avoir dans ce cas, le long d'une de ces
hélices,

i tivsOo) ^ -^=o,
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et l'on vient de voir que ceci exige que -,- soit nul . Donc

T
doit être nul.

L'hélice doit se réduire à un cercle.
On remarquera qu'on ne trouve pas l'hélicoïde imaginaire à ds2

carré parfait, comme cela arriverait en recherchant directement
les surfaces ayant pour lignes de courbure une famille d'hélices
circulaires en partant de l'équation (48) (Chap. I). Cela tient à
ce qu'en toute rigueur les deux définitions des lignes de courbure,
comme d'ailleurs les diverses propriétés de courbure des surfaces,
sont en défaut pour les surfaces de ce genre.

7. PROBLEME. — Déterminer les surfaces dont une famille
d^ asymptotique s soit formée par les trajectoires orthogonales
des hélices génératrices.

A. Je dis que la surface, si elle existe ( ' ) , est à plan directeur
et à pas constant. La relation caractéristique des asymptotiques
est

( 3 1 ) 5A. ÔA7-+- SB ôy-+- oG QZ == o.

Les trajectoires orthogonales des génératrices sont données par la
relation différentielle

(32) (p2-4- K 2 ) ^ 4 - ( L p 4 - K N ) ^ == o.

Pour exprimer qu'une trajectoire orthogonale des génératrices
est une asymptotique, nous devrons donc écrire que la relation (31)
est vérifiée quand on y remplace dt et rfy par les quantités pro-
portionnelles

( p 2 - + - K 2 ) et — ( L p - 4 - K N ) .

et cela pour un point quelconque de la trajectoire considérée,
c^est-à-dire pour tout système de valeurs ^, y correspondant y un
point d'une asymptotique trajectoire orthogonale. Si une famil le

( 1 ) L'existence d'une solution au moins, celle que nous démontrons cire' la
seule, peut être prévu a priori.
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(Tasymploliques se trouve formée de trajectoires orthogonales, la
relation obtenue devra être une identité entre les variables indé-
pendantes t et es.

Ceci posé, désignons par PSjc, P5y, ..., P5C des quantités pro-
portionnelles à S*r, . . . , oG obteniies en remplaçant dt et ûfo
comme il a élé dit. On aura

P ô;r == (p2-}- K 2 ) (M costp — L s i n y ) -+- p s î n o ( L ? --r- KN) ,
P8/--= (p°+ K 2 ) ( M s i n y - r - L c o s < p ) — p c o s ' p ( L p - h K N ) ,
Po^ = = - - p ( K L — N p ) ,

(33) P o A = = ~ ^ ( L p 4 - K N ) + ( p . + K . ) ( ^ + ^ C - r B ) ,

P o B = - ^ B ( L ? . - K N ) + ( p 2 4 - K 2 ) ^ + / • A ~ / . c ) ,

P 8 C = = - ^ ( L 3 - ^ - K N ) 4 - ( p 2 - 4 - K 2 ) f ^ Q 4 - / ? B - < 7 A ) .
(/y \ ut

Ce sont des polynômes en œ>, sinco, coso du premier degré en y.
Le premier membre de Inéquation (3i), après remplacement
de S.r, .... SC par PSjc, ..., se présente sous forme d\in poly-
nôme en co, sinçs, cosco du deuxième degré en y el qui doit être
identiquement nul . Considérons le terme en y2. Son coefficient
est ni) polynôme en sinco et coso qui se présente comme devant
être du quatrième degré. On trouve pour ses termes du quatrième

\r^

degré, par des calculs assez longs, en remplaçant L , M , N , . . . , -r- »
)<' '
— par leurs valeurs, Pexpression

K2?4!^/? coso -+- q 5iny)2(cos2© •+- sin2y),

qui se réduit d^elle-même au second degré.
Nous sommes amenés à chercher les termes du troisième degré

du coefficient étudié. Le principe du calcul est tout à fait élémen-
taire; sa longueur seule en fait la difficulté. Si l'on pose

(34)

a =pKÏO-^ • (p 2 - ^ -K 2 ) ? ( / ?Kg—/ t K' ) ,
a l = = ( p 2 - + - K 2 ) [ ( K / p y - < 7 2 K p ] ,
b ^ ( p ^ K ^ K K - p y - ^ K p ] ,
^ i = = [—pKK^-^ -p (p 2 -T -K 2 ) ( ^K•4 - rK ' ) J ,
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on trouve pour terme du troisième degré du coefficient considéré

(35) (p coscp 4- q sin<p) [^^(p coscp 4- q sincp)2

— Kp2 sin^(a sin<p 4- ai cosy)
-4- ï^pcos^A sine? -h bt cos<p)].

Pour que le coefficient considéré soit identiquement nul , il faut
que ses termes du plus haut degré soient divisibles par

cos2^ 4- sin1^

(voir la note qui termine le Chapitre). On peut laisser de côté
le cas où ^cosy+ys iny se réduit à un Facteur près non nul à
cosor+r / s inç , car alors p2-\-q2 est nul sans que p et q le soient
ensemble; cela étant, on devra écrire que sin2 + ces2 ne diffère du
polynôme entre crochets dans (35) que par un facteur indépen-
dant de ©; d'où les deux conditions

pSR^-i- Kp2^ == p3K^2— K?2^,
ou

(36) a + bi = pK^ç2--^2)

et
— aKp1-^ bK^^- îK4?3/^ == o,

ou

(37) ai— b = 9.pK3^,

et, d'autre part, on a

(3g) ( a -+-^==-2pK^(pî4-K2),
( a^—b =—(p2-+-K2)Kp(y2-^2).

La comparaison des expressions de a + 6, et de ̂  — b donne
les relations suivantes entre p et q :

(39) (p2-^ K2) (y2—^2) 4- îK2^ == o,

(40) —K2(y2—^2)-+.2(p24-K2)JD<7==o,

qui entraînent
^ =o» ç»—^»=o ,

et, par suite,
o = q = o.

Il ne peut j avoir exception que si le déterminant des équa-
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lions (3()) et (4°) entre pq et <y 2 —p 2 était identiquement nul,
c^est-a-dire si Fon avait

(4 l ) (p24-K2)Î4-K*==0

on
__ 02

KÎ=———p——
iq=l

Pour une telle valeur de K2, les équations (3Q) et (4°) se

réduisent à une seule
(yT/^')^0-

On se trouve dans le cas écarté.
]>jous pouvons donc supposer p == q === o et introduire r= o.

On a alors

Pox = KK'posilKp-^PÔ.r)!-,
P8r = = — K K / p ï » c o s < p • ^ - ( P S r ) T ,
P8^ = K'p2o-+-(Pôs)T,
P8A =[-^-pKK'2 s iny- t - tp î - t -KîXK'pycosoJ -+ - (PÔA)T,
P 8 B == ^ — p K K ' 2 c o s © + ( p 2 - + - K 2 ) ( K / p / SÎIK;)] 4- (P 5B)r,
P 8 C = = ( P S C ) T .

Le coefficient de y2 dans

SAÔ.y-4-8BSy-h8CÔ^

se réduit alors au monôme

K»K/spî.
Il doit être nul; donc

K'==o ou K==Ko,

résultat f|ui adiève dejustiner la proposition annoncée.

B. Je dis que la surface ne peut être qu^un hélicoïde. Formons
SPo.rPSA en tenant compte des relations

p = q == r == K' = o.

Dans ce cas, Péquatîon (3i^ ne contient que des lignes trigono-
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métriques. On a

P^x = (M-^-p /cos<p)(p î -^-Kî)

-h p sin<p[KoW — p(M sincp — v coso)],

P8y= (? -+-?' sin<p)(p24-KS)

— p coscp fKoW — p(M sin<p — P coscp)],

P 8.5 = p2 w -+- p K( M sin y — ^ cos 9 )^

(4s) ^ P êA == (pw sinœ 4-Kop'coscp) [ K o w — p ( M s incp—pcoso) ]

-+-(p2-^-K?) [ (pw/cosç—Kop's in<p4-Ko^] ,

P ÔB ==— (pw coscp — Kop^ sincp) [KoW — p(M sin 9 — p cos<p)]

^-(p^K^^pwy sin<p -h Kop'^coso -h Ko M'],

P $C == p(— M sin<p 4- p coso) [KoW — p(M sincp — P cos<p)]
—(p2^- K^) [ (RM/COS^O -4- (p^)' sin y -+- (pp')'].

La somme SPS^PSA se présente sons forme (Tnn polynôme du
quatrième degré en sin y et cos®. Or, en effectuant, on trouve
pour les termes du quatrième degré

p3 sin (D (u sine? — v coscp)^? w -\- K'p coscp)
4- p3 cos^(u sincp — v cos^^pw coso — K'p sin y),

expression qui se réduit simplement à
p4^^ s i n c p — ^ c o s c p ) 2 .

On ferait de même l'étude des termes du troisième degré et l'on
trouverait finalement

SP S.vPSA == Kop3(Msin<?—pcosîp)3-{- PS,

Pa désignant un polynôme du second degré en sin y et cos y.
Une pareille identité exige

u == P = o.

Ces conditions, jointes à celles déjà trouvées, définissent un
liélicoïde.

G. Dans un hélicoïdc, les trajectoires orthogonales des hélices
génératrices sont des géodésiques. Devant être des asymptotiques,
ce sont nécessairement des droites. La surface sera donc un liéli-
coïde réglé engendré par une normale à une liélice. D'ailleurs,
d'une façon générale, les trajectoires orthogonales des hélices sont
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des courbes indéformables liées invariablement an trièdre prin-
cipal de Phélice directrice. Donc :

La surface cherchée sera rhélicoïde réglé engendré par une nor-
male à une hélice circulaire liée invariablement au trièdre
principal de cette courbe. L'inverse est évidemment vrai. Donc :

THEOREME V1I1. — Les seules surfaces engendrées par une
hélice circulaire^ trajectoire orthogonale^ d^une famille
d' asymptotiques de la surface sont les hé licoïdes réglés engen-
drés par une normale à une hélice circulaire liée invariable-
ment au trièdre principal de cette hélice.

REMARQUE. — Ces normales enveloppent un cylindre circulaire
ayant pour axe celui de Phélice directrice. Le point de contact du
cylindre et de la normale décrit une hélice de ce cylindre. Cette
hélice est normale à la génératrice rectiligne de Fhélicoïde consi-
déré, car elle intercepte un segment constant à partir de la direc-
trice qui est elle-même trajectoire orthogonale de la génératrice
rectiligne. Celle-ci n'est autre que la binormale à l'hélice, lieu des
points de contact. Inversement, on voit immédiatement que le
lieu des binormales à une hélice répond à la question. On peut
donc donner au théorème VIII la forme suivante :

Les seules surfaces engendrées par une hélice circulaire
dont les trajectoires orthogonales soient asymptotiques de la
surface sont les hélicoïdes réglés^ lieu des binormales à une
hélice circulaire. Comme CAS LIMITE on trouve rhélicoïde gauche
à plan directeur pour lequel la seconde famille d'asymptoliques
est formée précisément par les hélices circulaires coaxiales de la
surface.

NOTE. — Conditions pour que le polynôme

A sin3^ -f- B cos3^ -+- a sin2^ cos<& -h // sin<p cos2^
-4- a\ sin2^ -h 2/^1 siny COS(D -+- c\ cos2^ -+• a^ siny + b^ coso -t- d

soit identiquement nul.

En exprimant que ce polynôme est nul pour

<p==o, ^, TT,
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on trouve les conditions

a == B, b == A, a i = = — A , 6 ,==—B, a i = = C i = = — J , 61 == o»

et Pon s'assure qu'elles sont suffisantes.
On remarquera que cette condition impose aux termes du troi-

sième degré d^être de la forme (X et y. désignent des constantes) ( f )

(X siny-l- y.cos(f)(cosîQ -4- sin2®),

condition qu'on pourrait trouver a priori et étendre à un degré
quelconque.

De celte dernière remarque résulte la propriété suivante utilisée
plus liant :

Si le polynôme est de la forme

(a siny-4- b cos^-»- P2(sin<p cos<p),

a, b désignant deux constantes et Pa un polynôme en sinîo etcos^
du deuxième degré au plus, on doit avoir

a == b == o.

On étendrait aisément ce résultat aux polynômes de degré supé-
rieur; cette remarque sera ulilisée dans le Chapitre suivant.

CHAPITRE IV.
EQUATION AUX RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX.

SURFACES DONT LES HELICES GENERATRICES FORMENT UNE FAMILLE DE LIGNES
A COURBURE TOTALE OU MOYENNE CONSTANTE.

1. EQUATION AUX RAYONS DE C O U R B U R E PRINCIPAUX. — Posons

(.) A.=| ^C-,.B ^ A

; , | àx àx .
(2) A,=|^.-t-K-i-^-rr ^ A

(3) ô,=| ^C-.B ^ A

( i ) S^^+u+ys-ry à^ A

( l) Ou des fonctions d'une variable indépendante autre que ?; c'est ce cas que
nous avons constamment rencontré dans ce Chapitre.

Même remarque pour les A, B, ..., d.
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formules dans lesquelles les termes entre barres verticales sont les
termes de la première ligne d'un déterminant que nous avons
représenté par cette notation réduite et dont la forme des autres
lignes est évidente par symétrie. On a facilement

(5) A a = - H 2 .

Cela pose, on démontre ( ( ) les formules (R/, Pi^i rayons de
courbure principaux)

,/.. i _ Ai _ A!{ v ) WW~^'K,W H^

(7)

(8) R ' + R ^ — H

1 1 Ôi -h 82 8l 4- §2

R7 "+" W ""'""""'HAT == H3 J

5i + 5,
Ai

Ces formules permettent décrire immédiatement l'équation qui
donne R/ et R". Cette écriture est sans utilité.

PROBLEME I. — Déterminer les surfaces telles que sur chaque
hélice génératrice la courbure totale de la surface conserve
une valeur constante^ valeur qui peut d^ ailleurs différer d^ une
génératrice à une autre.

Pour qu^i l en soit ainsi, il faut et il suffit qu7!! existe une fonc-
tion de la seule variable t réalisant Pidentité

(9) W^"^

ou, en vertu de la formule (6),

(10) AI -H\ / (O=O-

Or A, ne contient pas de terme en y de degré supérieur à 3.
Le terme en y2, qui figure dans H2 doit donc être identique-

ment nul, ce qui exige [en laissant de côté le cas des dévelop-
pables pour lesquelles/^) est identiquement nulle]

( ï o b i s ) ^^r^^K^o.

( 1 ) Cf. noire Mémoire Applications^ etc. . . , première Parlie, n° 12.
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Mais alors, le premier membre de Fidenlilé (10) ne contient plus
que les lignes si nés et coscs, et prend la forme

( 1 1 ) ^'*f(i) (u costt) •+- v sincp)4-^ termes de degré inférieur à 4 == o,

ce qui exige, le cas des développables étant écarté, u = r == o.
La surface ainsi définie est ni) liélicoïde.
1/inverse étant évidemment vrai, nous pouvons énoncer les

deux théorèmes suivants, dont le deuxième est un corollaire
immédiat du premier :

THÉORÈME I. — Les hélicoïdes sont les seules surfaces engen-
drées par des hélices circulaires formant une famille de
courbes telles que, sur chacune d^elles^ la courbure totale de la
surface reste constante^ cette valeur constante pouvant
d^ ailleurs différer dî une génératrice à l'autre.

THÉORÈME II. — Les hélicoïdes à courbure totale constante
non nulle sont^ parmi les surfaces engendrées par une hélice
circulaire^ les seules qui soient applicables sur la sphère ou sur
la pseudo-sphère.

L^anaivse précédente laisse de côté le cas des développables au
sujet duquel on a le théorème suivant :

THÉORÈME III. — Les seules surfaces développables engen-
drées par une hélice circulaire sont :

1° Les hélicoïdes développables ;
2° Les cônes ou les cylindres ayant pour directrice une

hélice circulaire.

La condition caractéristique de ces surfaces est l 'identité

Ai == o.
Posons

(i.) a=^+<7C-rB, jâ = ̂  + rA-^C, ^ = ^ + ^ B - y A :
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on peut écrire

àA
a — Ao^

(13) KAi== p àB. B
^y

KY-t-p(( îcos(p—asin(p) K . - -+ -p (—coscp- - —siny) KG-+-p(B c o s y — A sinç?)

cosœ — sincp o
X sin(p cosp o ,

o o i

ou encore

a coscp -t- P siin&

(t3 bis) Ai === —as incp + ? cosy

K y -4- p ( j3 cos <p — a si n © )

àA. àB .
— cos cp-(--,—sinç Acôsy-+-B ?in<p

àB àA. i
— c o s œ — — s i n œ B c o s o — A s i n œ x —(y<p * o® r ' • K

K — 4 - p ( - T — c o s c p ——sino) KC4-p(Bcos<p—Asin<&)

En remplaçant A, B, ... par leurs valeurs, il vient enfin

acosîo-r- ? siny (p2+ K1) (p cosy 4- q sin<p) + pK'— p'K —(KL—Np)

(14) A i = = - - x — a s i n t p 4 - p c o s < p pK'îo+(p2—K2)(/?sin(p—^cos'p)+pw—rpK KM

KY-+-(pcos<o—asin<p)p _ p ( K L — N p ) o

qu'on peut écrire

04 bis) KA, == Ço^-+- Ci y2-}- Ç2<? -+- Ç,,

où les Ç sont des polynômes en sin<o et cos®.

K notant pas supposé identiquement nul, l'identité A| === o
équivaut aux quatre suivantes :

Ço= Çi== Çî= Çs=o.
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Un calcul un peu long donne sans aucune difficulté

Çi= ^K3[pqsinî^-^-(pî—qt)sln^cosp — pq cos2^]2^-Pa,

en désignant par P3 un polynôme en siny et cosy de degré infé-
rieur à 4.

Le terme du cluatrième degré doit contenir en facteur

cos2^ -4- sin2<p

ou être identiquement nul . Les termes du quatrième degré sont, a
un facteur près, le carré du polynôme

pq sin2<p •+ (pî— y2) sincp cos<p —pq cos2^.

La première hypothèse conduit aux conditions

pq=—pq, pï—qî^o,
d'où

p = q = o,

résultat auquel conduit aussi la seconde hypothèse.
Donc la surface cherchée doit être à plan directeur d^hélicc,
Soient alors

^==/i(0-t-p coso.
(l5) y==/2(^)+psin(p,

^=/3(0-+-Ko,

dans lesquelles p et K. sont des fonctions de t les équations de la
surface cherchée rapportée à des axes fixes évidents.

Nous formerons les déterminants 1), D', D" de Gauss et nous
écrirons que Pexpression D^2— DD" est identiquement nulle. Il y
aura intérêt pour la simplicité des calculs à distinguer deux hypo-
thèses :

1. p est constant: Je me dispenserai de développer les calculs
dans ce cas. La méthode est analogue à celle employée ci-après
lorsqu'on suppose p variable etd^application beaucoup plus simple.
On obtient ainsi :

1° Le cylindre circulaire droit engendré par une liélice de pas
fixe ou variable;

a° Un cylindre quelconque engendré par la translation recti-
ligne d'une liélice circulaire indéformable.
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II. Supposons alors p variable : Nous pouvons le prendre comme
variable indépendante. Les équations ( i5) deviennent

( iGj ;y==/i(?)-4-pcos9, .y==/2(p)-+-?sin<p, z = /s(p) 4- pKy,

dans lesquelles K. désigne une fonction de o.
Si K7 n'est pas supposé nul, D, D' et D^ se présentent comme

polynômes en y, siny et cosy du premier degré en es. On vérifie
(lue D' ne contient pas de terme en es.

Pour que l'identité

( 1 7 ) D'2— 00^=0

puisse être satisfaite, il fau tdo i icque le coefficient de y dans D ou
dans D" soit identiquement nul. S'il en est ainsi, mais qu'il ne soit
pas également nul dans le second des déterminants D et IV, il f.uil,
pour que le terme en y soit nu l dans le premier membre de (17),
que celui des deux déterminants D et IV qui n'a pas de terme
en y soit identiquement nul. Mais alors D' doit être nul identique-
ment.

Une seconde hypothèse possible est celle où D et D" sont tous
deux dépourvus de terme en y. Nous allons étudier successi-
vement les deux hypothèses,

I . T-y est identiquement n u l ainsi que D ou D^ : D'une façon
générale on a

1)'= (K'p — K)(/t coso -+- v sine? -+- i) (it = /'i, v = /,}.

Pour qu'i l soit identiquement nul, i l faut et il suffit qu'on a i t

( 17 his ) K' p — K = o.

Le coefficient de y dans D est K/p2. 11 ne peut être nu l que
si K/ est nul. On ne peut donc, en raison de la relation (17 his)
(puisqu'on suppose que K n'est pas identiquement nu l ) ,avoi r à la
fois identiquement

D == D' = o.

Voyons si l'on peut avoir l)'===iy==o; l'équation ( 1 7 his)
donne

dS) K==np (a, const.)
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et, cTautre part :
li V W

(19) D''== u-r-costQ ^-hsiny w-hay
— p s i n o pcoso K

Lîî disparition du terme en <? de ce déterminant exige u''= v'= o,
ou

(20) / i ( p ) = a i p + P i , / 2 ( p ) = a 3 p 4 - ^2 (ai , . . . , ̂  œiist.^

et D" se réduit alors au produit

w' p(a cosy -h ^ s i n < p 4- i )

qui ne peut s'annuler que si w1 est nul, c'est-à-dire si

/3(?) == as? -+- ?3 (as, p.3, const.).

La surface obtenue est visiblement un cône de soinniet^i.PaîPs)-
Les équations peuvent se mettre sous la forme canonique (m et n
désignent deux nouvelles constantes arbitraires)

(21; x = p(cos© -h m), y == p(s in<p + /i), s=apy .

La base de ce cône dans un plan z === const. est une spirale
hyperbolique.

II. Reste à examiner le cas où D et D" sont dépourvus de termes
en <p. Cela exige, pour D,

K/= o ou K = Ko.

Mais alors, IV lui-même est dépourvu de terme en ^.
L^identité (17) devient

(22) p [ K o ( ^ c o s c p — M s i n y ) — w p j
X [ii'ÇKoV-^- Ko sino — wp cos<p)

— v'ÇKoH. -+- Kocoso -+- wp sin<?)+ w' ^(u cosîp-h- v sino -|- ï )J
-+- \^(u coso 4- v sino 4- i)2 = o.

En égalant à zéro les termes en sino, ces es, et s i n^cos^» , on
obtient les trois égalités

I. — wp2 (Ko^ f—^vpp'-^-w'Pp)—1<5(^ ' ' v—v'u)u?-{-'i^v—Ku^tp'p2:^),

II. wp î(Kof f-Kvp^—w fMp)-+-K^(^ 'p—v' u)vp-i-'iK^ M-+-Ko('(ï• fp2= o,
'III. KoÇ>(ll'V -+• V' II)— W^ÇVV'— U(l')-t- (^p2(^2__ tiî)^- •2»\5/^ =-0.
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En égalant entre eux et au terme indépendant changé de signe
les coefficients de sin2^ et cos2^, on obtient les deux relations

(A) —p(Ko?^— Wp^-4- W^p)KoM4- K;P2

= p(— wp^'— KoP'4- w'Mp)KoP-h Kg M2

==—K2 -i- (v'wps-h wp^Ko^u'v — P'M).

La première des deux équations (A) peut s'écrire

(IV) Ko(P2— M^-l-Kop^—- Ml^)-+- W^^U'V 4- P'M)— îp^W'MP = 0.

Considérons les quatre équations différentielles (1), (II),
(III), (IV); elles admettent la solution

u == v == o.

Les développements qui vont suivre montreront que c^est la
seule ; la dernière équation (A) donne alors

w'wp3== K2.

Les conditions u = v == o jointes à celles trouvées antérieure-
ment définissent un liélicoïde : la dernière ne doit donc pas
différer de l'équation caractéristique des hélicoïdes développables;
c'est bien ce que nous apprend le résultat déjà trouvé ailleurs (*).

Tout revient donc à démontrer que le système (I) à (IV) admet
comme seule solution

u == v == o.

Prenons les inconnues auxiliaires U et V définies par les rela-
tions

(a3) U == uv, V::^2—^2.

Les équations (111) et (IV) prennent la forme suivante :

( I I I bis) KopU'- ^ wpîV'-h p îw 'V -h aKoU = o,

(IV bis) wpîU'-+~-î. KopV'4-KoV- ̂ w'I^o.

Posons

(24) a== p^g-ht^p2), 6== Kop(w-t-w'p), c = K 2 — p 3 w « / .

( t ) Cf. le n0 0 de notre Mémoire Contribution à la théorie des hélices {Revue
du Génie militaire^ 1910 ) .
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Des équations (III bis) et (IV bis)^ on tire le système suivant :

(25) a l T 4 - ^ V 4 - 2 c U = = o , ^ r 4 - c V — 2 6 U = = o ,

qui sera vérifié dans tous les cas par tout système de solution des
équations (III bis) et (IV bis) et lui sera d'ailleurs équivalent
lorsque a ne sera pas nul.

En multipliant la première équation (a3) par 4U, la seconde
par aV et ajoutant, on obtient, entre U et V, la nouvelle relation,
conséquence du système des équations (III bis) et (IV bis)^

(26) a ( 4 U U / - 4 - V V ' ) - + - ( ^ c ( . i U 2 - + - V 2 ) = = o ( i ) .

Multiplions Inéquation (I) par — r , l'équation ( I I ) par M, et
ajoutons les résultats; nous obtenons l'équation

(I bis} K o W p 2 — l w 2 p 3 V r - - ^ - ( w w ' p 3 — 2 K j O V
•+- 2 KO W' p2 U -4- 2 K§ ? U ( U' V — V U ) == 0.

En mult ipl iant Inéquation (I) par u, l'équation (II) par v et
ajoutant, on obtient

( l [ b i s ) l-KQWpî^r'-^^^VI—'2U(ww'^—'JiKï)

-^KoW^V-t- Kr;pV(^p--(//Q=o.

Les équations (I bis) et (II bis) seront toujours des consé-
quences des équations ( J ) et (.11), ce qui suffira pour la suite, mais
on remarquera en outre qu'elles leurs seront équivalentes dans
tous les cas où u2 -j- ̂  ne sera pas nul. L'élimination de u' ^ — v1u

( 1 ) L'intégration de cette équation considérée comme définissant la fonc-
tion 4U'+ V3 est immédiate, mais est inutile pour l'objet que nous avons en vue.
Si l'on remarque que4U2-^- V2 n'est autre que le carré de M2-»- ^2, l'équation (26)
donne

(26 bis) Vi(aV;+ -*cVi) = o,

en posant V^:::^2-^-^.
L'équation (2^ bis) se décompose en deux équations distinctes dont la solution

est évidente.

XU. 22
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entre les équations (Ibis) et (II bis) conduit à la relation sui-
vante :

f27) Kowp 2 (U r V—V y U)—- l w 2 p 3 (V r -4 -4^U ' )

+(ww\o3— 2 K g ) ( V 2 - ^ - 4 U 2 ) = = o ,

à laquelle doivent satisfaire U et V.
Supposons maintenant 07^0, ce qui arrivera toujours, d^ailleurs,

pour des génératrices réelles. On peut alors résoudre les équa-
tions (28) par rapport à U7 et V et Inéquation (26) par rapport à
4UU' 4- VV7; on obtient ainsi

(28)
U'=- 6V--•2 c^î , V^-^V-^^U,a a a a

V V ' + 4 U i r = - 2 ^ ( 4 U 2 - + - V 2 ) ;

en portant ces valeurs dans l'équation (27), celle-ci devient

(iSbis) ( V 2 4 - 4 U 2 ) ^ — K o W p 2 6 - + - w w f p 3 — 2 K g + ^ F 3 ^ j = o,

ou simplement, après remplacement de a, &, c par leurs valeurs

KoCVî-^U2)^;

comme nous laissons de côté le cas des surfaces cerclées, cette
relation exige

(29) V»-+-4U2==o,

et, si Ton s^en tient aux génératrices réelles,

U == V == o,
et par suite

u == v == o.

Il nous paraît intéressant, au point de vue analytique, d^chever
complètement celte question, dans le cas où Pon admet la consi-
dération des génératrices imaginaires. Supposons d^abord encore
a 7^ o.

L'équation (29) doit être satisfaite, ce qui exige qu^on ait

(30) (^2-+-r2==0.
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Supposons, pour fixer les idées,

(3i) v === ui.

Les équations ( ^ o > ) deviennent

( aiu'-{-(ci—6)(A==o,
(32)

ait' •+- (c -4- bi) u == o,

après suppression de la solution u = o, qui conduit encore à des
hélicoïdes.

Si le déterminant des équations (3a) linéaires et homogènes
en u et u' n'est pas nul, on est encore conduit à cette solution.

Le déterminant eu question ayant pour valeur

ab(î-+-i)

ne pourra être nul que si h est nul, puisqu'on suppose a différent
de zéro.

Supposons donc b nul, c'est-à-dire

(33) w 4- w'p = o;

on a, dans ce cas,

(34) c=î^0

et l'une des deux équations (3a) donne simplement

(35) M'==—^.

Si, dans l'équation (I), on fait

(36) V == Ml, 1^ '==—- , W ' p s s — W ,

elle se réduit à la suivante

(37) u (wp -h Ko i) == o

qui entraîne encore M == o et, par suite, v •== o, la parenthèse ne
pouvant être nulle si a n'est pas nul.

Il ne nous reste plus qu'à examiner ce qui arrive si l'on sup-

pose a uni . Dans ces conditions, -7- l'est également, c'est-à-dire
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que
Wp -r- W

est nul. Dans ce cas, b et c sont donc nuls. Les équations (a5)
disparaissent.

Supposons, pour fixer les idées,

(38) p(p == Ko^'.

En introduisant celle hjpothèse dans les équations obtenues en
égalant au dernier membre des équations (A) successivement
chacun des deux premiers, on obtient les relations

(39)
\ u2 — uvi — vv' p = i p H' pi,
/ r2 — uvi — au! ç == 2 p v' ni.

La même transformation, appliquée aux équations ( l ) e t ( l l ) ,
conduit aux deux relations suivantes :

(4o)
( — ^u'i— p v'-\- v -4- Mt=== pM^p—^M),
( — p ^ ' t — pî^-h ^-l- ^t =— pP( î ^ ^ — V 1 U ) .

Ces équations peuvent être considérées comme déterminant u'
et v1 en fonction de u et c. On obtient ainsi

/ /. \ ' u i v
(4i) u = -» ^ = = - .

P P

Ces calculs ne seraient en défaut que si le déterminant de u'
et de v ' , dans les équations (4°)î esl nlll •" ceci ne peut arriver que
si il et ^ sont liés par la relation

(4^) ^2-f- p2-!- 2(m = '2.

Si on laisse de côté ce cas spécial, les équations obtenues en
remplaçant, dans le système (SQ), u1 et v ' par leurs valeurs ( 4 i )
exigent encore

u = p = o.

La vérification de ce fait ne présente aucune difficulté.
Il ne reste donc plus qu^à examiner à quelles conclusions con-

duit rirypotlièse où u et v seraient liés par la relalion ( 4 2 ) ?
p(p étant, bien entendu, égal à K y î .
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Ajoutons les équations (89) et différentions l'équation (4^) - On

obtient ainsi les deux relations

( M2-»-^2— luvi = p((^'4- uu') -+- 2pi(MV-f- <^),
(4^) ^ , , ., , , .

( UU + ('^ 4- 1(UV -h M ^) = 0,

d'où l'on déduit

(44) uî-^vî—îuvi==—p(uu'-^vv'),

qui, en tenant compte de (42)î devient

^(U2-^-^—l) 4- p(UU'-i- VV') = 0,

d'où nous tirons

(45) M2-4-^2 — i ==--^ (CTO» const.)

et, en vertu de (42)?

(46) 2^m=I— a î •
P

Mais, dans le cas actuel, on obtient, en remplaçant, dans Péqua

lion (III), w par sa valeur {w === ——\ï

(47) ^(u'v-h v'u)-+- 2pMP —• i[^(vv'— uu') 4- (v1— ^)p] = o.

Gelle relation s'intègre immédiatement; si b désigne une
constante arbitraire; son intégrale générale sera

(48) p 2 1 uv — -(t>2 — u9) j = &o-

On montre alors sans peine que les trois équations (45)ï (46)
et (48), auxquelles doivent satisfaire u et v^ ne sont compatibles
pour aucune valeur des constantes ao et 6o* P811* suite, la supposi-
tion dont nous sommes partis, à savoir que les variables u et ^étaient
liées par l'équation (42), est incompatible avec les conditions de
notre problème et, dans tous les cas, que les génératrices soient
réelles ou imaginaires, on est conduit à la conclusion

u = = ( / = = o.
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PROBLEME II. —Déterminer la surface engendrée par une
hélice circulaire et dont la courbure moyenne ne varie que
lorsqu'on passe d'une hélice génératrice à une autre.

Si l'on se reporte à l'expression que nous avons donnée pour
la courbure moyenne, on voit que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que la surface étudiée jouisse de la propriété demandée
est qu'il existe une fonction de t ^ f ( t ) ^ telle que l'on ait identi-
quement

(49) ^-/(^

Nous supposerons d'abord que f(t) ne soit pas identiquement
nul , c'esl-à-dire que nous laisserons de côté, pour le moment, les
surfaces minima.

L'égalité précédente exige que H soit rationnel le en sin ® etcos ©.
La surface demandée ne peut donc être que l 'une de celles définies
dans le premier problème exposé au Chapitre précédent.

Les hélicoïdes et le cjlindre droit répondent évidemment à la
question. Dans ce dernier cas,y(^) se réduit à une constante.

Reste à examiner s'il en est de même pour les autres surfaces
pour lesquelles H est rationnelle. Nous observons qu'elles sont
à plan directeur et à pas constant. On en conclut, en introdui-
sant les conditions correspondantes dans Si et Ss? qu'on doit avoir
identiquement

(50) H3/(0=Pi(sin<p,coso),

Pa désignant un polynôme de degré inférieur à 3 en sin © etcos co.
Or, dans le cas actuel, H se réduit, à un facteur numérique près,

à l'un des tvpes

u cos<p -t- v sincp ou ^s iny—pcoso- t -4 ' î

^désignant une fonction de t qu'il est inutile d'expliciter. Dans
un cas comme dans Pautre, régalité (5o) ne peut être satisfaite
identiquement que si

u == t» == o.
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La Surface est donc nécessairement un liélicoïde. Nous pouvons

donc énoncer les théorèmes suivants :

THEOREME IV. — Les hélicoïdes et le cylindre droit sont les
seules surfaces engendrées par une lié lice circulaire et dont la
courbure moyenne prend la même valeur en tous les points
d^une génératrice^ cette valeur pouvant d^ailleurs varier
d'une génératrice à une autre ou rester constante^ mais non
nulle sur toute la surface.

Les considérations précédenles laissent de côté les surfaces
minima. La recherche de ces dernières fait l'objet du problème
suivant :

PROBLÈME III. — Déterminer les surfaces minima engendrées
par une hélice circulaire.

L'équation déterminant les surfaces cherchées est

(5 i ) 5i -(- Sa =5 0

que l'on met aisément sous la forme

(52)
i Zo<p3-+-Zl<^)2+Z^9-^-Z,==o
( (Zo, ..., Z3, polynômes en sincp et en cos<p),

équivalente à

(53) Z o = Z i = Z î = Z s = o .

On simplifie les écritures et les calculs en introduisant la rela-
tion q = o. L'équation Zo == o devient alors

(54) (K/p-+-pK2cos<p) (K/2+p2K2)=o .

Afin de ne pas allonger cette étude, nous nous bornerons à la
considération des génératrices réelles. Celles-ci n'étant pas sup-
posées dégénérées en des cercles, l'équation (54) donne

^ = = K ' = o .

Les surfaces répondant à la question seront engendrées par des
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hélices à pas constant et à plan directeur. En la rapportant,
comme dansie problème précédente desaxes fixes, on est condui te
considérer deux cas : i° le rayon du cylindre principal est
constant : l'hélice est indéformable. Nous ne nous arrêterons pas
à étudier ce cas, l'établissement des équations fondamentales
étant en tous points semblables à ce qu'on fait dans le cas général
et ces équations conduisant sans aucune difficulté au résultat
suivant : la seule surface minima engendrée par une hélice
circulaire indéformable est Uhélicoïde gauche à plan direc-
teur (ou, en ne considérant que les parties réelles : la surface
engendrée est une couronne d'hélicoïde gauche à plan direc'
leur. Cette remarque faite ici une fois pour toutes est appli-
cable dans d^autres cas analogues).

2° Le rayon p est variable : On peut le prendre comme variable
indépendante. La surface étant alors définie par les équations (16)
avec K == Ko, l'équation qui exprime qu'elle est minima est, avec
les notations de Gauss,

(55) DG+D'E—aFD^o,

équation qui prend ici la forme

(56) ^ s in<p -h I)1, coscp -4-0=0 (Jlo, Kl,, C, fonction de p).

Cette équation équivaut à (A) = Kl» == e == o, ou

[Ko^—p(^w-w / v) -^ -2w](p2-^-Kg)-^ -KopM(Mî-4-p 2 -+-w2—I)=o,
[Ko^-^-p(^W-W'M)- f2Mw](p2-^K^4-Kop^(M2-^-p2^.^î__I)^^^

[Ko^'P—P^-hpW'Kpt-hKg)-»- 2WK^4- Wp2(^2_K,24_^ î_^ , )^^

(«=^ .=^ ,=^).
\ "? û?<f> d^ I

Telles sont les trois relations qui, jointes aux équations (16),
(avec R ==Ko), définissent toutes les surfaces minima engendrées
par une hélice circulaire, réserve faite de la génération ci-dessus
indiquée pour p === po.

J'ai intégré complètement le système (57) dans deux Notes parues
dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris
les 27 novembre et 26 décembre 191 i). Aussi ne reprendrai-je pas
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en détail cette question, d'autant plus que je me propose de
revenir avec tous les développements nécessaires ( ^ ) ; d'une part
sur l'intégration d'un système d'équations différentielles à deux
fonctions inconnues auquel appartient le système (6) (Ç. /?. Acad.
Sc.^ du 2^ novembre) et, d'autre part, sur l'étude spéciale de ces
surfaces minîma.

On est conduit au résultat suivant :

THÉORÈME. — Si on laisse de côté la génération de l^héli-
coïde gauche à plan directeur par ses deux systèmes d'hélices
circulaires^ les seules surfaces minima engendrées par les
hélices circulaires sont définies comme il suit :

1° L'axe de l'hélice décrit un plan et reste parallèle à une
direction fixe ;

2° Son pas reste constant;
3° En prenant pour plan des y =o le plan décrit par

Vaxe de V hélice^ le centre de son cercle principal décrit la
courbe définie par les équations

(58) X = = ^ ( f i + K g I o ) ^ Z = l a K o ( I o + K g J ) ^
*i .2

avec

l T F ds r C sds i f ds , ^ v(59) ^^ ^^Tr ^JTT^ €=±l\v y / i • v \a, c, const./( P = = [ ^ 4 - ( K g - h c - a 2 ) 5 — a 2 K g ] ( ^ - + - K g )

( 1 ) Voici les grandes lignes de la méthode employée pour cette intégration.
On pose

M==^cos9, y==^sin9

et des équations (5^) on tire trois équations différentielles dont la première
seule contient 6.

En faisant les substitutions
o2^2

A=^, M^=^-,
"0

puis M, = 6A, A == „•

i* On est ramené à résoudre une équation linéaire en H 4- 6 et une équation
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Remarques. — i° La variable s qui figure dans les formules (58)
n'est autre que p2 ;

a° Lorsqu'on fait a == oo on trouve une solution limite consti-
tuée par les hélicoï'des minima.

Nous ne nous étendrons pas longuement dans le présent
Mémoire sur ces surfaces, que nous désignerons sous le nom de
surfaces M; nous nous bornerons à rappeler les résultats suivants,
déjà signalés (C. 7Î. Acad. Se., 27 novembre 1911).

La courbe plane, lieu du centre du cercle principal, possède une
inflexion qui en est aussi un centre, et deux asymptotes parallèles
à Ox. Sa forme générale est celle de la courbe représentative des
tangentes.

Si l'on fait a ==o, on retrouve une solution particulière signalée
dnns une Note que j'ai fait paraître dans les Comptes rendus
de V Académie des Sciences (16 juil let 1907). Cette solution est
constituée par toutes les surfaces ^ minima (1).

Si l'on suppose G == o, les intégrales figurant dans les for-
mules (59) se réduisent aux fonctions élémentaires (2) et, avec un
choix convenable de l'origine, l'équation du lieu du centre du
cercle principal dans son plan ( x 0 y ) est

(60) Z == Ko arc tang—.

La surface dégénère alors en un hélicoïde gauche à plan direc-
teur.

On peut, d'une façon générale, énoncer sur les surfaces (M) le
théorème suivant :

ÏHKOKÈMR. — La tangente de V angle que fait avec Vaxe de
la génératrice d^une sur/ace (M) la tangente au lieu de

clé Bernoulli en 9. La première des équations en \ et 6 donne 6'= o. Des autres
on tire \ et w.

2° On trouve en outre une solution définie par la seule condition A — M,= o
ù laquelle correspond Fhélicoïde gauche à plan directeur considéré comme
engendré par un quelconque de ses systèmes d'hélices non coaxiales de la surface.

( ' ) La courbe lieu des centres s'aplatit alors suivant une droite.
( 2 ) Si l'on s'en tient aux éléments réels, c'est le seul cas, en dehors de la sur-

face (M), qui est aussi une surface (<î>) définie par les égalités a •==. K^-f" c == °«
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son cercle principal est proportionnelle au carré du rayon de
celui-ci.

C'est l'interprétation géométrique évidente de légalité

dz a Ko
dr ~ o'2

CHAPITRE V.
CLASSIFICATION DES SURFACES KNUENDRÉES PAR UNE HÉLICE CIRCULAIRE.

Les éludes précédentes permettent d'établir le principe d'une
classification naturelle des surfaces engendrées par une liélice cir-
culaire^ Elles mettent en évidence le rôle fondamental joué par la
présence d'un plan directeur d'hélices, aussi bien dans les pro-
priétés qui paraissent se lier, au premier abord, avec cette parti-
cularité que dans celles qui ne semblent pas, a priori^ avoir un rap-
port intime avec elle. Cette remarque nous conduiraà diviser ces sur-
faces en deux grandes classes : i°les surfaces à plan directeur;
2° les surfaces sans plan directeur.

Comme second caractère d'importance considérable, nous choi-
sirons la constance et la variabilité du pas. Ceci amène à séparer
les surfaces de chaque classe en deux grandes familles. Dans chacune
d'elles, la présence ou l'absence d'une enveloppe des génératrices
déterminera des genres. Enfin, dans ceux-ci, les espèces se diffé-
rencieront par divers caractères détaillés dans le Tableau synoptique
qui termine ce Chapitre. La classification qui s'y trouve proposée
repose sur les propriétés qui ont fait l'objet de cette élude. Il est
évident que rien n'empêcherait de pousser la subdivision plus
loin en introduisant la considération de propriétés nouvelles.
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Tableau synoptique résumant la classification

GENRES.

a. Génératrice ayant une enveloppe

A. Génératrice à pas constant..../

b. Génératrice sans enveloppe.

I. Surfaces à plan direc-
teur d'hélices.........

a. Génératrice ayant une enveloppe

B. Génératrice à pas variable...../'

b. Génératrice sans enveloppe ....

a. Génératrice douée d'enveloppe.

A. Génératrice à pas constant.

b. Génératrice sans enveloppe.....
II. Surfaces sans plan di-

recteur d'hélices.....

a. Génératrice douée d'enveloppe.

B. Génératrice à pas variable..

b. Génératrice sans enveloppe....

I^ota. — Nous avons signalé dans ce Tableau des variétés appartenant à plusieurs variétés d'ordre
cylindres circulaires, par exemple, peuvent être considérés comme cas limite de
douées de définitions diiïérentes peut conduire à des résultais intéressants.
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des surfaces engendrées par une hélice circulaire.

ESPECES.

Une seule espèce; les surfaces (F) parmi
lesquelles sont à signaler les surfaces (C)
appartenant aussi à l'espèce des surfaces <I>.

1 . Les hélicoïdes.

2. Les surfaces «l* (dont une variété admet
une enveloppe : surf. (C).

3. Les surfaces mi ni ma.
4. Les surfaces engendrées par une hélice

indéformable.
5. Les surfaces générales de ce genre.

Subdivisions basées sur Fordre du contact
avec l'enveloppe.

\
1 . Les cônes ou les cylindres projetant une

hélice circulaire quelconque.

2. Les hélicoïdes de seconde espèce.

3. Les surfaces générales de première classe.

1. Génératrice indéformable.
2. Génératrice déformable.

1. Génératrice indéformable.

2. Génératrice déformable.

Subdivisions fondées sur l'ordre du con-
tact.

Surface générale : les caractères rencontrés
dans cette élude ne permettent pas d'in-
troduire de subdivision dans ce genre.
Pour le faire, il faudrait s'adresser à d'au-
tres propriétés.

f L'hélicoïde gauche minima appartient aux deux
\ espèces suivantes et, aussi, au genre précédent.

Ont une variété commune.

A noter dans cette série les surfaces W à plan direc-
teur qui sont aussi des surfaces «ï».

i Ont pour cas particulier les hélicoïdes; à signaler,
/ parmi les hélicoïdes de seconde espèce, la surface

de vis de seconde espèce.

-A. cette espèce appartiennent les ^ générales dont
certaines variétés font aussi partie du genre pré-
cédent.

( A signaler certaines surfaces £ particulières.

A signaler dans celle espèce les surfaces £ générales.

plus général. Il est à peine besoin de faire remarquer que ce ne sont pus les seules; ainsi, les
toutes les variétés des surfaces à plan directeur. La recherche de variétés communes à des séries


