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Essai-sur la géométrie à n dimensions; par M. CAMILLE JORDAN.

(Séance du '12 rnni 187F))

On sait que la fusion opérée par Descartes entre l'algèbre et la géométrie
ne s'est pas montrée inoins féconde pour l'une de ces sciences que pour
l'autre.

Car, si d'une part les géomètres ont appris, au contact de l'analyse, a
donner à leurs recherches une généralité jusque-là inconnue, les analystes,
de leur côté, ont trouvé un puissant secours dans les images de la géométrie,
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tant pour découvrir leurs théorèmes que pour les énoncer sous une forme
simple et frappante.

Ce secours cesse lorsqu'on passe à la considération des fonctions de plus
de trois variables; aussi la théorie de ces fonctions est-elle relativement fort
en retard. Le moment semble venu de combler cette lacune en généralisant
les résultats déjà obtenus pour ce cas de trois variables. Un grand nombre
de géomètres s'en sont déjà occupés d'un manière plus ou moins immédiate.
Nous ne connaissons cependant aucun travail d'ensemble sur ce sujet (*).

Nous nous proposons, dans le présent essai, de montrer comment les prin-
cipales formules de la théorie de la ligne droite et du plan doivent être
généralisées pour s'étendre aux fonctions linéaires d'un nombre quelconque
de variables. L'étude de ces questions élémentaires doit naturellement pré-
céder toute recherche relative aux fonctions de degré supérieur.

Bien que ces recherches soient purement algébriques, nous avons cru
utile d'emprunter, ainsi que nos devanciers, quelques expressions à la géo-
métrie. Ainsi, nous considérons un point comme défini dans l'espace à n
dimensions, par les valeurs de n coordonnées ̂ ,...,^. Une équation liné-
aire entre ces coordonnées définira un plan ; k équations linéaires simul-
tanées, un k-plan ; n ̂ -1 équations, une droite. La distance de deux points
sera \/(x^—x'^ "{-...; etc.

Ces définitions posées, nous étudions, dans la section 1 de notre Mémoire,
les divers degrés de parallélisme qui peuvent exister entre deux multiplans.

Dans la seconde section, nous donnons les conditions de perpendicularité.
Dans la troisième, les formules de transformation des coordonnées.
Les sections suivantes renferment des résultats plus intéressants.
Les sections IV et V sont consacrées à l'étude des relations indépendantes

du choix des axes (les coordonnées restant rectangulaires), qui peuvent
exister entre deux multiplans. Nos principaux résultats consistent dans les
propositions suivantes :

1° Un système formé d'un k-plan P]( et d'un l-plan Pi passant par un même
point de l'espace a p invariants distincts, p étant le plus petit des nombres k,
l, n—k, n—L On peut considérer ces invariants comme définissant les
angles des deux multiplans.

2° Les divers plans perpendiculaires à f^ et à fi forment respectivement
par leurs intersections un n—k plan P^ et un n—l plan P ,̂ formant entre
eux les mêmes angles que P^ et P^.

F)0 Si Pft et Pi n ont pas de point commun, on aura un invariant de plus, à
savoir leur plus courte distance. Cet invariant s'exprime par-une fraction,

(*) Un seul chapitre de cette nouvelle g'éométrie nous paraît pouvoir être considéré
comme à peu près achevé; c'est celui de la courbure des surfaces. (Voir la thèse de
M. Morin, 1867, et les mémoires de M. Sophus Lie, Gœttinger Nachrichfen^ 1871.)
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dont le numérateur et le dénominateur sont des sommes de carrés de déter'
minants.

Dans la section VI, nous donnons le système des formules qui relient
entre eux les angles mutuels des divers multiplans formés avec n plans
donnés quelconques (se coupant au même point). Ces formules se réduisent,
pour n= 5, à celles de la trigonométrie sphérique. Nous les rattachons à la
considération du déterminant de la forme quadratique qui donne la distance
de deux points (les n plans donnés étant pris pour plans coordonnés).

Dans la section VIÏ, nous montrons comment une substitution orthogonale
de déterminant 1 peut être ramenée par un changement d'axes rectangulaires

à une forme canonique simple, dépendant de n invariants si n est pair, de

ç. s'il est impair. Nous donnons les équations différentielles partielles

auxquelles satisfont ces invariants. De cette recherche, nous déduisons entre
autres résultats la généralisation des théorèmes suivants :

Tout mouvement plan se réduit à une rotation autour d'un point.
Tout mouvement dans t espace est un mouvement hélicoïdal.
Nous en tirons encore la généralisation de la loi de réciprocité signalée

par M. Chastes, et qui a servi de fondement à ses belles recherches sur le
mouvement d'un corps solide.

Nous terminons en donnant les lois de la composition des mouvements
infiniment petits dans l'espace à 4 dimensions. Le résultat auquel nous
arrivons se formule dans ce théorème ;

Une rotation R, autour d'un point dans l'espace à 4 dimensions^ peut être
représentée dans l'espace à 5 dimensions par deux droites A et B, de gran-
deur et de direction convenables. Deux rotations R^ et Rg, respectivement
représentées par les droites A^ et Bp Ag et Bg, auront pour résultante une rota-
tion représentée par les droites A, résultante de A^ et Ag, et B, résultante-de
Bt et B^ (ces droites étant combinées suivant la règle du parallélogramme).

I. DÉFINITIONS. — PARALLELISME.

\. Nous définirons la position d'un point dans l'espace à n dimensions au
moyen de n coordonnées x^ ..., x^

Une équation linéaire entre ces coordonnées définira un plan ; deux équa-
tions linéaires simultanées, distinctes, et non incompatibles, définiront un
biplan; k équations, un k-pian ; n—1 équations définiront une droite ;
n équations, un point.

On pourra comprendre tous les êtres géométriques ci-dessus sous le nom
générique de multiplans.
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2. Soient
(1) A , = = = 0 , . . . , A t = 0

les équations d'unZr-planPt; en les combinant linéairement, on obtiendra
une infinité d'équations de la forme

^+...+XA==:O.

Les plans représentés par ces diverses équations auront évidemment
PA pour intersection commune, et nous les appellerons pour abréger les
plans générateurs de P^. Leurs intersections deux à deux, trois à trois,...,
k—1 à k—1, donneront une infinité de biplans, de triplans, etc., conte-
nant Pfc, et qu'on pourra appeler les biplans^ les triplons générateurs^ etc.,
de Pfc.

Il est clair que l'on pourra prendre pour définir P^, au lieu des équa-
tions (1), les équations de k plans générateurs quelconques

^ + ... + ̂ k == 0, X;Ai + ••• + ̂  ===0, ...,

pourvu que le déterminant des coefficients \ ne soit pas nul.
D'autre part, soit k' un entier quelconque > k^ et ne dépassant pas n. Si

l'on joint aux équations (1), qui déterminent P^, k ' — Y nouvelles équations
Aj^i ===0,. . . , Afc'==0, l'ensemble de ces équations (supposées distinctes et
non incompatibles) déterminera un y-plan contenu en entier dans P^. Nous
dirons que les y-plans ainsi obtenus sont les k'-plans de P/c.

Nous remarquerons enfin que les coordonnées courantes d'un À-plan
quelconque

A^=0,...,A^=0,

pourront être exprimées linéairement en fonction de n—k variables auxi-
liaires indépendantes. Il suffira en effet de poser

At-n==^,..., A^ ==>.»_ A,

Ak+i, ..., A^ étant des fonctions linéaires quelconques de x^ ..., x^ et l'on
aura un système de n équations qui permettront d'exprimer ces coordon-
nées en fonction des nouvelles variables L

5. Un plan sera déterminé en général par n points. En effet, l'équation
générale du plan contient n -4- 1 coefficients, dont les rapports seront déter-
minés par les n équations linéaires que l'on obtient en substituant succes-
sivement dans l'équation les valeurs des coordonnées des n points donnés.

Un k-plan sera déterminé par n — k -h 1 points.
En effet, considérons un plan quelconque assujetti à passer par les

n—k-}-i points. Cette condition donnera entre les n-j-1 coefficients du
plan n—k-^i équations linéaires; éliminant n—k 4-1 coefficients au
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moyen de ces équations de condition, il restera dans Inéquation du plan k
coefficients arbitraires. Donc l'équation générale des plans passant par les
n—À:-l-l points donnés sera de la forme

(2) X^4-...+^At==0,

et le A-plan Ai ===.. . ==Ak==0, intersection commune de ces plans, pas-
sera par les n—k -4-1 points donnés. D'ailleurs ce A-plan sera le seul à
jouir de cette propriété ; car si un A-plan P^ contient les points donnés, ses
plans générateurs les contiendront a fortiori^ ils seront donc de la forme (2);
et P& se confondra avec le A-plan A^ =... ==Ak== 0, intersection commune
de ces plans.

4. Deux plans donnés par les équations

A==a^+ ...+ûA+a==0,
B==^+...+^A+P==0,

se couperont en général suivant un biplan. Mais on doit excepter le cas où
l'on aurait

a!—— ——.^
b ^ ' " - b ;

car les deux équations A==--0, B == 0 seront incompatibles. On dira dans ce
cas que les deux plans sont parallèles,

Enfin, si l'on avait
fl! —— — û» —— a

^-'"'-b,-^
les deux équations A === 0, B == 0 n'en formeraient plus qu'une seule, et les
deux plans seraient non-seulement parallèles, mais coïncidents.

5. Soient P^ et Pi deux multiplans quelconques. Si, parmi les plans généra-
teurs de Pjk, il en est qui soient parallèles a ceux de P^, ils engendreront un
multiplan.

Soient en effet
Ci==0,...,Cç==0

des plans générateurs de P^ parallèles à des plans générateurs de P( et
choisis de telle sorte : 1° qu'ils soient indépendants les uns des autres,
c'est-à-dire ne soient liés par aucune équation linéaire identique

^Ct+...-h\Cç==0;

2° qu'il n'existe aucun plan générateur de P^ indépendant de ceux-là et pa-
rallèle à un plan générateur de Pi, Par définition, Pj aura parmi ses plans
générateurs des plans

C,=^,..,C^
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respectivement parallèles aux précédents. P* aura parmi ses plans généra-
teurs fous les plans

(5) ^Ci4- . . .+^Cp==0,

qui engendrent le o-plan
^=0,...,^=0,

que nous désignerons par Pp. De son côté, fi aura parmi ses plans généra-
teurs ceux de la forme

W >A+ •- + W^A + • • • +\^
respectivement parallèles aux précédents et qui engendrent le p-plan

C^==<^,.,., Cp==^,

que nous pourrons désigner par F,
Donc, pour qu'un plan générateur de P^ soit parallèle à un plan généra-

teur de P(, il sera non-seulement nécessaire, mais suffisant, qu'il soit un
plan générateur de Pc. Et réciproquement, pour qu'un plan générateur de
Pj soit parallèle à l'un de ceux de P&, il sera nécessaire et suffisant qu'il
soit l'un des plans générateurs de P'.

Nous exprimerons cette relation en disant que deux multiplans P& et Pj ont
entre eux un parallélisme d'ordre p .

Nous dirons d'une manière absolue que P^ est parallèle à Pj, si tous ses
plans générateurs sont parallèles à ceux de P;. Il faut évidemment pour cela
que Fon ait k <$ l. Si k = l, il est clair que P( sera réciproquement paral-
lèle à P^.

Si l'on a à la fois \ = 0, ..., \= 0, les divers plans de Pô seront non-
seulement parallèles à ceux de P' , mais coïncidents; et Pf et P& seront con-
tenus dans le mêmep-planPp.

Au contraire, si \ par exemple est différent de zéro, il faudra pour que
les plans (5) et (4) se confondent, que l'on ait la relation

?.^4-...+Vç==0.

Déterminant >ipar cette relation et substituant dans (5), on aura

,,(c,-^)+...+^-^)=o

pour l'équation générale des plans générateurs communs à P^ et à P,; et
l'on voit par là que ces plans ne seront autres que les plans générateurs du
p—1-plan

C,-^Cr-0,...,C^^C,=0,

lequel contiendra Pi et PA.
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6. Cherchons maintenant à quelles conditions doivent satisfaire les
coefficients des équations de P& et de ?i pour que ces mulliplans aient entre
eux un parallélisme d'ordre p , en étant ou non contenus dans un même
p-plan.

Soient
A^=a^i 4-•..4-alA4-a^ :=Û,Ai =a^i 4-•..4-alA4-a^ :=Û,

AA == aA-i^i 4- ... 4- fl&A + 9.ji == 0 /

Bi==^4-...4-&iA+Pi==0,

Bj == ̂  4-... + ̂ A4- fn == 0,

(5) . . . . . . . . . . . . . . .
AA == (4-1^1 + . . . 4- fl&A 4- 5-& == 0 /

les équations de P^ ;

jB,:=^+...+&iA4-Pi=0,
(6) . . . . . . . . . . . . . . .

celles de Pi. Pour qu'un plan générateur de P^ soit parallèle à un plan gé-
nérateur de P^, il faudra qu'on ait la relation identique

î^A^ -h ... -h >A == ̂ B^ + ... +- y.(B^4- constante ;

ou, en égalant séparément à zéro les coefficients des variables,

îi + • • + ̂ <4i == "-i&ii + ... v'ibu,
• • • • . . . • • . « . . . . • ,(7)
l̂ûl» + ••• + ̂ 4,»= u.̂ irt 4- •• • + ̂ (ra »'

et si l'on veut que les plans générateurs considérés soient non-seulement
parallèles mais coïncidents, la constante devra être nulle, et l'on aura par
suite une nouvelle équation

(8) \^ 4- ... 4- Xfcajfc == ̂  4- ... 4- (̂ i.

7. Cela posé, soit d'abord k 4- ^<$n; le nombre des paramètres )i, ^ sera
égal ou inférieur à celui des équations (7); si donc ces équations sont
distinctes, ce qui est le cas général, on ne pourra y satifaire autrement
qu'en annulant tous les paramètres. Donc dans ce cas P^ et Pj n'auront en
général aucun parallélisme.

Mais celle conséquence sera en défaut, si les coefficients a, b sont choi-
sis de telle sorte que les équations (7) se réduisent à un nombre p d'équa-
tions distinctes inférieur à k 4-1.

Il est d'ailleurs aisé de voir que p ne peut être inférieur à Z. En effet, les
équations (6) qui définissent P( étant supposées distinctes et compatibles
entre elles, l'un au moins des déterminants obtenus en prenant l colonnes
du tableau

&n ••• ^i»

&n ... bin
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^i ... bu

bu ... h a

différera de zéro. Gela posé, les l premières équations (7) seront dis-
tinctes, et permettront de déterminer ^4, ...,^ en fonction de \, ..., >*;
car le déterminant des coefficients par lesquels elles multiplient^,..., ̂ ,
étant égal à A, sera différent de zéro.

Soit donc p == k +1 —- p, et p < 1ï. Les équations (7) permettront de dé-
terminer ^4,..., ^et k — p des quantités \, telles que >p+i , . . . . ̂  en fonc-
tion des p paramètres indéterminés ).p ..., \.

Soit
^-n^^ç+i^i -(-••••+• ^p+i\»

(9)
Xft==W^ 4-..-+^A.

Substituant ces valeurs dans l'expression

X^-h...+^At=:0

des plans générateurs de P^ et posant pour abréger

CI-^AI +Wp+iAç4-i +... 4-mAÀt,
(10) . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cç == ̂  -h np+iAp+i + . • 4- n&A&,

on aura l'équation

CH) ^Ci+.. .4-x^Cp==0

pour définir ceux des plans générateurs de Pjk qui sont parallèles à ceux de
Pz* D'ailleurs les plans C^==0, .< . , Cp=0 sont indépendants les uns des
autres ; car si Fon avait une identité de la forme

vA4-...+^Cç==0,

on aurait, en substituant les valeurs de Gp . . . ,Cp données par l'équation,
une nouvelle identité de la forme

v^+ ... +VpAp+^+iAç+l+ ...==0,

Ce qui est absurde, lôs équations A^==0, ..., A&==0 étant supposéôs dis-
tinctes.

Les plans définis par l'équation (il) ne seront donc autres que les plans
générateurs du p-plan C, == 0,..., Cç=== 0; et P/, aura avec P, un parallélisme
d'ordre p.
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En outre, P^ et Pi seront dans un même p-plan, si l'équation (8) est une
conséquence des équations (7).

8. Supposons maintenant que l'on ait k+l^>n. On aura un parallé-
lisme d'ordre k 4-1 —n dans le cas général où les équations (7) sont toutes
distinctes; un parallélisme d'ordre k-^-l—p si elles se réduisent à p
équations distinctes. Enfin P^et Poseront dans un mêmep-plan si l'équation
(8) est me conséquence des équations (7).

9. Poir écrire les conditions d'un parallélisme d'ordre quelconque, on
n'aura donc qu'à exprimer que les équations (7) se réduisent àp distinctes.
Or, on sait que pour cela il faut et il suffit : 1° que l'un au moins des mi-
neurs de degré p formés avec les coefficients de ces équations soit différent
de zéro ; 2° que tous les mineurs de degré p 4-1 s'annulent.

Pour que P& et Pi soient dans un même ^o-plan, il faudra de plus que
l'équation (8) étant adjointe au système des équations (7), les nouveaux mi-
neurs de degré p +1 où figurent les coefficients de cette nouvelle équation
s'annulent comme les précédents.

iû. Si deux midtiplans P& et Pi n'ont aucun parallélisme, ils se coupent
suivant un multiplan P^-^.

En effet, par hypothèse, on ne peut satisfaire à l'équation

\^i 4- ... -+-AtA&==^Bi -h ...-t^Bi + constante,

ou^ ce qui revient au même, à celle-ci

^(AA~aJ+...4-^(At—afc)^=:^(Bi—P^)+...+^(Bï—^).

Donc lésé+^ fonctions Ai—a^, . . . ,At—at,Bi—(3p .... Bi—^ seront
distinctes, et les équations

A,==0,. . . ,A&===0, B^==0, . . . ,B&==0

lesquelles peuvent se mettre sous la forme

A^—ai===—a^,.. . ,Bi—h===—fo,

seront distinctes et compatibles entre elles, et détermineront un k + ^-plan.
11 . Si Pu et Pi ont un parallélisme tordre p, sans être dans un même

p-plan, ils ne se couperont pas
En effet, P^ et P^ont par hypothèse des plans générateurs parallèles, mais

non coïncidents, C^==0 et C^==<^. Les points de l'intersection devraient
satisfaire à ces deux équations, qui sont incompatibles. Si donc P^ et P/ ont
un parallélisme d'ordre p et se coupent, ils seront dans un mêmep-plan.

12. Si Pk et Pi sont dans un même p-plan, ils se couperont suivant un
k-{-l—p-plan.

Soit en effet
G, ==.-.== G, ==0
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le p-plan formé par les plans générateurs communs à P^ et à Pi. On peut
remplacer les équations

qui définissent Pj, par les équations équivalentes
C,==0,...,C,=:0, Bp4-i=0,...,ft=0,

dont les p premières ne sont que des combinaisons des équations A^== 0,
..., A&== 0 qui définissent P&. Le nombre des équations distinctes auxquelles
satisfait l'intersection de Pi et de P^ se réduit donc à k -{-l—p.

15. l/n k-plan Pk, glissant parallèlement à lui-même sur un l-plan fi,
engendrera un multiplan.

Les deux multiplans étant encore supposés définis parles équations (5) et
(6), les équations d'un A-plan parallèle à P& et passant par le point Ç^,. . . , s»
seront

(12)
1 Ai=a^4-... 4-flin^+^,
< . . . . . . . . . . . . . ,
( Afc=a&i^+ ...4-û^n4-a^

Mais si le point ^,.. , ̂  appartient à P^, on aura

Vi+--+^À+Pi=0,
(15)

^i+...+^^+Pn=0.

Donc, en éliminant Sp..., ̂  entre les équations (12) et (15), on aura les
équations du lieu cherché, qui seront linéaires.

Supposons, pour fixer les idées, que P& et ¥i soient dans un même p-plan
P^. On pourra admettre que, parmi les plans choisis pour définir P^ et Pf, se
trouvent les plans C^==0, . . . , Cç==0 qui définissent Pc; on peut donc
admettre queTon ait

^== B, == G , , . . . , A ç = = B p ==:€,.

Mais alors les seconds membres des p premières équations du système (12)
s'annulent en vertu des équations (15). On aura donc, parmi les équations
du lieu cherché, les suivantes

A,==0,...,^=0,

et l'on aura les autres en éliminant les n variables Ç entre les k—p der-
nières équations du système (12) et les l du système (15). Cette élimination
donnera l + k — p — n équations nouvelles qui achèveront de déterminer le
lieu cherché.
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II. DISTANCES. — PERPENDICULARiïé .

14. La distance de deux points ayant respectivement pour coordonnées
x^ ..., x^ et y^..., yn sera définie par la formule

A = ̂ -yi)2^...^-^-^)2.
On appellera distance d'un point p à un multiplan sa distance au point du

multiplan qui en est le plus rapproché. Ce point q sera la projection du
point p sur le multiplan.

La distance de deux multiplans qui ne se coupent pas sera la distance de
leurs points les plus voisins.

La projection d'un multiplan sur un autre sera le lieu des projections de
ses points.

15. Cherchons les coordonnées x^ ..., x^ de la projection q d'un point p,
dont les coordonnées sont y^ ..., y^ sur le multiplan P» ayant pour
équations

( aH.Ki4-...4-Oi^n+û4==0,
(14) . . . . . . . . . . . . ,

( û&l̂ i 4- ... 4- aknpCn 4- »„==: 0.

Le point q étant dans P», ses coordonnées satisferont aux équations (14).
D'autre part, l'expression

A«==(^-yl)l+•..-^(.rn-~t^

doit être moindre que pour tout point voisin q' situé dans P^, et ayant pour
coordonnées ̂  4- àx^ ..., x^ -h àxy

La différentielle de A1, égalée à zéro, nous donnera l'équation

(15) (^ - î/i)( î + ... 4- (̂  — yn)dx^ == 0.

D'ailleurs ç' étant situé dans P^, ̂ , ..., ̂  ne seront pas arbitraires,
mais satisferont aux équations

(16)
( a^dx^ 4-... 4- ai»A^ = 0,

( ajtidx^ 4- ... 4- dkndx^ 0.

L'équation (15), devant être satifaite toutes les fois que les équations (16)
le seront, sera une combinaison linéaire de celles-ci; on aura donc, en dési-
gnant par \,..., >kdes multiplicateurs convenables,

(17)
^A — Vi ̂  ̂ u 4-... 4- ̂ ti»
• • . • . • • • • . • • • ,
n̂ — y» == ̂ in + ... 4- ̂ a»n.
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Si l'on élimine entre ces équations les k paramètres \,..., ̂ , il restera,
entre x^ ...,^, n—k équations distinctes

(18) C,==0,...,€,-^a.

qui, jointes aux équations (14), détermineront complètement ces quantités.
16. Supposons maintenant que x^ .... a^, au Heu d'être des inconnues à

déterminer, soient les coordonnées. d'un. point do™é de Pu.
Les équations (17) ou (18), dans lesquelles ^, ...,^ seront considérées

comme coordonnées courantes, représenteront le lieu des. points de l'espar;
dont la projection sur P^ tombe sur le point x^ ...., ̂ . Ce lieu sera donc un
^-—À-plan 1\_^. Nous dirons que Pn^n est le n—k-plan perpendiculaire
à P/c, élevé par le point x^ .,., x^.

En général, un Z-plan P( sera dit perpendiculair à un k-plan P&, si deux
multiplans P'̂  f[ respectivement parallèles à ceux-là étant menés pay un
point quelconque p de Fespace^ chacun des points de P, se projette s»r
P^ en un des points d'intersection de P'̂  avec f\,

17. Cherchons à établir les conditions de perpeodicularité.
Soient comme précédemment

Ai=a^4- ...+a,A+ai==0,
(19) * * * * * * • * • * • • • • • ,

AA == OAI^ -+- ... +<W» + ak == 0

les équations de P^ ;

Bi==^^4-...-f-^^+Pi=0,
• • • • • • • • * . . . . . ,(20)

t = bnx^ -h ... + fr^^n 4- fc=== 0.

celles de f'i.
Un point quelconque d,e P;,, tel que y^..., y^ s^ra lié à sa projection

x^ ...,^ par les relations (17); et, pour que P;5oit perpendiculaire- à V^
il faudra, par définition, que ̂ ,.... ̂  satisfassent aux relations (20), ainsi
que î/i, . . .» y^ On aura par suite les équations

(21)
:M^-2/i)+...4-^(^-^)===0,

M î - !/i) 4- ... + ̂ (.̂  - !/„) = 0,

lesquelles devront être une conséquence identique des équations (17),
toutes les fois que ̂ ,..., ̂  satisferont aux équations (19), et ̂ , ..., ̂  aux
équations (•20).

18. Supposons d'abord que P^ et P, n'aient aucun parallélisme; P^ et
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P; n'auront aucun ptan générateur commun. Les équations (19) auxquelles
satisfont^,. ...celles équations v / 4 t»a-i,..., Xy et les équations

( ^^uy» + ... + h^ + p,=o,

1 Bj == ft;iy, + ... + ̂  + p,, = o',
(22)

ne donneront aucune relation entre les quantités ̂  — y x — »
Supposons en effet qu'on pût en déduire une relation de'la forme

^A,+...+|^+v.B;+... + v,B,=c.(^-y,)+... +c»(^-y,)=0.

Cette relation donnera»!, en y changeante,..., y,, eh ̂ ,..., ̂ , l'identité

(«A+ ...+y.^+ifti+... +viB;=0;

donc P, et F» auraient contre l'hypothèse un plan générateur commun

(«•A + ... -+-(^A»= — (viB, + .„ +viB()==0.

Donc ks éçuations (21) devront se déduire des seules équations (17). ce
qui donnera, en substituant les valeurs de x^—y^ ..., x —y tirées des
équations (17), et égalant ensuite à zéro les coefficients des'mdétermi-
nèes \,..., ,̂1 le système d'équations suivant

!*uau -t- • • 4- h»a^ == 0,
(23) _ . . . . . . . . . . ,

l>n<W-f- ... + &n>a'CT=0,

Chacune de ces kl équations, considérée séparément, exprime que l'un des
plans BI,,...,B| est perpendiculaire a l'un des plans Ai,...,,A». D'ailleurs
leur forme symétrique montre que si P,est perpendiculaire à P», récipro-
quement P» le sera à Pi. ' f

19. Supposons plus généralement que P, et P» aient un parallélisme
d ordre p ; P^ et F( seront contenus dans un même p-plan.

Soient

Ci=(tnAi+...-|.-(An;At=viiB,+...+vi|B(=cn;^ + ... +c^!Sn+f^O,
c, =(VAi + ... + (-p»A»=^B, +... + VB( = c^Xt + ... + c^'+f,= 0

les équations de ce p-plan P' •

»,iBi+...+vnB(==Ci—^==0,

VpiB,+...+^B,==C,-^=0
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les plans génératcur3 correspondants de Pi. Les équations (19) et (22) don-
neront les suivantes
V-u^i 4- ...+^iAk—VHB;— ... —v»B; == CH(̂  — ̂ ) + ... 4- c^—y»)===0,

K'piAi4-...+K.p&Ak—v^iB;—...—^B; == Cpi(^ —yi) 4- ... + Cpn(^—^)==0.

Substituant dans ces équations les valeurs de x^—y^ .,., x^—^tirées
des équations (17), on aura p équations de condition

(24) D ,==0 , . . . ,Dp==0

entre les paramètres >i, ..., >k. Et pour avoir les conditions de perpendicu-
larité, il faudra, après avoir substitué les valeurs de x^—yi,...,^—y^
tirées des équations (17) dans les équations (21), éliminera des paramètres
\, ...,5ik à l'aide des équations (24), et alors seulement égaler à zéro les
coefficients des paramètres restants ; les équations (21) se décomposeront
chacune en k—p équations distinctes. Et ces l systèmes de k—p équa-
tions exprimeront respectivement que le point x^ ..., x^ se trouve sur les
plans BI==O,. . . ,BÎ==O.

Mais ces systèmes de conditions ne sont pas distincts. En effet, le point
a:p...,^ se trouvant d'après les données <ie la question sur les plans C^== 0,
..., Cp==0, il suffira qu'il se trouve en outre sur l—p plans convenable-
ment choisis dans la suite B^,..., Bi pour qu'il se trouve sur les autres; ce
qui réduira à ( l — p ) {k—p) le nombre des conditions distinctes néces-
saires à la perpendicularité.

20. D'ailleurs, ici encore, si P( est perpendiculaire a P^, f^ sera réci-
proquement perpendiculaire à Pj. Pour constater avec évidence cette réci-
procité, nous pourrons admettre que les plans €4,..., Cp aient été choisis
parmi ceux qui servent à définir P^ et P(.

Les autres plans qui définissent ces deux multiplans pourront, en outre,
être choisis de telle sorte qu'ils soient perpendiculaires aux précédents. En
effet, soit

w^ 4-... 4- w»At == 0

l'un des plans générateurs de P^. Il sera perpendiculaire aux plans C^==0,
..., Cç == 0, si Fon a les équations

(w î +. •. 4- Win)cn 4- ... + (WlOift 4- ... 4- Wtn)Cm == 0,

pour r==l ,2 , ...,p. Ces p équations détermineront p des constantes w, par
exemple 7^-^4-1, ..., w*, en fonction des autres.

Soit, par exemple,
Wt—p+i==W^ 4- ... 4-^Wt—ç, ...,

^==^1^4- ... +n^k— ^
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Les plans cherchés seront donnés par la formule
^(Ai4-w^A».-^i4- ...4-^An) + ...4-^(Aç4-niAt-ç+i4-...+npA,,) == 0,

laquelle représente un À:—p-plan, dans lequel on pourra choisir à volonté
k—p plans pour achever de définir P^.

Soient donc
A, =r Ci == c^ 4- ... -+- c^yC» 4- ifi = 0,

(25) A,=Cç==c^4-...4-^4-^===0,
v A^i==ap+i,i^i4-...4-ap4-i.A+ap+i==0.

• • • ' • • • • • • • . • . . • • • • • y

Ak ==akiXi 4-... 4- a^n + at== 0

les plans qui définissent P^, choisis comme nous l'avons indiqué; on aura
une série d'équations de condition contenues dans ce type général

(26) Cridsi 4- ... 4- Cmam == 0

On pourra de même définir P; à l'aide des plans

C,=0,...,Cg=0,
,Q^ B^+1=1^1^ 4- ... 4-^-+-i.A+Pp-+-i==0,

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • i
Bi = bu Xt 4-. • - 4- bm x^ 4- ̂  = 0,

choisis de t^lle sorte que l'on ait

(28) Cribsi 4- ... 4- Crnbsn = 0.

En comparant les équations (25) et (27) aux équations (19) et (20), il
viendra

(29) a^==^i== c^, ...,açn==&p»==Cp».

Substituons maintenant les valeurs (17) dans les équations (21). En
tenant compte des équations (29), (26) et (28), et posant pour abréger

CriCsi 4- ••• + CrnC,rn=- Krs,
OrAl 4- ••• 4-OrA»==Lrs»

il viendra
XtK^4-.. .+\ 'Ktp=0,

^Kpi4-...+\K^==0,
^+il^i,t4-... + ̂ -t-u =0,
• • « • • • • • • • • • • • • y

\4-iL44-...4-^==0.
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Les p premières équations de ce système sont le résultat de la substitu-
tion des valeurs (17) dans les équations G, =0, . . . ,Cp==0; et toutes les
valeurs de \,..., ^ qui satisfont à ces p équations doivent satisfaire iden-
tiquement aux autres équations du système? ce qui donne les relations

L^+u === 0 , . . . , Lu ==0,

lesquelles sont évidemment symétriques par rapport aux a et aux &, et
et expriment que chacun des plans K^i,..., A^ est perpendiculaire à cha-
cun des plans Bp^,..., B(.

21. Tout k'plan fj^peut être déterminé d'une infinité de manières par Vin-.
tersection de If-plans rectangulaires.

Soit en effet A^==0 un quelconque des plans générateurs de P». Nous
avons vu que P^ contient un A--.l-.plan P^ perpendiculaire 6 P». Soit A,
l'un quelconque des plans générateurs de P^; il sera perpendiculaire
à Ai. D'ailleurs P^ contiendra un k —2-plan P^, perpendiculaire au biplan
(A^, Ag).Soit As un de ses plans générateurs ; il sera perpendiculaire à A^ et
à A,. On pourra de même déterminer dans P^ un nouveau plan A* perpen-
diculaire aux trois précédents ; etc.

En posant k=n dans la proposition qui précède, on voit que par un
point quelconque de l'espace on peut faire passer une infinité de systèmes de
plans rectangulaires.

22. Soient p un point quelconque; q sa projection sur un multiplan P*;
r un point quelconque de P^; on aura entre les distances des. trois points p,q,r
la relation

pr'^^+çr2.

En effet, soient ̂ ,..., y^ x^ ..., x^ ^,.... ̂  les coordonnées des trois
points p,ç,r; et supposons i\ défini par les équations (14); on aura

^•î=(2/l-Sl)t+...+(^-S»)a

=tol-^+^-Ç^)î+...4-(y»--^+^-t„)^
=^+^+2((t/,-^)(^-^+...4-(yn-^)(^-S,)}.

Mais, si ton remplace ^1—^,...,^—^ par leurs valeurs tirées des
équations (17), le terme entre parenthèses deviendra

^Saii(^~^)+...+^(^-y{4-...+^(a»i(^-SO+...+

expression dans laquelle les multiplicateurs de >„ ...» ̂  s'annulent évidem-
ment; x^.... ^et Çp ..., ^satisfaisant aux équations (14).

25. Soit PH+iun multiplan contenu dans f^ la projection de p sur fiç+i
tombera au même point s que la projection de q.
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En effet, r étant un point quelconque de P»+| , on aura, d*après ce qui
précède,

Pr2==ip?+îrî-
En outre, s étant la projection de q sur P» .4. ̂ , on aura

<p==;i?4-r?.
On a enfin

^===^4-ci'.
On déduit de tout cela

——» *.—• uk&

pr^pP+w1 ,

équation qui montre que le point s est la projection de p sur P»+ j .

III, CHANGEMENTS DE COORDONNÉES.

24. Des droites parallèles D,D', limitées à des plans parallèles P,P', ont
te même longueur.

Soient en effet
Ai === Oi^i -+•... 4- <ïiA + ̂  ==^ 0,

A»-i=a»-i,i^-t- ... 4-0^-1,^4- an-is==0

les équations de la droite D ;

(50)

(51) B=^4-...4-^A+P==0

celle du plan P;

(52) A,==a',...,A^i==a^i

celles de D' ;
(55) B=p'

celle de F.
Les coordonnées Çp...,Ç^ de l'intersection de D avec P satisferont aux

équations (50) et (51); celles ̂ ,..., isn du point ^intersection de D avec P'
satisferont aux équations (50) et (52); on en déduira

ÛH Î - Si) 4-... 4- a^m, -ç») ==; 0.
(34)

an-i.i(y.i —Si) +... •+• a»-i,n(r.«— V ==0,
^* - Si) + - + ̂ n - u + y ̂  o.
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Les coordonnées Ç^,... , Ç», vî\,..., 1?,» des points d'intersection de D' avec

P et avec P' satisferont à ces mêmes équations ; on en déduira

^i- Si==^i—Si,—>»l»—S»==^»--Çn»

d'où
«- ̂ -h... + (^- ̂  == (̂  ~ W 4. ... + (^n - W

ce qu'il fallait démontrer.
Remarquons d'ailleurs que les valeurs de ^—Ç^. . . ,^—^ déduites

des équations (54) varient proportionnellement à la constante (3'; d'où cette
conclusion :

Trois plans parallèles coupent proportionnellement deux droites quel»
conques,

25. Le lieu des points dont la distance a un plan fixe P, comptée suivant
une direction donnée, est constante sera donc un plan parallèle a P.

Un système de n plans indépendants P, Q,... étant donné, la position
d'un point dans l'espace sera complètement déterminée lorsqu'on connaîtra
sa distance à chacun d'eux, cette distance étant comptée, par exemple,
dans la direction çte l'intersection des n— i autres plans. En effet, ces
distances détermineront n plans, respectivement parallèles à P,Q,..., et dont
l'intersection donnera le point cherché.

Les distances ci-dessus X^,..., X^ formeront donc un nouveau système de
coordonnées qui pourront servir, au lieu de x^ ..., x^ pour définir les
points de F espace.

26. Les nouvelles coordonnées sont liées aux anciennes par des équa-
tions linéaires.

Soient en effet
{ Oiia;i+...4-ai^n-h^==0,

(55) . . . . . . . . . . . . . .
1 a»ia;i+.. '+Wn 4-^=0

es équations des plans P,Q,.... Soient ^,..., Ç» les coordonnées d'un point
quelconque. La parallèle à l'intersection des plans Q, ...,, menée par ce
point, aura pour équations

(56) an(^-^)4-...+an,(^-y==0 (r== 2, ...,n),

et les coordonnées x^ ..., x^ de son intersection avec P satisferont en outre
à l'équation de P, ou ce qui revient au même à celle-ci

(57) an(^--Çi)+ ... 4- a^n — Sn) ==OiiSi 4- ..^ûinÇn—^.

Posons, pour abréger,
<»nSi+...4-a«A»—^==L,



OH ...ai»

^ni •••^ft

rfA
J — — == Vf» 5dan

V^l+...+^=Mr;

on déduira des équations (56) et (37) les suivantes

t. —^H1 .. ç ^^n1^^—^—-y-»-^»—^—-^-»

X,=^~y+...4-(^-V«=^-L===^-(a^+...4-a^-a,).

On trouvera de même, pour toute valeur de r,

(58) \r = ̂ (OriS, 4- .-. + ûrA - ar),

Renversant ces égalités, il viendra

,»a\ f ^Y _L -i-^Y . ^Ar«i +... 4-^nr^n(59) Çr = » Ai 4- ... 4- •» X» 4- —————.—————•
W^ Jlln A

27. Il est aisé d*exprimer la distance de deux points en fonction des
nouvelles coordonnées.

Soient, en effet, Ç^, ...,^ et X'i,..., X^ les coordonnées d'un second point.
Elles satisferont aux équation (56) et (59); on aura, par suite,

Ç,-^==^(X,-X;);+...-+-^(X,-X,).

La distance D des deux points sera donnée par la formule

D^a^-çr^s^-^)1

+^bnbst\^ ^^(Xr-X^X^X;),

Cette formule se simplifie lorsque les nouveaux pl^ftis coordonnés sont
orthogonaux.

On a, en effet, par définition,
(40) anai 4- ...4-0r»a<»===0, si r==s.

On peut d'ailleurs, sans rien changer au système des nouveaux plans,
multiplier l'équation de chacun d'eux par une constante, telle que l'on ait

o?i +...+û^ =i.
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Mais alors a^, ...,a^ seront les coefficients d'une substitution orthogonale;
et, d'après les propriétés connues de ces substitutions, on aura

ûîr+... 4-û3r==l, dirais-^ ... + Owû^ == 0,

A=±i, "f=^ Mr==v'A«(arrT^Tflir)==i,
/«^ ^rAl-4-—+ ^rn^ft .„ , .
(41 ) ———jp^———— == ̂ (airflK + ... + anrdn,) = 0 ;

de sorte que D'se réduit à une somme de carrés.
Réciproquement, si les équations (41) sont satisfaites, les équations (59)

représenteront une substitution orthogonale. La substitution réciproque
définie par les équations (58) sera aussi orthogonale. Les équations (40)
seront donc satisfaites ; les nouveaux plans coordonnés seront donc perpen-
diculaires entre eux.

IV. INVARIANTS ANGULAIRES.

28. La transformation des coordonnées dans l'espace à n dimensions
présente les mêmes avantages que dans la géométrie ordinaire. Elle per-
met de changer les équations qui représentent une même figure, et de les
simplifier par un choix convenable des indéterminées qui figurent dans les
transformations.

Deux figures quelconques tracées dans l'espace sont considérées comme
pareilles, lorsqu'on les rapportant à des systèmes de coordonnées ortho-
gonales, convenablement choisis pour chacune d'elles, on peut les repré-
senter par les mêmes équations.

Si les systèmes orthogonaux auxquels ces deux figures sont respective-
ment rapportées sont tels que l'on puisse passer de l'un à l'autre par une
substitution orthogonale de coefficient 1, ces deux figures seront considé-
rées comme égales et ne différant que par leur situation dans l'espace ;
elles seront symétriques, si le déterminant de la substitutiin est égal à— 1.

29. Tous les k-plans sont à la fois égaux et symétriques. Nous avons vu
en effet qu'un A-plan quelconque P» peut être considéré comme résultant
de l'intersection de k plans rectangulaires. En un point quelconque de
P», élevons le Pn-t plan qui lui est perpendiculaire. Il sera lui-même l'in-
tersection de n— k plans perpendiculaires entre eux, et perpendiculaires
aux précédents. Prenant les n plans ainsi définis pour plans coordonnés,
les équations de P» prendront la forme

.^==0,...,.^ :==().

Les équations d'un A-plan quelconque étant réductibles à cette même
forme, ce A-plan sera identique ou symétrique à P». Mais il sera à la fois
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identique et symétrique; car P»est symétrique à lui-même, ses équations
n'étant pas altérées lorsqu'on y change x en — x (opération qui est une
substitution orthogonale de déterminant — 1).

50. Considérons maintenant un système de deux plans P,Q qui se cou-
pent. Prenons pour origine l'un des points de l'intersection, pour plan des x^
le plan P, pour plan des x^ un plan rectangulaire à celui-là passant par le
biplan (P,Q), et pour les autres plans coordonnés, n — 2 plans rectangu-
laires, situés dans le n—2-plan perpendiculaire à (P,Q). Les équations des
deux plans prendront la forme

^==0,
ax^ +&a;2===0,

ou, en divisant la seconde équation par ^a* +^ ce qui est permis, et
, a bposant , == cosa, • == sm a,

V/a^+fr' v^+fc8

(42) ( ^=0,
( x^ cos a + a/'g sin a == 0.

La forme canonique à laquelle nous pouvons réduire les équations d'un
système de deux plans contient donc comme paramètre un angle a. Donc
tous les systèmes de deux plans ne sont pas pareils, mais différent entre
eux par un élément caractéristique.

51. On pouvait voir a priori qu'il en devait être ainsi. Considérons en
effet les équations de deux pîans sous leur forme générale

P==a^ 4-... +<W»-+-a==0.
Q==^+... +^+p==0.

Soient y^ ..., y» les coordonnées de l'un quelconque q des points de Q.
Sa projection x^ ..., x^ sut P sera donnée par les relations

a?i—yi===^i, ...,.B»—y,==:xa»,

\ étant une constante à déterminer par la condition que x^ ..., x^ satisfas-
sent à l'équation P=== 0, ou ce qui revient au même, à la suivante

ai(^—2/i) 4-... + a^-yn) ==L.

en posant, pour abréger, L = fl^i •+-...+ a^ — a.
On déduira de là

^aîTTToî'
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et Ja distance D des deux points y^ ..., y^ et x^ ..., ̂  sera donnée par la
formule

(45) D.=x.(aî+...+o%)=^J^.

Cherchons maintenant la distance A de q à l'intersection des plans P,Q.
La projection ^,..., Zp du point p sur son intersection sera donnée par les
relations

^ —Vi ==>-ûi 4- v-bi,..., ̂ —y»==Xa» 4- ̂ ,

les paramètres >, ^ devant être déterminés par la condition que ̂ , ..., z
satisfassent aux relations P==0,Q==0, ou, ce qui revient au même, 1
celles-ci

l̂ — 2/l) + ... + 0'n^n — Vn) = L,
^i-yi)+...+&^-^)=o.

On en déduit

d'où
^2rû? + V^rarbr = L, XS^r^r + ̂ î = 0,

2^.L _ îarbr. L
~~ 2a?2^2 - (2a,&,)» ̂  -- sar^^-tsa^r)''

Substituant ces valeurs dans l'expression

A» == (X^ + ̂ )» + ... 4- (^ + ̂ V,

il vient, en supprimant le facteur commun 20^ ïb3. — (sar&r)'»

(44) A— ïbî9LÎ

— îaW-^ {îarbr)^

Cette équation, comparée à l'équation (45), donnera
D» _2^2l>? — (SQ^r)»
A» "~ 2a?2&?:

(45)

DÎ
Le rapport . est donc indépendant de la situation du point q dans le plan
Q, et égal à une constante K.

Remplaçons maintenant le système actuel de coordonnées par un autre
D2

système quelconque, également rectangulaire. On aura —^==K',K' étant la
fonction analogue à K formée avec les nouveaux coefficients. Mais les
distances D et A ne sont pas altérées par les substitutions orthogonales ;
on aura donc K ==K'. Donc la fonction K est un invariant pour toute substi-
tution orthogonale; et deux systèmes de deux plans ne pourront être pa-
reils, s'ils donnent des valeurs différentes de cet invariant.
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Les deux plans étant mis sous la forme canonique (42), il viendra
I^sin'oi.

La quantité

^•^^
sera un autre invariant, symétrique comme le premier par rapport aux
coefficients des deux plans.

L'angle a peut être appelé V angle des deux plans.
52. Il est à remarquer que si sin2^ et cos^ sont des invariants, il n'en

est pas de même de sina et cosa, coefficients de l'équation canonique du
plan Q. En effet, en changeant le signe d'une des coordonnées x^ Xy ou de
toutes deux, on pourra changer le signe de ces coefficients.

*55. Passons à la considération d'un système de deux multiplans P&, Piy
ayant un point commun îr. Pour traiter la question dans toute sa généralité,
nous supposerons :

1° Que F* et PÎ sont dans un même p-plan Pc (sans être dans un même
p+l-plan);

2° Que les multiplans P»- », P»-i élevés par le point TT perpendiculaire-
ment à F» et à Pf sont dans un même o-plan P, (sans être dans un même
a+lplan);

3° Que P»_fc et Pi sont dans un même T-plan P, (sans être dans un même
T 4- 1-plan) ;

4° Que fn-i etPt sont dans un même u-plan Pu (sans être dans un même
v-1-1-plan).

Nous prendrons pour plans coordonnés :
1° p plans rectangulaires

a^==o,...,.^==0

pris parmi les plans générateurs de Pp ;
2° <r plans rectangulaires

y,==0,...,t4==0

pris parmi les plans générateurs de P<y ;
5° T plans rectangulaires

^==0,...,;s,==0

pris parmi les plans générateurs de P, ;
4° u plans rectangulaires

Mi===0,... ,My==0

pris parmi les plans générateurs de Pu ;
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5° k — p — u == a pîans rectangulaires

v,==0,.. ,,t?a===0

choisis abitrairement parmi les plans générateurs du multiplan P« mené par
Pk perpendiculairement à Pc et à Pu ;

6° n — k — a- — T === (î plans rectangulaires
Wi==0, . . . ,wg==0

choisis abitrairement parmi les plans générateurs du multiplan Ps mené
par P»_t perpendiculairement à P, et à P,.

Il est clair que les plans coordonnés ainsi choisis seront tous rectangu >
laires entre eux, et que les équations de P» prendront la forme

^==0, ...,^==0,
^==0,...,^==0,
Vi==0,...,^==0.

Quant à P(, il résultera de l'intersection des plans
^±=ô,...,^==0,
^==0,...,îï,==ô

avec un l— p — i === ^-plan P^ perpendiculaire à ceux-ci. Py étant d'ailleurs
perpendiculaire à P»-î, le sera aux plans

^==0s,...,y<^0, îii==@,...,^=s0

contenus dans P»^j. Donc les équations de ses plans générateurs se rédui-
ront à la forme

A, ==0^14- ...-j-(Wa4^HWi4- ... +^isWg==0,
(46) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ay = a^ + ... 4- fl^a+^iWi +• ...-h &yg^g === 0.

La comparaison des deux tiiultiplans P^ et Pj se trouve ainsi ramenée à
celle du ̂ -plan Py avec le a-plan Poi intersection des plans

^==0, ...,o,==0'.

Cherchons à effectuer cette dernière cômparaisoti.
54. Il est aisé de voir en premier lieu que' les trois entiers a, p, y sonî

égaux.
En effet, si y était > a, on pourrait en combinant les y équations (46)

éliminer v^ ..., ^a et obtenir l'équation d'un plan générateur de Py et dont
l'équation se réduirait à la forme

(47) c^+.,.-hC6Wg==tô.
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Ce plan serait perpendiculaire à Pa et par suite à P» ; et en joignant son
équation à celles qui déterminent P,, on aurait un 74-1 plan contenant à
la fois Pn- » et P^, contrairement à ce qui a été supposé.

Si y était <a, on pourrait déterminer dans Pa un a;—y-plan peïpeadi-
culaire à P^. Car l'équation générale des plans générateurs de P»

^ •+• ...4-XaVa===0

contient a paramètres \,..., ̂  et les conditions de perpendicularité sont
au nombre dey seulement; donc a—y paramètres resteraient indéterminés.
Enjoignant les équations de ce a —y-plan à celles de Pu, on obtiendrait,
contre l'hypothèse, un u -+- a—y-plan contenant à la fois P^ et P» -1.

Donc y === a.
Si y était >(3, on pourrait éliminer t^,...» Wp entre les équations (46)

de manière à obtenir un plan générateur de Py, dont l'équation serait de la
forme

c^i +...+c,t^==0.

Ce plan serait donc l'un des plans générateurs de P», et en joignant son
équation à celle de Pp on obtiendrait, contre l'hypothèse, un p + 1-plan
contenant à la fois P^ et Pi.

Si y était <p, on 'pourrait déterminer dans Pp un (3—y-plan perpendi-
culaire à P^. En joignant les équations de ce (3 —y-plan à celles de'P,, on
aurait, contre l'hypothèse, un v 4- P— y-plan contenant à la fois P»-k et
Pn-l.

Donc y ==?=== a.
Les équations (46) pourront donc s'écrire sous la forme

(48) Ar==ari^4-...+ar,V»-t-fcrlWt4».^4-&r^«==û (f ==I,2,.̂ a),,

55. En second lieu, les a fonctwns de ta forme

W Br==iartVi+...4-Or,^

sont toutes distinctes ; car, si elles étaient liées par une équation linéaire
^Bi+... 4-Mot=0,

Py aurait un plan générateur
^Ai+ ...+^==;ô

dont l'équation se réduirait à la forme (47), résultat dont mous avons dé-
montré l'impossibilité (n0 54).

Les fonctions Br étant distinctes, on pourra résoudre les équations (49)
par rapport à i^, *.., v<x et en tirer des relations inverses, d'e la forme

^= e^ -^... -4- e^B. (r=t,2, ..*, a).
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Cela posé, il est clair que les équations des plans

(50) Cr==enAi+...-4-er,A«==0

se réduiront à la forme

(51) Cr=vr+^w,+...4-^w,==0 (r==l,2,...,a),

et Fon pourra considérer Py comme déterminé, non plus par l'intersection
des plans

At=0,...,A,=:0,

mais par l'intersection des plans

Ci==0,...,C«==0

dont les équations ont déjà une forme plus simple.
56. Pour obtenir une simplification ultérieure, considérons la fonction

2p?i9Wi-^...+^a)2=<>(Wl, ...» <t»W«).

On peut déterminer une substitution orthogonale, à coefficients réels,
w! /^lWl+.••+/aiwa
• • • • • • • • • • ,(52)
Wa /«l^i-+----+/aaW«

qui, étant opérée sur cette fonction, en fasse disparaître les rectangles
(CAUCHY, Sur l'équation àVaide'de laquelle on détermine les inégalités sécu-
laires, etc.^Exercices de mathématiques, t. IV). Ces coefficients étant ainsi
déterminés, remplaçons les plans coordonnés

Vi==0, ...,î ==0,

dont l'intersection détermine Pa, par de nouveaux plans rectangulaires

(55) t4==0,..,,<==0

déterminés par les relations

(54) i/,=^+...+^«==0 (r==l,2,...,a).

D'autre part, employons pour définir P.y, au lieu des équations
Cr==0 (r=l,2,...,a),

le système équivalent formé des équations suivantes

(55) Ar==/rlC, + ...4-/raCr«=^ +&>,+. ..+^W.=0,
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où nous posons, pour abréger,»;,=̂ ,,....+,..., ĉ ;;:;:).
On aura

2^W, + ... + ̂ WJ2==^[2^(/•^+... -h /r,W«)p

^^(/HWl 4- ... +/«lW.,...,/^Wi +... +^aWj.

Donc cette expression ne contiendra pas les rectangles des variables, ce
qui donnera les équations de condition

(56) W:/=0 (r^.),

lesquelles expriment que les plans A\, ..., A, sont rectangulaires entre eux.
57. Soit d'ailleurs.

(57) ^==g! (r=U,..,a).

Les relations (56) et (57), étant respectivement divisées par ̂  et par
^, montrent que les quantités

b'a .^ ^
T . " " ^ 9 " ^

sont les coefficients d'une substitution orthogonale. Prenant pour coordon-
nées, au lieu de w^ ..., Wa, les suivantes

h" h"

(58) w,=-%,+...+-^a (a=l,2,..,r),
9r gr

Pa sera toujours déterminé par les. équations (55) ; mais les équations de
Py se réduiront à la forme simple

(59) A,===^+<7rWr=0 (r==l,2,...,a)

où ne figurent plus que a paramètres g^ ..., g^
Posons

grr==tanger,

et multiplions les équations (59) par cos ©r; elles prendront la forme

(60) Ay ==</,. cos 6r+«4 sm6r==0.

Nous dirons que ©i , . . . , ©a sont les angles des deux a-plans Pa et Py.
58. Les quantités cos'Or» sin'ôr sont des invariants orthogonaux. On peut

le démontrer de deux manières.
En premier lieu, soient

x^4....4-x,^
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Fun quelconque des plans générateurs de Pa,

p4 [v[ cos 61 + w\ sin 64) + ... -h K-a (^a cos ôa 4- w^ sin 6«)

l'un quelconque des plans générateurs de P^. L'angle y de ces deux plans
sera donné par la formule

_ (x^cos6,+...+^cos6^ __ ̂
(61) COSCp- (̂ ^^^^y -̂ .

Si l'on fait varier les indéterminées \ et pi, les maxima et minima de cette
expression seront évidemment des invariants.

Supposons d*abord que les ). soient seuls variables. Si les \ sont dé-
ni

terminés de manière à donner à ^ sa valeur maximum ou minimum <2, on

aura
2^N2^]S2+^N 2

"~'ML~~ML+MdL'

quelles que soient les variations d\^ ..., d\y.. On en déduit

d.N2==WL,

et, par suite,
d^ dL d^ dL
^^d^-'-dr^^^

ou

(62) N^ cos Oi === ̂ MXi,..., Nu^ cos 6, = tm^

Tirant de là les valeurs de \,..., >a, substituant dans (61) et réduisant,
il vient

(65) ^co^=ïî-^-^|^=|.

59. Faisons maintenant varier les quantités ̂  ..., y.^ La loi de variation
de t\ qui résulte de la formule (65) peut être représentée géométrique-
ment. En effet, t2 ne dépendant que des rapports des quantités ^,..., ^a, on
peut supposer qu'on les fait varier de telle sorte qu*on ait toujours S==l.
Cela posé, prenons dans un espace à a dimensions une droite de longueur

r = ,i» et faisant avec les axes coordonnés les angles ̂ , ..*, y.^ Le lieu des

extrémités de ces droites sera l'ellipsoïde à a dimensions

l==X?cosâ6l4-...+X^cosse,.
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40. Il reste à obtenir les maxima et minima de <2. Soit s2 l'un d'eux : on

aura
^ _ R _ R + r f R _ r f R

S""" S+dS "rfS*
d'où

dR _ dS df{ _ , dS
• j————S -,——) ..,, -,————S -,——y
au<! "̂•l ""-a "P â

OU

(64) K-i cos^i == ̂ 2,.... ̂ cos^a == M2-

On satisfera à ces équations en posant

s'^cos2^, ^=...=^«i==^+i==...==^=:o,

et les équations (62) donneront ensuite les valeurs correspondantes des
indéterminées \ :

(65) \ === ... =Xp _ i •==. \ +i = ... ===^==0.,

Il existe donc a maxima et minima distincts qui correspondront aux
angles respectivement formés par les plans A^,. . . , Ace avec les plans cor-
respondants A'^, ..., A'^.

Nous obtenons ainsi le théorème suivant :
Étant donnés deux ce-plans Pa et P^, n'ayant qu'un seul point commun^ si

Von cherche ceux de leurs plans générateurs dont V angle est maximum ou
minimum^ on obtiendra deux systèmes associés de plans rectangulaires réels
Ai ,...,AaC( A^, ..., A'̂  : les maxima et minima cherchés ne sont autres que
les angles des multiplans Pa et P^.

41. Soient, en second lieu, v\, ...,^, w,,..., w^ les coordonnées d'un
point quelconque de Py. Sa distance h au multiplan Pa défini par les équa-
tions

^...=:î4===()

sera évidemment donnée par la formule

^==^2+...+<2.

D'autre part, sa distance k à l'origine des coordonnées aéra donnée par
la formule

k^=v^ + *.. -f- <2 4- w^ +- ... + w,2,

ou, en tenant compte des équations (60),
v," v

1^ = V^ + ... + <2 + ̂  COt^l + ». « + V^ COt^q == +. J-____
sin^i sin1^
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Cela posé, les maxîma et minima de ,, sont évidemment des invariants.ii
Soit u* l'un d'entre eux. On aura, comme tout à l'heure,

^_^_^+^8
u '~"Jfc2^3/2+d.^

d'où
dJ^_ ^d.k^ d.h*_ ^d.k^
dv^ dv[ ï ' ï dv'^ dv^ '

ou
U^Vi , V,IL ==-——— , . . . , i » =w —-rr"1 sm^i ' a sm2»»

On satisfera à ces équations en posant

uï=sm26p,^=...=^_l==:v^l=...=<=0.

On aura donc a invariants distincts, qui seront les carrés des sinus des
angles ©i,..., ô«.

42. On remarquera ici encore que les quantités cosôr» sinôr, tang0r==?r
ne sont pas des invariants, car on peiit changer à volonté leur signe en
changeant le signe d'une des coordonnées. Leurs carrés seulement sont des
invariants.

45. Considérons deux systèmes quelconques de deux a-plans P« et Pp
F^ et P'. S'ils ont les mêmes invariants, ils seront pareils, car nous venons
de voir qu'on peut les ramener par une substitution orthogonale à une
même forme canonique. Mais il est utile de distinguer le cas où ces deux
systèmes sont égaux de celui où ils sont symétriques.

Si n> 2a, les deux systèmes seront à la fois égaux et symétriques; car
chacun d'eux est symétrique à lui-même, son équation ne changeant pas
par la substitution orthogonale de déterminant—1 qu'on obtient en chan-
geant le signe d'une des coordonnées qui ne figurent pas dans ses équations
canoniques.

Il n'en est plus de même si n= 2a. On aura égalité ou symétrie. Voyons
comment ces deux cas pourront être distingués l'un de l'autre.

44. Soient, comme précédemment,

Vr===0 <r=4,2,...a),
et

Ar==arit^4- ...-+-ara^a+^riWi4-...4-^r«w,==0 (r==-l,2, ..., a)

les équations initiales qui définissent respectivement PaCtPy. On pourra de
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même met re les équations qui définissent respectivement F et F sous la
forme

et
Vr=0 (r=l,2,...,a),

AriV^+...+AraV»4-BriWi+...+BraW«=0 (r=l,2,..., a),

V^==0, ...,W,==0 désignant des plans rectangulaires.
La substitution

| Vi,.. .»w« Vi,...,W. |

est orthogonale, et suivant que son déterminant sera égal à ± 1, il est clair
que le système P^,P' sera égal ou symétrique au système des deux muiti-
plans Pa, Py respectivement définis par les équations

v,=0 (r==l,2,...,a),

et
jfc^=AnVi 4- ... + Ar«Va+BnWi + ... 4- B^W, (»•===!, 2,..., a).

La question se trouve ainsi ramenée à déterminer dans quel cas ce nou-
veau système est égal au système Pa,P^ et dans quel cas, au contraire, il lui
est symétrique,

45. Nous allons prouver que F égalité a lieu si le produit des deux déter-
minants

A^ ...AlajAU ...Ala

Aal •••Aaa

,As=
BU •••Bt»

B.I...B,.
A,

est de même signe que le produit des deux déterminants

^r-^ia

ûal...ûac

bu ... b^

bai •••^aa

Dans le cas contraire, on aura la symétrie.
46. Prenons pour définir P.^, au lieu dés plans

Ar=0,
les plans

Cr==0

définis par les relations (50) ou (51).
Les déterminants analogues à ^ et ^ par rapport à ce nouveau système

de plans seront évidemment égaux à
^11-^«-

=^==1, ^=
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e]désignant le déterminant

^i...^

e^t- •^.
réciproque de b\

On voit par là que ̂  aura le même signe que S^.
Prenons maintenant pour coordonnées, au lieu de i^, . . . ,Va, les quan-

tités v\, ...,^ déterminées par les relations (54), et définissons P^ par
l'intersection des plans A,. ==0 donnés par la formule (55). Le déterminant

bu ...l»,. |

Ki-.-^l
sera évidemment égal à ̂ , ^ étant le déterminant des coefficients/^,...,
/aa. Ce déterminant est égal à±:l, la substitution (52) étant orthogonale.
On peut le supposer égal à 1 ; car, pour changer son signe, il suffirait de
changer simultanément Insigne de /n,...,/ia, ce qui peut se faire sans
altérer la propriété qu'a la substitution (52) de faire disparaître les rectangles
dans la fonction $. On aura, dans cette hypothèse,

Cela posé, on a évidemment

(66) ^=^...^

y étant le déterminant des équations (58). Ces relations étant orthogonales,
on aura

^==±1

D'ailleurs, le signe des quantités g^ ..., ^a est arbitraire; on pourra donc
supposera, ...,sf« positifs, et déterminer le signe de ̂  de telle sorte que
i{/ soit égal à 1. On voit alors par l'équation (66) que ̂  aura le même signe
que <?a, ou que le produit <^a.

On pourra donc, par des transformations orthogonales de déterminant i,
donner aux équations de Pa et P^ les formes suivantes

(67)

(68)

Vi===0,...,î^==0,

v\ -+- g^w\ === 0,..., ̂  + fifaw, = 0.

47. Opérant de la même manière sur le système Pa, P^, qui a par
hypothèse les mêmes invariants 3?, ..., ̂ , on pourra, par des transforma-
tions orthogonales de déterminant 1, mettre ses équations sous une forme
canonique identique à la précédente, si A^ a le même signe que ̂ ^; sous
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une forme qui diffère de la précédente par le signe de g^ si A^Ag est de
signe contraire à ^3. Il est clair que, dans le premier cas, les deux sys-
tèmes Pa, P^ et Pa, P'̂  seront égaux; dans le second cas, ils seront symé-
triques, puisque pour ramener leurs formes canoniques à l'identité, il
faudra changer le signe d'une coordonnée.

Notre proposition est donc établie.
48. Nous avons vu, dans ce qui précède, qu'on peut déterminer un système

de coordonnées x^ ...,^, yi,...,y<r, ^i, ...,^, î^,...,î^, v\,..., v^w[,...,
Wa, tel que P& et P( soient respectivement déterminés par les équations

! Xi-=Q, ...,^===0,
(69) MI==O,...,M,==O,

^=0,...,^=0.

et par les équations
l.ri==0,...,^==0,

(70) ^=0,...,^==0,
( v\ cos 61 4- w'i sin 61 == 0,..., v^ cos 6a + w^ sin 6a== 0.

Les multiplans P»_te t Pn—i menés par l'origine perpendiculairement
aux précédents auront évidemment pour équations

i/i=0,...,^=0,
(71) ^=0,. . . ,2,==0,

Wi==0,...,W^==rO,

et
yi==0,...,^=0,

(72) ^=0,...,w,===0,
— v\ sin 61 + wi cos 61 == 0,..., ~ ^a8111 ea + w».cos 6a == ^'

La comparaison de ces équations montre :
1° Que Pn-i fwm'c avec P^ des angles en nombre a, respectivement égaux à

7T 7r fl
t)-+-^t» • • • > a + v a ?

2° Que P»_t e( P»^ forment entre eux des angles en nombre a, respective-
ment égaux à TT+OH ...,îr4-ô«.

11 résulte de là que P».̂  et fn-i auront les mêmes invariants que P^
e<P,.

49. Un système formé d'un k-plan P^ et d'un l-plan Pj aura en général
v. invariants angulaires, w. étant le plus petit des quatre nombres k^ l , n—k,
n—l.

Admettons en effet que les coefficients de P^ et de Pi ne soient liés par
aucune relation particulière, et supposons d'abord que k soit le plus petit
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des quatre nombres ci-dessus. On aura A+î<n, è+n—Z<n. Donc
Pk n'aura en général aucun plan générateur commun avec Pi ou Pn-t. On
aura par suite (55)

p==0, u===0, a==Â:—p—U==À;.

On voit aisément que les cas particuliers où Pjk aurait p plans générateurs
communs avecPj et u plans générateurs communs avec P»_î se déduisent
du cas général en exprimant que, parmi les k angles de P» et de P^, il y en a p
égaux à zéro et u égaux à ^•

Soit au contraire n—k<^k,n,n—l. Les multiplans Pn-k, Pn-î au-
ront en général n—k invariants angulaires, d'après ce qui précède, et
Pfc, P( qui leur sont respectivement perpendiculaires, auront les mêmes
invariants (48).

50. Nous avons vu (35) que la recherche des angles de deux multiplans
quelconques se ramène immédiatement à celle des angles de deux a-plans,

a étant au plus égal à ^. Celte dernière question peut se résoudre, ainsi

que nous l'avons fait (54 et suivants), par la réduction des deux a-plans
à leur forme canonique. Mais on peut aussi la traiter directement.

Soient en effet
a^+...+aiA==0,

a«i^i+ ... •4-a^==0
et

hi^i -h...+^n==0,

^i + — +.^oA == °

les équations.des deux a-plans considérés P et Q.
Les plans générateurs de P auront pour équation générale

A^+...-+-A^==0,

en posant pour abréger

(75) A^ == a^\ + ... + aA,..., A»==a^ +... 4- a«^«.

Ceux de Q auront de même pour équation
(74) B^4-. .+BA===0,

en posant

BI =^i -+- ••• +^1^» • • • » l^==l^ + ... 4- ̂ ».
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L'angle y des deux plans sera donné par l'expression

(s^yA-pB?) M
(75) CÛS^^——————/- =^

^W

dont il reste à déterminer le minimum.
Soit s1 un des minima cherchés. Les valeurs correspondantes des indéter-

minées \t..., 5ia d'une part, et ^, ..., pi« d'autre part, ne sont déterminées
Mque par leur rapport, ^ étant homogène et du degré zéro par rapport à

chacun de ces systèmes de variables. On pourra donc déterminer les \ et
les ^ de telle sorte qu'on ait, outre la condition

M ,
N^

les deux conditions auxiliaires'.suivantes

^=1, ^B<=1,

et par suite

N=^A^==1, 5==^=^==^^.

Cela posé, donnons aux variables >,pt des accroissements infiniment petits
quelconques. On aura, d'après la condition du minimum,

, _ M _ M + d M
s ~ "N~~N+dN'

Chassant les dénominateurs et égalant séparément à zéro les coefficients
de d\,..., d\y, dy.^ ..., dy.^ il viendra

£='•£.
(<r=:l,2,...,a).

ni\ ^—.î^( " ^~ 3 '̂
Mais on a

^= 2 ̂  AçB, ̂ a.A = 2s^o^,

^ = 2 ̂  B» ̂ çA, = 2^a,, A,.
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Substituant ces valeurs dans l'équation (76), et supprimant le facteur

commun s, il viendra

(78) ^a^===^a^A, (<r==l,2,..., a).

L'équation (77) donnera de même

(79) J^A^sj^Bp (a == 1,2,..., a).

Les équations (75), (74), (78) et (79) forment un système de 2^4-2a
équations linéaires entre les 2n -4- 2a quantités A, ̂ , A, B. En égalant à zéro
le déterminant de ce système, on aura l'équation caractéristique qui déter-
mine s. Cette équation est du degré 2a. Mais il est aisé de voir qu'elle ne
contiendra que des puissances paires de s.

V. PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX MULTIPLANS.

51. Passons maintenant à la considération de deux multiplans P^, P; qui
n'aient aucun point commun. Par un point quelconque de Pjk menons un
^-plan Pj parallèle à P'^.On pourra choisir les coordonnées de manière à
ramener P^ et Pi aux formes canoniques (69) et (70). Pf, rapporté aux mêmes
axes, aura pour équations

(80) a;i==ûi, ..., x^=a^
(81) ^==^,. . . ,^==^,
(82) ^cosei+w'iSinôi=Ci, ..., <cos6a+w,sinea==3C«.

Mais, si ron prend pour coordonnées, au lieu de
^i» •••, ^,w;, ...,w,,

les quantités
24--^,...,^-^, w7-.-0—, ...,w,-—^-,1 sin 61 a sm 6«

on fera disparaître les constantes b et c. D'autre part, soient \, ...,).? des
paramètres quelconques assujettis à la relation

\0t 4-... -t-^ap^=0 ;
l'équation générale

^i+...+Xç^=0

représente un ^—-1-plan, résultant de la combinaison de p — 1 plans gé-
nérateurs rectangulaires

a:,==0,,..,^==:0,
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D'ailleurs Pc résulte de l'intersection de Pç-i et d'un plan x\ perpendi-
culaire à Pp -1. Prenons pour plans coordonnés

^==0,...,^==0,

au lieu de
a;^==0, ...,.rç==0.

La forme des équations de P» ne sera pas changée; mais les équations (80)
deviendront

^==a,,a4==0,...,^==0.

Les équations de f\ ne contiendront donc plus qu'un seul terme con-
stant a;. Il est aisé de voir que cette dernière constante représente la plus courte
distance de P&et de Fp c'est donc un invariant nouveau à ajouter aux inva-
riants angulaires précédemment étudiés.

52. Cherchons maintenant comment on pourra calculer a priori cette
plus courte distance.

Soient Ai==0,. . . , At=0 les équations de P^; Bi==0,..., B^===0 celles
de P;. On pourra exprimer les coordonnées x^ ...,^ d'un point quelconque
dePt en fonction linéaire de n~k variables indépendantes >i, ...,>»-&.

En effet, soient A^i,..., A^ des fonctions linéaires quelconques de x^
..., x^ choisies de manière à former avec A^, ..., A^ un système de n fonc-
tions distinctes, et posons

At-n==>.^, ..., A^^=X, i_f r .

Ces équations, jointes aux suivantes

Ai===0,...,A&===0,

fourniront un système de n équations linéaires. En les résolvant par rapport
à A? ...,^, on obtiendra pour ces variables des expressions de la forme

a;p==c^+ ... -\-c^n-^n-K-\-d^

On pourra, de la même manière, exprimer les coordonnées Xp ..., X,,
d'un point quelconque de ?i en fonction linéaire de n—l variables indé-
pendantes, >n-t+i,. . .» ^-jk-^ par des expressions de la forme suivante

—Xp ==C^n^jf+t>-n-k+i 4- ... + C^2B-k-^2ra—&-( 4- Dç •

Cela posé, le carré de la plus courte distance cherchée A s'obtiendra en
cherchant le minimum de l'expression

(^-X^+...+(^~X^,
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ou, en substituant pour les x et les X leurs valeurs et posant pour abré-
ger 2n—k—l=^m, dp+Dp===^, le minimum de l'expression

(85)
e=»
^(^^...-hc^^+W
ç=i

où toutes les variables A^, ...,A^ sont indépendantes.
Ce minimum sera évidemment nul, si m ̂ >n.
55. Soit au contraire m<<n. Posons, pour abréger,

(84) Cp^ + ... 4- c^ 4- ̂  == — ̂ .

On obtiendra le minimum cherché en égalant à zéro les dérivées de
l'expression (85) par rapport aux variables >p ...,A^, ce qui donnera une
série f¥ équations de la forme

(85) Ci^i + Cyu.^ 4- ... -4- cwyn == 0-

Les équations (84) et (85) sont au nombre dem+n, et linéaires par
rapport aux m -h n variables \ et ^. On pourra donc calculer ces variables
sans difficulté ; on obtiendra des expressions de la forme

R 1 ••, ...,^==- ^^—-•^, ...,^—- Qn
"R"

en posant pour abréger

^n^a ...c^ 1 0 ... 0
c^ca,...^ 0 1 ... 0

^i^-<W 0 0 ... 1
0 0 ... 0 c,, c,, ... c,,
0 0 ... 0 c,. c,, ... ̂

0 0 ... 0 c^c^ ...c^

^1 ^11 • • ^m 1 0 ... 0
^ c^ ... c^ 0 1 ... 0

C^ ...€„„ 0 0
0 0 ... 0 c^ c,i ... c^
0 0 ... 0 c^ c^ ... c^

0 0 ... 0 c^c^... c^

, etc.,
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^l^lî-^W ^1 ° - °
c^ c^ ... c^ ^ 1 ... 0

^i^»--^»» ^n 0 - 1

0 0 ... 0 0 Cîi ... c^
0 0 ... 0 0 Cg, ... c»,

, etc.,

0 0 ... 0 0 (-g,» ... c^

et le minimum cherché sera donné par la formule

., QÎ+...+UIA = ~—R«——•

Celte expression peut être simplifiée. Nous allons montrer, en effet, que
son numérateur est divisible par R.

54. Et d'abord il résulte évidemment de la forme du déterminant R que
Fon aura

R=^A;g,,

en désignant par Aap... le déterminant

Cai • • • dx.fn

l̂ • • • c^m

et la sommation s'étendant à tous les systèmes de valeurs distinctes des
m indices a,(3, ... compris entre 1 et n.

On aura de même

1^= ^S ÀBls- ^a6"*»

D^p... étant ce que devient A»?... lorsqu'on y remplace c«ç, c^, ... par
5a, •îp, ....

On aura enfin, d'une manière analogue,

Q^--!)^1^ .̂.;̂ ,,

où B^a.3... représente le déterminant

^at ••• ^«OT ^

Cgi • • • ̂  ^g
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^ -et où la sommation ̂  s'étend aux systèmes de valeurs distincts des indices

a, |3,... à l'exclusion de la valeur p.
5S. Substituons dans A'2 les valeurs de R,Q^,..., Q^ il viendra, en appe-

lant M2 le minimum cherché,

M2^
S(l̂ ,..A.,..)

(ŝ ....)'
la nouvelle sommation représentée par § s'étendant à toutes les valeurs
de p.

On voit déjà que le numérateur de M2 est une fonction du second degré
des déterminants Aa?.... Nous allons montrer qu'on peut le mettre sous la
forme suivante

(SB^...)(S^.-)'
la nouvelle sommation § s'étendant à tous les différents systèmes de va-
leurs de p, a, p, ....

56. Nous commencerons par l'examen de quelques cas particuliers.
Soit d^abord n—w==l. L'indice p étant déterminé, les indices en

nombre m, a, p, ..., n'auront plus qu'un seul système de valeurs, la va-
leur p étant écartée. La somme représentée par ̂ , se réduira donc à un
seul terme, et l'on aura, pour'le numérateur de A2,

S .̂A...

D'ailleurs les indices p, a, (3, ..., en nombre m -4-1, ne sont susceptibles
que d'un seul système de valeurs, et en les permutant on changera tout
au plus le signe du déterminant Bçap.... Le facteur B2 sera donc le même
dans tous les termes de la somme § ; cl il s'y trouvera multiplié par les

divers termes de la somme ̂  Aîp.... Le numérateur de A2 sera donc égal a
Bja?...^A|Ep.i..; ce qu'il fallait démontrer.

57: Soit en second lieu m= 1, n quelconque. On aura

A»==(c^ 4- W+ ...+ (c^ +^)2,

et la valeur de ).i qui donne le minimum sera fournie par l'équation

cu(c^\ 4- ^) + ... +^(c^ + ̂ ) == 0.
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On en déduit

^ ^
S^ '

Substituant cette valeur dans l'expression

Aî == S ( ̂  + ̂ )* = ̂  S ̂  + ̂  S ̂ t^ + S52"

on aura l'expression du minimum

(̂  ̂ «y - 2 (̂ c,̂  y + ̂  ̂  ̂  ci,
(s<.y(86) ^4i

-v-.S^'''--*-'")"^'"^r^'c^, V

la sommation § s'étendant à tous les différents systèmes de valeurs des
indices p, a. Mais les deux sommes ̂  c^ et § (<î^ — ^aCçi)2 sont précisé-
ment ce que deviennent dans le cas particulier que l'on considère les ex-
pressions ̂  Aîp... et § B^a?.... Le théorème se trouve donc démontré*

58. Cela posé, pour établir d*une manière générale que quels que soient
m et n (m étant <; n)^ on a la relation

Sn»
BçaS...

(87) M»=
SA:,.,

il nous suffira de démontrer que si cette relation est vraie pour m et n,
ainsi que pourm-+-l et n (en supposant w+1 <;n),elle sera encore vraie
pour m -+-1, n+1. En effet, la proposition est déjà prouvée, quel que soit
n, pour m = l et pour m = n— \.

Or, soit

(88) Aâ=SP^4'1^^4-...+c^4-c^+l>.m-^-l+^y•

Posons
(89) \ == ûpiAi + ... + a^ w+iAm+i,

A^, . . . ,AOT+I étant de nouvelles variables, et a^, ..., a^+i des coefficients
quelconques. La quantité A2 sera une fonction quadratique des nouvelles
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variables A ; mais il est clair que son minimum M2 ne sera pas altéré par
cette transformation. Il en est de même de l'expression

SB^

2 .̂,'
car chacun des déterminants partiels qui figurent tant au numérateur qu'au
dénominateur se trouvera multiplié après la transformation par un même
facteur, égal au déterminant de la substitution (89).

Or on pourra évidemment choisir les nouvelles variables de telle sorte
que

Cn+ lA 4- • • • 4- CB+I.OT+I^W+I

se réduise au produit de Aoi+ipar un facteur constant. On voit par là que,
pour démontrer l'égalité (87) dans le cas général, il suffira de considérer le
cas particulier où l'on a Cn-n»i= • • • =Cn-^^m^==- 0. Mais, dans ce cas parti-
culier, la démonstration devient facile, comme on va le voir.

59. Supposons, pour simplifier récriture, qu'on ait m==l , n==5(on
verra aisément que le procédé de démonstration est général). L'expres-
sion dont on aura à chercher le minimum sera

Ai= (CH^+ c -̂̂ i)' + [c^\ 4- ̂ 4-^)î-4- (Csi^i+Cs,X, + ̂ 3)' + (c^ 4- ̂ Y.

Pour l'obtenir, on pourra évidemment opérer de la manière suivante :
on supposera \ constant et \ seul variable, on obtiendra ainsi un certain
minimum W2, qui sera fonction de )g ; puis on fera "varier \ de manière à
obtenir un minimum minimorum, qui sera la quantité cherchée M2.

Or le théorème étant établi pour m== 1, yi==r5, on aura immédiatement
le minimum de la somme des trois premiers carrés, en supposant >g con-
stant. Ce minimum sera égal à

^i î+ î I1
î ^,+^a 1

î <^« + ̂  (<

î ^î^t •4" ^5 1

<*si ̂  -KW
Cn q^a + ̂  |

^i+c^+c^

En y ajoutant le terme constant (c^\ -h- ̂ )2, on aura pour ^^ir expres-
sion suivante

.,_ (Jlo^+Gî  + (A)a^ 4- Q^Y + (A)^ 4- Csi)^ (c;i + cl, 4- c|J (c^+ ̂wc
°n 4-^i + ̂ i

en posant pour abréger
a. __ | <'ai c^ 1 (!) __
^ aÇ —— » ^a<î ——

Cgi Cgï

C«l ^

Cgl ^
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Cela posé, Ttl1 ne contenant pliis qu'une seule variable \, son minimum
M2 sera égal à

(90) U+V(^i+^+^)
J ^^T^n

en posant pour abréger

u == (ji^e,, - AA)2 + (Jio^i - JkA)2 + (Ji^Csi - JfcA)2,
v = (J^A~-Q^Y + (JM4 - C^s)2 + (^5^4 - Csicjs

et
W== (Jbî, +Jlo2, + ̂  4- c2, (c2, + ̂  + c|,).

Or les six termes de W sont précisément les carrés des déterminants
binaires Aa? formés avec les quantités

^n ^îi^si 0
C^ g €32 Cgg C^.

En second lieu, les termes de V sont précisément les carrés de ceux des
déterminants ternaires

. c^ ̂  ^
B^g === C,i C î̂ ^oc >

Cgl ^62 ^6

pour lesquels p = 4.
Enfin, si l'on avait ^== <^==0, M2 se réduirait à

U
?2-+-^l-l-^i) ( î+cjt+cli)

Mais, dans ce cas, la fonction A contenant dans son expression un carré de
moins que précédemment, le théorème lui serait applicable, par hypothèse.

1D2
L'expression de son minimum serait donc —ç- ——-Ç———. On aura par

Jl9l2 + Jbfe -t-Jkîl

suite
U==(^+c^+^)B^,

et, substituant cette valeur dans l'expression (90), il viendra

s^1^==
SA^

le signe § s'étendant à tous les systèmes de valeurs de p,a,|3. C'est précisé-
ment l'égalité qu'il s'agissait de démontrer.
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60. De la formule que nous venons d'établir pour exprimer le minimum

d'une somme de carrés de fonctions linéaires, on peut déduire de nom-
breuses relations entre les déterminants formés avec les coefficients de ces
fonctions. Pour les obtenir, il suffit d'observer que le minimum cherché
peut s'obtenir en laissant d'abord constantes une partie des variables, et
les. faisant varier ensuite de manière à obtenir le minimum minimorum.

VI. FORMULES TRIGONOMÉTBIQUES.

61. Considérons un système quelconque de n plans x^ = 0,..., x^ == 0 se
coupant en un point quelconque, et prenons-les pour plans coordonnés. La
distance de deux points, ayant pour coordonnées x^ ..., x^ etx\, ...,a^ sera
donnée, comme on l'a vu, par une formule quadratique

(91) (^-^)2+•..+(^-^)2+^^(^-^)(^- ^)+...=0.
Posant a^=a^ et introduisant pour la symétrie de nouveaux coeffi-

cients a^,..., a^ égaux à l'unité, on pourra mettre l'expression (91) sous
la forme

f[x^ —.<,..., X^—Xn) •==- ̂  drs [Xr—Xr) (Xs—^s) =0.

D'ailleurs cette expression ne peut s'annuler sans qu'on ait identique-
ment x^ — x\ ==...== x^ — x'^ == 0. Donc la forme f est définie et positive.
Il faudra, pour que cela ait lieu, que le déterminant

| ^11 "-^n |

et ses mineurs de tous les ordres pris par rapport aux coefficients dia-
gonaux,

dD ^D
ddrr darrddss'"'

soient positifs.
Ces conditions sont la généralisation de ces propositions de géométrie :
Dans tout trièdre, une face quelconque est moindre que la somme des autres;

et la somme des faces est moindre que quatre droits.
Nous allons maintenant montrer que les angles mutuels de tous les muiti-

plans formés avec les plans x^ ..., x^ s'expriment au moyen du détermi-
nant D et de ses mineurs.

Nous supposerons, pour abréger l'écriture, que l'on a n==4.
62. 1° Angle des deux droites x^ = x^ = x^ •==. 0 et x^ = x^ •==-. x^ == 0.
Soient ^,0,0,0 les coordonnées d'un point p de la première droite,
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OïSa» 0?0 celles de sa projection q, sur la seconde, §3 sera déterminé par la
condition qoe

A2=.rl+Ç|-2a^^,

carré de la distance des deux points p et q, soit minimum. On aura donc
Ç2==a^.

Cette valeur réduira l'expression de A2 à (1 —afa)^?.
Cela posé, désignons par [254.541] l'angle des deux droites. Nous avons

vu (50) que l'on aura

sm^mM^^^^i-a^
x!

et par suite

cos [254.54.1] ===±ai2.

Le choix du signe à donner à ce cosinus est tout à fait arbitraire ; mais
il peut être fixé par une convention. Nous le considérerons comme positif
ou négatif, suivant qu'un point situé sur la partie positive de l'axe des x^ se
projette sur la partie positive ou sur la partie négative de l'axe des^.
D'après cette convention, on aura

(92) cos[254.54i]=a^.

63. 2° Angle de la droite x^ === ^3== ^4 = 0 avec le biplan x^ = x^ == 0.
Désignons cet angle par le symbole [254.41]. Soit (^,0,0,0) un point de

la droite, (0,^,^,0) sa projection sur le biplan; Ç^Çç devront rendre mini-
mum la distance

A2 === a^x\ + a^ ̂  + 035 ̂  + Saga ?2 Ss ~ 2a^ ̂  - 2a^, ̂ ,

d'où les équations de condition

a^ '̂  4- ̂ 25 Ss — ^12^1 == 0,
^3^+^33^——ai3^=0.

Ces équations donneront, en remarquant que ^3==: Oga, les valeurs sui-
vantes de Çg, Sg,

^D d^Q
_._da^da^ _ da^da^

W2-" ^D 0 ^"""^""rf^-11'!-
^0^044 da^da^
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D'ailleurs en les multipliant respectivement par Çg, Çg et les retranchant

ensuite de Ai2,'il viendra
A? = ÛH^ —— (ûlî ̂  + Ois V ̂ i

a ^D , g d2D ^D dD
_ i i da^da^ aiâ da^da^ flls da^da^ , _ d a ^ ç

^——————————^—""dîD""^

d'où
da^ i rfa^ dai ida^

dD
(95) ^[-254.41]=:^=^-.

da^da^
64. 5° Angle de la droite ^==^===^==0 avec Ze j?/an ^===0. Nous

désignerons cet angle par [254. i].
Le point (^,0,0,0) aura pour projection sur ce plan un point (O,^,^,^), où

Sa» Ss» S* soi1! choisis de manière à rendre minimum l'expression
A^==a^+^y+a35^4-a44Sî-2a^Ç,-...+2a,5Ç,Ç5+.«.

Ils salisteroni donc aux relalions
ÀSS ^2 + «S5 Sî + ̂ 4 Ï4 —— Ois Ci == 0,

(94) ûf23 ^2 + ^55 ̂  4- OSA ^4 — ÛIS Si == 0>

^ Sa 4- «34 ^3 + ̂ 44 ̂  —— ^14 Si = 0-

Ces équatiol^s donneront
dD dD dD

/Ql-\ C —— da^ C ^__da^ C __ ^14(UÔ) ^__--^, ^__——-^. , ^__——^- .

da.^ da^ da^
D'ailleurs en multipliant les équations (85) respectivement par Sa,^,^

et les retranchant de Ai, il viendra
A| == a^ — a^ ̂  — a^ Ss — a^a;i ̂

dD dD dD dD
du -j—— + ûls -,—— + ûi» ,—— 4- du "j—— T\

—— ^11 ^ î5 ^14 ̂  __ JL »

~ " r i D ; ^ - " " d ^ ^ *
dan dau

et par suite

(96) ^t234-1^^^-
1̂1

65. 4° An^e du plan x^ === 0 avec Ze ^Zan ^4== 0.
Soit [1.4] cet angle. On aura

sin»[1.4]=^
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A^ étant la distance d'un point quelconque? du plan ^=== 0 à l'intersection
des deux plans x^ == 0, .^==0 et Ag sa distance au plan x^ = 0.

Or prenons pour p le point dont les coordonnées sont ^,0,0,0. Nous
avons trouvé

dD
^__ ^44 , ^- D

1 — d^D"^' 2-" rfD'
da^da^ da^

donc
(TO

sin.[1.4]=-^.

dan (^44
On en déduit

dD dD d^D
Cosm ^——^11^44 ^11^44cos [ l.4j— ^ ^

rfan da^

Or le numérateur de cette expression est égal (SALMON, tessons on
higher Algebra, 2e édition, n° 52) à

dD dD ̂  / dD \
dflu ̂ 41 ~~ Va^J

on aura donc

(97) cos [1.4]

66. Le choix du signe est encore arbitraire dans cette formule. Pour le
fixer p;ir une convention convenable, nous remarquerons que le plan x^ = 0
est coupé par le plan'.r^==0 en deux parties distinctes; l'une positive, pour
laquelle -T4>0, l'autre négative, pour laquelle ^<0. De même, le pbn
^===0 coupera le pan 0-4 ==0 en deux parties, l'une positive, pour laquelle
^i>0» l'autre négative, pour laquelle ^<<0. Cela posé, nous convien-
drons de considérer cos [1.4] comme positif, si la partie positive du plan
a^==0 se projette sur la partie positive du plan ^==0; comme négatif
dans le cas contraire.

Or nous avons vu que la projection (0,^,^3,^) du point (^,0,0,0) sur le plan

^==0 est donnée par les formules (94). D'ailleurs ,— est essentielle-
scment positif. Donc cos [1.4] qui a le mémo- signe que — sera do signe
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r7Dcontraire à .—• II faudra donc prendre le signe -- dans la formule (97).re L. ,da,,aa^l

67. Si au lieu de quatre variables on n'en avait plus que trois, la formule
que nous venons d'écrire deviendrait la formule fondamentale des triangles
sphériques, ainsi qu'il est aisé de le vérifier.

68. On peut d'ailleurs obtenir pour cos [1.4] de nouvelles expressions
exemptes (en apparence) de radical; on a en effet, d'après la formule (95),

.^=^[254.41]-^ .ÛÛ44 J da^da^

De même

^ s i n - [ 2 5 1 J 4 ] ^ .da^ L J da^da^

Substituant ces valeurs dans (97), il viendra
rfD

cos [1.4]=————————da^————
sin [•254.41] sin [251.14] ——-" L J da^da,uu^uu^

formule où les deux sinus devront être pris avec le signe -+-.
On a d'autre part

rfD _ D dD __ D
da^~ sin2 [254.1] ' da^ ~^ sin2 [125.4] '

d'où

— d D -s in [254.1] sin [125.4]
cos [1.4] = -dal4————^———————.

69. 5° Angles du biplan x^==x^= 0 avec le biplan ^==^===0.
La distance Ag d'un point (^,^,0,0) du premier biplan à sa projection

(0,0,^,^) sur le second sera donnée par la formule
Aâ, = ÛH^ + a^ + a^ + a^y 4- ïa^x^ 4- ̂ ^

— ̂ is^s — ̂ x^ — îa^x^ —• ̂ a^x^

où ^ et ̂  seront déterminés par les équations de condition

(98) ^55^3 + ^25^4 —— «15^1 —— «23^2 = 0 >

: û^s + ̂ 4 —— ^14^1 — ^34^2 == 0 ,

lesquelles, mulîipliéespar ̂  et ^ et retranchées de l'expression de A|, la ré-
duiront à la forme

(99) A2, == a,xî + a^î 4- 2û^^ - a^^^ - a^^^ - a^x^ — 0,4^^4.
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Posant d'ailleurs pour abréger
__ (M ^ ^D d^ ^ d^D

Jl5 ~~ dai^ ~" daAs ' JJ ~" da^da^ "~ da^da^

. — d2ï) — dr2D a\ — d!2D — _ d^c da^da^ '" da^da^ï da^da^ da^da^
. _ ^D _ ^D .

da^da^ da^da^

Les équations (98) donneront

jte+ai^ c^i+a)^^ — — ——.——, ç^ — —.8 7 '4 8

valeurs qui substituées dans (99) donneront

^_M^+2Na;^+P^
As-————8————?

où l'on a

M=^8+^Jfc+a^=^, P=^,

2N=2a^8 + ûisS + ûasJl) + a^S) + ̂ 46

=a^8 + ûisS +fli4® 4-0218 + flasS +«246
_ _ ^ _ d D _ _ _ _ . rfD_

rfflgi dai2 da^ '

D'autre part, la distance A^ du point (.^,^,0,0) à l'origine des coordon-
nées, intersection des deux biplans considérés sera donnée par la formule

^==^4-^+20^^,

et les carrés des sinus des angles cherchés seront donnés par les maxima et
minima de la formale

A|_ M^+2Na;^4-Pa;| _<ï>
^ — 8 W + 2a^i^ 4- ̂ )>-" V '

/y«

Les valeurs du rapport -1 qui rendent minimum cette expression seront
^2

données par les formules

(100)
M.ri + N^3 == p 8 (tz;! 4- ûia^â) »
N^ + P^ == ç 8(^12^14- x^},
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p étant un facteur constant qui doit être choisi de telle sorte que les deux
équations (90) se réduisent à une seule. On aura donc

M-gp N-c^gp
N-ûiîgp P-gp ==0.

D'ailleurs les équations (100) respectivement multipliées par x^ et x^ et
ajoutées ensemble donneront

<Ï»==pV.

. $Donc les maxima et minima cherchés de l'expression - seront les racines

de l'équation en p.

VII. CINÉMATIQUE.

70. Nous appellerons mouvement d'un corps dans l'espace l'opération
qui consiste à opérer sur les coordonnées^, ..., x^ de chacun de ses points
la substitution

(101) S-
Xi ûu^+.-.+OiA+ai

^n ^^-+-...+0^-^

uni • • ï^n» étant les coefficients d'une substitution orthogonale ayant pour
déterminant -h-1.

Si la substitution se réduit à
x^ 0^4-04

(102) . . . . . .
^ ^+%

elle représentera une translation.
Si elle laisse immobile un point, elle représentera une rotation autour de

ce point; si elle laisse immobiles tous les points d'un fe-pïan, ce sera une
rotation autour de ce k-plan.

71. Il est clair que le mouvement général représenté par les équations (101 )
se décompose en deux autres : 1° Une rotation autour de l'origine

(105)
^ û î4-...+ûiA

^n <WÏ;l-^-...-^a,A

2° La translation (102).
Il est clair que cette translation peut elle-même se décomposer en une infi-

nité de translations successives i ffiniment petites opérées suivant la même
direction.
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Nous allons montrer d'autre part que la rotation (105) se décompose elle-

même en une infinité de rotations infiniment petites.
72. La chose est évidente s'il s'agit d'une rotation autour d'un des bi-

plans coordonnés, tel que^===0, ^==0; car deux mouvements de cette
espèce,

x^ COS a -(- x^ sin a
— x^ sin a 4- a?» cos a(104)

^

et

(104) x^
^3

rci cos P + ̂  sin P
-^sinp+.TgCOsp

^3

étant opérés successivement, donnent pour mouvement résultant le sui-
vant

x^ x^ cos (a + P) 4- a'2 sin (a + P)
^ —^sin(a4-p)4-a;gcos(a4-p)'

^5

Soit donc m un entier très-grand. Le mouvement (104) s'obtiendra en
répétant m fois le mouvement très-petit

x^

x^

^s

X.COS —' m
— Xt sin —m

^s

4- x^ sin

+ ^2 cos

a
w
a
w

75. Nous allons maintenant montrer : 1° que toute rotation autour d'un
p-plan, tel que ^==...==a;p==0 (et, par suite, en faisant p===n, toute rota-
tion autour de l'origine), résulte delà combinaison de rotations autour des
biplans coordonnés ; 2° que parmi les rotations autour de ce p-plan^ il en est
une qui remplace x^ par a^4-...4-a^.rp, quels que soient a^, ...,a^,
pourvu qu'ils satisfassent à l'unique condition

^4-. .4-a^==l.

Cela est évident pour les rotations autour d'un biplan.
Supposons que ce soit prouvé pour les rotations autour d'un p-plan ;

nous allons voir que ce sera encore vrai pour les rotations autour d'un
p 4-1 -plan.
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On aura par hypothèse une substitution orthogonale de la forme

[ lr! û^+...+a^

S=r
•̂  açi^i+...4-ap^p
X^+iX^i

dérivée des substitutions analogues à (104), a^ ...,a^ étant assujettis à
cette seule condition

a^+...+^=l.

Combinant cette substitution avec la suivante

x^ Xi cos & + Xç +1 sin a
T==

^p +1 — a?p +1 sin a + .Tç +1 cos a

on aura comme résultante une substitution autour du p+1 -plan ̂  ==...
===^+i==0, laquelle remplacera ^ .par a^cosa^+...-f-a^cosa ̂
4-sin a ̂ +1, expression dont les coefficients seront évidemment assujettis
à la seule condition

(a^ cos a)2 4-... +(ûip cos a)2 4- sin2» == cos^ + sm2»^ 1.

Soit maintenant U une rotation quelconque effectuée autour du /)+!-
plan ^i==...=^+i=0;^^4-...^,^i.rç+i l'expression par laquelle elle
remplace ̂ ; on pourra choisir S etT de telle sorte qu'on ait a^cosoi==b
..., a^cosa=b^ sina==^,^i;cela fait, on aura U==STV, V étant une
nouvelle substitution qui n'altérera plus x^ Donc V sera une rotation autour
du /î-plan Xy=^ ...===a*p+i==0 et pourra s'obtenir, par hypothèse, en combi-
nant ensemble des rotations autour des biplans coordonnés.

74. On obtient aisément la forme générale des substitutions linéaires
orthogonales infiniment voisines de l'unité. Posons en effet dans les équa-
tions de i'orthogonalité

(105) ^4-...+^=1,
(106) 01^4-... 4-a»e^=0,

flpp==:l •-t'''6??» ûç(r==eç»<r,

s^ et 6çv étant des quantités très-petites, dont on puisse négliger les pro-
duits et les carrés. Les équations (105) et (106) donneront spp===0,sç<,4-£<,ç===0,
ce qui donnera pour l'expression générale des rotations infiniment petites
la suivante

(107) S=
^i ^ 4- <4^ 4-.
^2 — êia^i + ^2 + •
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En particulier, une rotation infiniment petite autour du biplan (x^x^) sera

de la forme
.TI .r, -+- sa-a
x^ —• zx^ + x^

75. Pour pénétrer plus avant dans la nature des mouvements que l'on
peut exécuter dans l'espace, il importe de simplifier leur expression par
un changement de coordonnées convenable. Mais avant de traiter cette
question, il convient de dire quelques mots des substitutions linéaires géné-
rales, dont les substitutions orthogonales que nous considérons ici ne sont
qu'un cas particulier.

•Soit

S=
Xt a^i+...4-aiA

^n <W^+...+^A

une substitution linéaire. Elle multipliera la fonction linéaire

y==<W+ ... + w

par un facteur constant s, si l'on a les équations

a^Ci + ... + a^==s^,

Wi + ••• + a^==scn.
(108)

Pour pouvoir satisfaire à ces équations sans annuler à la fois c^,...,^, il
faudra que l'on ait

(109)
un—s... a»i

°i» -^--5

:0.

Cette équation donnera, pour s, n valeurs généralement distinctes Sp...,^
(nous laissons de côté le cas des racines égales, qui sort de notre sujet
actuel ; il peut d'ailleurs se traiter par des procédés semblables à ceux que
nous avons exposés tout au long dans notre Traité des substitutions, liv. Il,
chap. ii, pour une question analogue). Ces valeurs étant substituées suc-
cessivement dans les équations (108), elles détermineront les rapports des
quantités c^,..., c^. On obtiendra donc n fonctions

yt=Wt + • • • +<*iA» ••••>!/»=^i^i + ... + c^A,
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que S multiplie respectivement par ̂ ,...,$„. En les prenant pour variables
indépendantes à la place de ^,.«., x^ on donnera à S la forme canonique

(HO)
Vi ^Vi

Vn W»

On voit par ce qui précède que cette forme canonique est unique. Pour
que deux substitutions S et S' soient transformables l'une dans l'autre par
une substitution linéaire, il sera évidemment nécessaire et suffisant qu'elles
aient la-même forme canonique. Donc, l'équation en s qui détermine les.
coefficients de la forme canonique doit être la même pour S que pour S'.
Les n coefficients de cette équation seront autant ^invariants, dont les
valeurs caractériseront ce qui, dans la substitution considérée, est perma-
nent et indépendant du choix des indices.

76. Les invariants de la substitution S satisfont à des équations différen-
tielles partielles, qu'il est aisé d'établir.

Soit y(a^,..., a^) un de ces invariants; si S, transformé par une substi-
tution linéaire quelconque T, prend la forme

^1 a\x^-\- ...4-a^
S=

^n ^nî i + ... -{-dnnXn,

on aura la condition

(111) (p(a'̂  .... ann)== <p(a^,..., aj.

Supposons que T soit une substitution infiniment voisine de l'unité et de
la forme

x^ ...,.rp-t x^ ...,a;p-i
^ ^ + ̂(112)

I ^p+i» "">v'n ^+i,...,a^

s étant très-petit ; il viendra

apq=dpq si P ^ p , Ç ^ < r

dp, == dpo — gûp ç si p ï p,
a^q=açq -t-saog si ç^o,
ap<r== a^ + Wyy — eapp — ̂ a^.

Substituant ces valeurs dans l'équation (11 i) et négligeant le carré de
s, il viendra

v^ a(? ^^ (i^
-^-da-^+^d-a^+

rf<p rfcp
——— Ciy

do-,^"^^0'
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expression qui prendra la forme plus simple

V d(p a — ^ ^ n
^da^-^-da,^

en supprimant les restrictions? $p, <y<;o-,
En faisant varier p et <r, on obtiendra une suite d'équations analogues,

qui suffiront à exprimer que y est invariable par les substitutions linéaires
de déterminant 1 ; car on sait que toute substitution de cette sorte s'obtient
en combinant des substitutions analogues à (112).

77. Pour que y soit invariable par toute transformation linéaire, il
faudra de plus qu'il ne change pas, lorsque la transformante sera de la
forme

x^ ..., Xç-i x^ ...,a;ç-i
^e (1 4- s)^
•Tp+i,..., x^ aîp+t, ...,a^

Mais on aura alors
dpq = dpq si p ^ p, q ̂  p ou sip == q == p,
a'ep= (l=e)û^,
, _ 1

^^TT'i^'
etFéquation (111) donnera l'équation différentielle

V d^ — V d(?

Là d^p ~~ ̂  da^'

78. Si l'on veut que la substitution U, qui transforme S en S', soit

non-seulement linéaire, mais orthogonale, on aura ' —)- nouvelles

équations de condition, exprimant que les carrés des cosinus des angles mu-
tuels des plans

^==0,..,^=0,

sont égaux à ceux des plans

^==0, ...,^==0,

auxquels il faut rapporter S' pour la ramener à sa forme canonique.
En effet, s'il existe des variables x\,...,Xn liées orthogonalement à

^,...,^, et telles que S', rapporté à ces nouvelles variables, ait la même
forme que S rapporté à ̂ ,..., x^ ; S', rapporté aux variables

y\ -==C^ + ... + C^n, ..., y'n == î< 4- ... 4- Wn,

aura la forme canonique (110). D'ailleurs le système d'axes ̂  ,..., x'n étant
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orthogonal comme le système x^ ..., x^ les carrés des cosinus des angles
mutuels des plans ^,..., y'n seront évidemment donnés par les mêmes for-
mules que ceux des plans ̂ ,...,^.

Réciproquement, si les carrés des cosinus des angles des plans î/^,.. . ,î/»
sont égaux à ceux des plans î/i,...,y», il est clair que ceux de .z\,..., x'n sont
égaux à ceux de ^i,..., x^ lisseront donc nuls, et les axes ̂ ,..., x'n rectan-
gulaires ; et la substitution

j x^f..., x^ a^,,.., a^ j ,

par laquelle on passe de S' à S, sera orthogonale.
Si donc on se borne à des transformations orthogonales, S aura, outre les

n invariants précédemment trouvés, ^—/ invariants orthogonaux, don-
JL

nés par la formule
(CriCp.i4- ...+Wpn)2

COS^Î/r^s) (4i+...+c?.,)(^+...+cjJ

Les coefficients c, qui figurent dans ces invariants, dépendent des irration-
nelles s^, s^\ mais on pourra remplacer ces invariants irrationnels par les
coefficients de l'équation qui les détermine, lesquels sont symétriques en
^,..., ̂  et par suite rationnels.

79. Les invariants orthogonaux satisfont aux équations différentielles
suivantes

^ d(ç v^ ^y v^ d(o v\ d(f
Zj^^-^^^^^^^-^^^'

On les obtiendra aisément en exprimant qu'ils ne sont pas altérés lors-
qu'on transformera S par une rotation infiniment petite autour de l'un
quelconque des biplans coordonnés. Mais ces équations différentielles ne
suffiront pas pour caractériser complètement l'invariance. Car elles expri-
ment seulement que y ne varie pas lorsqu'on transforme S par une substi-
tution orthogonale de déterminant 1. Il faut encore exprimer que y ne
change pas lorsqu'on transforme x par une substitution orthogonale de
déterminant—1; par exemple, lorsqu'on change le signe de l'une des
variables*

80. Supposons maintenant que la substitution S soit orthogonale, et
admettons, pour fixer les idées, que l'équation caractéristique en s ait une
racine réelle s^ Le plan y^= 0 sera réel, et l'on pourra trouver un système
de n plans orthogonaux ^===0, ^==20,..., ^==0 dont il fasse partie. En les
prenant pour plans coordonnés, S prendra la forme

2/i s^
^2 ^12/1+<2< -+- • • • +^2^

X'n flî i 4- Og^g -4- • • • 4- CInwKn
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et comme elle n'a pas cessé cTêtre orthogonale, on aura

^=1, ^4-^+...+^=1,
d'où

^==±:1, a^ ==:...==a'rai==:0,
et l'équation caractéristique de S deviendra

(s—Si) -22

a'ns Ctnn
=0.

81. Admettons, pour fixer les idées, que le dernier déterminant que nous
venons d'écrire, égalé à zéro, admette une racine imaginaire s^=p -4-<p; il
admettra également sa conjuguée s^==p—qi\ et si X^ = Z.̂  -4- iZg est la
fonction imaginaire de^,...,.r» que S multiplie par s^, la fonction conju-
guée Xs==Z2—î'Zg sera évidemment multipliée par s^. Donc S remplacera
les fonctions réelles Zg et Zg par pl^ — çZç et çZg 4-^3.

Cela posé, on peut déterminer dans le biplan Zg ==ï^-==0 deux plans rec-
tangulaires ^==>Z2+^Z3==0, S5===YZ2-(-^'Z3==0, et la substitution S
remplacera z^, z^ par des fonctions de Z^, Zg, lesquelles pourront s'exprimer
en fonction de ̂  et Zy

Prenons maintenant pour plans coordonnés, au lieu de ̂ ,..., x^ les plans
^==0,^==0e tn—5 plans rectangulaires x\==.... ===^===0 situés dans
le?i—5-plan perpendiculaire au triplan ^==:^==:^g==0. La substitution
S prendra la forme

2/i
^2

^5

<

-r;;

=4=2/1
^2 +

^2 +

<2^4-

fl»2^2 4-

sz^
uz^

-^5-t

-^3-H

^ <4< 4

^^4^4-t

h...+<A

h ... + a'nnX'nXn a'n^ + a^^s + a'n^ + . . 4- (ïren^

et comme elle est orthogonale, on aura
r^s2^:!, < 24-^ 2==l,^4-s^<===0,

r^^+^+.-.+^^l, s^^+^+.-.+^^l.

On déduit des trois premières équations
r==cosa, s==sina, t==—sin a, M==cosa,

r2^-^^^2^-^^!,

a^ ==...== a;;2 =^43 ==..<== a^ == 0.
Cela posé, suivant que le déterminant

! ^4- S ...<,
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aura une racine réelle ou un couple de racines imaginaires, on appliquera
de nouveau à S un des deux modes de réduction ci-dessus. Poursuivant
ainsi, on arrivera finalement à mettre S sous une forme telle que la sui-
vante, où nous changeons pour plus de commodité, l'ordre et la désignation
des variables

2/i» 2/2 î/icosa, + ̂ sinai, —î/ iSinai+2/2COS34

S== 2/2p-i,2/2? ysp-icosaç 4-2/2^1"^—2/2?-! sinap 4-î/gpcosap
t/gç-n,..., y^+ff — î/îç-n,..., — 2/2p-+-<r
2/a?+ff+i,2/» 2/2?+^+i» • • • î 2 /n

Le déterminant de la substitution ci-dessus est évidemment égal à
(— i)7; et comme il est égal à 1, par hypothèse, o- sera un nombre pair 2<r'

82. Cela posé, admettons d'abord que n soit un nombre pair ïy. ; r== 2^a.
Si l'on a (T===O,V=Q^ S sera de la forme

2/i»2/2 î/icoso^+î/gsinai, —^smai+^cosaj
(113)S=: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

2/2(*-^ 2/21* y2i*-^COSa^+y2(*smaiA»—•y2^-lSma(*+2/2lACOSa^

laquelle forme générale contient comme cas particulier celui où Fon au-
rait G-==2<7', T===2r'. Il suffirait en effet, pour obtenir la substitution rela-
tive à ce cas, de poser dans l'expression précédente

(114.) a.v.-<s' -,'==...== ap,_^==w, a^-^-n ==:... ==a(x== 0.

Si n est un nombre impair 2^+l ,T===2pi+l—2p—2</ sera impair,
et l'on aura, en supposant O-==O,T==I,

î/i » 2/2 2/i cos ̂ t "̂  2/2 sin ̂ î — 2/i sln ̂  "+" 2/2cos a!

—— 2/2;^-1»2/2^ y2l*-lcosal*-^- l/2^smalA»——2/21A-^sina^+2/2l*COSa^A

2/2iA-H 2/2^+1

Et la formule relative au cas où l'on aurait o- == 2<r',T==2T'+l s'ob-
tiendra encore comme cas particulier de la précédente, en y faisant les
suppositions (114).

85. Les expressions canoniques (115) et (115), auxquelles a été ramenée
la substitution S, donnent immédiatement les théorèmes suivants :

THÉORÈME I. — Dans Fespace à 2^ dimensions, toute rotation autour d'un
point est la résultante de y. rotations effectuées autour de ^ biplans rectangu-
laires x^ === x^ == 0,...., x^ _ t •==. x^y. == 0 passant par ce point.

THÉORÈME II. — Dans l'espace à 2u -+-1 dimensions, toute rotation autour
d'un point est une rotation autour d'une droite x^ ==...== x^ == 0 passant
par ce point, et sera la résultante de y. rotations effectuées autour de y. liplans
rectangulaires x^ == x^ = 0,..., x^ ̂  i == x^ = 0 passant par cette droite.
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Les y. biplans ainsi définis seront dits les biplans principaux de la substi-
tution considérée. On peut d'ailleurs évidemment, sans altérer la forme
canonique de S, choisir à volonté dans chacun de ces biplans les deux plans
rectangulaires que l'on prendra pour plans coordonnés.

84. Le théorème que, dans l'espace à 2^-4-1 dimensions, toute rotation
autour d'un point s'opère autour d'une droite a été déjà donné par
M. Schlàfli (Journal de Crelle, t. 65). L'auteur signale également l'existence
de y. invariants dans la substitution orthogonale. Mais il ne nous paraît pas
avoir établi que ces invariants sont les seuls ; et il ne donne pas la
réduction de la substitution à sa forme canonique, laquelle nous semble
indispensable pour se rendre un compte bien net de la nature de ces inva-
riants.

85. 11 est aisé A'exprimer les cosinus des angles 04, ...,o^ en fonction des
invariants de la substitution S.

En effet, supposons d'abord qu'il s'agisse d'un espace à 2^, dimensions.
L'équation caractéristique (109) deviendra, en y supposant S ramenée à la
forme canonique (li5),

cos 04 —
— sina

0
0
...

-s
i

sin 04
cos 04 —

0
0
...

0
s 0
COSa^—S
— sin ag

0

0
0

sin ag
cos a^ — s

0

0 ...
0 ...
0 ...
0 ...
0 ...

^(^—Sscosa^+l) ... (s2-—2s cos a^-4-1 )•

Comparant cette forme réduite à la forme générale

O U — S • • • ûi»
0== . . . . . . . . =/'(5)=:w4-A^-i4-==f(s) == w+A^-1 +... + ̂

^i ... a^—s

et posant, pour abréger,

B, === y COS Or, Bg == V COS Or COS «rS . . .,
^—r " •^—r.r»-r,r»

il vient
^===-2Bi,
Aa^^Ba+n,
A3==:~8B3-2(n-l)Bi,

(116)
A^ ̂  (- 2)^ (n~m4-2p) . . . (n—w4-p+ l ) ,

1 . 2 . . . p
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la sommation s'étendant depuis p ==0 jusqu'à p== rn ou w suivant que
m est pair ou impair.

En renversant les relations (116), on obtiendra B^,..., B,. en fonction des
invariants A^, . . . ,A2;x . D'ailleurs Bp..., Basent les coefficients d'une équation
du degré ^, dont cos oq,..., cos ̂  sont les racines.

S'il s'agit d'un espace à 2^+1 dimensions, S aura la forme canonique
(115) qui a pour équation caractéristique

0=^—25008^+1) . . . ( s 2 —2scosa^+^) ( l—s)
=== (s^ + A^-i -+ - . . .+ A^) (1 - s),

les coefficients A^,.. . , A^ étant définis par les relations (116).
En comparant cette équation à l'équation générale

a^—s ... a^
0= . . . . . . . ==/(s)==-s^+i+C^+... 4-C^,

l̂ • • • ^—S

on aura les invariants C^,..., C^+i exprimés par les relations

€4==! — A i , . . . ,C^==A^-—ATO-I .

Donc, ici encore, les invariants s'exprimeront en fonction de B^,..., B^ et
réciproquement.

De ce qui précède, on déduit cette conséquence remarquable :
86. THÉORÈME III. —Si deux substitutions orthogonales S, S' sont trans-

formables Vune dans Vautre par une substitution linéaire, on pourra tou-
jours opérer cette transformation par une substitution orthogonale.

En effet, si S' est transformable en S, elle aura les mêmes invariants que
S ; donc les quantités cos oq,..., cos a;^ seront égales aux quantités analogues
cos o^,..., cosa^ que contient la forme canonique de S'. Donc S et S7 auront
même forme canonique, au signe près des sinus des angles oq,...,a^
c^,. ..,c4. Mais on peut changer à volonté le signe de sincq, par exemple,
car il suffit de changer le signe d'une des deux coordonnées x^ x^ ; change-
ment qui reste sans influence sur l'orthogonalité des axes coordonnés. Donc
S et S' ont même forme canonique, et l'on passera de l'une à l'autre par la
substitution orthogonale qui sert à passer des coordonnées rectangulaires
r^,...,^ aux coordonnées x\, ...,^ également rectangulaires, pour les
quelles S' est réduite à sa forme canonique.

87. Les substitutions S, S' seront dites semblables ou inversement sem-
blables, suivant que la substitution orthogonale qui permet de transformer
l'une dans l'autre a pour déterminant +1 ou —1.

11 est intéressant de déterminer à quel caractère on pourra distinguer
l'une de l'autre ces deux sortes de similitude.



— 163 —
Supposons d'abord n == 2pi, et considérons les deux expressions

[ a^ + 1 . '. ai,2;xan — 1 . . . ai,2;x

<Ï2;j>,,l . . . Cl^^— 1
/-(-i)=/•(1)=

«3;U • • • «âMî  -+- [

qui toutes deux sont des invariants. Leur produit, effectué suivant la règle
connue delà multiplication des déterminants, et simplifié à l'aide des équa-
tions qui définissent l'orthogonalité, se réduira à

0
—— «.21 4

- «5l-t

«2l-

\-a^
\- a^

—«12 «5l-

0

-«15 • •

. .

Ce déterminant, gauche, symétrique, et de degré pair est un carré parfait,
que nous pourrons désigner par R2. Comme c'est d'ailleurs un invariant, la
quantité R ne pourra que changer de signe lorsqu'on transformera S par
une substitution orthogonale quelconque.

Or, si la substitution orthogonale qui change S en S' a son déterminant
égal à+1, elle résultera de la combinaison successive de substitutions
infiniment petites. Transformant successivement S par ces substitutions
composantes, on ne pourra altérer à chaque fois R que d'une quantité infi-
niment petite; et comme R doit rester invariable, ou changer de signe, il
restera invariable. On aura donc R==R',R' étant la fonction analogue à R
formée avec les coefficients de S'.

Réciproquement, si R===R', la substitution qui sert à passer de S à S' aura
pour déterminant 4-4. En effet, soit S" ce que devient S en y changeant le
signe de l'une des variables ; la fonction R sera changée en R".:^—R ; et
les substitutions orthogonales par lesquelles on passe de S à S" ou de S" a
S' auront pour déterminant—1. La substitution résultante, qui sert à
passer de S à S', aura donc le déterminant + 1.

Soit maintenant n == 2y, +1. L'équation f(s) •==. 0 aura une racine égale à
1 ; et l'on pourra trouver une fonction des variables que S n'altère pas. Ses
coefficients seront des fonctions rationnelles de a^, ..., a^, et l'on pourra,
par un changement d'indices indépendants qui n'introduit aucune irra-
tionnelle, mettre S sous la forme

x\ b^ + . . . + bi^x^.

-+-b2:^X^,

et la quantité 3Î/, formée avec b^ ..., b^.,^ comme R l'était tout a l'heure
avec Ott, ..., a^,^, indiquera par son signe celui du déterminant de la sub-
stitution qui transforme S' en S.
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Lorsque la substitution S est mise sous sa forme canonique, on trouve

immédiatement
R-== sin a, ... sin o.y..

88. La détermination des invariants Bp..., 1̂  s'obtient d'une manière
plus élégante lorsque la rotation S est infiniment petite.

Nous avons vu que S sera delà forme (107) et l'équation en s sera

1 — s ^ ^
e^i i—s £3W-- =0,

avec la condition .s^o. + s^ == 0.
Cette équation, développée suivant les puissances de 1 —s=t, sera de la

forme
(117) <»4-Sl(tt-14-...4-s^-p+...=0,

So désignant la somme des mineurs dérivés du déterminant
0 6is 643 ...

621 0 623 ...

hi hî 0 ...

en y supprimant n—p colonnes choisies à volonté, et les lignes de même
rang. Chacun de ces mineurs étant un déterminant gauche sera nul si p est
impair, un carré si p est pair.

D'autre part, S étant supposé réduit à sa forme canonique, on aura, si
n==2pi,

f(s} ==(s2 — ascèse +1) ... (s2 — 2s cosap, + 1).

Celte expression, égalée à 0, donnera pour s les racines

cos 04 :ir i sin o^,..., cosap,±isinapi,

lesquelles se réduiront sensiblement, oq,..., a;x étant très-petits, à
l±:t'ai,...,l±ia^.

L'équation (117) en ( aura donc pour racines dnoq,..., ±ia^,et, en pre-
nant—(2 pour inconnue, l'équation aura pour racines c^,..., a^.

Si n -r= 2 ̂  4-1, on aura
/^^(^--âscos^+l) ... (sS—Sscosa^+lXl—s).

L'équation en ( aura une racine nulle, que l'on supprimera ; prenant
ensuite — ^ pour inconnue, on aura ici encore une équation du degré /x,
déterminant a ...aï.
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89. Cherchons maintenant à simplifier l'expression d'un mouvement

quelconque, défini par la substitution (101). On prendra d'abord pour axes
coordonnés ceux qui réduisent à sa forme canonique la substitution sans
termes constants

a?i a^ 4- ... + a^n

•̂  O'n^i + . • • 4- a^n

11 est clair que la substitution s rapportée à ces nouveaux axes sera de la
forme

2/i »!/» 2/icos a! -+- 2/2 sin 04 -t- ̂ , — î/i sin a^ 4- y^ cos a^^- <^

^-i,^ 2/^-i cosa^ 4-^cosai*-4- ̂  ̂ _i,--t/^- isinaj,+^cosa^4-^

si n == 2^, et de la forme

, y, yi cos ai + y^ sin a^ -+-. ̂ , — y 4 sin 04 + î/a cos 04 + ̂

2/2ix - l» 2/2!. 2/2(x - 1 COS (X(x4- î/2(t Sm ai.+ ̂  - 1, — 2/2{* - 1 sin "-V- + Vfy.^ a;x+ ̂ x

2/2(A+1 ^4-14- ^âjA+l

si n==2^+ 1.
Mais on pourra simplifier encore cette expression par un nouveau chan-

gement d'axes. En effet, supposons pour fixer les idées que 04,..., <xp ne
soient pas nuls, mais que 0^4.1,..., o^le soient.

Posons ^i== î/i+^i» ^2 ==2/2 + ^2 î s remplacera %p^ par
«i cos <xi 4-^3 sin aï +Ài, —^i sin ai -4-22 cos ai +h^

en posant
/ii==^ + rfi(l—cosai)—dgSinai,
/i,== ̂ , -h di sin ai 4- ̂ (1 — cos ai),

et l'on pourra déterminer d^ d^ de telle sorte que \ bî h^ s'annulent, le
déterminant

1 1—cosai —sin ai* , ==2—2cosaisin a^ 1 — cos ai

étant différent de zéro.
On fera disparaître de même par un changement d'origine les constantes

^3,..., S^p.

D'autre part, 2 remplace les variables y^+i, ...,î/n par î/sp4-i4-^-n,...,
^4- ̂  ; elle n'altérera donc pas la fonction

v==Xîp+ty2ç->-i4-. . . 4-^î/»p
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si l'on a la condition
^p^-i^+i-i-.. • -h^A^^'

Cette condition détermine une seule des quantités > en fonction des autres,
qui restent arbitraires. Les fonctions de la forme Y que s n'altère pas,
égalées à zéro, détermineront donc un n—^p—1-plan P^_^_i , dans
lequel on pourra trouver n—2^—1 plans rectangulaires ^-+-iî*"^»-i»
le n —2p-plan y^p +1 ===... ==^==0 résultera d'ailleurs de l'intersection
dePn^ap- i avec un dernier plan z^ perpendiculaire aux précédents. Pre-
nant ces plans pour plans coordonnés, au Heu de y^p+i,..., y^ 2 prendra
la forme

2.1 ,^2 2;i COS a, -h ̂  sin 04, — ^1 sin a, 4- 23 COS a,

(118 ) ^o—i^ç, z^p—i cosocp 4-ZapSinocp,—^p^isinap-f-^gpcosaç
^2°-t-ir**i -^ra—l ^aç-+-11 • • •.» ^w—l
^ ^-+-^

Donc le mouvement cherché résultera de la combinaison d'un mouve-
ment de rotation autour d'un 2^-plan, joint à un mouvement de translation
le long d'un axe perpendiculaire. Un semblable mouvement peut s'appeler
hélicoïdal.

D'ailleurs, si l'on a p == 0, le mouvement se réduit à une translation ; si
^ — 2 p = = ^ 0 ou n — ï p >0, mais < î==0 , i l se réduit à une rotation. On a
donc ce théorème :

Tout mouvement est une rotation, ou une translation, ou un mouvement
hélicoïdal.

90. Dans l'espace à 2^-4-1 dimensions, le mouvement hélicoïdal est la
règle, et les autres sont des cas particuliers ; car n—2p n'est pas nul et ^
diffère en général de zéro.

Au contraire, dans l'espace à îy. dimensions, on a en général ap ...,a^
différents de zéro, et l'on aura par suite n—2^==Û,sauf les cas parti"
culiers.

91. Voici enfin deux derniers théorèmes, qui sont la généralisation de
ceux qui ont servi de point de départ à M. Chasies dans ses belles recherches
sur le déplacement des solides.

Supposons cq,..., a p , § infiniment petits, et négligeons les carrés de ces
quantités. 11 viendra, pour la représentation canonique d'un mouvement
infiniment petit

(119)

Z^ ^4-ai^» —a^i+Za

^p-i^p ^p—i+a^p» —a^p—i+^p
^2?-+-J^*"î ^fl—1 ^î?+iî'"» ^tt—1

z, z^S
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et soient AÇp ..., A^ les accroissements des coordonnées du point ^, ...,?;/-
Le plan mené par ce point normalement au déplacement aura pour équation

o==(^-yA^+...+(^-y<
==(^—^) a^—( ^2—y a l^+•••+(^-l—^e-l) a i^?

— (^e — ^2p) ̂ p-i 4- (^ — ̂ ) ̂
==^ (^ —2^1)4- • • • -+- aç (^ç-i'^—^aç-i) 4- ^ (^—^).

Cette équation étant symétrique par rapport à <;p ..., Ç^ et z^ ..., ̂ , on a
le théorème de réciprocité suivant :

THÉORÈME.— Si le plan normal au déplacement du point î;p..., ̂  passe par
le point z^ ..., z^ le plan normal du déplacement de Zp ..., ̂  passera par
î;i,...,^.

92. Si ce point ̂ ,..., ̂  se meut dans un fc-plan |

(120) Ai==.. .==Ak=0,

les plans normaux aux déplacements se couperont suivant un n—Â;+l-
plan conjugué au k-plan, lequel s'obtiendra en éliminant k des quantités
^,..., '^ de Féquation du plan normal à l'aide des équatious (120), et éga-
lant à zéro les coefficients des quantités restantes.

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, qu'on a k<^n—ft4-l»

à'oùk<,n-Yi^k-Kn.

95. THÉORÈME. —Si les deux multiplans conjugues Pk, P ^ - k + i ne sont
pas contenus dans un même plan, le mouvement considéré S pourra se décom-
poser en deux rotations autour de ces multiplans.

En effet, soit;/ un point de P»_k 4.1 situé en dehors de P^. Par ce point
et par Pjk on pourra faire passer un A—l-planPt-i. Soitp" un point de
Pn-k+i non contenu dans Pt-i ; par p" et PA-I, on fera passer un k—2-
plan Pt-2, etc. On arrivera enfin à un plan P^ passant par P^ et par k— 1
points convenablement choisis dans P»-k+i.

Cela posé, nous prendrons pour plan des x^ le plan Pi ; pour plan des Xy
un plan mené par P^ perpendiculairement à Pi ;... ; pour plan des x^ un
plan mené par P^ perpendiculairement à P^-i; enfin, si 2fc—1 <n,
^—2^4-1 plans rectangulaires et perpendiculaires à Pat-i,

;r^==:0, ...,^==0.

Soient respectivement
y. y , ^•-1) ^-1)
4l , . . .? \» . . . ,^i » " - î S »

les coordonnées dej/,..., p^-^. Les points p'j/',..., ̂  - ̂  étant respecti-
vement dans les multiplans Pi,..., Pk~ i, on aura
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^=0,
^^==0,
^-i)—^-l)_- _^-l}_n^ —^ —..._^_^ —u.

D'ailleurs p' n'est pas dans Pg, p" n'est pas dans Pg, etc. ; donc on aura

^O» ^0,..., ^-^0.

94. Cela posé, soit ^,..., ^ un point quelconque de P» _ ^ -n ; A^,..., Aî^
les changements de ces coordonnées par suite du mouvement considéré. Le
plan normal au déplacement sera

(122j (^-^)^4-...+(^~yA^==0.

Par hypothèse, il doit passer par le multiplan P&. Donc l'équation (122)
doit être satisfaite identiquement en y posant ^=== ...==.x^-= 0, ce qui
donne les conditions

(125)
(124)

^i^-^n^
^4-...4-^==0.

Soit d'ailleurs z^ ...,^ un autre point de P»-t+i ; la distance de ce
point au précédent ne doit pas être altérée ; donc on aura

(^-^)(A^-A^)+...+(^-y(A^-Ay==0,

ou, en tenant compte des relations (125) el (124) et des relations analogues
relatives à ^,..., 2^,

(125) Z^ + ;iA^ + ... 4- z^\ •+• ^A^==0.

L'équation (125), appliquée au point p*"1 dont toutes les coordonnées
sont nulles sauf la dernière, se réduira à

^-^-^O, d-OUA^-^O.

95. Soient maintenant sp ..., sk.des quantités très-petites ; considérons la
substitution

x^ Xi + w
.ïg a;2+e^

Xk — Sî i — eA —. . . - ( - Xk
Xk+l Xjç+i

laquelle est une rotation autour de P*. Pour que S se décompose en deux
rotations autour de P» et autour de P»-»-n, il est évidemment nécessaire
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et suffisant qu'il en soit de même de ST===S'. D'ailleurs S' fera subir aux
coordonnées du point ^,..., ^ les variations suivantes

(126) A^=A^+^, A^=:A^+^,...,

(127) A^==A^-e^-s^-...,

(128) A'^=A^,..,A^=A^

et, d'après ces formules, il est clair que si les A satisfont comme on l'a sup-
posé aux relations (125), (124) et (125), les A' satisferont aux relations
toutes semblables

(129) A^=:...=A'^==O,
(150) ^4-...+^=:0,
(151) ^A^+^A^+.-.+^A^+^A'^^O.

Si maintenant on détermine ces arbitraires s par les relations

^-^^-^O.^A^+s^.^-^O.

ce qui ne peut souffrir de difficulté, ̂ ~1) n'étant pas nul, on aura

(152) ^-^...^A^J^Û.

On a d'ailleurs, Ç?"^,..., Ç^J^ étant nuls,

(155) A^-^Aîf-^O.

Donc la substitution T ne déplacera plus le point p^ -1).
96. Remplaçons maintenant, dans les équations (150) et (151), ^, ..., ̂

par les valeurs particulières Ç^"^,..., î?"^ et ̂ ,..., ̂  par ̂ -1), ....^-1).
Elles se réduiront, en tenant compte des relations (1-21) et (155), à

^^-^^^^^

^-^-^O,

d'où l'on déduit, Ç^- ^ et ̂ r^ n'étant pas nuls,

A^=0, A^J^O.

Cela posé, considérons les substitutions

.TI +6'i^-l

^2+62^1--2

'?==
^-1 —— 8^——6^3—— ...+^_i

^ «rt
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laquelle est une rotation autour de P^ ; S' sera décomposable en deux rota-
tions autour de PA e tP»_ t4 - i , si S'T'r^S" l'est.

Les variations que S" fait subir aux coordonnées de ̂ ,..., ̂  seront repré-
sentées par les formules

^ ^A^+s^,...,

^_^A^-^,..,

A^==A^ (p>^- l ) ,

et il est clair : 1° que les A" satisferont aux relations (429), (150), (151);
2° qu'on aura

A^^=...=A^-1)=0, A^-^A^^O;

5° qu'on pourra déterminer les s7 de telle sorte que les autres coordonnées
dep(*-2) ^Q subissent plus aucun changement.

Continuant ainsi, on arrivera à une dernière substitution

SrrrSTT'...,

laquelle ne déplace plus aucun des points p',..., p^ - ̂ .
97. Mais la substitution 2 se réduit à une rotation autour dePn-k+i' Pour

le prouver, il suffit de montrer qu'elle laisse invariables les coordonnées
d'un point quelconque ^,..., ^ de ce multiplan. Or les variations A^,..., A^
qu'elle fait subir à ces coordonnées satisfont aux équations (129), (150) et
(151). Donc ^+1, ...,^ ne sont pas altérés par 2. Quant aux autres coor-
données, on aura les équations suivantes, déduites de (151) en y rempla-
çant successivement z^ ...,z^ par les coordonnées des points j/,...,?^- 1J

(que s ne déplace pas), et en tenant compte des équations (121),

4k-l)^=û-
^^4-^-^û,

^A^+...+^==0,

équations d'où l'on déduit successivement
A^=O,...,A^==O.

Ces valeurs substituées dans l'équation

^+...+^=0
la réduiront à

^==0.

Donc si ^ n'est pas nul, on aura A^ == 0 et notre proposition sera dé-
montrée.
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Supposons, au contraire, que ^ soit nul. Par hypothèse, ¥n-k+i contient

un point ̂ ,..., z^ qui n'est pas contenu dansie plan x^ ===0. Donc ̂  ne sera
pas nul : d'ailleurs on aura, par ce qui précède, A^ ==... ==A^= 0. Donc
l'équation (125), appliquée auxdeux points ^, ...,'^ et^,...,^, seréduiraà

^==0, d'où A^==O,

ce qui complète la démonstration.
98. Comme application particulière, proposons-nous de résoudre le pro-

blème de la composition des rotations autour d'un |point dans l'espace à
quatre dimensions.

Si l'on pose n= 4, la formule (97) qui représente une rotation infiniment
petite R autour de l'origine contiendra six paramètres variables s^, s^, s^,
hy h^ £34- Cela devait être; car une semblable rotation dépend de six élé-
ments : 1° quatre angles, définissant la situation de ses biplans principaux ;
2° les amplitudes a, (3 des rotations partielles autour de ces biplans.

Cherchons a mettre la substitution sous une forme où ces deux sortes
d'éléments soient immédiatement en évidence.

Soient ^==0, y ==0, ^===0, ^==0 les plans coordonnés, et supposons
que l'un B des biplans principaux de R fasse les angles y et ^ avec le biplan
A formé des deux plans x=Q, y=0. On pourra, comme nous Pavons
montré (IV), remplacer x, y , z, u par de nouvelles coordonnées rectan-
gulaires

xf==:xcos^ -rysinX, î/'==—x sin X + y cos X,
2'== ;scos p -4-î/sinp, M'==—z sin p+ i^cosp,

telles que les biplans A et B soient respectivement représentés par les
équations

a/==0, t/^0
et

X==;ï/cos<p -}-î'sin9==0, Y==y'cos^ +M'sm4==0.

Le second biplan principal de R, étant perpendiculaire à B, sera l'intersec-
tion des deux plans

Z == —vf sin 9 + z'cos <p === 0, U ==— y ' sin + -4- M' cos + = 0.

Cela posé, prenons X, Y, Z, U pour plans coordonnés ; la rotation R
prendra sa forme canonique

| X,Y X+aY, -aX-t-Y |
| Z,U Z + P U , -PZ+'U Y
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La même substitution, rapportée aux coordonnées x\ y\ 2', u\ prendra
la forme

x' x ' + ay' 4- bu'
•y' — bx' 4- y ' -+- c^
z' — ci/' + 2' + rfM' '
u' ^-bx'—dz'^-u'

en posant pour abréger

(154)

a == a cos <p cos <)/ 4- P sin 9 sin <|/,
& == — a cos<p sin ̂  -h (S sin 9 cos +,
c==asinycos^ — pcosœsin^,
d == a sin 9 sin <1/ + P cos 9 cos <(/ •

Entin cette même substitution, rapportée aux coordonnées primitives
x, y , z,u, sera de la forme

x x + ay -(- ez -(- fu
y •— ax -h y + gz 4- hu
z — ex — gy -}- z -{-du
U — fx — /lî/ — d;2 -+- U

e, /, ^, h étant déterminés par les relations

(155)

e == — b sin p cos >. — c cos p sin X,
f == b cos o cos >. — c sin p sin X,
</ === — b sinX sin p + c cos X cosp,
/i =^ b sin X cos p 4- c cos X sin p

99. Posons maintenant

a+P==2jfc, a—p===2%,
<p—^==rM, (p4-<}/==n,
X+p==K- î X—p=v .

Les formules (154) et (155) deviendront

a == Jlo cos m -h % cos n,
î» === Jlo sin w — S sin n,
c== A) sin w + S sin TI,
d ==J(i5 sin m — % cos n,

—c === Jb sin m sin pi. —1- % sin n sin v,
/'= JL sin m cos ^ — 3Î sm n cos v,

^ == Jlo sin m cos (JL — âisinracosv,

^==J(<) sin w sin p. — âisinnsinv.
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100. Considérons maintenant diverses rotations R^ Rg,.. . , R^ ; et soient
^,®pWt, TI»,^, v», a»..., Jii les valeursdes paramètres A), S, m, n, pi,v,a,...,
7i pour la substitutions R, ; Jk, 5B, m, n, pi, v, a,..., A leurs valeurs pour la
substitution résultante R.

Les quantités a^ ..., ^,..., a^..., /^ étant supposées infiniment petites,
on aura évidemment, en négligeant les termes du second ordre,

R'^Ri ... RA==

x x +yy,ar-i-zy,er-^uy.fr
'^r ^~r ^~r

y — x^cr+y -^S^'4"^ hr

z — x j ^ e r — y ^ g r - ^ - z ^u^dr

U —X ̂  f.—y^hr—Z^ dr^-U

;r=l,2, ..,A).

On aura donc

(156)

J(9COSm=^(a+d)= ̂  (ûr —dr) =^A)rCOSWr,

J l smws in (A==^(À—e)== ^^ (^—er ) = ^Jlorsinwr sin^r.

J(î>smmcosy-==^-(/ '+ôf)= ̂ ^ (/, -h ^r) == ^Jfcrsinwrcos^»

% cosn==^(a- •d):=:9S(a^-rfr)=S%rcosyî^
(156) % sinîtsin v = — 0 (c4-^)==—g^ (^r +^r)= ̂  SrSmnrsinvr,

1 1% s m n c o s v = = = ^ ( ^ — / ' ) = ̂  (^ — / r ) = ̂  %r sin Tïr cos vr.

De ces formules résulte cette conséquence remarquable que les six para-
mètres A), m, ̂  3î, n, v se partagent en deux groupes, A), m, ^ et 9i, n, v,
de telle sorte que les valeurs des paramètres de chaque groupe dans la
rotation résultante dépendent exclusivement des valeurs de ces mêmes para-
mètres dans les substitutions composantes.

101. La loi de cette dépendance peut d'ailleurs se représenter géométi i-
quement d*une manière fort simple. Menons dans l'espace ordinaire, à partir
de l'origine des coordonnées, une droite OA de longueur Jl>, ayant l'angle
y. pour azimuth et l'angle m pour co-latitude. Menons de même une autre
droite OB de longueur 3i, d'azimulh v et de co-latitude n. Le système de ces
deux droites donnera une image géométrique delà rotation R.

Cela posé, les équations (156) expriment que la droite OA a pour pro-
jections sur ces trois axes coordonnés la somme des projections des droites
OA^..., OAfc relatives aux rotations composantes R^, . . . , R^. De même les
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équations (157) expriment que OB a pour projections la somme des projec-
tions de OBi,.. . , OBr. On a donc ce théorème :

Pour obtenir chacune des deux droites représentatives de la résultante
d'un nombre quelconque de rotations concourantes^ il suffira de composer,
suivant les règles de la statique, les correspondantes qui servent à représenter
les rotations composantes,


