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Essai-sur la géometrie & n dimensions; par M. CamiLLe Jorpan,

(Séance du 12 mai 1875)

On sait que la fusion opérée par Descartes entre 1'algébre et la géométrie
ne s’est pas montrée moins féconde pour 1'une de ces sciences que pour
Pautre.

Car, si d'une part les géométres ont appris, au contact de I'analyse, &
donner & leurs recherches une généralité jusque-1a inconnue, les analystes,
de leur coté, ont trouvé un puissant secours dans les images de la géométrie,
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tant pour découvrir leurs théorémes que pour les énoncer sous une forme
simple et frappante.

Ce secours cesse lorsqu on passe a la considération des fonctlons de plus
de trois variables; aussi la théorie de ces fonctions est-elle rélativement fort
en retard. Le moment semble venu de combler cette lacune en généralisant
les résultats déja obtenus pour ce cas de trois variables. Un grand nombre
de géométres s’en sont déja occupés d’un maniére plus ou moins immédiate.
Nous ne connaissons cependant aucun travail d’ensemble sur ce sujet (*).

Nous nous proposons, dans le présent essai, de montrer comment les prin-
cipales formules de la théorie de la ligne droite et du plan doivent étre
généralisées pour s'étendre aux fonctions linéaires d’'un nombre quelconque
de variables. L’étude de ces questions élémentaires doit naturellement pré-
céder toute recherche relative aux fonctions de degré supérieur.

Bien que ces recherches soient purement algébriques, nous avons cru
utile d’emprunter, ainsi que nos devanciers, quelques expressions a la géo-
métrie. Ainsi, nous considérons un point comme défini dans U'espace a n
dimensions, par les valeurs de n coordonnées x,,...,x,. Une équation liné-
aire entre ces coordonnées définira un plan; &k équations linéaires simul-
tanées, un k-plan ; n — 1 équations, une droite. La distance de deux points
sera y/(z,—,)*+...; etc.

Ces définitions posées, nous étudions, dans la section I de notre Mémoire,
les divers degrés de parallélisme qui peuvent exister entre deux multiplans.

Dans la seconde section, nous donnons les conditions de perpendicularité.

Dans la troisiéme, les formules de transformation des coordonnées.

Les sections suivantes renferment des résultats plus intéressants.

Les sections IV et V sont consacrées & I'étude des relations indépendantes
du choix des axes (les coordonnées restant rectangulaires), qui peuvent
exister entre deux multiplans. Nos principaux résultats consistent dans les
propositions suivantes :

1° Un systéme forme d’un k-plan Py et d'un l-plan P, passant par un méme
point de Uespace a p invariants distincts, p étant le plus petit des nombres k,
l, n—k, n—I. On peut consideérer ces invariants comme définissant les
angles des deux multiplans.

2° Les divers plans perpendiculaires & Py et & P, forment respectivement
par leurs intersections un n—Fk plan P, y et un n—1 plan P, formant entre
eux les mémes angles que Py et P.

%0 Si Py et Py n’ont pas de point commun, on aura un invariant de plus, &
savoir leur plus courte distance. Cet invariant s’exprime par-une fraction,

(*) Un seul chapitre de cette nouvelle géométrie nous parait pouvoir étre considéré
comme & peu prés achevé; c’est celui de la courbure des surfaces. (Voir la thése de
M. Morin, 1867, et les mémoires de M. Sophus Lie, Gaettinger Nachrichten, 1871.)
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dont le numerateur et le déenominateur sont des sommes de carrés de déter-
minants.

Dans la section VI, nous donnons le systéme des formules qui relient
entre eux les angles mutuels des divers multiplans formés avec n plans
donnés quelconques (se coupant au méme point). Ces formules se réduisent,
pour n=23, & celles de la trigonométrie sphérique. Nous les rattachons a la
considération du déterminant de la forme quadratique qui donne la distance
de deux points (les # plans donnés étant pris pour plans coordonnés).

Dans la section VII, nous montrons comment une substitution orthogonale
de déterminant 1 peut étre ramenée par un changement d’axes rectangulaires
i une forme canonique simple, dépendant de -;—l invariants si n est pair, de

n;i 8'il est impair. Nous donnons les équations différentielles partielles

auxquelles satisfont ces invariants. De cette recherche, nous déduisons entre
autres résultats la généralisation des théorémes suivants :

Tout mouvement plan se réduit & une rotation autour d’un point.

Tout mouvement dans Uespace est un mouvement helicoidal.

Nous en tirons encore la généralisation de la loi de réciprocité signalée
par M. Chasles, et qui a servi de fondement & ses belles recherches sur le
mouvement d’un corps solide.

Nous terminons en donnant les lois de la composition des mouvements
infiniment petits dans I'espace 4 4 dimensions. Le résultat auquel nous
arrivons se formule dans ce théoréme :

Une rotation R, autour d’un point dans l'espace & 4 dimensions, peut étre
representée dans Uespace i 3 dimensions par deux droites A et B, de gran-
deur et de direction convenables. Deux rotations R, et R,, respectivement
representées par les droites A, et B, A, et By, auront pour résultante une rota-
tion représentée par les droites A, résultante de A, et A,, et B, résultante de
B, et B, (ces droites étant combinées suivant la regle du parallelogramme).

I. DEFINITIONS. — PARALLELISME,

1. Nous définirons la position d’un point dans I'espace i » dimensions au
moyen de » coordonnées z,, ..., Z,.

Une équation linéaire entre ces coordonnées définira un plan ; deux équa-
tions linéaires simultanées, distinctes, et non incompatibles, définiront un
biplan; k équations, un k-plan; n—1 équations définiront une droite ;
n équations, un point.

On pourra comprendre tous les étres géométriques ci-dessus sous le nom
générique de multiplans.



9. Soient
(1) Ag=0,..., A, =0

les équations d'un k-plan Py; en les combinant linéairement, on obtiendra
une infinité d’équations de la forme

MAf 4 v A =0,

Les plans représentés par ces diverses équations auront évidemment
P, pour interseclion commune, et nous les appellerons pour abréger les
vlans générateurs de Py. Leurs intersections deux a deux, trois a trois,...,
k—1 ak—1, donneront une infinité de biplans, de triplans, etc., conte-
nant Py, et qu’on pourra appeler les biplans, les triplans generateurs, etc.,
de Pk. )

Il est clair que I'on pourra prendre pour définir Py, au lieu des équa-
tions (1), les équations de k plans générateurs quelconques

MA e MAR =0, MA, + oo A =0, ...,

pourvu que le déterminant des coefficients X ne soit pas nul.

D’autre part, soit &’ un entier quelconque >> k, et ne dépassant pas n. Si
I’on joint aux équations (1), qui déterminent Py, &’ — & nouvelles équations
A1 =0,..., Ay=0, 'ensemble de ces équations (supposées distinctes et
non incompatibles) déterminera un k’-plan contenu en entier dans Py. Nous
dirons que les &’-plans ainsi obfenus sont les k’-plans de Py.

Nous remarquerons enfin que les coordonnées courantes d'un k-plan
quelconque

pourront étre exprimées linéairement en fonction de »— k variables auxi-
liaires indépendantes. Il suffira en effet de poser

Ak+l=lp esey An=7m—h,

Axi1, .-, A, étant des fonctions linéaires quelcongues de z,, ..., z,, et 'on
aura un systéme de z équations qui permettront d’exprimer ces coordon-
nées en fonction des nouvelles variables 1.

5. Un plan sera déterminé en genéral par n points. En effet, 1'équation
générale du plan contient # 4 1 coefficients, dont les rapports seront déter-
minés par les n équations linéaires que I'on obtient en substituant succes-
sivement dans I'équation les valeurs des coordonnées des » points donnés.

Un k-plan sera determiné par n — k-1 points.

En effet, considérons un plan quelconque assujetti 4 passer par les
n—=k—+1 points. Cette condition donnera entre les n—+1 coefficients du
plan n—k--1 équations linéaires; éliminant n—k-+1 coefficients au
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moyen de ces équations de condition, il restera dans I'équation du plan &
coefficients arbitraires. Donc 1'équation générale des plans passant par les
n— k +1 points donnés sera de la forme

(2) MAHF L MA =0,

et le k-plan A,=... =A, =0, intersection commune de ce$ plans, pas-
sera par les n—k~1 points donnés. D’ailleurs ce k-plan sera le seul &
jouir de cette propriété ; car si un k-plan P, contient les points donnés, ses
plans générateurs les contiendront a fortiori, ils seront donc de la forme (2);
et P se confondra avec le k-plan A, —...=A,= 0, intersection commune
de ces plans.

4. Deux plans donnés par les équations

A=az, + .. 4+ ax,+ =0,
B=bzx, + ..+ bz, +B=0,

se couperont en général suivant un biplan. Mais on doit excepter le cas ou
Pon aurait

Y %

b,
car les deux équations A=0, B = 0 seront incompatibles. On dira dans ce
cas que les deux plans sont paralléles.

Enfin, si 'on avait
a, o
b, B
les deux équations A =0, B=0 n’en formeraient plus qu'une seule, et les
deux plans seraient non-seulement paralléles, mais coincidents.

5. Soient Py et P, deux multiplans quelconques. Si, parmi les plans genéra-
teurs de Py, il en est qui soient paralléles & ceux de P, ils engendreront un
multiplan.

Soient en effet

a__ . __
p =

des plans générateurs de Py paralléles a des plans générateurs de P, et
choisis de telle sorte : 1° qu’ils soient indépendants les uns des autres,
c’est-a-dire ne soient liés par aucune équation linéaire identique

MG+ o+ 1909 =0;

2¢ qu'il n’existe aucun plan générateur de Py indépendant de ceux-la et pa-
rallele a un plan générateur de P,. Par définition, P; aura parmi ses plans
générateurs des plans

€ =3d,...,C, =3,



— 108 —

respectivement paralléles aux précédents. Py aura parmi ses plans généra-
teurs {ous les plans

(3) MO+ o+ 2,6, =0,
qui engendrent le p-plan
C,=0,..., C,=0,

que nous désignerons par P,. De son coté, P; aura parmi ses plans généra-
teurs ceux de la forme

(4) MO+ oo A+ 20 =28 + ... 42,9,
respectivement paralléles aux précédents et qui engendrent le p-plan
C=2,...,C, =3,

que nous pourrons désigner par P’ |

Donc, pour qu'un plan générateur de P, soit paralléle a un plan généra-
teur de P, il sera non-seulement nécessaire, mais suffisant, qu'’il soit un
plan générateur de P,. Et réciproquement, pour qu’un plan générateur de
P; soit paralléle & I'un de ceux de Py, il sera nécessaire et suffisant qu’il
soit I'un des plans générateurs de P,

Nous exprimerons cette relation en disant que deux multiplans P; et P; ont
entre eux un parallélisme d’ordre p.

Nous dirons d’une maniére absolue que Py est paralléle a P;, si tous ses
plans générateurs sont paralléles a ceux de P,. Il faut évidemment pour cela
que Von ait k<<I. Si k=1, il est clair que P, sera réciproquement paral-
léle & Pk'

Silon aala fois 3, =0, ..., ,,=0, les divers plans de P, seront non-
seulement paralléles & ceux de P’e, mais coincidents; et P, et P, seront con-
tenus dans le méme p-plan P,.

Au contraire, si ), par exemple est différent de zéro, il faudra pour que
les plans (3) et (4) se confondent, que I'on ait la relation

28 Ao 2,8, =0.

Déterminant ), par cette relation et substituant dans (3), on aura

3 3
zxg—§m>+m+N<Q_£q):o

pour l'équation générale des plans générateurs communs a Py et a Pj; et
P'on voit par 14 que ces plans ne seront autres que les plans générateurs du
p—1-plan

J,

3
2C,z=0,..., C,— <€, =0,

Ce -5, 5,

lequel contiendra P, et Py.
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6. Cherchons maintenant & quelles conditions doivent: satisfaire les
coefficients des équations de Py et de P, pour que ces mulliplans aient entre
eux un parallélisme d’ordre p, en étant ou non contenus dans un méme

p-plan.
Soient
Al=az + ... +apz, +0,=0,
() e e e e ,
Ak = a5 Ty + ... + g%, 4o =0,

les équations de Py ;

.............

{ Bi=byx, + ... + by, 484 =0.
) {

B =bx +... + bz, + = 0

celles de P;. Pour qu'un plan générateur de Py soit paralléle 4 un plan geé-
nérateur de P, il faudra qu’on ait la relation identique

MAy 4+ oo+ MAx =p, B 4+ ... + viB;+ constante;
ou, en égalant séparément a zéro les coefficients des variables,

M+ ..+ lkd[,izu. b“ + ... y.zbu,
(M)

M+ oo+ M= p4b1n + .. + Ulbln ;

et si I'on veut que les plans générateurs considérés soient non-seulement
paralléles mais coiucidents, la constante devra étre nulle, et 'on aura par
suite une nouvelle équation

(8) M2y A oo A Mok = 2By + oo+ bl

7. Cela posé, soit d’abord k + ! <<n; le nombre des paramétres 3, 1 sera
égal ou inférieur a celui des équations (7); si donc ces équations sont
distinctes, ce qui est le cas géuéral, on ne pourra y satifaire autrement
qu’en annulant tous les paramétres. Donc dans ce cas Py et P; n’auront en
géneral aucun parallélisme.

Mais celle conséquence sera en défaut, si les coefficients a, b sont choi-
sis de telle sorte que les équations (7) se réduisent & un nombre p d’équa-
tions distinctes inférieur & k 4 1.

I est d'ailleurs aisé de voir que p ne peut étre inférieur a I. En effet, les
équations (6) qui définissent P; étant supposées distinctes et compatibles
entre elles, I'un au moins des déterminants obtenus en prenant ! colonnes
du tableau
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par exemple celui-ci

byy oo by
A—

by ... by
différera de zéro. Cela posé, les I premiéres équations (7) seront dis-
tincles, et permeliront de déterminer py, ..., p; en fonction de X, ..., %;
car le déterminant des coefficienis par lesquels elles multiplient iy, ..., g,
étant égal a A, sera différent de zéro.

Soit donc p=k + Il —p, et p <<k. Les équations (7) permeiltront de dé-
terminer p,, ..., et k — p des quantités 3, telles que },..q, .... %, en fonc-
tion des p paramétres indétermines ), ..., X,.

Soit

‘ 19+1:me+1)\, —+ e n9+119,

R :

Substituant ces valeurs dans l’expression
MA A AN = 0
des plans généraleurs de Py, et posant pour abréger

Cy=Ay +m 1A 1 + oo+ mydy,
(10)

C? = A? 4= "e+1Av+i B = 17V
on aura l'équation

11) MGt A+ ere +2,C =0

pour définir ceux des plans générateurs de Py qui sont paralléles & ceux de
P,. Dailleurs les plans C,=0,..., G,=0 sont indépendants les uns des
autres; car si 'on avait une identité de la forme

vl + ... 4,0, =0,

on aurait, en substituant les valeurs de C,, ..., G, données par I’équation,
une nouvelle identité de la forme

v+ A v+ =0,

¢e qui est absurde, les équations A,=0, ..., A,==0 étant supposées dis-
tinctes.

Les plans définis par I'équation (11) ne seront donc autres que les plans
générateurs du g-plan €, =0, ..., C,= 0; et P; aura avec P, un parallélismne
d’ordre p.



— 11—

En outre, Py et P, seront dans un méme p-plan, si I'équation (8) est une
conséquence des équations (7).

8. Supposons maintenant que l'on ait k> n. On aura un parall¢-
lisme d’ordre k 4+ —n dans le cas général o les équations (7) sont toutes:
distinctes; un parallélisme d’ordre £+ —p si elles se réduisent & p
équations distinctes. Enfin P, et P,seront dans un-méme p-plan si I’équation
(8) est rue conséquence des équations (7).

9. Pour écrire les conditions d’un parallélisme d’ordre quelconque, on
n'aura donc qu'a exprimer que les équations (7) se réduisent a p distinctes.
Or, on sait que pour cela il faut et il suffit : 1° que 'un au moins des mi-
neurs de degré p formés avec les coefficients de ces équations soit différent
de zéro; 2° que tous les mineurs de degré p 41 s’annulent.

Pour que Py et P, soient dans un méme p-plan, il faudra de plus que
I'équation (8) étant adjointe au systéme des équations (7), les nouveaux mi-
neurs de degré p + 1 ou figurent les coefficients de cette nouvelle équation
s’annulent comme les précédents.

10. Si deux multiplans Py et P, w'ont aucun parallélisme, ils se coupent
suivant un multiplan Py_ ;.

En effet, par hypothése, on ne peut satisfaire a I'¢quation

MA L+ MAg=p,B, 4+ ... 4 wB; + constante,
ou, ce qui revient au méme, a celle-ci
M(Ag—ay) oo+ MAg — o) =py (B, — B,) + ... + (B —By).

Donc les k + ! fonctions A, —a,, ..., Ay— a4, B, — B, ..., B,— f; seront
distinctes, et les équations
A,=0,...,As=0, B,=0,...,By=0

lesquelles peuvent se mettre sous la forme
Aj—oy=—ay, .., By —By=—8i,

seront distinctes et compatibles entre elles, et détermineront un k - l-plau.

11. Si Py et P, ont un parallélisme d’ordre p, sans étre dans un méme
g-plan, ils ne se couperont pas

En effet, P, et P;ont par hypothése des plans générateurs paralléles, mais
non coincidents, ;=0 et G,=34,. Les points de D'intersection devraient
satisfaire 4 ces deux équations, qui sont incompatibles. Si donc Py et P, ont
un parallélisme d’ordre p et se coupent, ils seront dans un méme p-plan.

12. Si Px et P, sont dans un méme p-plan, ils se couperont suivant wn
k 41— p-plan.

Soit en effet

C=..=0C,=0



— 112 —

le p-plan formé par les plans générateurs communs & Py et a P,. On peut
remplacer les équations

Bj—..=B=0,
qui définissent Py, par les équations équivalentes
Ci::O, ceey CQ:O, BP"" =0, “eey B;: 0,

dont les p premiéres ne sont que des combinaisons des équations A, =0,
...» Ay= "0 qui définissent P;. Le nombre des équations distinctes auxquelles
satisfait I'intersection de P, et de Py se réduit donc & k—+1—p.

13. Un k-plan Py, glissant parallélement @ tui-méme sur un Il-plan P,
engendrera un multiplan.

Les deux multiplans étant encore supposés définis par les équations (5) et
(6), les équations d'un k-plan paralléle & Py et passant par le point &, ..., %,
seront

‘ Ay=a, & +... +ak, 4 2,
(“2) e e e e
M=aut + ...+ aub, + oy

Mais si le point £, .. , £, appartient 4 P;, on aura

(13)

............ 9

% IJ“E! + ...+ blngn-l‘ﬁi: 03
buky + oo + bk, +B, = 0.

Donc, en éliminant &, ..., £, entre les équations (12) et (13), on aura les
¢quations du lieu cherché, qui seront linéaires.

Supposons, pour fixer les idées, que Py et P, soient dans un méme p-plan
P,. On pourra admettre que, parmi les plans choisis pour définir Py et P,, se
trouvent les plans C,=0,...,C,=0 qui définissent P,; on peut donc
admettre que ’on ait

A =B,=0C,,...,A,=B,=C(,.
Mais alors les seconds membres des p premiéres équations du systéme (12)
s’annulent en vertu des équations (13). On aura donc, parmi les équations
du lieu cherché, les suivantes

A=0,...,4, =0,

et 'on aura les autres en éliminant les n variables ¢ entre les k— p der-
niéres équations du systéme (12) et les I du systéme (13). Cette élimination
donnera !+ k — p — n équations nouvelles qui achéveront de déterminer le
lieu cherche.
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II. DISTANCES. — PERPENDICULARITE .

14. La distance de deux points ayant resﬁectivement pour coordonnées
Lyy ooy T, €L Yy, .ouy Yy sera définie par la formule

A=V(x,—y, )} + ...+ (T —a)*

On appellera distance d’un point p & un multiplan sa distance au point du
multiplan qui en est le plus rapproché. Ce point q sera la projection du
point p sur le multiplan.

La distance de deuxr multiplans qui ne se coupent pas sera la distance de
leurs points les plus voisins.

La projection d’'un multiplan sur-un autre sera le lieu des projections de
ses points.

15. Cherchons les coordonnées z,, ..., z, de la projection ¢ d'un point p,
dont les coordonnées sont y,, ..., y, sur le multiplan P; ayant pour
équations

ayy + ... + fllnzn+°‘4 =0,
(7 Y A ,
ATy + oo + Ay, + ay =10,

Le point g étant dans Py, ses coordonnées satisferont aux équations (14).
D’autre part, I'expression

A= (g — )+ oo + (T —yn)?

doit &tre moindre que pour tout point voisin ¢’ situé dans Py, et ayant pour
coordonnées z, +dz,, ..., x, + dz,.
La différentielle de A%, égalée a zéro, nous donnera I’équation

(15) (xy — yo)dz, + ... + (z, — y,)dz, =0.

Dailleurs ¢ étant situé dans Py, dzy, ..., dz, ne seront -pas arbitraires,
mais satisferont aux équations

aydx,+... + aypdz, =0,
w

........... )
.

apdzy + ... + appdz, =0

L’équation (15), devant étre satifaite toutes les fois que les équations (16)
le seront, seraune combinaison linéaire de celles-ci; on aura donc, en dési-
gnant par 1, ..., )y des multiplicateurs convenables,

(17)

........ . « o ey

{ Ty — Y= M0y + oo+ NBi1s

Ty — Yp == X484~ ++ + MBin.
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Sil'on élimine entre ces équations les &k paramétres ), ..., A, il restera,
entre z,, ..., £,, — k équations distinctes

(18) €,=0, ..., Cami==0,

qui, jointes aux équations (14), détermineront complétement ces quantités.

16. Supposons maintenant que z,, ..., z,, au lieu d’étre des inconnues a
déterminer, soient les coordonnées d'un point donné de Py.

Les équations (17) ou (18), dans lesquelles y,, ..., y, seront considérées
comme coordonnées courantes, représenteront le lieu Jes points de V’espace
dont la projection sur Py tombe sur le point z,, .... z,. Ce lieu sera donc un
n—k-plan P,_;. Nous dirons que P,_; est le n— k-plar perpendiculaire
@ Py, €levé par le point x4, ..., z,.

En général, un I-plan P, sera dit perpendiculawr & un k-plan Py, si deux
multiplans P}, P; respectivement paralléles & ceux-la étant menés par un
point quelconque p de l'espace, chaeun des points de P, se projette sur
P, en un des points d’intersection de P; avec P).

17. Cherchons 4 établir les conditions de perpendicularité.

Soient comme précédemment

Al=a, o + ... + a2, 4 2, =0,
(19)

Ay=aux, + ... + Ty + ax =0

les équations de P;;

(20)

© @ * o o 6 g s 4 e s+ o o » ’

% B, =8,,2 ... +bipz, +B, =0,
By =byx, + ... 4 by, + Br=0

celles de P},

Un point quelconque de P, tel que y,, ..., y,, sera lig. & sa prejection
Zy, ..y &, par les relations (17); et, pour que P soit perpendiculaire & V,,
il faudra, par définition, que 2, ..., 2, satisfassent aux relations (20), ainsi
que ¥y, ..., ¥,. On aura par suite les équations

byley —y )+ ... + bm(xn_yn) =0,
(/7 T S
bu(zy —y,) + ... + bin(z, —y,) =0,

lesquelles devront étre une conséquence identique des équations (17);
toutes les fois que z, ..., x, satisferont aux équations (19), et y,, ..., y, aux
équations (20).

18. Supposons d’'abord que P; et P; n’aient aucun parallélisme; P, et
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P, n’auront aucun plan générateur commun. Les équations (19) auxquelles
satisfont z,, ..., , et les équations

4—bu!h + -+ binyn + B,=0,

...............

Bt-——buy,+ +blnyn+Bn—0

(22)

ne donneront aucune relation entre les quantités 2, — y,, ..., v, — 9,
Supposons en effet qu’on piit en déduire une relation de la forme

paly o prh - viB A+ vBI= 6y (@ — )+ o+ Cu(@, —y,) =0.
Cette relation donnerait, én y changeant y,, ..., y, en z,, ..., x,, 'identité
e+ o+ A+ B+ o +viB=0;
donc P, et P, auraient contre I'hypothése un plan générateur commun
iy + oo 4 == (vB, + . oo 4vB)) = 0.

Donc les équations (21) devront se déduire des seules équations (17); ce
qui donnera, en substituant les valeurs de , — y,, ..., x,—y, tirées des
équations (17), et égalant ensuite a zéro les coefficients des indétermi-
nées X, ..., My le systéme d’équations suivant

’ua“‘ + R Blnal,, fmans 0
(25) ...........

............

Chacune de ces kl équations, considérée séparément, exprime que l'un des
plans B,,...,B; est perpendiculaire & I'un des plans A,, ..., Ay. Dailleurs
leur forme symétrique montre que si P; est perpendiculaire a Py, récipro-
quement Py le sera a Py

19. Supposons plus généralement que P, et P; aient un parallélisme
d’ordre p; P et P, seront contenus dans un méme p-plan.

Soient

Cy =pAy + 0o 4 MkAk =vBy + ... + B = "'uxx + o ey +7,=0,

G, = }Le»’h + - PekAk—-"ngl F e F B =T, + ..+ Cpt, +y,=0
les équations de ce p-plan P ;
B+ ...+ qu;:C,—— 3, =0,

..... o

elBl"" +v'9Be““C —3 ..._0
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les plans générateurs correspondants de P;. Les équations (19) et (22) don-
neront les suivantes

pyhy + +l‘~kiAk—VuB — =Bl =cylwy —y)) + ... + cpy(v,—y,)=0,

l"?‘A‘ + oot pghy— 1B, — ... — Bl = cpu(z, — Yo)+ o + cp'l(zn_yn)— .

Substituant dans ces équations les valeurs de z, —y,, ..., z, — ¥, tirées
des équations (17), on aura p équations de condition

(24) D,=0,...,D,=0

entre les paramétres ), ..., 4. Et pour avoir les conditions de perpendicu-
larité, il faudra, aprés avoir substitué les valeurs de z, —y,, ..., 2, — ¥y,
tirées des équations (17) dans les équations (21), éliminer p des paramétres
A, .oy X & laide des équations (24), et alors seulement égaler a4 zéro les
coefficients des paramétres restants ; les équations (21) se décomposeront
chacune en k—p équations distinctes. Et ces I systémes de k— p équa-
tions exprimeront respectivement que le point z,, ..., z, se trouve sur les
plans B, =0, ..., B;=0.

Mais ces systémes de conditions ne sont pas distincts. En effet, le point
Zyyeeer, se trouvant d’aprés les données de la question sur les plans ¢, =0,

.» G,=0, il suffira qu'il se trouve en outre sur [— p plans convenable-
ment choisis dans la suite By, ..., B; pour qu’il se trouve sur les autres; ce
qui réduira & (I —p) (k—p) le nombre ‘des conditions distinctes néces-
saires i la perpendicularité.

20. D’ailleurs, ici encore, si P, est perpendiculaire a Py, Py sera réci-
proquement perpendiculaire & P;. Pour constater avec évidence cette réci-
procité, nous pourrons admettre que les plans G, ..., G, aient été cheisis
parmi ceux qui servent a définir P) et P;.

- Les autres plans qui définissent ces deux multiplans pourront, en outre,
étre choisis de telle sorte qu’ils soient perpendiculaires aux précédents. En
effet, soit

m A . A =0

'un des plans générateurs de P,. Il sera perpendiculaire aux plans C,=0,
., G,=0, sil'on a les équations

(’Nla“ + oo ‘li'kalk)cfl -+ . + (ﬁ‘aj" <+ e '“'kahl)Cm = 0,

pour r=1,2, ..., p. Ges p équations détermineront p des constantes =, par
exemple w1, ..., m, en fonction des autres.
Soit, par exemple,
T o+ 4 = MYTy A+ oo+ Ny ooy
'nk=me1r,+ oo+ RTE—
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Les plans cherchés seront donnés par la formule

(At mAk— g+ mAY) A AT (A, At 0 Ay) =0,

laquelle représente un k — p-plan, dans lequel on pourra choisir  volonté
k —p plans pour achever de définir P;.
Soient donc

A =0Ci=cyx, + ...+ cyu2y + 71 =0,

A, =C _cela:l—l— +c?,,:c,,—|—1e.._0

25
(%) A9+l—a9+1‘z‘+ +ae+1,n$n+¢9+1=0.

Ak——akm + o+ BinTy, + ax=0

les plans qui définissent P}, choisis comme nous I'avons indiqué; on aura
une série d’équations de condition contenues dans ce type général

(26) Criliss + oo+ Crnlln =0
On pourra de méme définir P, a I'aide des plans

¢, =0,...,C,=0,
Bort=b,+ 1,8 + o + by 4 1% + B+ 1=0,

{21
Bi=buz, +.. - + bz, + B,=0,
choisis de telle sorte que I'on ait
(28) Crabgt + oo + Crabsn = 0.

En cumparant les équations (25) et (27) aux équations (19) et (20), il
viendra

(29) a“._—_b“:cu,...,ae,,:_ben:c@,,.

Substituons maintenant les valeurs (17) dans les équations (21). En
tenant compte des équations (29), (26) et (28), et posant pour abréger

CriCst = «oo + CrnCni= Kps,
aﬂbﬂ + e + arnb;n= Lrs,

il viendra
Mg+ oo+ 2K, =0,
llxei + oo 1?K99 = 0
;‘9+1L?+l,[+ + )‘RLQ-{-lk —'O

------------

ALy + . +Msz=0
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Les p premiéres équations de ce sysiéme sont le résultat de la substitn-
tion des valeurs (17) dans les équations G, =0, ...,C,=0; et toutes les
valeurs de 3, ..., ) qui satisfont & ces p équations doivent satisfaire iden-
tiquement aux autres équations du systéme; ce qui donne les relations

L9+1,l = 0, -..,Lu‘ =0,

lesquelles sont évidemment symétriques par rapport aux a et aux b, et
et expriment que chacun des plans A, 115 ..., Ay est perpendiculaire & cha-
cun des plans Be“, R

21. Tout k-plan Py peut étre déterminé d'une infinité de maniéres par l'in-
tersection de k-plans rectangulaires.

Soit en effet A, =0 un quelconque des plans générateurs de P;. Nous
avons vu que P; contient un k— 1-plan Py _, perpendiculaire & Py. Soit A,
P'un quelcongue des plans générateurs de Py _,; il sera perpendiculaire
4 A,. D’ailleurs P, contiendra un k — 2-plan Py _, perpendiculaire au biplan
(A4, A;).Soit A;un de ses plans générateurs ; il sera perpendiculaire 3 A, et
4 A,. On pourra de méme déterminer dans Py un nouveau plan A, perpen-
diculaire aux trois précédents ; etc.

En posant k=n dans la proposition qui précéde, on voit que par un
point quelconque de I'espace on peut faire passer une infinité de systémes de
plans rectangulaires.

%2. Soient p un point quelconque; q sa projection sur un multiplan Py;

r un point quelconque de Py; on aura entre les distances des trois points p,q,r
la relation

E”:I_)—q, +EI'
En effet, soient y;, ..., Y, L15 oovy Zys By -.oy £, les coordonnées des trois
points p,q,r; et supposons Py défini par les équations (14); on aura
pr=(y —E) + ot (4 — &)
=_(_?_’_1 — &y + 3y — ) 4 o A (Y — Ty + 2, — )
=pq" + ¢ + 2{(y, — ) (@, — B+ ... A (90— 2) (2, — &)}

Mais, si I'on remplace y, —z,, ..., y,—=x, par leurs valeurs tirées des
équations (17), le terme entre parenthéses deviendra

Afag (e — &) oo+ gy — Ea)} + o +7‘k{ aiy(xg — &) 4 ..o aim(zy —E,)},

expression dans laquelle les multiplicateurs de 3,, ..., & s’annulent évidem-
ment; z,, ..., z, et &, ..., £, satisfaisant aux équations (14).

23. Soit Py ; un multiplan.contenu dans Py ; la projection de p sur Px
tombera au méme point s que la projection de g¢.
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En effet, » étant un point quelconque de Py .., on aura, d’aprés ce qui
précéde,

pr'=pq" +qr'.
En outre, s étant la projection de ¢ sur P ;, on aura
gt =gs" +rs".
On a enfin
A=+
On déduit de tout cela
pr=ps" + &',

équation qui montre que le point s est la projection de p sur Py ,; .
I, GHANGEMENTS DE COORDONNKES.

24. Des droites paralléles DI, limitées & des plans paralléles P, P, ont
la méme longueur.
Soient en effet
Ay =02 + . a0, + 2 =0,
30 (.. ... Ve e e e e
At =an— 14T + oo + Cn— 14Ty + tp— 1 =0

les équations de la droite D;

(31) B=bm + ... + bz, +B=0
celle du plan P;

(32) A=, ooy Anmt = 2t
celles de D' ;

(33) B=p

celle deP’. )

Les coordonnées E,, ..., £, de I'intersection de D avec P satisferont aux
équations (30) et (31); celles »,, ..., n, du point d’intersection de D avec P’
satisferont aux équations (30) et (32); on en déduira

ayy(n — &) 4= oo 4 Ggp(ny —Ey) =0,

(34) a,. 1‘1(';4 .—-.E;)"'i' . + an‘ g — En) =0,

by(ng ~= &) 4 oo = bylny — &) + ' =0.
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Les coordonnées &,, ..., E,, 1y, ..., u, des points d’intersection de D’ avec
P et avec P’ satisferont a4 ces mémes équations; on en déduira

'n;_' g; =M -En sery 'ﬂ;l—s;n='ﬂ”"— Em
d’otr
(0 —ED e (1 — BT = (n — ) + o+ (1 — B,
ce qu'il fallait démontrer.
Remarquons d’ailleurs que les valeurs de », —¥, ..., n, — &, déduites
des équations (34) varient proportionnellement & la constante g'; d’ou cette
conclusion :

Trois plans paralléles coupent proportionnellement deux droites quel-
conques.

25. Le lieu des points dont la distance & un plan fixe P, comptée suivant
une direction donnée, est constante sera donc un plan paraliéle a P.

Un systéme de » plans indépendants P, Q, ... étant donné, la position
d’un point dans 'espace sera complétement déterminée lorsqu’on connaitra
sa distance & chacun d’eux, cette distance étant complée, par exemple,
dans la direction de D'intersection des n—1 autres plans. En effet, ces
distances détermineront » plans, respectivement paralléles a P,Q,..., et dont
I'intersection donnera le point cherché.

Les distances ci-dessus X,, ..., X, formeront donc un nouveau systéme de
coordonnées qui pourront servir, au lieu de z,, ..., z,, pour définir les
points de I'espace.

26. Les nouvelles coordonnées sont liées aux anciennes par des équa-
tions linéaires.

Soient en effet

a2y + .. + a2, + oy =0,

(55) ?

ATy + .t @y + 0y =0

es équations des plans P,Q, .... Soient &, ..., £, les coordonnées d’un point

quelconque. La paralléle & lintersection des plans Q, ..., menée par ce
point, aura pour équations

(36) arl(xi“sg)""-- +am(xn—5n)=0 (r=2,..,n),

et les coordonnées «z,, ..., z, de son intersection avec P satisferont en outre
a I'équation de P, ou ce qui revient au méme a celle-ci

(87)  ay(®y —E&) + .. +a4(my — &) =il + oo F Byl — 2.
Posons, pour abréger,

8kt Byl — =1,



.....

Vo + ... + bH =M,

on déduira des équations (36) et (37) les suivantes

x,—E;:P‘;—-L, vy By — = Il%:—[',
M, N,
X, =V(@ —E)* + ... + (2, —E,)* =3 L :T(ausi"*‘ e Ayl — ).
On trouvera de méme, pour {oute valeur de r,
M,
(58) xr = -;’(anﬁ. 4+ amgn - “r)o

Renversant ces égalités, il viendra

_ by bar - biray 4 ... 4 bprty
(59) Er—Ex,-l-...-]-EX”-O-——T———.

27. 1l est aisé d’exprimer la distance de deux points en fonction des
nouvelles coordonnées.

Soient, en effet, &, ...,E, et X, ..., X, les coordonnées d'un second point.
Elles satisferont aux équation (36) et (39); on aura, par suite,

, by , b .
A (LR A TR, S
1 n
La distance D des deux points sera donnée par la formule

p=3 G—§r=Y (kX

bibss+ ... + Db : '
+33, tttesn),

Cette formule se simplifie lorsque les nouveaux plans coordonnés sont
orthogonaux.
On a, en effet, par définition,

(40) A8y + oo 4 Qe =0, si r=s.

On peut d’ailleurs, sans rien changer au systéme des nouveaux plans,
multiplier I'équation dé chacun d’eux par une constante, telle que 1'on ait

ah + ...+ ah =1.
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Mais alors a,,, ..., a,, seront les coefficients d'une substitution orthogonale;
et, d’aprés les propriétés connues de ces substitutions, on aura

alr + .. alr =1, ayai+ ... + Gurns =0,
b _
A=zt1, T":a,,., M, =Varal + ... + air) =1,

(41) I%M = AYayylts + ... + Gprling) =0 ;

de sorte que D* se réduit & une somme de carrés.

Réciproquement, si les équations (41) sont satisfaites, les équations (39)
représenteront une substitution orthogonale. La substitution réciproque
définie par les équations (38) sera aussi orthogonale. Les équations (40)
seront donc satisfaites ; les nouveaux plans coordonnés seront donc perpen-
diculaires entre eux.

IV. INVARIANTS ANGULAIRES.

28. La transformation des coordonnées dans I'espace & » dimensions
présente les mémes avantages que dans la géométrie ordinaire. Elle per-
met de changer les équations qui représentent une méme figure, et de les
simplifier par un choix convenable des indéterminées qui figurent dans les
transformations.

Deux figures quelconques tracées dans I’espace sont considérées comme
pareilles, lorsqu’en les rapportant 4 des systémes de coordonnées ortho-
gonales, convenabhlement choisis pour chacune d’elles, on peut les repré-
senter par les mémes équations.

Si les systémes orthogonaux auxquels ces deux figures sont respective-
ment rapportées sont tels que I'on puisse passer de 'un a 'autre par une
substitution orthogonale de coefficient 1, ces deux figures seront considé-
rées comme égales et ne différant que par leur situation dans V'espace;
elles seront symétriques, si le déterminant de la substitutiin est égal 4 — 1.

29. Tou.s les k-plans sont & la fois égaux et symétriques. Nous avons vu
en effet qu'un k-plan quelconque P, peut étre considéré comme résultant
de l'intersection de k plans rectangulaires. En un point quelconque de
Py, élevons le P,_¢ plan qui lui est perpendiculaire. Il sera lui-méme I'in-
tersection de n—Fk plans perpendiculaires entre eux, et perpendiculaires
aux précédents. Prenant les » plans ainsi définis pour plans coordonnés,
les équations de Py prendront la forme

xy=0,..,2x=0.

Les équations d’un k-plan quelconque étant réductibles & cette méme
forme, ce k-plan sera identique ou symétrique 4 P;. Mais il sera & la fois
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jdentique et symétrique; car P;est symétrique 3 lui-méme, ses équations
n'étant pas altérées lorsqu’on y change x en — z (opération qui est une
substitution orthogonale de déterminant — 1).

30. Considérons maintenant un systéme de deux plans P,Q qui se cou-
pent. Prenons pour origine 1'un des points de I'intersection, pour plan des x,
le plan P, pour plan des z, un plan rectangulaire & celui-la passant par le
biplan (P,Q), et pour les autres plans coordonnés, »— 2 plans rectangu-
laires, situés dans le » — 2-plan perpendiculaire a (P,Q). Les équations des
deux plans prendront la forme

Ty — 0,
ax, -+ b:c,: 0,
ou, en divisant la seconde équation par \/a? + b, ce qui est permis, et

a .
posant m = C0sa, m—. sin a,

Xy = 01
(42) ‘ Z, oS o + ZgSin e =0.

La forme canonique 4 laquelle nous pouvons réduire les équations d’un
systéme de deux plans contient donc comme paramétre un angle «. Donc
tous les systémes de deux plans ne sont pas pareils, mais différent entre
eux par un élément caractéristique.

31. On pouvait voir a priori qu’il en devait étre ainsi. Gonsidérons en
effet les équations de deux plans sous leur forme générale

P=ax + ...+ a2, +c=0,
Q=b2, + ... + bz, +p=0,

Soient y,, ..., y, les coordonnées de 1'un quelconque q des points de Q.
Sa projection 2,, ..., z, sur P sera donnée par les relations

Ty Y1 = Myg; oo0y Ty= Yy == My,

) étant une constante & déterminer par la condition que z,, ..., z, satisfas-
sent & I'équation P=0, ou ce qui revient au méme, 4 la suivante

ay(zy —yy) + oo 4 @y (T —y,) =L,

en posant, pour abréger, L=ay, + ... +a,y, —a.
On déduira de la

L

)‘=a:+...+a.’.’
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et la distance D des deux points y,, ..., y, et z,, ..., z, sera donnée par la
formule
L2
ad+ .. Fai
Cherchons maintenant la distance A de ¢ & I'intersection des plans P,Q.

La projection 3, ..., %, du point p sur son intersection sera donnée par les
relations

(43) D* =2a! + ... + o) =

2 — Yy =20y + pby, ..., 2, —y,=1ay + pb,,

les paramétres ), ;. devant étre déterminés par la condition que z,, ..., 3,
satisfassent aux relations P=20, Q=0, ou, ce qui revient au méme, a
celles-ci

8,3 —Yu)+ -0 +ay(z—y3) =L,

bi(2— Y1) + ... + by(z, — y,) = 0.

On en déduit
A%af + wErasby =L, 3Zasby + p35bF =0,
d’ou
\— sb?. L o Zab.L
2azbi — (Zarbh )’ T T 3a73bF — (3a,b,)

Substituant ces valeurs dans I'expression
A2 = (Aay + b)) 4 ... + (Aa, + pby)%,
il vient, en supprimant le facteur commun za? b2 — (za,b,)*,

xb?. L2

(44) = 30835 — (Zarb )

Cette équation, comparée & 'équation (43), donnera

Dt _ 3a?zb} — (Za,b,)®
(45) BT sa

2
Le rapport % est donc indépendant de la situation du point ¢ dans le plan

Q, et égal & une constante K.

Remplacons maintenant le systéme actuel de coordonnées par un autre
2

. D
systéme quelconque, également rectangulaire. On aura = K’,K’ étant la

fonction analogue 4 K formée avec les nouveaux coefficients. Mais les
distances D et A ne sont pas altérées par les substitutions orthogonales ;
on aura donc K =K’. Donc la fonction K est un invariant pour toute substi-
tution orthogonale; et deux systémes de deux plans ne pourront étre pa-
reils, s'ils donnent des valeurs différentes de cet invariant.
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Les deux plans étant mis sous la forme canonique (42), il viendra
K =sin%«.

La quantité

| —Kt— (zarbr),

= = cos*a
Zaizb}

sera un autre invariant, symétrique comme le premier par rapport aux
coefficients des deux plans.

L’angle « peut étre appelé I'angle des deux plans.

32. Il est & remarquer que si sin®x et cos®x sont des invariants, il n’en
est pas de méme de sina et cosa, coefficients de 1'équation canonique du
plan Q. En effet, en changeant le signe d’une des coordonnées x,, x,, ou de
toutes deux, on pourra changer le signe de ces coefficients.

"33. Passons a la considération d’'un systéme de deux multiplans Py, Py,
ayant un point commun =. Pour traiter la question dans toute sa généralité,
nous supposerons :

1° Que Py et P; sont dans un méme p-plan P, (sans étre dans un méme
p -+ 1-plan);

2° Que les multiplans P, _y, P, _; élevés par le point = perpendiculaire-
ment & Py et 4 P; sont dans un méme o-plan P, (sans étre dans un méme
o—+1 plan);

3° Que P,_; et P; sont dans un méme <-plan P. (sans étre dans un méme
-+ 1-plan);

4° Que P, _; et P, sont dans un méme v-plan P, (sans étre dans un méme
v+ 1-plan).

Nous prendrons pour plans coordonnés :

1° p plans rectangulaires

Ty==(yee x(,:()

pris parmi les plans générateurs de P, ;
2° ¢ plans rectangulaires
¥ =0,...,9,=0
pris parmi les plans générateurs de P,;
3° = plans rectangulaires

2,=0,..,2,=0

pris parmi les plans générateurs de P ;
4 v plans rectangulaires

u=0,..,u=>0

pris parmi les plans générateurs de P,;
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¢ k — p— v =« plans rectangulaires
v,=0,...,%.=10

choisis abitrairement parmi les plans générateurs du multiplan P, mené par
Py perpendiculairement 4 P, et a P, ;
6° n— k — ¢ — == plans rectangulaires

w1=0, ...,wG:O

choisis abitrairement parmi les plans générateurs du multipfan P; mené
par P, _j perpendiculairement a P, et 4 P..

1l est clair que les plans coordonnés ainsi choisis seront tous rectangu:
laires entre eux, et que les équations de Py prendront la forme

& =0,..,2,=0,
t,=0,..,u,=0,
v,=0,..,v=0.

Quant & Py, il résultera de l'intersection des plans

£, =0, vy =0,
2, =0, ..,2, =0

avec un I — p — « =y-plan P, perpendiculaire 4 ceux-ci. P, étant d’ailleurs
perpendiculaire 4 P,_,, le sera aux plans

Yy =0, ..., 4,=0, uy =0,...,u4, =0

contenus dans P,_;. Donc les équations de ses plans générateurs se rédui-
ront i la forme

Ay=a, v+ oo F ayPat+byw, + .o + bgws =0,
“46) {...... S
A=auw + ...+ arava-{-bﬂw‘ e b.{cﬂ)g == 0

La comparaison des deux multiplans Py et P, se trouve ainsi ramenée
celle du y-plan P, avec le a-plan P, intersection des plans

v, =0, ..., 9, =0.

Cherchons & effectuer cette derniére coniparaison.

34. Il est aisé de voir en premier lieu que' les trois entiérs «, B, y sont
egaix.

En effet, si y était >> «, on pourrait en combinant les ¢ équations (46)
éliminer vy, ..., v, et obtenir I’équation d'un plan générateur de P, et dont
I'équation se réduirait & la forme

(47) Wy + ., - cgwg = 0.
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Ce plan serait perpendiculaire a P, et par suite & Py; et en joignant son
équation a celles qui déterminent P, on aurait un =+ 1 plan contenant &
la fois P, _ et P, contrairement & ce qui a été supposé.

Si 4 était <<«, on pourrait déterminer dans P, un «— y~plan perpendi-
culaire a P,. Gar I'équation générale des plans générateurs de P,

MY+ oo Aale=10

contient « paramétres 1, ..., A, et les conditions de perpendicularité sont
au nombre dey seulement ; donc «— y paramétres resteraient indéterminés.
En joignant les équations de ce « — y-plan & celles de P., on obtiendrait,
contre I’hypothése, un v -+~ « —y-plan contenant a la fois Py et P, ;.

Donc y = a.

Si y était > B, on pourrait éliminer w,, ..., wy entre les équations (46)
de maniére & obtenir un plan générateur de P,, dont ’équation serait de la
forme

ey + oo + 0, =0,

Ce plan serait donc I'un des plans générateurs de Py, et en joignant son
équation a celle de P, on obtiendrait, contre I'hypothése, un p—+ 1-plan
contenant & la fois P; et P,.

Si y était <<, on ‘pourrait déterminer dans P, un g — y-plan perpendi-
culaire 4 P,. En joignant les équations de ce 8 —y-plan & celles de P, on
aurait, contre I'hypothése, un ¢ - B—-plan contenant & la fois P, _j et
| S

Donc 1=f=ua.

Les équations (46) pourront donc s’écrire sous la forme

(48) Ar=anv; + ..o + Gro Vs bty 4= oo + brWa=0 (r =512, ...sa)s

35. En second lieu, les a fonctions de la forme

(49), By = apv, 4 ... 4 angy
sont toutes distinctes ; car, si elles étaient liées par une équation linéaire
kB, + ..+ kB, =0,
P, aurait un plan générateur
kA -+ .o+ kA, =0
dont I'équation se réduirait & Ia forme (47), résultat dont mous avons dé-
montré I'impossibilité (n° 54).

Les fonctions B, étant distinctes, on pourra résoudre les équations (49)

par rapport & vy, ..., va et en tirer des relations inverses, de la forme

vp=e€nB, 4 ... 4¢€,B, (r=12,..;, ).
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Cela posé, il est clair que les équations des plans
(50) Cr=rtnA+ ... + e, A, =0
se réduiront i la forme
(51) Cr=1r + by, + ... + by, =0 (r=1,2,...,a),

et I'on pourra considérer P, comme déterminé, non plus par 'intersection
des plans

dont les équations ont déja une forme plus simple.
36. Pour obtenir une simplification ultérieure, considérons la fonction

2, (Vi Wy - oo~ bogle)t== D(wy, 0., PW,).

On peut déterminer une substitution orthogonale, a coefficients réels,

Wy fiuwi+ oo 4 faWe
(52) e e e e e e e . 1,

Wy falwl +.+ fauwa

qui, étant opérée sur cette fonction, en fasse disparaitre les rectangles
(Cavcny, Sur U'équation & Vaide'de laquelle on détermine les inégalités sécu-
laires, etc.; Exercices de mathématiques, t. 1V). Ces coefficients étant ainsi
déterminés, remplacons les plans coordonnés

v,=0,..,v,=0,

dont T'intersection détermine P, par de nouveaux plans rectangulaires

(53) vy =0,..,v, =0
déterminés par les relations

(54) Vo =fotby + oo frate =0 (r=1,2, ..., ).
D’autre part, employons pour définir P,, au lieu des équations

r=0 (r=1,2,...,0),

le systéme équivalent formé des équations suivantes

(58)  Ar=frCy + <o = fraCra =1, 4+ byw, =+ ... + b, wa =0,
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ou nous posons, pour abréger,
Vo= fubl, + oo+ frab, (::_:2 - :)
On aura
(b 01 + oo b w)? =3By (frai e+ frat0e)]?
=@ (fyWy + oo A fatWay ooos fralWy + o004 footy).

Donc cette expression ne contiendra pas les rectangles des variables, ce
qui donnera les équations de condition

(56) 3,8,,b), =0 (r2s),

lesquelles expriment que les plans A, ..., A sont rectangulaires entre eux.
37. Soit d’ailleurs.

67 Sh=g (r=1.2,..,q).

Les relations (56) et (57), étant respectivement divisées par g.g, et par
g7 , montrent que les quantités

g

sont les coefficients d’une substitution orthogonale. Prenant pour coordon-
nées, au lieu de w,, ..., Wa, les suivantes

b, b,

(58) W=y e —2w, (2 =1,2, ..., 7),

gr gr
P, sera toujours déterminé par les équations (53); mais les équations de
P, se réduiront 4 la forme simple

(59) A =v,+gquw,=0 (r=1,2,...,0)

ou ne figurent plus que « parametres g, ..., gr.
Posons
gr =tang 6,,

et multiplions les équations (59) par cos 6,; elles prendront la forme
(60) A, =, cos 8, + w, sin 6, = 0.

Nous dirons que 6,, ..., 8. sont les angles des deux a~plans P, et P,.

38. Les quantités cos,, sin®*, sont des invariants orthogonaux. On peut
le démontrer de deux maniéres.

En premier lieu; soient

AUy A eoe - Ag 0,
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I'un quelconque des plans générateurs de P.,
tr4 (v COS 8, + W) Sin B,) + ... ~+ (v, COS O, ] sin 6a)
Y’un quelconque des plans générateurs de P,. L’angle ¢ de ces deux plans
sera donné par la formule

1) costo (Mg €08 B, - ... 4 Ay g COS 6,)2 _l\j.
( =T ) .t ML

Si I’on fait varier les indéterminées ) et p, les maxima et minima de cette
expression seront évidemment des invariants.
Supposons d’abord que les ) soient seuls variables. Si les A sont dé-

terminés de maniére & donner a § s2 valeur maximum ou minimnum #, on
aura

Ne _ Ne 4 dNe
ML = ML+ ML’

=

quelles que soient les variations d),, ..., d\.. On en déduit
d.N¢ = 3MdL,

et, par suite,

aNe  dL dane o dL
-d—M__t M t-ﬁ;’ very E =M Frv
ou
(62) Ny, cos6, =M, ..., Nu., cos 6, = 2M,..

Tirant de la les valeurs de ), ..., ), substituant dans (61) et réduisant,
il vient
plcos®, + ... +p2cos®, R

(63) Pty = e

39. Faisons maintenant varier les quantités p,, ..., po. La loi de variation
de #, qui résulte de la formule (63) peut étre représentée géométrique-
ment. En effet, #* ne dépendant que des rapports des quantités p,, ..., ps, on
peut supposer qu’on les fait varier de telle sorte qu’on ait toujours S==1.
Cela posé, prenons dans un espace & « dimensions une droite de longueur

1 . , .
r=1 et faisant avec les axes coordonnés les angles p,, ..., po: Le lieu des

extrémités de ces droites sera Uellipsoide & « dimensions

1=X}cos, 4 ... + X2 cos®,.
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40. 11 reste a obtenir les maxima et minima de . Soit s® Uun d’cux : on
aura

a—R_R+dk_dR
— ST S+dS —ds
d'ou
dR _ ,d8  dR _ ,ds
T =8 "5 =8 =
dpg— dpy 7V du, o dpy
ou
(64) 4 €080, == pus?, L.y g COS0, == st

On satisfera & ces équations en posant

82=0C08%0,, Py =...=po— 1=+ 1= =0, =0,

et les équations (62) donneront ensuite les valeurs correspondantes des
indéterminées 1 :

(65) A== =k — 1=l 4 = o=, =0,

Il existe donc « maxima et minima distincts qui correspondront aux
angles respectivement formés par les plans A,, ..., A, avec les plans cor-
respondants A, ..., A,

Nous obtenons ainsi le théoréme suivant :

Etant donnés deux a-plans P, et P, wayant qu'un seul point commun, si
Von cherche ceux de leurs plans generateurs dont U'angle est maximum ou
minimum, on obtiendra deur systémes associes de plans rectangulaires reels
Ay, Acet AL, ., At les marima et minima cherches ne sont autres que
les angles des multiplans P, et P,.

41. Soient, en second lieu, v}, ..., v}, W}, ..., w, les coordonnées d’un
point quelconque de P,. Sa distance h au multiplan P, défini par les équa-
tions

' '

vy=..=v,=0
sera évidemment donnée par la formule

RS =v2 + ... +v2.

D’autre part, sa distance k & l'origine des coordonnées sera donnée par
la formule
k*:v’la + v:f+ w2+ ... + w2,

ou, en tenant compte des équations (60),
’ j , N 012 v'?
=v2+..40v 2+ v2col20, 4 ...+ v_2 COt*0s == U NI
[l e ok Mt o 1} L+ B u smgﬂl+ +sin’0a
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- h* . N
Cela posé, les maxima et minima de 75 sont évidemment des invarian!s.

k!
Soit %*'un d’entre eux. On aura, comme tout i ’heure,
ok di
TET A4
d’ou
dh_ dk  db__ dR
T U STy ey T =W Gl
dv, dy, dv, dv,
ou
. uty )
sintg, "0l Y S 0,
On satisfera & ces équations en posant
u® =sin20,, v;:...:v;_i':.v'e_._ (== 1);:0.

On aura donc « invariants distincts, qui seront les carrés des sinus des
angles 0, ..., 8,.

42. On remarquera ici encore que les quantités coso,, sin6,, tang 6, = g,
ne sont pas des invariants, car on peut changer a volonté leur signe en
changeant le signe d’'une des coordonnées. Leurs carrés seulement sont des
invariants.

43. Considérons deux systémes quelconques de deux e-plans P. et P,,
P et P’T. S'ils ont les mémes invariants, ils seront pareils, car nous venons
de voir qu'on peut les ramener par une substitution orthogonale a une
méme forme canonique. Mais il est utile de distinguer le cas ou ces deux
systémes sont égaux de celui ou ils sont symétriques.

Si n> 2a, les deux systémes seront & la fois égaux et symétriques; car
chacun d’eux est symétrique & lui-méme, son équation ne changeant pas
par la substitution orthogonale de déterminant—1 qu’on obtient en chan-
geant le signe d’une des coordonnées qui ne figurent pas dans ses équations
canoniques.

Il n’en est plus de méme si n=2«. On aura égalité ou symétrie. Voyons
comment ces deux cas pourront étre distingués I'un de l'autre.

44. Soient, comme précédemment,

vr=0 (r=1,2,...a),
et

Ar=anv, + ... + @rg Vo + b, + oo + bpw, =0  (r==1,2, ..., a)

les équations initiales qui définissent respectivement P, et P,. On pourra de
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méme met re les équations qui définissent respectivement P, et P’T sous la
forme
Vr=0 (r=1,2,...,a),
et
ArtVy+ oo+ ArV + B W+ o + B, W, =0 (r=1,2,..., ),

V,=0, ..., W, =0 désignant des plans rectangulaires.
La substitution

| 245 eers g Visooey Wy |

est orthogonale, et snivant que son déterminant sera égal 4 3=1, il est clair
que le systéme P’ P’ sera. égal ou symétrique au systéme des deux multi-
plans P., P, respectivement définis par les équations

=0 (r=1,2,..,a),
et

Jo,=Anv, + ...+ Arg 0 +Bruw, + ... +Brw, (r=1,2,...,2)

La question se trouve ainsi ramenée 4 déterminer dans quel cas ce nou-
veau systéme est égal au systéme P,, P, et dans quel cas, au contraire, il lui
est symétrique,

45. Nous allons prouver que l'égalité a lieu si le produit des deux deter-
minants
B“ ves Biu

Ay «oe Qg

3 =

Aot ooe am

Dans le cas contraire, on aura la symetrie.
46. Prenons pour définir P,, au lieu des plans

A, =0,
les plans
Cr=0

définis par les relations (50) ou (51).
Les déterminants analogues & o, et d, par rapport i ce nouveau systéme
de plans seront évidemment égaux a
N l by by

8 =ed, =1, 3’,:&3225;: Ce e

bly...b

233



ejdésignant le déterminant

.....

réciproque de &,

On voit par 14 que ¢, aura le méme signe que §,3,.

Prenons maintenant pour coordonnées, au lieu de v,, ..., v,, les quan-
titts v, ..., déterminées par les relations (54), et définissons P, par
I'intersection des plans A, = 0 donnés par la formule (55). Le déterminant

) by ... by,
Sg=| .. ...

" ”
By b

sera ¢videmment égal & 8,9, P étant le déterminant des coefficients f,,, ...,
faer Ce déterminant est égal a ==1, la substitution (52) étant orthogonale.
On peut le supposer égal & 1; car, pour changer son signe, il suffirait de
changer simultanément le signe de f,,, ..., fi., ce qui peut se faire sans
altérer la propriété qu’a la substitution (52) de faire disparaitre les rectangles
dans la fonction ¢. On aura, dans cette hypothése,

N=2,
Gela posé, on a évidemment
(66) B=20: 9.,

Y’ étant le déterminant des équations (58). Ces relations étant orthogonales,
on aura

¢ =1

D’ailleurs, le signe des quantités g,, ..., g« est arbitraire ; on pourra donc
SUPPOSET gy, ..., Ju POSilils, et déterminer le signe de g, de telle sorle que
' soit égal & 1. On voit alors par I'équation (66) que g, aura le méme signe
que ¢}, ou que le produit 9,3,:

On pourra donc, par des transformations orthogonales de déterminant 1,
donner aux équations de P, et P, les formes suivantes

(67) 9, =0, ..., v, =0,
(68) v+ gawy =0, ..., ¥, +gaw, =0.
47. Opérant de la méme maniére sur le systéme P,, P,, qui a par
hypothése les mémes invariants g, ..., g2, on pourra, par des transforma-

tions orthogonales de déterminant 1, metire ses équations sous une forme
canonique identigue  la précédente, si A,A, a le méme signe que §,9,; sous
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une forme qui difféere de la précédente par le signe de g,, si A,A, est de
signe contraire & 3,9,. Il est clair que, dans le premier cas, les deux sys-
témes P,, P, et P,, P; seront égaux; dans le second cas, ils seront symné-
triques, puisque pour ramener leurs formes canoniques a l'identite, il
faudra changer le signe d’'une coordonnée.

Notre proposition est donc établie.

48. Nous avons vu, dans ce qui précéde, qu’on peut déterminer unsystéme
de coordonnées y, ..., Lo, Yus eves Yoy Zpp oevs Zay Ugyeeey Uy Vpy ey Vit Wy euny
W, tel que Py et P; soient respectivement déterminés par les équations

ul—_‘—oi ---ruu:'(]a

z, =0, ...,xezo,
o |

v, =0,..,0,=0.

et par les équations

(70)

2, =0,..,2,=0,

; =0, ...,2,=0,
vy cos 0, + w) sin 8, = 0, ..., v/_ oS B 4w/ sin b= 0.

Les multiplans P,_; et P,_, menés par 'origine perpendiculairement
aux précédents auront évidemment pour équations

(1)

2, =0,..,2,=0,

%%:0, o Yo =0,

w, =0, v W, =0,
et
y=0,...,y,=0,
(12) Uy =0, ..., u, =0,
— v, $in 6, + w) cos6, =0, ..., — v, 5in b« - W cos b= 0.

La comparaison de ces équations montre :
1° Que P,_; forme avec Py des angles en nombre «, respectivement €gaux

™ T
‘2""9“ seey §+6u;

2 Que P,_; et P,_, forment entre eux des angles en nombre a, respective-
ment égaur a n+0‘,...,1r'+0¢.

Il résulte de 1a que P, _; et P, _; auront les mémes invariants que P,
et Pg.

49. Un systéme formé d’un k-plan P, et d'un l-plan P, aura en general
« invariants angulaires, « etant le plus petit des quatre nombres k,l, n —k,
n—I.

Admettons en effet que les coefficients de P et de P, ne soient liés par
aucune relation particuliére, et supposons d’abord que k soit le plus petit
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des quatre nombres ci-dessus. On aura k+I<<n, k+n—1<<n. Donc
P, n’aura en général aucun plan générateur commun avec P, ou P,_;. On
aura par suite (33)

=0, v=0, a =k —p—uv=k.

On voit aisément que les cas particuliers ou P, aurait e plans générateurs
communs avec P; et v plans générateurs communs avec P,_; se déduisent
du cas général en exprimant que, parmilesk angles de Pyet deP;,ily enap
™
5

égaux 4 zéro et v égaux a

Soit au contraire n—k <<k,n, n—1. Les multiplans P,_;, P,_, au-
ront en général n—k invariants angulaires, d’aprés ce qui préceéde, et
Py, P, qui leur sont respectivement perpendiculaire:, auront les mémes
invariants (48).

50. Nous avons vu (33) que la recherche des angles de deux multiplans
quelconques se raméne immédiatement  celle des angles de deux w-plans,

« étant au plus égal & g. Celte derniére question peut se résoudre, ainsi

que nous V'avons fait (34 et suivants), par la réduction des deux a-plans
A leur forme canonique. Mais on peut aussi la traiter directement.
Soient en effet

8%+ ... + 84,7 =0,

et

les équations.des deux a-plans considérés P et Q.
Les plans générateurs de P auront pour équation générale

Ay + ...+ Az, =0,
en posant pour abréger
(73) Ay=ayd 4 oo+ Badyy oo Ay=0ay) + .00 4 Gopdq.
Ceux de Q auront de méme pour équation
(14) Bz, + . . + Bz, =0,
en posant

By =byyty 4+« 4 batftas ovor By = byalty + oo + bentta.
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L’angle ¢ des deux plans sera donné par I'expression

(Zan)
T

dont il reste & déterminer le minimum.
Soit s* un des minima cherchés. Les valeurs correspondantes des indéter-
minées L, ..., A« d'une part, et y,, ..., p. d’autre part, ne sont déterminées

_u
=5

(75) costo —

que par leur rapport, ¥ étant homogéne et du degré zéro par rapport i

chacun de ces systémes de variables. On pourra donc déterminer les X et
les u de telle sorte qu’on ait, outre la condition

— =2

N k)

les deux conditions auxiliaires.suivantes

EA’:&, Zm:i,

et par suite
N= ZAIEBQ-:.’I, s:\/;‘: VM:: ZA?BP'

Cela posé, donnons aux variables ),z des accroissements infiniment petits
quelconques. On aura, d’aprés la condition du minimum,
gl MAdM
TN N+4-dN’
Chassant les dénominateurs et égalant séparément a zéro les coefficients
de d),, ..., d)\,, dp,, ..., dp., il viendra .

aM dN
(76) ="
(6=1,2, ..., a).
aM dN
(17) d_p?_sz T

Mais on a
—dM =2 Z:A R B, —2 B,
de e (’Ea’? o= szawe o1

dN
=2 2B Paceh, =2 asA,.
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Substituant ces valeurs dans I’équation (76), et supprimant le facteur
commun s, il viendra

(78) zaceBe=SEaueAe (6=1,2,..., a).
L’équation (77) donnera de méme
(79) Zba@A(;:SZbch@ (B‘ = 1,2' ey G).

- Les équations (73), (74), (78) et (79) forment un systéme de 2n + 2«
équations linéaires entre les 2n + 2« quantités ), i, A, B. En égalant a zéro
le déterminant de ce systéme, on aura I’équation caractéristique qui déter-
mine s. Cette équation est du degré 2«. Mais il est aisé de voir qu’elle ne
contiendra que des puissances paires de s.

V. PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX MULTIPLANS.

51. Passons maintenant & la considération de deux multiplans Py, P, qui
n'aient aucun point commun. Par un point quelconque de Px menons un
l-plan P; paralléle & P;. On pourra choisir les coordonnées de maniére a
ramener Py et P; aux formes canoniques (69) et (70). P;, rapporté aux mémes
axes, aura pour équations

(80) Xy ==0Qqy .0y Top=—ay,
(81) 2y =y, «0s, 2. =Dbx,
(82) v, ¢0s 0, 4w/, sin6, =¢,, ..., v} 0S 0 - W, Sin 0, = cq.

Mais, si I'on prend pour coordonnées, au lieu de
Zyy ooy z'ﬂw;o ey wlm
les quantités

€4 , Ca

Zy=—byy veey 2e— Db W, — ———3 sy W) — ———
TR e T T 6in e, T % sin O,

on fera disparaitre les constantes b et c. D'autre part, soient i, ..., %, des
paramétres quelconques assujettis & la relation

May + R, =0
I’équation générale

M A o 2T, =0
représente un p— 1-plan, résultant de la combinaison de p — 1 plans gé-
nérateurs rectangulaires

r,=0,,., .1:;::0,
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Dailleurs P, résulte de l'intersection de P,_4 et d’un plan z, perpendi-
culaire & P, _ 1. Prenons pour plans coordonnés

z, =0, ...,a:’9=0,
au lieu de

2 =0,..,2,=0.
La forme des équations de Px ne sera pas changée; mais les équations (80)
deviendront

¥ =ay, 2, =0, ..., 2,=0.
Les équations de P)ne contiendront donc plus qu’un seul terme con-

stante; .1l estaisé de voir que cette derniére constante représente la plus courte
distance de Py et de P;; ¢’est donc un invariant nouveau a ajouter aux inva-
riants angulaires précédemment étudiés.

52. Cherchons maintenant comment on powrra calculer a priori cette
plus courte distance.

-Soient A,=0, ..., Ay=0 les équations de Py; B,=0, ..., B;=0 celles
de P;. On pourra exprimer les coordonnées z,, ..., z, d’un point quelconque
de P; en fonclion linéaire de 2 ——k variables indépendantes 2, ..., Ay —.

En effet, soient A; 4, ..., A, des fonctions linéaires quelconques de z,,

.ees Z,, choisies de maniére & former avec A, ..., A; un systéme de n fonc-
tions distinctes, et posons

A=, oo, \y =240
Ces équations, jointes aux suivantes
A=0,..,0=0,

fourniront un systéme de n équations linéaires. En les résolvant par rapport
A 44, ...,%,, on obtiendra pour ces variables des expressions de la forme

Lo = Coyh + oo + Con—irn—k +d9.

On pourra, de la méme maniére, exprimer les coordonnées X, ..., X,
d’un point quelconque de P} en fonction linéaire de n—1 variables indé-
pendantes, X, x4, ...y Asy—k—i, par des expressions de la forme suivante

- x(, = ce.n—k+i7-n—k+l + ..o+ Cq,in—k—f'x!n—-k-—l -+ De~

Cela posé, le carré de la plus courte distance cherchée A s’obtiendra en
cherchant le minimum de 'expression

(xl _x‘)g + ot ("’"n - Xn)g’
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ou, en substituant pour les z et les X leurs valeurs et posant pour abré-
ger 9n —k—I=m, d,+ D, =4,, le minimum de 'expression

9:”
(83) Z(cu)‘x + oo Comm + 8)°,
=1

ou toutes les variables i,, ..., ), sont indépendantes.

Ce minimum sera évidemment nul, si m >n.
53. Soit au contraire m < n. Posons, pour abréger,

(84) Corry + ooo =+ Cophm + 39 = — P

On obtiendra le minimum cherché en égalant a zéro les dérivées de
I’expression (83) par rapport aux variables 1, ...,2,, ce qui donnera une
série d’équations de la forme

(85) Ciatq + Cyothg + +oo = Cpopy =0.

Les équations (84) et (85) sont au nombre de m—+n, et linéaires par
rapport aux ni—-+n variables X et . On pourra donc calculer ces variables
sans difficulté ; on obliendra des expressions de la forme

P P, Q, _Q,

ll=—--l;:, ey A= R R e = R

en posant pour abréger

CiyCgenn Gy 1 0 . 0
CyCqpee-Cap 0 1 ... O
R | ©ntCns - Com 0 0 .. 1
0 0 ... 0 ¢y Coy -oo Cpy |’
0 0 ... 0 ¢4 oy Coe
00 0 CnCam oo Com
S CyeiCyy 1 0 0
g Cyg 0o Cay 0 1 0
3oy e Cam 0 0 . A
P f— n “n2 nm .
1100000 0 cpy cay o | SO
0 0... 0 cpCagee Cpq
00 0 cipCom oo Com



€y Cigvee Cyy 04 O 0
Coy Cag - Cap Oy 1 0
0= Cpt Cng +o-Cnm On 0 oo 1

0 0 ... 0 0cgy -0 Cpy » ete

et le minimum cherché sera donné par la formule

Ut +G

R2

Cette expression peut étre simplifice. Nous allons montrer, en effet, que
son numérateur est divisible par R.

54. Et d’'abord il résulte évidemment de la forme du déterminant R que
I'on aura

R= Z A...,
en désignant par A, le déterminant

Cay oo Capy
Cgq ++- Cegpm

.....

et la sommation s'étendant & tous les systémes de valeurs distincles des
m indices a,B, ... compris entre 1 et n.
On aura de méme

PP= Z Acﬂ... Ded...,

DS, étant ce que devient A... lorsqu’on y remplace cup cg, ... par
Say gy weee
On aura enfin, d’'une maniére analogue,

“+1 [
Q=(—1)"" X Bs.tAus...
ou B ... représente le déterminant

Cot v+ Em 9,
Cat +++ Cap O |

Cgy +++ Cop (’g
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o . ¢ 9y o o 4 T
et ou la sommation Y} s’étend aux systémes de valeurs distincts des indices

ay B, ... 4 I'exclusion de la valeur p.
55. Substituons dans A* les valeurs de R,Q,, ..., Q,, il viendra, en appe-
lant M2 le minimum chercheé,

S (EP Bo:... Aa6...>2
( Ak, .).

la nouvelle sommation représentée par § s’étendant a toutes les valeurs
de p.

On voit déja que le numérateur de M* est une fonction du second degré
des déterminants A,g.... Nous allons montrer qu'on peut le meltre sous la

forme suivante
(Stae..) (D )

la nouvelle sommation § s’étendant 4 tous les différents systémes de va-
leurs de p, a, B, ....

56. Nous commencerons par I'examen de quelques cas particuliers.
- Soit d’abord n—m =1. L'indice p étant délerminé, les indices en
nombre m, «, £, ..., n'auront plus qu'un seul systéme de valeurs, la va-

M2 —

. , . . . ? T
leur p étant écartée. La somme représentée par Y, se réduira donc & un
seul terme, et 1'on aura, pour-le numérateur de A%,

S B :u‘a’...Aas... .

D’ailleurs les indices p, @, B, ..., en nombre m -1, ne sont susceptibles
que d'un seul systéme de valeurs, et en les permutant on changera tout
au plus le signe du déterminant By,.... Le facteur B} ;... sera donc le méme

dans tous les termes de la somme S; ct il s’y trouvera multiplié par les
divers termes de la somme Z A%.... Le numérateur de A? sera donc égal a
Biaa.. DA%, ; ce qu'il fallait démontrer.
57: Soit en second lieu m =1, n quelconque. On aura
At = (cyy + 8)% ... - (cuudy +3,)%

et la valeur de ), qui donne le minimum sera fournie par I'équation

eugleydy + 8y) 4+ o - Cuulepry + 8,) = 0.
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On en Jéduit

n
Cet 3‘1
1

" e
Co.
2%

Substituant cette valeur dans ’expression
A2 — E (C‘d)\‘ + Sa), = l: E i+ D 2 caisa + 23:,
on aura ’expression du minimum
2 L)
( 3 cu,au) —9 ( Zcu,sa) +XaYe,
(86) EC?A 2
(B)

M=

2
. S(‘?ecar“sacu)
= Cy )
E 1 (cha‘)e

la sommation § s’étendant & tous les différents systémes de valeurs des

indices p, «. Mais les deux sommes ¥’ ¢, et S (8, — 3uc,)? sont précisé-
ment ce que deviennent dans le cas particulier que ’on considére les ex-
pressions Y; Al et § B.a.... Le théoréme se trouve donc démontré.

58. Cela posé, pour établir d’'une maniére générale que quels que soient
metn (m étant <n), on a la relation

SB:or.ﬁ...
ZAZL.

il nous suffira de démontrer que si celie relation cst vraie pour m et =,
ainsi que pour m 1 et n (en supposant m -1 < n), elle sera encore vraie
pour m+1, n+1. En effet, la proposition est déja prouvée, quel que soit
n, pourm=1 et pourm=n—1.

Or, soit

(87) M2 —

’

p=n-+1 2
(88) a=Y) 1 (ce,)., + oot Comrn o+ Comr Oma 1 89) .
=

Posons

(89) )‘P= aein + e+ a,, m+1Am+1,

Agy --+y Am1 étant de nouvelles variables, et a,,, ..., @,n 1 des coefficients
quelconques. La quantité A® sera une fonction quadratique des nouvelles
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variables A; mais il est clair que son minimumn M2 ne sera pas altéré par
cette transformation. Ilen est de méme de V'expression

SB:u&..
s

car chacun des déterminants partiels qui figurent tant au numérateur qu’au
~ dénominateur se trouvera multiplié aprés la transformation par un méme
facteur, égal au déterminant de la substitution (89).

Or on pourra évidemment choisir les nouvelles variables de telle sorte
que

bl

Cn 1M + oo+ Cramitdmat

-

se réduise au produit de Ay, par un facteur constant. On voit par 14 que,
pour démontrer I’égalité (87) dans le cas général, il suffira de considérer le
cas particulier o I'on a ¢, 4,y ="... = €41, = 0. Mais, dans ce cas parti-
culier, la démonstration devient facile, comme on va le voir.

59. Supposons, pour simplifier I'écriture, qu’on ait m=1, n=3 (on
verra aisément que le procédé de démonstration est général). L’expres-
sion dont on aura a chercher le minimum sera

Ar=(c; )\ 4 C1ohg +9,)* 4 (Cady + Cagrg 8a)2 4 (CshtCaaha + 85)% 4 (Canke + 84).

Pour I’obtenir, on pourra évidemment opérer de la maniére suivante :
on supposera ), constant et ), seul variable, on obtiendra ainsi un certain
minimum N, qui sera fonction de ), ; puis on fera “varier ), de maniére a
obtenir un minimum minimorum, qui sera la quantité cherchée M.

Or le théoréme étant établi pour m =1, n =3, on aura immédiatement
le minimum de la somme des trois premiers carrés, en supposant ), con-
stant. Ce minimum sera égal &

R |
€4y Cighg + 3y .

€y Cihg+ 3 [*

Cay Caghg + 9y [* +
| Cat Coghs 8y

€51 Csa+ 35
X 4
L e

En y ajoutant le terme constant (c,g), -+ 8,)?, on aura pour Tj’expres-
sion suivante

(fossrgtCua)® 4 (foggrs + Cog)? + (Noga + Car)2 (e}, 4¢3, + €2,) (cashs + 3;)’
iy +cq G5 ’

m*=

en posant pour abréger

Cat Co2 l e .__‘ Cat 3«
) Vah — S
Cg1 Og
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Cela posé, N2 ne contenant plus qu’ane seule variable 3,, son minimum
M? sera égal & )
(90) U+ V(C?a +,c§l + ci’u)

Wit + g+
en posant pour abréger
U= (Jo15Cas — Jos5Cs)* + (Jo15Cs1 — Jo5sCas)* + (Joa5Css — Soss Cas)?,
V= (fo1e8s — Cyaess)® + (fogss — Casess)? + (fosi8s — Csicia)®
et
W= (Jbo3, + o3, + Joi, + ¢}, (e}, + ¢}, + ¢2,).
Or les six termes de W sont précisément les carrés des déterminants

binaires A, formés avec les quantités

Cyq CayrC3 0
Cyg Caa C39 Cys-

En second lieu, les termes de V sont précisément les carrés de ceux des
déterminants ternaires

Cat Ca 3
Cqt Coz Og

Cet Caa Og

Bous = .

pour lesquels p = 4.
Enfin, si I’on avait ¢,=¢,=0, M? se réduirait a
U .
(ody + Jo ks + Jo2) (ci+cd+cd)

Mais, dans ce cas, la fonction A contenant dans son expression un carré de
moins que précédemment, le théoréme lui serait applicable, par hypothése.

. ) Bi,,
L’expression de son minimum serait donc —; >

+ ——————- On aura par
& fos +Joi P

suite ,
U=(c}, + ci, +¢3,) Biys-

et, substituant cette valeur dans I'expression (90), il viendra
SBus
DA%

le signe S s’étendant a tous les systémes de valeurs de p,a,B. Cest précise-

M2 =

b

ment 'égalité qu'il s’agissait de démontrer.
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60. De la formule que nous venons d’établir pour exprimer le minimum
d’'une somme de carrés de fonctions linéaires, on peut déduire de nom-
breuses relations entre les déterminants formés avec les coefficients de ces
fonctions. Pour les obtenir, il suffit d’observer que le minimum cherché
peut s’obtenir en laissant d’abord constantes une partie des variables, et
les, faisant varier ensuite de maniére a obtenir le minimum minimorum.

VI. FORMULES TRIGONOMETBIQUES.

61. Considérons un systeme quelconque den plans , =0, ..., 2, =0 se
coupant en un point quelconque, et prenons-les pour plans coordonnés. La
distance de deux points, ayant pour coordonnées z,, ..., z, et z}, ..., &, sera
donnée, comme on I'a vu, par une formule quadratique

91) (z,—zp)* + ... + (T, —x0)? + 2040 (2, —21) (T~ ;) +...=0.
Posant a,,—a,, et introduisant pour la symétrie de nouveaux coeffi-
cients ayy, ..., a,, égaux & 'unité, on pourra mettre I'expression (91) sous
la forme

floy —a),..., xn-—rr;,):za,s (r — ) (5 — a5) =0.

D’ailleurs cette expression ne peut s’annuler sans qu’on ait identique-
ment z, — x|, = ... = x, — x, = 0. Donc la forme f est définie et positive.
[l faudra, pour que cela aitlieu, que le déterminant

Qg ooe Qyp
D —_ @ s e oo .
Apy + - Uy

et ses mineurs de tous les ordres pris par rapport aux coefficients dia-
gonaux,

v, dD

dayr darrdass"“,
soient positifs.

Ces conditions sont la généralisation de ces propositions de géomélrie :

Dans tout triedre, une face quelconque est moindre que la somme des autres;
et la somme des faces est moindre que quatre droits.

Nous allons maintenant montrer que les angles mutuels de tous les multi-
plans formes avec les plans z,, ..., x, s’expriment au moyen du deétermi-
nant D et de ses mineurs.

Nous supposerons, pour abréger I'écriture, que 'on a n = 4.

62. 1° Angle des deux droites x, = v, =2, =0 et r;—=a, =2, =0.

Soient «,,0,0,0 les coordonnées d’un point p de la premiére droite,
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0,5, 0,0 celles de sa projection ¢, sur la seconde, &, sera déterminé par la
condition que

A2 =173 + £ — 2a407, &,
carré de la distance des deux points p et ¢, soit minimum. On aura donc
Be =0y 2.

Cette valeur réduira expression de A%a (1 — ad)x?.

Cela posé, désignons par [234.341] I'angle des deux droites. Nous avons
vu (50) que I'on aura

A2
sin® [234.341] = =1 —a},,
1

et par suite
cos [234.34] =+ a,,.
Le choix du signe a donner & ce cosinus est tout & fait arbitraire ; mais
il peut étre fixé par une convention. Nous le considérerons comme positif
ou négatif, suivant qu'un point situé-sur la partie positive de I'axe des x, se

projette sur la partie positive ou sur la partie négative de I'axe des x,.
D’aprés cette convention, on aura

(92) cos [254.341] =ay,.

63. 2¢ Angle dela droite r,—= x;=x,=0 aveclebiplan r, =z, = 0.

Désignons cet angle par le symbole [234.41]. Soit(z,,0,0,0) un pointde
la droite, (,£,,%,0) sa projection sur le biplan; £,,£ devront rendre mini-
mum la distance

d’ou les équations de condition

Aye by~ g5 B —aye7, =0,
Qg3 by 4 55 85— a5, = 0.

Ces équations donneront, en remarquant que a,;==a,,, les valeurs sui-
vantes de &, &,

d2D dzD
da,da,, _ dayda,,
=g BT ey e

da,da,, da,da,,
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D’ailleurs en les multipliant respectivement par ,, & et les retranchant
ensuite de A2,-il viendra

A} =a,,7] — (a3 & + a3 &) 2y

° d*D a a “ d:D db
o " da,,day, ¥ daygday, ** dayyday, o day
= @D f="g@p M
dayday, dayda,
d’out
dD
et A} day,
(93) sin® [234.41] = == @D
da,da,,

64. 3° Angle de la droite x,—=x;=x,=0 avec le plan x,=20. Nous
désignerons cet angle par [234.1].
Le point (,,0,0,0) aura pour projection sur ce plan un point (0,5,,£,%,), ot
&5, Es, £, sont choisis de maniére 4 rendre minimum I'expression
A3 =0 @} 4 Qag £3 + 055 3 404, 83 — 20,90, By — ... + 205580 E5 + e
IIs satisferonl donc aux relations
ag gt oy 85+ 05, By —aye , =0,
(94) Qo5 By 455 65 + a5 By — a15 6, =0,
g8 + a8 + a6 —ay, & =0.
Ces équatioys donneront

db dap db
_ da,g ___das _ day,
(95) Eg-—_m)‘q gs—-—@: E‘———EB‘-
da, da,, da,

Dailleurs en multipliant les équations (85) respectivement par &%k,
et les retranchant de A3, il viendra

w2
A% = a7} — ay3%, By — a45y E5 — a7, &4

LN SR S
_ u day, 1 dayy 3 da,y " day, - _I_)_ 2
- dD tT™ dp "
day, day
et par suite
- sin? [234.1] = %:%.
day,

65. 4° Angle du plan x, = 0 avec le plan x,=0.
Soit [1.4] cet angle. On aura

e

sin® {1, 4] =

-
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A, étant la distance d’un point quelconque p du plan , =0 a I'intersection
des deux plans z, =0, x,=0 et A, sa distance au plan z; = 0.

Or prenons pour p le point dont les coordonnées sont z,,0,0,0. Nous
avons trouvé

done

On en déduit
dD dD d*D
day day,”~  da,da,,
dD dD
dayy day,

cos?[1.4] =

Or le numérateur de cette expression est égal (Saimon, Lessons on
higher Algebra, 2¢ édition, n° 32) &
db b _ (D2
daj,day~ \day,)’
on aura donc
D
da,,
dD dD
day, da,,

.

(97) cos[1.4] ===

66. Le choix du signe est encore arbitraire dans cette formule. Pou le
fixer pur une convention convenable, nous remarquerons que le plan z, = 0
est coupé par le plan‘z, =0 en deux parties distinctes; I'une positive, pour
laquelle x,>> 0, I'autre négalive, pour laquelle 2, << 0. De méme, le plan
x, = 0 coupera le pan z,=0 en deux parlies, I'une posilive, pour laquclle
> 0, I'autre négative, pour laquelle x, <C 0. Cela posé, nous convicn-
drons de considérer cos [1.4] comme positif, si la partie positive du plan
z,=0 se ‘projette sur la partie positive du plan x, =0; comme négatif
dans le cas contraire.

Or nous avons vu que laprojection (0,&,,%;,%,) du point (x,,0,0,0) sur le plan

x, =0 est donnée par les formules (94). D’ailleurs % est essenlielle-
1t

mext positif. Donc cos [1.4] qui a le méme signe que E—‘ sera de signe
4
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a

contraire 3 i Il faudra done prendre le signe - — dans la formule (97).
14

67. Siau lieu de quatre variables onn’en avait plus que trois, la formule
que nous venons d’écrire deviendrait la formule fondamentale des triangles
sphériques, ainsi qu’il est aisé de le vérifier.

68. On peut d’ailleurs obtenir pour cos [1.4] de nouvelles expressions
exemptes (en apparence) de radical; on a en effet, d’aprés la formule (93),

dD . dzD
— . —sin2 —_— .
da, = sin? [234.41] dada,,
De méme
dD . d=D
—— 2 ——
day, = sin? [231 .14) daday,

Substituant ces valeurs dans (97), il viendra

_a
cos [1.4) = day, B
sin [334.41] sin (231.14] ———
[ ] [ ]da“da“

formule ol les deux sinus devront étre pris avec le signe +--
On a d’autre part

@ ___ D ~dad_ D
da,, ~ sin[234.1]" da,~ sin2[123.4]’
d’ou

dD
— —Si i 9
., sin [234.1] sin [123, 4|
D

cos[1.4] =

69. 5° Angles du biplan x,—= x,=— 0 avec le biplan z;— x,=—0.
La distance A, d’un point (z,,7,,0,0) du premier biplan & sa projection
(0,0,E;,%,) sur le second sera donnée par la formule

A% = 0,0} + a9 + Ag3k? + a8} + 20497, 75 + 205,88,
— 20,5785 — 2018, Ey — 2095Tsk5 — 209,75k,

ou & et &, seront déterminés par les équations de condition

(98) sy + Qasty — 0450 — Q952 =0,
Agsbs + Ay — QT — a7, =0,

lesquelles, multipliées par £; et g, ct retranchées de I’expression de a3, la ré-
duiront a la forme

(99)  Ai=a,2} + a52% + 20,,7,2, — 35855 — 04T\ 8y — Aa5Tals — Gy4TaE4

-



— 151 —
Posant d’ailleurs pour abréger

d2D dzD dD dD

b= da;days, - dayydags’ B =da,5da“ - dagday;
= b dzD a4
T dagda,,  dagday,’ YT dagday,  dagday,

g — ap b
T daydas,” dayedas,

Les équations (98) donneront

Joz + Bs Cry+ D,
65—_'—‘—5—'—, E‘:—--————g———,

valeurs qui substituées dans (99) donneront

= Mz + 2N:glx, + Pz? ,

oul'on a
dD dD
M—=a -a +a,C=+—, P=-—,
ug - AzJ"o 14@ da” da“
IN=2a,58 + as3B + o3/ + 24, D + a2,C
=038 + ;3B + 2, D + a3, & + e, B +a2C

—_4d _d ___ ,d
T day, day da,,’

D’autre part, la distance A, du point (z,,%,,0,0) & I'origine des coordon-
nées, intersection des deux biplans considérés sera donnée par la formule

A} =af 4+t + 2ay,7,7,,

et les carrés des sinus des angles cherchés seront donnés par les maxima et

minima de la formule

A3 Mai+9ONmaz,+Pa; @
oy (el 2a,mm, +a2) W

Les valeurs du rapport ;‘ qui rendent minimum cette expression scront
2

données par les formules

Mz, + Nz = & (x, + a44%,),

(100) N(L" + ng=?8(ali‘zi +m3),
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p étant un facteur constant qui doit étre choisi de telle sorte que les deux
équations (90) se réduisent a une seule. On aura done
M—gp N—ay8e

=0.
N—ai6p P—Ep

Drailleurs les équations (100) respectivement multipliées par z, et z, et
ajoutées ensemble donneront

& —pV.
. .. . , . % .
Donc les maxima et minima cherchés de I'expression = seront les racines

de I'équation en p.

VII. CINEMATIQUE.

70. Nous appellerons mouvement d’un corps dans I'espace I'opération

qui consiste & opérer sur les coordonnées z,, ..., z, de chacun de ses points
la substitution

Ty GyTy+ o+ 0Tty
(101) =

. a e o o .« .

Ty Qulp~+ ...+ QpuTy+ ay

ay, .., Gy, étant les coefficients d'une substitution orthogonale ayant pour
déterminant +1.

Si la substitution se réduit a

T, Ty ay
(102) e
Ty Tyt oy
elle représéntera une translation.

Si elle laisse immobile un point, elle représentera une rotation autour de
ce point; si elle laisse immobiles tous les points d’un k-plan, ce sera une
rotation autour de ce k-plan.

74. Ll est clair que le mouvement géneral représentépar les équations (101)
se décompose en deux autres : 1° Une rotation autour de U'origine

Xy QT Ao AT,
(103)

Ty QB+ ooe F Oy

2° La translation (102).

Il est clair que cette translation peut elle-méme se décompioser en une infi-

nité de translations successives 1 ifiniment petites operées suivant la méme
direction.
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Nous allons montrer d’autre part que la rotation (103) se décompose elle-
méme en une infinité de rotations infiniment petites.

72. La chose est évidente s'il s’agit d'une rotation autour d’un des bi-
plans coordonnés, tel que x, =0, z,=0; car deux mouvements de cette
espéce,

z, Z, COS & + T, SiD &
(104) :3:2 —-i, sin & + T4 €OS
3 3
et
x, z, oS B+ x4 s5in B
z, —x,sinf+xzcosf
(104) Iy Iy ,

étant opérés successivement, donnent pour mouvement résultant le sui-
vant

x, @y €08 (. + B) + x4 sin (2 4 B)

&, — @y sin (a4 B) + zgcos (a4PB)

T3 T3

Soit donc m un entier trés-grand. Le mouvement (104) s'obtiendra en
répétant m fois le mouvement trés-petit

@ .o
x; Z,€0S— + T, Sin —
m m
. & o
zy — &, sin — 4+ %, oS — |,
m m
Ty Zg

753. Nous allons maintenant montrer : 1° que toute rotation autour d’un
p-plan, tel que r,—...—=x,=0 (et, par suite, en faisant p=n, toule rota-
tion autour de I'origine), résulte dela combinaison de rotations autour des
biplans coordonnes ; 2° que parmi les rotations autour de ce p-plan, il en est
une qui remplace x, par a,r,~+...+a,x, quels que soient a, ..., a,,
pourvu qu’ils satisfassent & U'unique condition

a,"—l—. .+a;"9:1.

Cela est évident pour les rotations autour d’un biplan.

Supposons que ce soit prouvé pour les rotations autour d’un p-plan;
nous allons voir que ce sera encore vrai pour les rotations autour d’un
p—+1-plan,
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On aura par hypothése une substitution orthogonale de la forme

Ty ATyt ..+ 0T

S— e . ..
To  QoyTy ... 4 Qoey

To+1Tp+1
dérivée des substitutions analogues a (104), a,, ..., a, étant assujettis a
cette seule condition

af+ ... +ah=1.

Combinant cette substitution avec la suivante

z, Ty €OS 0. + To 44 SiD &

on aura comme résultante une substitution autour du p+1-planz, —=...
=2,,+1=0, laquelle remplacera z, par a, cosaz,+ ... +a,cosa x,
-+ sina z,..,, expression dont les coefficients seront évidemment assujettis
4 la seule condition

.
(ayy cosa)® 4 ... 4 (a5, €08 ) + sin?a = cos?« + sin®a —=1.

Soit maintenant U une rotation quelconque effectuée autour du p—+ 1-
plan z,=... =, =0; by,x, + ... b5, 1T, 4 I'expression par laquelle elle
remplace z,; on pourra choisirS et T de telle sorte qu'on ait a,,cosa=1b,,,
very Qg COSa==b,,, SiNa=b,,,. 1; cela fait, on aura U=STV, V étant une
nouvelle substitution qui n’altérera plus z,. Donc V sera une rotation autour
du p-plan z,—... =, .4=0 et pourra s’obtenir, par hypothése, en combi-
nant ensemble des rotations autour des biplans coordonnés.

74. On obtient aisément la forme générale des substitutions linéaires
orthogonales infiniment voisines de I'unité. Posons en effet dans les équa-
tions de i'orthogonalité

(105) al+ ... +az=1,
(106) Ayelyet .. + Qpeltye =0,
Ao =1 40, Ggo =t

€0 €t ¢ €tant des quantités trés-petites, dont on puisse négliger les pro-
duits et les carrés. Les équations (105) et (106) donneront ¢, =0, g,o—+¢.,=0,
ce qui donnera pour l'expression générale des rotations infiniment petites
la suivante
z, Ty 4 egoy + ...
(107) S= |2y —eg®+Tg+ ...
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En particulier, une rotation infiniment petite autour du biplan (z,,x,) sera
de la forme

T Ty ey
Ty — )+ Xy
Ty o Xy

75. Pour pénétrer plus avant dans la nature des mouvements que l'on
peut exécuter dans I’espace, il importe de simplifier leur expression par
un changement de coordonnées convenable. Mais avant de traiter cette
question, il convient de dire quelques mots des substitutions linéaires géné-
rales, dont les substitutions orthogonales que nous considérons ici ne sont
qu'un cas particulier.

Soit

Ty AuT+ ..+ a7,
Ty G+ oo+ apy T,

une substitution linéaire. Elle multipliera la fonction linéaire
Y=0CZ 4+ ... + ¢, %,
par un facteur constant s, si I'on a les équations

A€y = oee - QpC,=—=8Cy,

(108) B T N
g€y F oov + ppCp =80,

Pour pouvoir satisfaire & ces équations sans annuler a la fois c,,...,c,, il
faudra que l’on ait
Agqg — 8 ous Quy

(109) e =0

Ay oo Qyy — S

Cette équation donnera, pour s, n valeurs généralement distinctes s,,...,s,
(nous laissons de c6té le cas des racines égales, qui sort de notre sujet
actuel ; il peut d’ailleurs se traiter par des procédés semblables 4 ceux que
nous avons exposeés tout au long dans notre Traite des substitutions, liv. II,
chap. 11, pour une question analogue). Ces valeurs étanl substituées suc-
cessivement dans les équations (108), elles détermineront les rapports des
quantités cy,..., ¢,. On obtiendra donc = fonctions

Yo ==Cyy + «oo + CpTys voer Yy = Cpy®y + . + Cppy,
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que S multiplie respectivement par s,,...,s,. En les prenant pour variables
indépendantes 4 la place de z,,..., z,, on donnera a § la forme canonique

Yy $1Yy
(110)

Yn SnYn

On voit par ce qui précéde que cette forme canonique est unique. Pour
que deux substitutions S et S’ soient transformables I'une dans I'autre par
une substitution linéaire, il sera évidemment nécessaire et suffisant qu’elles
aient la-méme forme canonique. Donc, 1'équation en s qui détermine les.
coefficients de la forme canonique doit étre la méme pour S que pour §'.
Les n coefficients de cette équation seront autant d’invariants, dont les
valeurs caractériseront ce qui, dans la substitution considérée, est perma-
nent et indépendant du choix des indices.

76. Les invariants de la substitution S satisfont a des équations différen-
tielles partielles, qu'’il est aisé d’établir.

Soit ¢(ayy,..., a,,) un de ces invariants; si S, transformé par une substi-
tution linéaire quelconque T, prend la forme

Ty ATy + ...+ T,
S=| ... ... ,
T, ATy + ... + Apaly
on aura la condition
(1) @(a5 ++es Gan) = ¢(@yys .-, Gyy).

Supposons que T soit une substitution infiniment voisine de I'unité et de
la forme
I Lyy ooey x?‘l Ty ooy "”'e—l
(112) z, @, + w,
Tyt 15 ves Ty Byt ooes Ty

¢ étant trés-pelit; il viendra
apg=ay sip2p g0
Bhs=po — ey, i p 2,
Qg ==ty + ¢asq i 920,

Qoo == Qoo + tdgo — €@ — 2Agp.

Substituant ces valeurs dans I’équation (111) et négligeant le carré de
¢, il viendra

_w do de de _
zp“"'— Apo + ana—w‘aaq -+ Ea—&, (aca —_ (199) =0,
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expression qui prendra la forme plus sitmple

dp v de
E day pe —E dag Aaq>
en supprimant les restrictions pSp, ¢So.

En faisant varier p et o, on obtiendra une suite d’équations analogues,
qui suffiront & exprimer que ¢ est invariable par les substitutions linéaires
de déterminant 1 ; car on sait que loute substitution de cetle sorte s’obtient
en combinant des substitutions analogues a (112).

71. Pour que ¢ soit invariable par toute transformation linéaire, il

faudra de plus qu'il ne change pas, lorsque la transformante sera de la
forme

Ly ooy Lo=q Tyy eoey To—1
T, (1 + ¢,
Loty eevy Ly Loty ovy Ty

Mais on aura alors

Gpg=0pq si pZp,qZpousip=gq=p,
ayp = (1=¢)ay,

]
W =11 +eaw

et I'équation (111) donnera 1'équation différentielle
de de
Z@;—E-@-
78. Si Yon veut que la substitution U, qui transforme S en §', soit
non-seulement linéaire, mais orthogonale, on aura Zt-(n——;—d—)nouvelles

équations de condition, exprimant que les carrés des cosinus des angles mu-
tuels des plans

Yy =0, ..., y,=0,

sont égaux a ceux des plans

auxquels il faut rapporter S’ pour la ramener & sa forme canonique.

En effet, s'il existe des variables z},..., z; liées orthogonalement &
Zy,...,2,, et telles que §', rapporté & ces nouvelles variables, ait la méme
forme que S rapporté a z,,..., z,; §', rapporté aux variables

Y, == Cu®y - oor - Cagllhy ey Y2 == Cpyy oo+ CupThy

aura la forme canonique (110). D’ailleurs le systéme d’axes z/ ,..., z; étant
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orthogonal comme le systéme ,, ..., z,, les carrés des cosinus des angles
mutuels des plans y},..., 3, seront évidemment donnés par les mémes for-
mules que ceux des plans y,, ..., ¥,.

Réciproquement, si les carrés des cosinus des angles des plans y/,...,
sont égaux & ceuxdes plans y,,...,9,, il est clair que ceux de x},..., 2, sont
égaux & ceuxde ,,..., z,. llsseront donc nuls, et les axes «},..., z; rectan-
gulaires ; et la substitution

| @4y ooy @y Xy, 2h |,

par laquelle on passe de 8’ 4 S, sera orthogonale.
Si donc on seborne a des transformations orthogonales, S aura, outre les
n invariants précédemment trouvés, M invariants orthogonaux, don-
2
nés par la formule
(CreCoq + +vv + CrnCep)?
St )+ ey

0 (yr,ys) = (

Les coefficientsc, qui figurent dans ces invariants, dépendent des irration-
nelles s,, s,; mais on pourra remplacer ces invariants irrationnels par les
coefficients de I'équation qui les détermine, lesquels sont symétriques en
Sgse-+5 S, €l par suite rationnels.

79. Les invariants orthogonaux satisfont aux équations différentielles

suivantes
de de v de de
2t o~ Bt o= Bt o — B i 0

On les obtiendra aisément en exprimant qu’ils ne’ sont pas altérés lors.
qu'on transformera S par une rotation infiniment petite autour de I'un
quelconque des biplans coordonnés. Mais ces équations différentielles ne
suffiront pas pour caractériser complétement l'invariance. Car elles expri-
ment seulement que ¢ ne varie pas lorsqu’on transforme S par une substi-
tution orthogonale de déterminant 4. Il faut encore exprimer que ¢ ne
change pas lorsqu’on transforme x par une substitution orthogonale” de
déterminant — 1 ; par exemple, lorsqu’on change le signe de l'une des
variables.

80. Supposons maintenant que la substitution S soit orthogonale, et
admettons, pour fixer les idées, que I’équation caractéristique en s ait une
racine réelle s,. Le plan y,== 0 sera réel, et 'on pourra trouver un systéme
de n plans orthogonaux y, =0, x, =0,..., , =0 dontil fasse partic. En les
prenant pour plans coordonnés, S prendra la forme

Yu $iYy
’ ’ J
z, @Yy 4 A5y + -0+ Q%0

T GnglYy + UguTf + oo + Ay
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el comme elle n'a pas cessé d’étre orthogonale, on aura
st=1, si+af+...+api=1,
d’ou :
s, ==*1, 0, =...=ap =0,

et I'équation caractéristique de S deviendra

Ay —$ ... QY

e ves Ay — 8

(s—si) =0.

81. Admettons, pour fixerles idées, que le dernier déterminant que nous
venons d'écrire, égalé & zéro, admette une racine imaginaire s,=—p + ¢¢; il
admettra également sa conjuguée s; — p —gqi; et si X, =1Z,+il; est la
fonction imaginaire de z,...,2; que S multiplie par s,, la fonction conju-
guée X; = Z,— il; sera évidemment multipliée par s;. Donc S remplacera
les fonctions réelles Z, et Z; par pZ, — qZ; et qZ,+pZ;.

Cela posé, on peut déterminer dans le biplan Z, = Z; =0 deux plans rec-
tangulaires z,=22, + pZ;—0, ;=¥ L, + p'Z; =0, et la substitution S
remplacera z,, z; par des fonctions de 7,, Z, lesquelles pourront s’exprimer
en fonction de z, el z,.

Prenons maintenant pour plans coordonnés, au lieu de z,..., z, les plans
2,=0,2,=0 et n—3 plans rectangulaires iz, =... =z, =0 situés dans
le n —3-plan perpendiculaire au triplan y, = z,=2,= 0. La substitution
S prendra la forme

Yo FY
zo 2y + 825
25 3, + uzg
Ty @yt + AT+ @ |
Tn  Qnyty + Angts - GnyTy + .. + Ay
et comme elle est orthogonale, on aura

rels2=1, 24+u=1,rt+su=0,
L tal+ . tai=1, +uttal+ ... Fai=

On déduit des trois premiéres équations

r=—cos«, s=sina, f—=--sina, %= oS4,
124 =+ ut =1,
d’ou

" " " "
Qpo — ... :‘1112:”45:“‘:0713: 0.

Cela posé, suivant que le déterminant

" "
L @—S ... Gpy l

"

a;, e Opp— 8 i
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aura une racine réelle ou un couple de racines imaginaires, on appliquera
de nouveau & S un des deux modes de réduction ci-dessus. Poursuivant
ainsi, on arrivera finalement & mettre S sous une forme telle que la sui-
vante, ou nous changeons pour plus de commodité, I’ordre et la désignation
des variables ’

Yir Y Y, €052y + Yysina,, —y, sin a, +y,co84
S= | Yso—1.Yse Yap— 10080 + YaoSil o, —Yap — 1 SiNcp+ YseC08 2,
Yao+15-005 Yap+0 — Yoo +15 ooy — Yap+0

Yao+o+1:Yn Yao+o+15 s Yp
Le délerminant de la substitution ci-dessus est évidemment égal a
(—1); et comme il est égal & 1, par hypothése, ¢ sera un nombre pair 2¢’
82. Cela posé, admettons d’ahord que n soit un nombre pair 2 ; r= 2.
Silon a¢=0,v=0, S sera de laforme

Y1Ys Y1 COSa, + Yo Sin 2, — ¥, Sin a, 4y, COS ag
M3IYS=| . . . . . ..o B
Yau—1 You  Yau—1 COS i+ Yau SIN 2y, — Ygu —y SIN @+ Ypu COS oy |

laquelle forme générale contient comme cas particulier celui ou I'on au-
rait ¢ = 2¢’, r =27". Il suffirait en effet, pour obtenir la substitution rela-
tive 4 ce cas, de poser dans I'expression précédente

(114) Opm gl T= s TS A TS, Ap—i g = e = ap =0,

Si » est un nombre impair 2p—+1,v=2p+1—2p —2¢" sera impair,
et 'on aura, en supposant e —=0,v=1,

“Ygs Yo Yy COS %y + Yo SiN &y, — Y, SiN &y + Y, €OS @,

(115)8= You—1) Yo Yap—1 COS iyt Ygu SIN oy — You— g SN tu—+ Ygpu COS

Yo u+1 Yau+ 4

Et la formule relative au cas ot I'on aurait ¢ = 24',r=27" 41 s’oh-
tiendra encore comme cas particulier de la précédente, en y faisant les
suppositions (114).

83. Les expressions canoniques (113) et (115), auxquelles a été ramenée
la substitution S, donnent immédiatement les théorémes suivants :

Tuéorine I. — Dans Uespace & 2y dimensions, toute rotation autour d'un
point est la resultante de p rotations effectuces autour de . biplans rectangu-
laires £, ==2,=0,...., Zgp 1 = %o, == 0 passant par ce point.

Tukorine II. — Dans Uespace & 2p+-1 dimensions, toute rotation, autour
d'un point est une rotation autour d'une droite x, = ... = x,, = 0 passant
par ce point, et sera la résultante de p. rotations effectuces autour de p. biplans
rectangulaires x,=1x,=0,..., T, - 1 = %2, =0 passant par cette droite.
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Les p biplaus ainsi définis seront dits les biplans principaux de la substi-
tution considérée. On peut d’ailleurs évidernment, sans altérer la forme
canonique de S, choisir 4 volonté dans chacun de ces biplans les deux plans
rectangulaires que 1’on prendra pour plans coordonnés.

84. Le théoréme que, dans I'espace 4 2+ 1 dimensions, toute rotation
autour d'un point s'opére autour d’une droite a été déja donné par
M. Schlafli (Journal de Crelle, t. 65). L’auteur signale également V’existence
de i invariants dans la substitution orthogonale. Mais il ne nous parait pas
avoir établi que ces invariants sont les seuls; et il ne donne pas la
réduction de la substitution 4 sa forme canonique, laquelle nous semble
indispensable pour se rendre un compte bien net de la nature de ces inva-
riants.

85. 11 est aisé d’exprimer les cosinus des angles ay, ..., «, en fonction des
invariants de la substitution S.

En effet, supposons d’abord qu'il s’agisse d'un espace a 2u dimensions.
L’équation caractéristique (109) deviendra, en y supposant S ramenée a ia
forme canonique (113),

cosay—s sina, 0 0 0 ..

—sina, cosa,—s 0 0 0 ..

0— 0 0 cosaz—s sinag 0 ..
0 0 —sina, cosag—s 0 ... |

0 0 0.

=f(s) = s+ A 14 ..+ Ay,

et posant, pour abréger,

A4

B, = Ercos ay, B, = Er cosarcosar, ..

y

il vient
A =—-2B,,
Az e 4B2 +n,
Ay=—8B;—2(n—1)B,,
(16) (. ... .. ..

n—m+2)...(n— -1
A"‘ZZ(_%M—’?( 9)1.‘2.(.n.pm+9+ )B'"—ﬂf»'

..............
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la sommation s’étendant depuis p =0 jusqu’a p = %ou m—1 suivant que

2
m est pair ou impair.

En renversant les relations (116), on obtiendra B, ,..., B, en fonction des
invariants A, ,..., Ay,. D'ailleurs B,..., B, sont les coefficients d’une équation
du degré 1, dont cos aj, ..., €os %, sont les racines.

S'il s’agit d'un espace i 2p+1 dimensions, S aura la forme canonique
(115) qui a pour équation caractéristique

0=(s*—2scose, +1)...(s*— 2scos oy +1) (1 —5)
=(s% At L+ Ay) (1—5),

les coefficients A,,..., A,, étant définis par les reladions (116).
En comparant cette équation 4 I’équation générale

Ay —S$ .. Qyy
0=]...... . |=fs)=—sw+14Cs2%4 ... +Coury,
Qpy ovv Qpp—S$

on aura les invariants C,,..., Gy, 4 exprimés par les relations
Co=1—Ap .o, Cp=Ap— Ans.

Donc, ici encore, les invariants s’exprimeront en fonction de B,,..., B,, et
réciproquement.

De ce qui précéde, on déduit cette conséquence remarquable :

86. Tugorime Ill. -— Si deux substitutions orthogonales S, S’ sont trans-
formables Vune dans U'autre par une substitution linéaire, on pourra tou-
jours opérer celte transformation par une substitution orthogonale.

En effet, si §" est transformable en S, elle aura les mémes invarian(s que
S; donc les quantilés cos «, ..., cos a, seront égales aux quantités analogues
COS ), ..., COS a, que contient la forme canonique de §’. Donc S et §’ auront
méme forme canonique, au signe prés des sinus des angles ay,..., ay,
a}y.eny oy Mais on peut changer a volonté le signe de sing,, par exemple,
car il suffit de changer le signe d’une des deux coordonnées z,, , ; change-
ment qui reste sans influence sur I'orthogonalité des axes coordonnés. Donc
S et S’ ont méme forme canonique, et I'on passera de I'une & l'autre par la
substitution orthogonale qui sert & passer des coordonnées rectangulaires
Ty, ...y L, AUX coordonnées xj, ...,z également rectangulaires, pour les
quelles §' est réduite & sa forme canonique.

87. Les substitutions S, ' seront dites semblables ou inversement sem-
blables, suivant que la subslitution orthogonale qui permet de transformer
I'une dans Pautre a pour déterminant +1 ou — 1.

Il est intéressant de déterminer a quel caractére on pourra distinguer
I'une de 'autre ces deux sortes de similitude.
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Supposons d’abord n = 2y, et considérons les deux expressions

0“—1 eee Qrax a“+1 e Qrop
m=1. ... . ==

Aap,t oo e a~_yy.,2;l.'_‘1 Aop g o« Qapop + 1

>

qui toutes deux sont des invariants. Leur produit, effectué suivant la régle
connue de la multiplication des déterminants, et simplifié a 'aide des équa-
tions qui définissent 1'orthogonalité, se réduira &

0 oy — Qyo Ugy —Uys .« . .
— Uy + Ay, 0
— g+ a5

Ce déterminant, gauche, symélrique, et de degré pair est un carr¢ parfait,
que nous pourrons désigner par 2. GComme c’est d'ailleurs un invariant, la
quantité R ne pourra que changer de signe lorsqu’on transformera S par
une substitution orthogonale quelconque.

Or, si la substitution orthogonale qui change S en 8’ a son déterminant
égal 4 +1, elle résultera de la combinaison successive de substitutions
infiniment pelites. Transformant successivement S par ces substilutions
composantes, on ne pourra altérer 4 chaque fois R que d’une guantité infi-
niment petite; et comme R doit rester invariable, ou changer de signe, il
restera invariable. On aura donc R=T',R’ étant la fonction analogue & R
formée avec les coefficients de S’.

Reéciproquement, si R=N’, la substitution qui sert a passer de S & S aura
pour déterminant 1. En effet, soit S” ce que devient S eny changeant le
signe de I'une des variables ; la fonction R sera changée en R".=—R; ct
les substitutions orthogonales par lesquelles on passe de S 4 §” ou de S” &
S’ auront pour déterminant —1. La substitution résultante, qui sert a
passer de S 4 §’, aura donc le déterminant —+ 1.

Soit maintenant » = 2u +1. L’équation f{s) = 0 aura une racine égale i
1; et I'on pourra trouver une fonclion des variables que S n’altére pas. Ses
coefficients seront des fonctions rationnelles de ¢, ..., a,,, ¢t 'on pourra,
par un changement d’indices indépendants qui n’introduit aucune irra-
tionnelle, mettre S sous la forme

z, by, + ...+ bsral,
Ty bg;umi—f— N ST
Thp +1 Thptt

et la quantité R, formée avee by, ..., b,,,, comme R I'était tout & I'heure
AVEC Ay, ..., Qyuypy, Indiquera par son signe celui du déterminant de la sub-
stitution qui transforme §' en S.



— 164 —

Lorsque la substitution S est mise sous sa forme canonique, on trouve
immeédiatement

R=sinz, ...sina, .

88. La détermination des invariants B,,..., B, s’oblient d’une maniére
plus élégante lorsque la rotation S est infiniment petite.
Nous avons vu que S sera de la forme (107) et I'équation en s sera

1—s &5 &5
. gy 1—8 &y ...
re=| . 11— | =0

54 €52

avec la condition e;¢ + ec, =0.
Cette équation, développée suivant les puissances de 1 —s=t, sera dela
forme

(117) st sttt L. =0,
s, désignant la somme des mineurs dérivés du déterminant
0 eg65 ...
gy 0 eg5 ...
ety &g 0

en y supprimantn —p colonnes choisies a volonté, et les lignes de méme
rang. Chacun de ces mineurs étant un déterminant gauche sera nul si p est
impair, un carré si p est pair.
D’autre part, S étant supposé réduit & sa forme canonique, on aura, si
n— 2;1.,
f(8)=/(s2 — 2scosa, +1) ... (s*— 2scosan+1).

Cette expression, égalée a 0, donnera pour s les racines
cosa, = isina,, ..., COS auisinay,
lesquelles se réduiront sensiblement, a,, ..., «, étant trés-petits, a
1xia,, ..., 1ia,.

L’équation (117) en ¢t aura donc pour racines == iq,, ..., == i«,, et, en pre-

q 1 "

nant— £ pour inconnue, I'équation aura pour racines aj, ..., aj.
Sin=2p+1, on aura

f(s)=(s*—2scose;, 1) ... (s> —2scos ap+1) (1 —35).
L'équation en ¢ aura une racine nulle, que 'on supprimera; prenant

ensuite — &* pour inconnue, on aura ici encore une équation du degré p,
délerminant « .., -
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89. Cherchons maintenant & simplifier 1'expression d'un mouvement
quelconque, défini par la substitution (101). On prendra d’abord pour axes
coordonnés ceux qui réduisent & sa forme canonique la substitution sans
termes constants

Ty ATy A+ . A Ty,

L Y .

Ly ApyTy = . oo A+ Qppy

1l est clair que la substitution = rapportée a ces nouveaux axes sera de la
forme

YiYs Y, COS 2y + Y, Sin 2y + &y, — Y, Sin &y + Y, €OS 0y - 8,

Y21, Yan y 2 —1 cosa“+y,ucos ap—}- 82 y—1s _'-'/21* —1sina, + ygacos a8,
sin =92y, et dela forme

Y1, Ys Y, COS &, +y, sin ay +.8,, —y, sina, 4 y, cos ay + Iy

P e e e s e . « o o o e

Y2 — 1, Y2, ygﬂ_ 1 €OS a,‘+y,l‘ sin o+ 8 =1 — ygp —18in a,;+ yg,‘cos o+ 321‘
Yopu+1 yzg+1+32,‘+1

sin=2 pt+ 1.

Mais on pourra simplifier encore cette expression par un nouveau chan-
gement d’axes. En effet, supposons pour fixer les idées que a,,..., 2, ne
soient pas nuls, mais que ap 4, ..., «, le soient.

Posons z, =y, +d,, 2,—y, + d, ; = remplacera %,2, par

%y COS &y 2, sinaf +h,, — 2, sina, + z,c0s a, + hy,

en posant
hy==8, + d,(1—cosa,) —d,sina,,
hy=298, +d, sina, +dy(1 — cosa,),

et 'on pourra déterminer d,, d, de telle sorte que h, ¢t h, s’annulent, le
délerminant
1 —cosa, —sina,

. =2—2cosa,
sina;, 1—cosa,

étant différent de zéro.

On fera disparaitre de méme par un changement d’origine les constantes
O5yeees Ogp-

D’autre part, =remplace les variables y,o 1, ..., ¥, PAT Yap 1 +0sp 115 --1s
y,+ 3, ; clle n’altérera donc pas la fonction

W:lgo+1ygo+1+ R S W T
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sil’on a la condition
25+ 1329+1+ coo 20, =0,

Cette condition détermine une seule des quantités ) en fonction des autres,
qui restent arbitraires. Les fonctions de la forme ¥ que = w'altére pas,

~
s .

égalées a zéro, détermineront donc un n-—2p—1-plan P,_sp—1, dans
lequel on pourra trouver n — 2p— 1 plans rectangulaires z,s 4 1, ..., 2= ¢
le n-—2p-plan yyp o 1=...=y, =0 résultera d’ailleurs de l'intersection
de P,._,,_1 avec un dernier plan z, perpendiculaire aux précédents. Pre-

nant ces plans pour plans coordonnés, au lieu de y,; ., ..., y,, = prendra
la forme

2y,%9 2, COS oy + Z,Sina,, — 2, sin a, 4+ %,€08 &,

(118) | 290— 15200 Zyp—q COS g = Zyo SIN g, — g 4 SIN oy 24, COS 04
Zoot-qg3e00y In—1 Bupqyeeey Bn—1
2, 2, + 8

Donc le mouvement cherché résultera de la combinaison d’'un mouve-
ment de rotation autour d’'un 2p-plan, joint 4 un mouvement de translation
le long d’un axe perpendiculaire. Un semblable mouvement peut s’appeler
hélicoidal.

D’ailleurs, si I'on a p =0, le mouvement se réduit a une translation ; si
n—2 =0 ou n—2p>0, mais § =0, il se réduit & une rotation. On a
donc ce théoréme :

Tout mouvement est une rotation, ou une translation, ou un mouvement
helicoidal.

90. Dans P'espace a4 2x + 1 dimensions, le mouvement hélicoidal est la
régle, et les autres sont des cas particuliers ; car n — 2p n’est pas nul et §
différe en général de zéro.

Au contraire, dans I'espace 4 2p. dimensions, on a en général «, ..., 2,
différents de zéro, et l'on aura par suite — 2p =0, sauf les cas parti~
culiers.

91. Voici enfin deux derniers théorémes, qui sont la généralisation de
ceux qui ont servi de point de départ & M. Chasles dans ses belles recherches
sur le déplacement des solides. :

Supposons -a,, ..., «p, ¢ infiniment petits, et négligeons les carrés de ces

quantités. 1l viendra, pour la représentation canonique d'un mouvement
infiniment petit

24,3, 2By 2%y, — A% + 2
q -
(119) Rap— 1,%ap Zgp—y + AeBep; — %pZyo—y + % |’
zg?-'f-l"“’ Bn =1 RBgp4q1secey In—1
Zn A+ 8
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et soient A¢,, ..., A%, les accroissements des coordonnées du point ¢, ...,¢,~
Le plan mené par ce point normalement au déplacement aura pour équation

0=(z, —8) A% + ... + (3, —,) AL,
= (3 — ) aglo — (%2 —Cg) o8y + ooe F (Zap— g —Lap—g) Aiap
— (%20 —Lep) tylap—y + (3, — &) 3
=ty (345y —258y) oo+ g (Bap— 1lap — Baglag—1) + 8 (2, —Cy)-

Cette équation étant symétrique par rapport a ¢,, ..., ¢, et 2, ..., 3,, on a
le théoréme de réciprocité suivant :

Tutorkne. — Sile plan normal au déplacement du point ¢, ..., ¢, passe par
le point z,, ..., z,, le plan normal du deplacement de z,, ..., , passera par
Ly oves Cpe

92. Sice pointg,..., ¢, se meut dans un k-plan|

(120) Ay=...=A=0,

les plans normaux aux déplacements se couperont suivant un n—4k - 1-
plan conjugué au k-plan, lequel s’obtiendra en éliminant & des quantités
Uy «o+y &y de I'équation du plan normal & I'aide des équatious (120), et éga-
lanit & zéro les coefficients des quantités restantes.

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, quon a k<n—k-41,
doik < 21, 9k —1 <.

93. TuforiME. — Si les deux multiplans conjugués Py, P, _ i .1 ne sont
pas contenus dans un méme plan, le mouvement consideré S pourra se décom-
poser en deux rotations autour de ces multiplans.

En effet, soit p’ un pointde P, _ , ; situé en dehors de P;. Par ce point
et par P, on pourra faire passer un k— 1-plan Py_,. Soit p’’ un point de
P,_x.1 non contenu dans P;_,; par p"” et P,_, on fera passer un k—2~
plan P, _,, etc. On arrivera enfin & un plan P, passant par P, et par k—1
points convenablement choisis dans P, _ . 4.

Cela posé, nous prendrons pour plan des z, le plan P, ; pour plan des x,,
un plan mené par P, perpendiculairement a P, ;... ; pour plan des z, un
plan mené par Py perpendiculairement & Py_,; enfin, si 2k—1 <ln,
n— 2k 41 plans rectangulaires et perpendiculaires & Pyy_,

=0, ...,2,=0.
Soient respectivement

' k-1 k—1
LN N o N S

les coordonnées de p’, ..., p*—*. Les points p’,p”, ..., p* — ! étant respecti-
vement dans les multiplans Py, ..., Px_ 4, on aura
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=0,

(121) = =0,
(k—1) __pk—1)__ __yk—1)__
== = V=0.

Drailleurs p’ n’est pas dans P,, p”’ n’est pas dans P;, etc.; donc on aura
, " k—1)
%20, %20,..., F~920.
94. Cela posé, soit¢,,..., ¢, un point quelconque de P, _x .7y; A%, ..., AL,

les changements de ces coordonnées par suite du mouvement considéré. Le
plan normal au déplacement sera

(122) (g —3,) A% + ... + (1, — ;) AL, =0.
Par hypothése, il doit passer par le multiplan P;. Donc I'équation (122)
doit étre satisfaite identiquement en y posant z, =... == 0, ce qui
donne les conditions

(123) Atk_‘_l:...:AZn:O,

(124) LAY+ . 3 AL =0,

Soit d’ailleurs z,, ..., 3, un autre point de P, _; . ,; la distance de ce
point au précédent ne doit pas étre altérée; donc on aura

(Zl—-t,)(A14 —AC,)+ et (zn_cn)(Azn'—Atn):()a

ou, en tenant compte des relations (123) et (124) et des relations analogues
relatives a z,, ..., 2,

(125) 2 AL + LAz + ..+ 2, AL 4 § Az, =0,

L’équation (125), appliquée au point p*—* dont toutes les coordonnées
sont nulles sauf la derniére, se réduira a

LY sk =0, donarl"=o.

95. Soient maintenant ¢, ..., ¢.des quantités trés-petites ; considérons la
substitution

Tk — §Ty — €y — ... + T
Tk+1 Tk+1

laquelle est une rotation autour de P;. Pour que S se décompose en deux
rotations autour de P; et autour de P, .4, il est évidemment nécessaire
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et suffisant qu’il en soit de méme de ST'==S'. D'ailleurs §' fera subir aux
coordonnées du point ¢, ..., ¢, les variations suivantes

(126) Ny =AY + 8, Al =Al 4+,

(127) AT = AT, — el — t5ly —

(128) MG (=AY e A=A,
et, d’aprés ces formules, il est clalr que si les A satisfont comme on I'a sup-
posé aux relations (123), (194 et (125), les A" satisferont aux relations
toutes semblables

(129) MY, = =0T, =0),

(130) LAY+ ... +CkA’Kk:0,

(131) 2 A+ G AT+ 2 A (A%, =0,

Si maintenant on détermine ces arbitraires ¢ par les relations
A et V=088 " g V=0,
ce qui ne peut souffrir de difficulté, ¢~ n'étant pas nul, on aura
(132) A V= = " =0,
On a d’ailleurs, {¥—4, ..., ¥~ 1 étant nuls,
(133) A =gt = 0 =,

Donc la substitution T ne déplacera plus le point pt¥ —1).

96. Remplacons maintenant, dans les équations (130) et (131), &, ..., &
par les valeurs particuliéres {* =9, ..., (¥ ~¥etz,, ..., zrpar F =1, . (1,
Elles se réduiront, en tenant compte des relations (121) et (153), a

t};k_’) A,t,(‘k—z) + Cik:f) AI{;‘k:f):O,

(k=1 gk —2) __
gyt =0,
d’ou I'on déduit, &'~ " et ¢¥~ 2 n’étant pas nuls,
A=Y =0, st~ =o.

Cela posé, considérons les substitutions

Ty Ty + € Tpy

Z, Ty + €Ty 9

Ty — & T— gy — ... - Th—1
Tk Tk

TI

Il

D T S Y S R
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laquelle est une rotation autour de P;; S’ sera décomposable en deux rota-
tions autour de P, et P, _; .y, si S'T"=S" Dest.
Les variations que S” fait subir aux coordonnées de ¢, ..., ¢, seront repré-

sentées par les formules

A=A A e,

AT =AM — e,

A=A, (p>k—1),
et il est clair : 1° que les A" satisferont aux relations (129), (130), (131);
20 qu’on aura

A= =A==, anl T =anl M=,

3¢ qu’on pourra déterminer les ¢’ de telle sorte que les autres coordonnées
de p'*—2 ne subissent plus aucun changement.
Continuant ainsi, on arrivera 4 une derniére substitution

>=S8TT...,

laquelle ne déplace plus aucun des points p’, ..., p¥ — 1),

97. Mais la substitution x se réduit 4 une rotation autour de P, _; .. ,. Pour
le prouver, il suffit de montrer qu’elle laisse invariables les coordonnées
d’un point quelconque ¢, ..., ¢, de ce multiplan. Or les variations A%, ..., At
qu’elle fait subir & ces coordonnées satisfont aux équations (129), (130) et
(131). Done &y, ..., &, ne sont pas altérés par =. Quant aux autres coor-
données, on aura les équations suivantes, déduites de (131) en y rempla-
cant successivement z,, ..., %, par les coordonnées des points p’,..., p— ¥
(que = ne déplace pas), et en tenant compte des équations (121),

k—1) \p —
YA =0,
(k — 2) (k—2) v __
Gy AL _ T AL =0,
K;Atg + ...+ t;‘Atk: 01
équations d’ou I'on déduit successivement
AL =0,..., A5, =0.
Ces valeurs substituées dans 1'équation
UL - ... 4 4L =0

la réduiront &
t‘At‘ =0.

Donc si ¢, n'est pas nul, on aura AY, =0 et notre proposition sera dé-
montrée.
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Supposons, au contraire, que ¢, soit nul. Par hypothése, P, _ ;. 4 contient
un point z,..., z, qui n’est pas contenu dansle plan z, =0. Donc z, ne sera
pas nul : d’ailleurs on aura, par ce qui précéde, Az, —=... = Az,— 0. Donc
I'équation (125), appliquée aux deux points &, ..., %, etz,...,%,, se réduira &

zAL, =0, d’ou AY, =0,

ce qui compléte la démonstration.

98. Comme application particuliére, proposons-nous de résoudre le pro-
bleme de la composition des rotations autour d’un fpoint dans I'espace
quatre dimensions.

Si I'on pose n=4, la formule (97) qui représente une rotation infiniment
petite R autour de l'origine contiendra six paramétres variables e, 5, €,
£, €2y E5. Gela devait étre; car une semblable rotation dépend de six élé-
ments : 1° quatre angles, définissant la situation de ses biplans principaux ;
2¢ les amplitudes «, B des rotations partielles autour de ces biplans.

Cherchons & mettre la substitution sous une forme ou ces deux sortes
d’éléments soient immédiatement en évidence.

Soient =0,y =0, 2=0, =0 les plans coordonnés, et supposons
que I'un B des biplans principaux de R fasse les angles ¢ et { avec le biplan
A formé des deux plans =0, y=0. On pourra, comme nous ’avons

montré (IV), remplacer z, y, %, w par de nouvelles coordonnées rectan-
gulaires

'=xcoskysink, Yy =—xsinr4ycosh,
2’=2zcosp+ysinp, ¥ =—2zsinp—+ ucosp,

telles que les biplans A et B soient respectivement représentés par les
équations
=0, y=0
et
X=2a'cos¢ +2'sine=0, Y=y cos¢ +u'siny=0.

Le second biplan principal de R, étant perpendiculaire & B, sera I'intersec-
tion des deux plans

L=—a'sing+z'coseg=0, U=—y’'sin¢ o’ cosy=0.

Cela posé, prenons X, Y, Z, U pour plans coordonnés; la rotation R
prendra sa forme canonique

1XY X+4aY, —aX+Y
U L+ pU, —BZ+U |
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La méme subslitution, rapportée aux coordonnées z’, y’, z', u’, prendra
la forme

¥ +ay + bu

yl —bx’+y’+cz’
¥ —cy + 2 +dw |
w —bx —dy+w

en posant pour abréger

a=—uacosocosy + Bsinesin ¢,

b=—uacospsing + Bsin¢cosy,
(134) . .

¢ —=uasing cosy — Bcososiny,

d—=uasingsiny + Bcos¢cosy.

Entin cette méme substitution, rapportée aux coordonnées primitives
z, Y, %, u, sera de la forme

x T +ay +ex + fu
y —ax+ y + gz + hu
z—ex—gy+ z +du |
v —fr—hy —dz + u

e, f, g, h étant détermings par les relations

e —=—Dbsinpcosk — ccospsin,
(135) = bc?sq(:f)sl— ¢ sinpsin),
g = —bsinxsinp + ¢ cos X cosp,
h = bsinicosp -+ ccoshsinp

99. Posons maintenant

¢+B=2ﬂo, a—B=2%,
p—¢=m, o+¢=n,
At+p=yp, A—p=v.

Les formules (134) et (135) deviendront

a=JRocosm + B cosn,
b= R sinm — B sin n,
c=Jb sinm 4 B sin n,
d=J sinm —J cosn,

—e=Jb sin m sin p. + B sinnsinv,
f=Jb sin m cos p — P sinncosyv,
g=Jb sin m cos p. — B sinncosv,

h=Jb sin n sin p. — B sin nsinv,
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100. Considérons maintenant diverses rotations R,, R,, ..., R;; et soient
o, B.,m;, 0y, pi, vi, @i, ..., by les valeursdes parametres o, B, m, n, p,v,q,...,
h pour la substitutions R; 5 fo, B, m, n, g, v, a, ..., & leurs valeurs pour la
substitution résultante R.

Les quantités a,, ..., h,, ..., a, ..., hy étant supposées infiniment petites,
on aura évidemment, en négligeant les termes du second ordre,

T oz +y Zrar +aR e +udlf
. - + I
Beh . R | 2oty +egrtuhe (r=1,2, ...k).

z—xzre,—yzrgr+z Fudd

r

On aura donc

Jlocosm—% a+d)= 22_‘ —dr)::z\ﬂo,cosm,,
(136) .}\winmsiny:% he— )= 22‘ r — er) :Zﬂorsinm, SiN pry
Jo sinm cosp. :%(f—i— 9)= 22 (fr +9r) = ZJ\orsinm,cos;:,,
B cosn_% zéz(ar—d,):EfBrcosn,,
(136) B sinnsin v :——é(e+h) ; (er + hr)= E B, sinngsinvy,
B sinncosv:—;- g—1= Qz(gf —fr)= Zﬂ.%rsin Ny COS vr.

De ces formules résulte cette conséquence remarquable que les six para-
métres Jo, m, p, B, n, v se partagent en deux groupes, Jo, m, uet B, n, v,
de telle sorte que les valeurs des paramétres de chaque groupe dans la
rotation résultante dépendent exclusivement des valeurs de ces mémes para-
metres dans les substitutions composantes.

101. La loi de cette dépendance peut d’ailleurs se représenter géométri-
quement d’une maniére fort simple. Menons dans I'espace ordinaire, a partir
de I'origine des coordonnées, une droite 0A de longueur f», ayant I'angle
¢ pour azimuth et ’angle m pour co-latitude. Menons de méme une auire
droite 0B de longueur B, d’azimuth » et de co-latitude n. Le systéme de ces
deux droites donnera une image géométrique de la rotation R.

Cela posé, les équations (136) expriment que la droite 0A a pour pro-
jections sur ces {rois axes coordonnés la somme des projections des droites
0A,, ..., 0A; relatives aux rotations composantes Ry, ..., R;. De méme les
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équations (137) expriment que OB a pour projections la somme des projec-
tions de 0B,, ..., OB,. On a donc ce théoréme :
Pour obtenir chacune des deux droites representatives de la résultante
d'un nombre quelconque de rotations concourantes, il suffira de composer,

suivant les regles de la statique, les correspondantes qui servent & représenter
les rotations composantes.



