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SUR LA THEORIE DES MULTIPLICITES ET LE CALCUL DES VARIATIONS

Pax M. E. Vessior.

1. Dans de précédentes publications (') j’ai é1é conduit, par
I’étude de la propagation d’un ébranlement par ondes, suivant la
loi des ondes enveloppes (principe d’'Huygens), a reprendre deux
problémes généraux du calcul des variations : ’étude du minimum
d’une intégrale définie, de forme (homogéne) donnée

(1) J =j F(zy, ..., xn, dzy, ..., dxy),

prise suivant un arc de courbe variable, d’exirémités données; et
celle du minimum de la valeur que prend, & extrémité d’un arc
de courbe variable, d’origine et d’extrémités données, une
variable ¢, de valeur donnée i l'origine de ce méme arc et satis-
faisant 4 une équation différentielle donnée

(2) dt=F(t|x\, ..., za|dzy, ..., dz,).

Ces deux fonctionnelles représentent, en effet, la durée de la pro-
pagation le long de I'arc de courbe considéré, de son origine & son
extrémité, en régime permanent dans le premier cas, en régime
variable dans le second cas.

Le fait essentiel que 'on constate est que le minimum est
donné par les arcs de trajectoires de la propagation, au moins
pour des extrémités suffisamment rapprochées, lorsque I’arc con-
sidéré perce les ondes élémentaires, issues de ses points succes-
sifs (et dans le sens ol I’ébranlement se transmet sur cet arc),
en des points dans le voisinage desquels ces ondes sont concaves
vers leurs origines respectives. Dans le premier des deux articles
rappelés, j’avais déduit ce résultat de la considération de la
variation seconde; dans le second, j’ai employé aussi une méthode

(") Sur Uinterpretation mecanique des transformations de contact infinite-
simales (Bulletin de la Soc. math. de France, \. XXXIV, 1906) ; Essai sur la
propagation par ondes (Annales de U'f.c. Normale sup., 3 série, t. XXVI, 1909).
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directe, plus rigoureuse, qui équivaut aux méthodes de Weier-
strass et Hilbert et a laquelle 'étude de la propagation des ondes
conduit presque intuitivement.

Dans sa thése et, plus tard, dans son Mémoire sur les maxima et
minima forts ('), M. Carathéodory a fait usage d’une représen-
tation géomélirique, ol interviennent dans le cas n = 2, et pour le
premier des deux problémes, les courbes d’onde, sous le nom
d’indicatrices. Dans ses Legons sur le Calculdes variations (*),
auxquelles nous renverrons souvent dans cet article, M. Hadamard
utilise une représentation géométrique analoguc : c’est ce qu'il
appelle la figurative du probléme; il introduit, de plus, sa polaire
réciproque, la figuratrice; ct cela, dans les problémes généraux
auxquels il donne le nom de probléme de Lagrange e\ probléme
de Mayer, et qui différent des précédents, en ce que les variables
Zyy..., Z, sont liées par des relations différentielles données

(3) Fh(xh ---:xuldzh ceey dzn)=0 (h=l,?.,..., a)v.
dans le cas de I'intégrale (1) ( probléeme de Lagrange);
(4) Fu(t|zy, ..., 2zn|d2y, ..., dzs) =0 (h=1,2, ..., %),

dans le cas de I'équation (2) (probléme de Mayer).

Mais, pour ces deux auteurs, il ne s’agit que d’illustrer des
résultats analytiques, tandis qu’a notre point de vue les ondes
élémentaires, ou les multiplicités d’onde, leurs homothétiques,
sont a 'origine méme du probléme et le dominent complétement.
C’est ainsi, par exemple, que se trouve absolument imposée I'in-
troduction de I'équation aux dérivées partielles d’Hamilton-Jacobi,
qui définit, pour nous, les familles d’ondes issues de I’ébranlement
simultané des divers points d’une méme multiplicité; ainsi que

(') Ueber die discontinuierlichen Losungen der Variations-Rechnung
(Géttingen, 1904);

Ueber die starken Maxima und Minima bei einfachen Integralen (Math.
Annalen, t. LXII, 1gu6). M. Carathéodory dit bien que ses indicatrices ne diff¢-
rent pas des surfaces d’onde, utilisées en Optique, mais il ne fait pas usage de
cette analogie. Les Mémoires si remarquables de M. Carathéodory m’avaient, du
reste, échappé au moment ou je rédigeais mes précédents articles.

(?) Paris, 1910. M. Hadamard a professé au Collége de France, sur le Calcul
des variations, & partir de 1go2.
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Pintroduction du systéme canonique, qui est la traduction compléte
du mouvement général de propagation, dont le caractére essentiel
est d’étre un déplacement des éléments de contact des ondes.

2. Dans les pages qui suivent, nous traitons, au méme point de
vae, le probléme de Lagrange. Les ondes élémentaires et les
multiplicités d’onde qui leur correspondent sont ici des multi-
plicités & n—1 dimensions, dont le support ponctuel con-
tient co”~ =% points. Mais si I'on veut avoir une véritable propa-
gation, on est conduit & supposer que le support tangentiel de
ces multiplicités, c’est-a-dire le systéme des plans de leurs élé-
ments de contact, contient ”~! plans (*). Or cela revient & sup-
poser que le probléme de calcul des variations est un probléme
ordinaire (*), hypothése qui s’impose aussi dans le calcul des
variations pour diverses raisons.

Déja, dans nos précédents articles, s’était montrée 'importance
du point de vue tangentiel dans les problémes considérés : il équi-
vaut a4 la considération de la figuratrice de M. Hadamard. Ici
‘encore, c’est la représentation de la maltiplicité d’onde par son
support tangentiel qui est le fondement de notre méthode. Il est
bien remarquable qu’elle permet d’éviter I'objection de du Bois-
Reymond sur I'introduction prématurée des dérivées secondes dans
une question qui n’en suppose pas l'existence, a priori. C’est, en
effet, le syst¢éme canonique d’Hamilton qui se présente d’abord
pour définir les extrémales du probléme.

On évite aussi les discussions, assez délicates, nécessaires pour
justifier 'emploi des multiplicateurs de Lagrange; car ils se pré-
sentent ici d’eux-mémes pour définir le choix que 'on a a faire
entre les divers éléments de contact, associés 2 chaque point, sur
les ondes ¢lémentaires successivement rvenconlrées par une
extrémale. Et I'on a ainsi, en outre, la vraie signification de ces
multiplicateurs.

En ce qui concerne les conditions du minimum, nous nous

(') Sans cela, les ébranlements produits en un point quelconque, suivant cer-
taines orientations des éléments de contact de ce point, ne pourraient pas se
propager. Je reviendrai sur ce point dans un autre travail.

(?) Cf. HapaMARD, loc. cit., p. 239, 267, 268,
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sommes bornés a établir des conditions suffisantes, en généra-
lisant la méthode déja employée dans notre article des Annales de
VEcole Normale, 1gog. Elles se traduisent encore par la con-
dition de concavité des multiplicités d’onde vers leurs origines,
qui ne nous parait pas encore avoir été énoncée pour ce pro-
bleme.

Pour faciliter notre exposé, nous avons réuni dans une premiére
Partie les principes sur la géométrie des multiplicités que nous
aurions 4 employer. On y trouvera, outre la double représentation
au moyen du support ponctuel et du support tangentiel, la défini-
tion et I'étude de la concavité, soit en un élément de contact, soit
dans le domaine d’un tel élément. Pour discuter cette concavité,
on est conduit a considérer la forme quadratique

= i dpi dq iy

i=1

ou py, ..., pn sont les coordonnées du point d’un élément de
contact, et gy, ..., . les coefficients de direction (') de son plan.
L’étude de cette forme quadratique se raméne a celle d’autres
formes quadratiques, ol interviennent les données de la repré-
sentation, ponctuelle ou tangentielle, de la multiplicité. De cette
méme forme » dépendent les notions d’élément osculateur et de
variation asymptotique pour les multiplicités les plus générales. Le
fait qu’elle s’évanouit identiquement caractérise les multiplicités

linéaires.

3. La considération des ondes, ol l'intégrale J représente une
durée de propagation, exige que I'élément différentiel soit positif.
On raméne A ce cas, comme l’on sait, celui ou cet élément chan-
gerait de signe, sur I’arc de courbe considéré, en ajoutant & F une
différentielle Lotale convenablement choisie : cela revieat & effec-
tuer sur la multiplicité d’onde (qui peut toujours se définir) une

(') Pour mieux mettre en évidence le caractére dualistique de toutes les consi-
dérations qui interviennent, nous avons imposé a ces 2n coordonnées la condi-’
n
. .l P . . . . .
tion Z‘p,.q‘.= 1. Mais il n’y aurait rien d'essentiel a changer, si I’on voulait em-
i=1

ployer des coordonnées homogénes,
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transtormation projective qui est la dualistique d’une translation.
Au point de vue de I’énoncé des résultats, il est plus naturel alors
de se borner a la considération des ondes élémentaires:le minimum
a lieu s’il y a concavité quand F est positif, et convexité quand
F est négatif.

Le procédé de représentation des multiplicités d’onde, que nous
avons systématiquement employé, utilise ’équation tangentielle
sous la forme résolue parrapport a la coordonnée d’homogénéité.
En réalité, cela n’entraine aucune restriction essentielle, car la
condition de possibilité qui intervient est celle qui se présente
aussi pour l'application des théorémes d’existence des intégrales
d’un systeme différentiel aux équations différentielles des extré-
males écrites sous la forme donnée par Lagrange.

Néanmoins, nous nous réservons de montrer, dans un autre
travail, que notre méthode de mise en équations des problémes de
calcul des variations n’est nullement liée & ce mode de représen-
tation particulier, pas plus qu'au signe de I'élément différentiel.
Elle peut aussi s’étendre au cas des intégrales multiples.

Remarquons, pour terminer, que le caractére analytique des
équations différentielles du probléme, tel qu’il résulte de notre
exposé, consiste en ce qu’elles expriment que la variation de 'in-
tégrale curviligne

n
(5) [2 qid.ri
. i=1
est nulle, les variables z,, ..., zs; ¢4, ..., ¢n étant liées par une
seule relation
(6) Go(®1y ooy Tnl| Gy «ovy qn) = 0.

On pourrait, par suite, rattacher I'étude du probléme de Lagrange
a la réduction d’une expression de Pfaff. Nous nous bornerons ici
a l'indication de cette nouvelle méthode, qui serait susceptible de
s'étendre aux problémes non ordinaires, au probléme de Mayer,
et aussi aux problémes d’extremum des intégrales multiples.

I. — REMARQUES SUR LA GEOMETRIE DES MULTIPLICITES.

1. Dans un espace & n dimensions, désignons par py, ..., pa
les coordonnées cartésiennes d’un point quelconque, et convenons



de ramener I'équation d’un plan quelconque a la forme

(1) RZini=l,

i=1

Xy, ...y X; étant les coordonnées ponctuelles courantes. Les coor-
données d’un élément de contact seront alors 2 n nombres p,, ...,
Pus qry ey gn, liés par la relation

(2) ipi{h‘: .

i=1

Se trouvent exclus les éléments de contact dont le plan passe a
I'origine, et ceux dont le point est a 'infini (').

Une multiplicité (M) & n— dimensions sera définie par un
systéme (S) de n + 1 équations entre les coordonnées de son
élément de contact courant; ce systéme est assujetti & la double
condition d’avoir comme conséquence I'équation (2), et I'une ou
'autre des deux équations de Pfaff (2)

(3) Dqidpi=o,

i=1

(%) il’i dgi=o,

i=1

qui sont équivalentes en tenant compte de I’équation (2).

(1) Si I'on en avait quelqu’un a considérer, on pourrait se ramener au cas nor-
mal, respectivement, par 'une des transformations suivantes (translation et trans-
formation corrélative) :

pi=pi+a, gq;= (i=12..,n);

'
+ Y ag,
i

qi=4q:+b, Dy = (E=1,2..,n)

P
14 Z b,p;
i

(?) On ne parle, généralement, que de ’équation (3). Notre exposition a pour
but de faire apparaitre le role absolument symétrique des deux groupes de coor-
données p,, ....p, et q, ..., q,.
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Or, entre les équations de ce sysiéme (S), on peut éliminer
q15 ---5 n- On obtient ainsi un certain nombre o + 1 d’équations
en py, ..., pa, indépendantes entre elles. De méme on peut
éliminer py, ..., p, et obtenir 3 + 1 équations en ¢, ..., gn,
indépendantes entre elles. Les deux systémes partiels ainsi
obtenus

(5) Fu(pyy -, pa)=0 (h=wo,1,2,...,2),
(6) GI:(Qh ey qll)‘:o (k=°1 L2, .., (3),

définissent respectivement ce qu’on peut appeler le support
ponctuel et le support tangentiel de la multiplicité : a savoir le
lieu des points et la famille des plans qui, respectivement, font
partie des éléments de contact de cette multiplicité.

L’un ou l'autre de ces supports définit entiérement la mulii-
plicité. Rappelons-en la raison, pour le support ponctuel par
exemple.

Dire que les équations (5) expriment le résultat de 1’élimination
de gy, ..., qn entre les équations du systéme (S) équivaut a dire
que les équations dF,=o0 (h=o0, 1,2,...,a) expriment toutes
les relations indépendantes, en dp,, ..., dp,, qui résultent de la
différentiation des équations du systéme (S). L’équation.(3) ne
peut donc étre qu'une conséquenee des équations dF;=o
(h=o, 1,2, ..., a). En exprimant ce fait, on obtient n — o —1
équations linéaires homogénes en ¢, ..., gn, qui sont indépen-
dantes et constituent avec (2), qui n’est pas homogéne, un sys-
téme (2) de n — « équations linéaires, indépendantes, eng,, ..., ¢gx.

Cela posé, soit (py, ..., pr) un point du support (5). D’aprés la
définition du support, il y a au moins un élément de contact
de (M) associé a ce point. Et les coordonnées ¢, ..., g, qui
achévent de définir un tel élément satisfont au systéme linéaire (),
en vertu de la définition des multiplicités et des explications pré-
cédentes. Si donc nous voulons déterminer tous les éléments de
contact de (M) associés au point considéré, nous pourrons tirer
de (2) les expressions de » — « des inconnues ¢g; en fonction des
autres, ¢, ..., ¢a, par exemple, qu'il s’agira de calculer de maniére
4 satisfaire aux équations obtenues en portant ces expressions dans
les équations (S). Ces équations en ¢, ..., g4 ne sont pas incom-
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patibles ; et, dés lors, elles ne peuvent éire que des identités. Car,
sans cela, le systéme (S) serait équivalent & un systéme formé de
plus de n + 1 équations indépendantes, et la multiplicité (M)
aurait moins de n — 1 dimensions.

Les éléments de contact de (M) sont donc entiérement définis
par les équations ( 5) et le systéme (2) (*). Quant au systéme (2),
il est formé de I’équation (2) et des équations obtenues en élimi-
minant les inconnues auxiliaires A, (A=o, 1,2, ..., ) entre les
équations

) so

qiz-(;)—l-_ (i=|,9.,....n),

ou f désigne la fonction

-3
(#) fo= 3 MFa,
h=0

des variables indépendantes p,, ..., pn; Aoy My oovy Do

Il est, en général, préférable de garder les équations (7) telles
quelles : l'élément de contact général de (M) se trouve ainsi
exprimé au moyen des o -+ 1 paramétres A, et des n — 2 — 1 para-
métres dont dépend le point courant du support ponctuel; les
paramétres étant liés par la relation

(9) ooy,

qui résulte de (2).

On remarquera que cette relation exclut le cas ol le systéme (5)
serait homogéne; car le premier membre de (g) s’annulerait
alors pour tout point du support. Dans ce cas, en effet, tous les
éléments de contact de (M) se trouvent exclus par la con-
dition (2).

Tous ces raisonnements et ces résultats s’appliquent au support

(') De la résulte ce théoréme : Tous les plans associ€s a un méme point pour
former des éléments de contact de (M) forment un systéme lin€aire. Et, par
suite, corrélativement : Zous les points d’un méme plan, qui forment avec lui
des éléments de contact de (M), constituent une variéte linéaire.



— 76 —

tangentiel. On a donc une autre forme des équations de la multi-
plicité en associant aux équations (6) les équations

0, .
(10) Pi:diq:-) (t=1,2,...,n)

ou I'on a posé
B
(11) 6’0=2 %G,
k=o

et I’équation de condition

< 9
(12) 291'5?:'-

i=1

Il résulte enfin de la que les équations (6) résultent de I'élimi-
nationde py, ..., Pu; hoy Ay ..., Ay entre les équations (5), (7), (9);
et que les équations (5) résultent de I'élimination de ¢, ..., ¢s;
%oy {41y -- -, g entre les équations (6), (10), (12).

2. Les formules précédentes se simplifient si 'on donne aux
équations des supports une forme particuliére qui équivaut a
I'emploi de coordonnées polaires. Occupons-nous, par exemple,
du support ponctuel et supposons d’abord & = o. Tout point de
ce support se trouve sur un certain rayon, issu de l'origine, dont
nous désignerons par a,, ..., o, Jes paramétres directeurs, et par p
la longueur. Celle-ci se trouve définie par I'équation

(13) Fo(pa, ..., pa)=o.

s 3. , . 1 .
On peut la considérer comme définissant : en fonctionde a,,...,a,,

dans le voisinage du point considéré; car, en excluant les éléments
de contact dont le plan passe a I'origine, nous avons exclu I’hypo-
thése o = 0. On obtient donc, pour ce domaine, une équation de
la forme

(14) -;-:F(a,, s Gn).

La fonction F reste positive dans ce domaine. On peut observer
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de plus qu’elle reste définie pour des valeurs ma,, ..., ma,, o m
est suffisamment voisin de 1, car elles sont aussi voisines que ’on
veut des valeurs initiales; et, sous la forme (13), on voit que la

Ly . ., . . .0
valeur de p, déduite par continuité de la premiére, est ainsi -
I I . 1. .
Donc la valeur de P est m—, c’est-a-dire que la fonction F est
¥

homogéne (positivement) du degré un (') ; on pourra lui appli-
quer I'identité d’Euler et ses dérivées partielles auront (positi-
vement) les homogénéités connues.

Tout ceci reste vrai si 'on considére plus généralement a, ...,
au, 5 comme des coordonnées liées aux coordonnées py, ..., pu
par les seules relations

(15) pi=pa; (t=1,2, ..., n),

sans imposer & a, ..., @, de restriction autre que celle d’étre,
respectivement, du méme signe que 2,, ..., a,. On pourra méme
supposer que d,, ..., @, ont des valeurs aussi voisipes qu’on
voudra de py, ..., pn; et, par suite, on déduira de I'équation (14)
I'équation

(16) é:F(ﬂ’e--’&)zéF(Ph--nPn)y

0 ]
h

. 1 o ..
puisque — sera aussi voisin de un que I'on voudra.

Par conséquent, I’équation du support apparait sous la forme
(17) o=Fo=F(py, ..., pn)—1,

o F a la propriété d’homogénéité indiquée. 1l est clair que cette
équation, d’aprés la maniére dont nous y sommes arrivés, ne peut
représenler qu'une portion du support ponctuel qui est rencontrée
en un point au plus par un rayon quelconque issu de I’origine.
Ce rayon n’est ici assujetli tout au plus qu’a la condition de ne
balayer qu’une portion (4 n dimensions) de I’espace considéré.
Si, au contraire, on suppose maintenant «>> o, sa direction
devra satisfaire a a conditions, qu’on pourra écrire sous la forme

(') S'il arrivait qu’elle ne fat pas, d’abord, définie pour toutes les valeurs
ma,, ..., ma, (m > o), la propriété d’homogénéité permetirait de la prolonger 3
toutes ces valeurs. Mais les valcurs de m négatives restent exclues.



de « équations homogenes (positivement) de degré zéro, en
P1y -y Pn. Ce seront les équations

(18) Fh(ph ceey Pn) =0 (h=1,2, ..., 2).

Les fonctions Fy, F,, ..., Fy étant ainsi choisies, on voit
immédiatement que la condition (9) équivaut 3 A;=1. La multi-
plicité (M) est donc définie, pourla portion considérée du support
ponctuel, par les équations

(19) F(Ph --~,Pn)=1,
(20) Fa(ps, .., p) =0 (h=1,2, ..., ),

) i ) .
(21) q,~=%’_, f=1«+21,.1«,, (E=1,2 «.., n).

On peut remarquer que j est homogene de degré un par rapport
a toutes les variables p,, ..., pa; Ay, ..., A, toujours au point de
vue positif. Il en résulte que le support tangentlel se déduira des
seules équations (20) et (21), c’est-a-dire sans faire intervenir
I’équation (19).

On remarquera qu’on pourrail, dans le systéme précédent,
a cause de ’homogénéité des fonctions F et Fj, remplacer I’équa-
tion (19) par I’équation (2).

Le support tangentiel sera susceptible, 4 son Lour, d’une repré-
sentation analogue qui s’appliquera a une portion de ce support
telle qu’elle ne contienne qu’un plan rencontrant orthogona-
lement un rayon quelconque issu de I'origine. Les équations de
ce support seront alors de la forme ‘

(22) G(q1y .-, qa) =1,
(23) Gi(g1y ..y gn) =0 (k=1,2, ..., ),

G et les Gx étant positivement homogénes : G de degré un et les
Gy de degré zéro ('). Et pour avoir la mulupllclte (M), ou du
moins la partie qui correspond a cette portion du support tan-
gentiel, il faut adjoindre aux équations (22) et (28) les équa-

(1) Les résultats suivants subsistent, en ce qu'ils ont d’esseéntiel, et les raison-
nements sont 3 peine modifiés, quand on suppose le degré d’homogénéité des F,

et des G, égal 4 un. Cette hypothése est souvent plus commode dans les appli-
cations.
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tions

g
0
(24) pi= 3;—:, g=G+kz_|kak =1,2, ...y, R).

Comme g est positivement homogéue, de degré un, en ¢,, ..., qn;
{1y+-, 48, le support ponctuel est ici défini par les équations (23)
et (24) seules. Enfin (22) pourrait étre remplacé par I'équa-
tion (2).

3. Supposons que la multiplicité (M) considérée dépende de
un ou plusieurs paramétres, et soit @ I'un d’eux : ce paramétre
figurera dans les fonctions F, F;, G, G4. Les dérivées de ces
fonctions sont alors liées par une relation simple qu’on obtient en
différentiant 'identité (2) totalement, par rapport a toutes les
variables de la question, le paraméire @ compris. Les équa-
tions (3) et (4) ne sont plus alors vérifiées et I'on obtient seu-
lement

n n
(25) _thdpt+21’idqt=07

i=1 i=1
c’est-a-dire, & cause des formules (21) et (26),
n n
o , og ,
(26) Zl ”)—p:'d[?z-i-Zi dqi dq,—- o.
= =

On a, d’autre part, a cause de (19), (20), (22), (23), les iden-
tités

(27) f=1 &=1,

que l'on peut différentier. Comme I'on a

.d_g_:—.Gk (k=l,2, ceey ﬁ)y

9
() F=Fa hmnaws SR

les termes en d; et dp n’interviennent pas, et il reste

n

of de -

(29) ada-l— b—};dp,_o,
i=1
9 < 9

2 Z.i =

(30) 0ada+ dqidq, 0.

i=1
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Par comparaison avec (26), on obtient alors la relation annoncée

of 0
(31) == =0

4. Voici une autre remarque dont nous aurons i faire usage.

Supposons que le support tangentiel soit & n— 1 dimensions,
ce qui sera pour nous le cas le plus important : les équations (23)
n’existent pas alors et g se réduit i G. Les équations (24), & cause
de leur homogénéité, donnent donc une représentation paramé-
trique du support ponctuel, au moyen des paramétres ¢, ..., ¢,
dont les rapports inlerviennent seuls : nous pouvons méme sup-
poser, a cause de celte circonstance, que ces paramétres vérifient
I'équation (22).

Alors (puy «ovy Pn} @1y -++; qn) est un élément de contact de la
multiplicité (M), associéau point (py, ..., pp) du support ponctuel.
Mais ce n'est pas nécessairement le seul. Pour les trouver tous, il
faut chercher tous les systémes (puy ...y Pu ¥ay «ovy ¥u) qui satis-
font aux conditions

(32) i}’i}’izl, i}’idpi=0.

i=1 i=1

Les p; sont donnés par les équations (24) et, dans leurs différen-
tielles, on peut considérer dg,, ..., dg, comme indépendants ; car
il ne s’agil maintenant que d’utiliser la représentatlion paramé-
trique du support ponctuel, pour laquelle on aurait pu faire
abstraction de (22), 4 cause de ’homogénéité des formules (24).
Les équations du probléme sont donc

(33) Z}'qul ~

i=1

2
(34) l;y a;,fq, (G=1,2 ..., n).
Pour les résoudre, on déterminera d’abord la solution générale
des équations (34) et I'on disposera du facteur arbitraire quiy
figure de maniére a satisfaire a la condition (33).

Si donc le hessien de G, qui est identiquement nul a causc de
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Phomogénéité de G, est de rang un seulement, le systeme (33),
(34) n’a qu’une solution qui est

(35) Yi=gq; (i=1,2, ..., n),

et I'élément de contact (py, «.., Pn; @4y -+.» qn) est le seul qui
contienne le point (py, ..., p,) du support. C'est le cas ou les
équations (24 ) donnent une seule relation entre py, ..., p, seuls,
c'est-a-dire ou le support ponctuel est, lui aussi, 3 n—1 dimen-
sions.

Si au contraire le hessien de G est de rang & -+ 1 (@ >o0), c'est-
a-dire si le support ponctuel est & n— o — 1 dimensions, ce
support est représenlé par le systeme (19), (20), et le résultat
exprimé par les formules (21) montre que la solution générale des
équations (33), (34) s'écrit, avec a arbitraires u,, ..., Uy,

- o
9, - .
(36) Yi= 5{;: J= F+hE upF,, (t=1,2,...,n)
=1

Or les équations (19), (20), (21) ont pour conséquence, a leur
tour, les équations (22) et (24). Donc les équations (19), (20)
et (36), qui n’en différent que par un changement de notations,
anront pour conséquences d’abord

(37) EEG(}’A, ey Yn) =1,

en désignant pour abréger par G la fonction G écrite avec les
lettres 4, ..., ¥r au lieu de gy, ..., g.; el aussi

G

(38) =5

(=1,2, .c., n).
Par suite, toute solution du systéme (33), (34) satisfait au systéme
formé de 'équation (37) el des équations

oG 96

(39) % = o

(i=1,2, ..., n).
Supposons, de plus, que la multiplicité (M) dépende d’un para-
métre @ comme au n° 3. Les y; peuvent étre considérés, a cause
XL. 6
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des formules (36) et (24), comme des fonctions bien déterminées
-1
(§o) pi=Qialqg1, vovs qu) 'i"zuhQi,h(QJs e qn) (i=1,2,....n0),

des variables ¢, ..., ¢u; w,, ..., Uy, qui constituent la solution gé-
nérale du systéme (33 ), (34); et ces fonctions rendent identiques,
non seulement ces équations, mais aussi les équations (37) et (39).
Dans le cas actuel, ces identités ont lieu aussi en a, qui figure,
comme paramétre également, dans les coeflficients Q des for-
mules (40). On obtient donc en différentiant, par rapport a a,
les équations (33) et (37) '

02G
(41) zy,d dad¢¢+2 dy,._o
i=1
, oG oG,
(42) Eda—’-;;ﬁdy,——o,

d’oli, en tenant compte des équations (39), la formule

— n

oG G
/9 o _ ) ,
(43) Jda _2‘}" Jg; da

i=1

qui est une nouvelle conséquence des équations (33) et (34).

5. Dans Papplication de I'étude des multiplicités au calcul des
variations, la multiplicité (M) nous sera donnée par les équa-
tions (19), (20) qui définissent son support ponctuel; et nous
ferons ensuite usage de la représentation (22), (23), (24), fondée
sur le rapport tangentiel. Il nous faut donc examiner a quelle
condition ce second mode de représentation est légitime, dans le
domaine d’un élément de contact de la multiplicité.

Prenons, plus généralement, un support ponctuelan—a—i1=y
dimensions représenté par des équations paramétriques quel-
conques

(4%) pi=i(ty, ..., ty) (E=1,2, ..., n).

Les éléments de contact (py, ..., Pn} 1, ++.y gn) associés a un
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point quelconque de ce support sont définis par les équations

n
. Jy;
(43) Eq,--‘ﬁ;—_—_() (=112, ..,7),

i=1
qui équivalent a la condition (3), el par I'équation (2) qui s’écrit
icl

(46) 291‘51=

i=1

Pour arriver a la représentalion du support tangentiel sous la
forme (22), (23), nous nous donnons des coefficients de direction
(byy ...y by) de la normale au plan de I’élément de contact, el
nous cherchons & déterminer cet élément (¢f. n® 2, ou des con-
sidérations analogues sont appliquées au support ponctuel ). Nous
devons donc poser

(47) qi= bjo (t=1,2, ..., n)

. . . e .
et chercher a obtenir 5 comme fonction de by, ..., b, par élimi-

nation des paramétres ¢, ..., ¢y. Nous avons a faire usage, a cel
effet, des équations obtenues en portant les valeurs (47 ) dans les
équations (45) et (46). Si nous posons pour abréger, en consi-
dérant b,, ..., 0, comme des constantes données,

n
- N W
(-38) ‘?(ll, ceey t‘()EZ bi':iv

cela donne les équations

’ 0;

(39 o, =0 U=tmnn)
et

- I

(30) =9

et nous pouvons remplacer cette derniére par la combinaison

Y
. - -l
(51) —=t‘a : l/

=1

'—e |
]
'y

(<%
~

4
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Comme on a alors I'identité

Y -
(52) d!?o-i-E tldg—f;=o,

=1

on voit que v, est fonction de celles des dérivées 3—?— qui sont:indé-
!

pendantes. Par suite, tout dépend uniquement du déterminant
fonctionnel de ces dérivées, c’est-a-dire du hessien de la fonction ;;
ou encore, si l'on étudie ce qui se passe dans le domaine d’un
¢lément de contact (py, ..., Pa; ¢iy +..y ¢n) de la multiplicité, de
la nature du hessien de la fonction de ¢, ..., ¢y,

: n
(53) ? =2 9i%i,
i=1
ou ¢, ..., gn sont considérés comme constants (*).

Pour un élément de contact général de la multiplicité (M), ce
hessien sera d’un certain rang 8 (§20); et, dans le domaine de
cet élément, on aura la représentation (22), (23), (24) de (M).
Et une telle représentation ne cessera d’étre applicable que pour
les éléments de contact qui élévent le rang du hessien considéré.

6. On arrive a un énoncé plus géométrique sil’on observe que ce
hessien est le discriminant de la forme quadratique, en dt,, ..., dt,
n

qu’on obtient en calculant I'expression différentielle E!EZ dpidg;

i=1
correspondant a un déplacement quelconque sur la multiplicité,
a partir d’'un de ses éléments. On a en effet

n n Y n n
(54) N dpidgi=, dg: ¥, %‘%" dy =Y duy 3;;“’1‘019,-.

i=1 i=1 =1 =1 i=1

(') On arrive plus vite 3 ce méme résultat en constatant que les équations (45)
déterminent les points du support ou un plan tangent est paralléle au plan
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Mais la différentiation des identités (45) donne aussi

de sorte qu'il vient

(56) -2 dpi dq:= -—Z %2 Z % ;‘: dt; dep.

i=1 i=1 I—‘l m=1

Et le hessien considéré est bien le discriminant de la forme qua-
dratique ainsi obtenue.
La multiplicité (M) étant 3 n — 1 dimensions, cette forme qua-
n

dratique de,-dq; serait écrite, sous la forme la plus générale, au
i=1
moyen de n — 1 différentielles indépendantes, et doit étre -consi-
dérée comme une forme quadratique & n — 1 variables. Nous
'aurions obtenue ainsi avec le mode de représentation employé
"dans le cas a =o0 (y=n—1), c’est-a-dire dans le cas ou le
support ponctuel a le nombre maximum de dimensions. On voit,
de plus, que si 3 = o, c’est-d-dire si le support tangentiel a aussi
le nombre maximum de dimensions, le rang de son discriminant
est nul, et cette forme quadratique est de la classe générale.

Dans le cas général, le rang de son discriminant, en considérant
toujours cette forme quadratique comme a n — 1 variables, est
a+ B; et la forme est la somme de (n — 1 — a — §3) carrés indé-
pendants. Ceci, bien entendu, en supposant que l'on a affaire a
une variation (dpy, ..., dpa; dgq,, ..., dq,) effectuée a partir d’un
élément de contact général de (M).

La représentation (22), (23), (24) [et, par suite aussi, par
raison de symétrie, la représentation (19), (20), (21)] ne peut
cesser d’'étre valable que dans le domaine des éléments de
contact qui élévent le rang du discriminant de la forme

n
mE—dei dqi. Nous dirons que de tels éléments sont Excep-
i=1

TIONNELS.
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7. Cet énoncé, qui résume la discussion précédente, est facilea
appliquer i tous les modes de représentation de la multiplicité.
Pour résoudre la question poséc au début de ce paragraphe, appli-
quons-le au cas ou la multiplicité est donnée sous la forme (19),
(20), (21). La forme quadratique a considérer est alors

(57) m~2 dp; dq,_z Edp, o5 4P dp,+2 zdF"d  dhg

i=1 i=1j=1 i=1 h=1

mais il faut y sapposer les variables dp,, ..., dp, liées par les
équations de condition ohtenues en différentiant les équations (19)
et (20), a savoir

oF,, .
(58) ,_E, p’dp,:o (h=1,9, ..., 2),
(59) 20 dp,_ o;
i=1
ce qui réduira le nombre des variables dp,, ..., dpn; dh, ..., dhy

a n—1. Il faut observer en effet que nous écartons, comme sin-
guliers, les points du support ponctuel pour lesquels ces équa-
tions (58), (59), en dp,, ..., dp, cesseraient d’étre indépen-
dantes, car pour de tels points la condition normale derésolubilité
du systeme (19), (20) cesserait d’étre remplie.

Quant a la forme quadratique (57), elle se réduit, en tenant
compte de (58), a la forme

(60) ZZM,}, dp;;

i=1 j=1

et nous avons d déterminer le rang de son discriminant, c’est-
a-dire la différence entre le nombre des variables (ici n — 1) et le
nombre des équations indépendantes obtenues en égalant a zéro
les dérivées partielles de la forme par rapport & ces variables.
Rappelons comment on résout les questions de ce genre. Soit Q
une forme quadratique a m variables X,, ..., Xn, liées par des
relations linéaires indépendantes, I., = o, ..., L,=o0. On peut
faire un changement linéaires de variables tel qu'on ait identi-
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quement Ly =X,, ..., L, = X,; et les équations de condition
étant alors X, =o, ..., X, = o, il reste a considérer la forme

(6]) 6=Q(0, ceey O, x,’H—l, ..-,Xm),
qui donne le systéme

5
(62) ‘_Q =

(63) ;()—-—=o (i=p+1, ..., m),

Xr=o0 (h=r1,2,...,p).

Or si ’on considére la forme quadratique & m + p variables

r r
(64) sEQ+2Y,,L,,EQ+ZY,,x,,,

h=1 h=1

et si 'on égale a zéro ses dérivées partielles, on obtient le systéme
8 p ’ Y

0

(65) 90 _ =
%, =°¢ U=p+i...m,
X, =o (h=l,2....,P);

(ui contient manifestemenl p équations indépendantes de plus que
le systéme (63), ou les variables Y,, ..., Y, ne figurent pas. Le
rang du discriminant de Q est donc le méme que le rang du
discriminant de S, ol les m + p variables sont indépendantes.

Appliquons ce résullat ala forme (60). En posant, pour abréger
'écriture, dp;=P;({ =1, 2, ..., n), nous aurons a considérer la
forme quadratique

n n n -3 n
. af oo oF, , JoF
(66) E E mpz]j—" E E ——d])i P: Y+ —1,7P1Y,

i=1 =1 i=1 h=1 i=1



- 88 —

qui donne le systéme

dFk L OF o .
(67) de op/ Pi Yh—r- (_’EY—O (l—l, 2, ...,ﬂ),
n
oF;,
(68) —Pj=o0 (h=1,2, ..., @), °
9,
=1 Pj
< OF
(69) . —de Pi=o.
j=1

Multiplions les équations (67) et (68) respectivement par p;
et ks, et ajoutons : comme f est homogéne de degré un, par
rapport aux p; et aux )\;,, et comme l'on a

oF,, o
= O\x ops dpj
nous obtiendrons, en tenant compte aussi de I'homogénéité de F
et de F, et enfin de 'équation (19), la combinaison simple
(70) Y=o.

Le systéme considéré est donc équivalent a celui qu’on obtient en
adjoignant ’équation (69) et 'équation (70) au systéme

orf oFp, .
(71) _l—dptdpj j+——0pi Ypr=0 (i=1,2,...,1),
JF,
(72) ,-E,dpf Pi=o0 (h=1,2,...,a).

Les équations (69) et (70) sont visiblement indépendantes entre
elles. L’équation (70) ne peut étre conséquence des équations (71)
et (72); et il en est de méme de 1'équation (69g), car elle n’admet
pas la solution

Pi=p; (J=1,2 ....,n), Yo=2A (h=1, 2, ..., 2),
qui vérifie le systéme (71) et (72), pour les raisons d’homogénéité

déja utilisées.
Le systéme (67), (68), (69) a donc un nombre d’équations

indépendantes supérieur de deux unités a celui des équations
indépendantes du systéme (71), (72). Or ce dernier systéme est,
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aux notations prés, celui qu’on obtient en égalant a zéro les

dérivées partielles de la forme quadratique qui constitue le second

membre de l'identité (57). Comme cette forme contient a -+ 1

variables de moins (') que la forme (66), nous concluons que
n

le rang du discriminant de la forme EEdei dq; est Supe’-

rieur de a —1 unités au rang du hessien'—;}e la fonction f.
Il serait, de méme, supérieur de B — 1 unités au rang du
hessien de la fonction g.

Donc les éléments exceptionnels de la multiplicité (M),
définie par les équations (19), (20), (21), pour lesquels peut
tomber en défaut le mode de représentation corrélatif (22),
(23), (24), sont ceux qui élévent le rang du hessien de la

fonction f.

n

8. L’étude de la forme wEEdpidqi équivaut a celle des pro-

i=
priétés projectives du second or"dre des multiplicités. Elle per-
mettrait de classer, d’'une maniére plus précise, les éléments
exceptionnels que nous venons de considérer d’aprés le nombre
d’unités dont ils élévent le rang de cette forme w.

Dans le cas de I’espace ordinaire, par exemple, n = 3. Pour les
surfaces non développables a=o0,3=0; et @ est une forme
générale 3 deux variables : les éléments exceptionnels, pour
lesquels ® est un carré parfait, correspondent aux points parabo-
liques du support ; ceux pour lesquels & serait identiquement nul
correspondent aux plans tangents pour lesquels la distance d’un
point voisin da point de contact & un tel plan est un infiniment
petit d’ordre supérieur au second.

Pour les surfaces développables « =0, § =1 : & se réduit, en
général, & une forme & une seule variable ; elle devient identique-
ment nulle pour les points exceptionnels ou 1’ordre de contact du
plan tangent avec la surface s’éléve.

(1) Il faut se rappeler que (66) doit étre considérée comme dépendant des
variables P,=dp, (i = 1,2, ...,n), d\, (h=1,2,...,2), Y, (h =1,2,...,a) et Y. Si
donc le systéme (71), (72) contient exactement n +a — (B -+ 1) équations indé-
pendantes, le rang du hessien de f est (B -+ 1); et le rang du discriminant de (66)
est n+2a+1—(n+a—B+1)=a-+ .
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p seu ment, on a

2 =0, B=o2;

et la forme est nulle identiquement.

Pour une courbe on a a=1, et le cas a =1, B =1 ne se
produit que si la courbe devient une droite. On a donc en général
B=0; et @ est une forme réductible & un seul carré; elle est
identiquement nulle pour les éléments de contact exceptionnels
formés d’un point de la courbe et de son plan osculateur.

Pour une droite, 2 =1, 3 =1, et m est nulle identiquement.

Enfin pour un point, & est encore nulle identiquement.

Dans le cas ou n est quelconque, le rang (o + ) du discri-
minant est nécessairement au plus égdl & n — 1. Ceci est évident,
a priori, car les (o -+ 1) équations du support ponctuel, et les
(B + 1) équations du support tangentiel sont indépendantes, et
le nombre total des équations entre py, ..., Pa; Gu, -oor ¢u qui
définissent une multiplicité a n-— 1 dimensions est n 1.
Remarquons que cela équivaut a dire que la somme des nombres
de dimensions des deux supporls est au moins égale a n — 1.

On peut montrer que si les inégalités précédentes se changent
en égalités, c’est-a-dire si la forme w est nulle identiquement,
la multiplicité est linéaire.

Reportons-nous, en effet, & la formule (66). Nous pouvons
supposer qu’on a choisi pour paramétres ¢,, ..., ¢y, Y coor-
données p;, par exemple py, pa, ..., py. Alors gy, ¢, ..., gy dis-
paraissent de la forme (56), tandis que les équations de con-
dition (45) se résolvent précisément par rapport a ces coor-
données. Pour exprimer que (56) est identiquement nulle, on
n’a donc pas a tenir compte des équations de conditions, et |'on
obtient ce résultat que Loutes les dérivées secondes des fonctions
(®y41s Oy42y --+y ©n) sont nulles identiquement. Ces fonctions sont
donc linéaires et, par conséquent, il en est de méme des équations
du support ponctuel et, par suite aussi, de celles du support tan-
gentiel, d’aprés la dualité de loutes nos considérations.

On vérifie du reste que si le support ponctuel est

Y
(73) Py+lz=2 appray [A=1,2,....(2x=T1)],

=1
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le support tangentiel est donn¢ par les équations (15), qui sont :

a+1

(74) 91—*-2 ARG y+h = 0,
. k=1

et par I'équation (46 ), qui se réduit &

a+1

(75) D angren=1.

h=1

Remarquons que, d’aprés les remarques faites ci-dessus, on peut
énoncer le résultat obtenu ainsi : Les seules muitiplicités pour
lesquelles la somme des nombres des dimensions des deux sup-
ports est égale a n — sont les multiplicités linéaires; les deux
supports d’une multiplicité sont linéaires en méme temps, si
cette multiplicité est a n — 1 dimensions.

Sur une multiplicité non linéaire, la forme ® ne peut donc
s’annuler identiquement que pour des éléments exceptionnels,
qu’on pourra appeler des éléments osculateurs.

9. Considérons un élément de contact de la multiplicité (M),

n
pour lequel la forme m:deidqi ne soit, ni idenliquement
i=1

nulle, ni réductible & un seul carré ('). Il y a alors des variations
(dpay ..., dpn; dq,, ..., dq,), effectuées a partir de cet élément,
qui annulent la formew. C'est ce qu’on peut appeler les variations
asymptotiques; mais il est entendu qu’'on exceptera celles pour
lesquelles tous les dp; ou tous les dg; seraient nuls.

Si I'on considére plus spécialement le support ponctuel, & une
varialion asymplotique correspondra une direction asymptotique
sur ce support; mais si 3 n’est pas nul, il correspondra inverse-
ment A cette direction asymptotique une infinité de variations
asymptotiques, car les ¢; étant exprimés par les formules (21), les
dq: dépendent des dp; et des dhs; et les dl, restent arbitraires
ici, puisqu’ils disparaissent de la formule (57) quand on tient

(') Le cas d’un support ponctuel, ou d’un support tangentiel, & une dimension
est exclu par 1a [voir équation (56)].
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compte de (59). Au contraire, la variation asymptotique est entié-
rement déterminée par la direction asymptotique quand le support
tangentiel est 3 » — 1 dimensions.

Si l'on considére le support tangentiel, 4 une variation asymp-
totique correspond une caractéristique asymptotique; 4 savoir
la multiplicité linéaire a n — 2 dimensions, définie par les deux
équations

n
(76) Zq;X;= 1, é dg:X;=o.

i=1 i=1

On voit alors immédiatement qu’une variation asymptotique est
formée par I'association d’une direction du support ponctuel et
d’une caractéristique du support tangentiel telles que cette carac-
téristique contienne cette direction. Et la réciproque se voit en
méme temps par les mémes équations : il est bien entendu que la
direction et la caractéristique considérées sont supposées fournies
par une méme variation de I’élément de contact considéré sur la
multiplicité. Remarquons encore que toute multiplicité linéaire a
n — 2 dimensions, contenue dans le plan de I'élément de conlact,
et passant par le point de cet élément, peut étre considérée
comme une caractéristique de cet élément.

n
10. La forme m=2dpidq,~ intervient encore dans la notion
i=1
de concavité et de convexité d'une multiplicité, qui joue un rdle
essentiel dans le calcul des variations. On peut, pour définir cette
notion, se placer & deux points de vue corrélatifs. Soient
(Piy -y Pus Qiy-oey gn) un élément de contact (E) de la multi-
plicité, et (pyy -, Pp; g4y --+, q,) un élément de contact
voisin (E’) de la méme multiplicité, qui sera quelconque dans le
domaine de (E).

Au premier point de vue, la multiplicité sera concave en (E)
vers lorigine, si le point de (E’) est constamment du méme c6té
que l'origine par rapport au plan de (E). Au second point de vue,
la multiplicité sera concave en (E) vers|'origine, si le point de (E)
est toujours du méme cOLé que lorigine par rapport au plan
de (E'). Cela se traduira donc, suivant la définition adoptée, par
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I’'une ou I'autre des inégalités

(77) Epéqi—l<o,
i=1
n
(78) Zpiq£—1<0-
. i=1 .

Les deux définitions sont, du reste, équivalentes, si I’on consi-
.dére la concavité dans une région de la multiplicité : les élé-
ments (E), (E') sont alors deux éléments quelconques, différents,
mais suffisamment voisins de ce domaine et jouent un réle symé-
trique dans la question.

La concavité dans une région s’exprimera donc par des
inégalités de la méme nature, quel que soit le support, ponctuel
ou tangentiel, au moyen duquel on définira la multiplicité.

Revenons a la concavité en un élément et considérons, par
exemple, I'inégalité (77). Les p; se déduisent des p; en donnant,
aux paramétres qui définissent I'élément particulier (E) considéré,
des accroissements arbitraires infiniment petits. Si nous ordonnons

le premier membre de (77) suivant les puissances de ces accrois-
n

sements, le terme de degré zéro, qui est Zp,-q,-—l, est nul a
i=1

cause de la condition (2) et 'ensemble des termes du premier

degré, qui est Zq,- dp; est nul a cause de I'équation (3); enfin

i=1 ‘
Pensemble des termes du second degré est, comme il résulte de
la différentiation de ’équation (3),

(79) Zq:‘ d’pt=—z dp;dg;=—w.

i=1 i=1

On obtient le méme résultat pour le premier membre de (58).
Par conséquent, lune et l'autre concavité sont réalisées si la
Sformew ne peut prendre que des valeurs positives, pour toute
variation effective de lUélément de contact considéré : nous
entendons par 1 que cette varialion ne doit annuler ni tous
les dp;, ni tous les dg;. L'une ou l’autre concavité ne peut étre
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réalisée que si la forme w ne peut prendre que des valeurs
positives ou nulles.

On passe naturellement de la concavité a la convexité en
changeant les signes dans tout ce qui précéde.

Si I'un des deux supports de la multiplicité esta une dimension,
on voit par la formule (56) qu’en un élément qui n’est ni sin-
gulier, ni osculateur, la multiplicité est ou convexe, ou concave
vers l'origine. Si les deux supports, au coniraire, sont a plus d’une
dimension,; la concavité et la convexité doivent étre considérées
comme des faits exceptionnels; il y a concavité ou convexité si
toutes les variations asymptotiques sont imaginaires, car alors
la forme w, ne pouvant s’annuler, ne peut non plus changer de
signe, et la condition suffisante énoncée précédemment se trouve
remplie.

11. Cette méme condition suffisante exige, pour pouvoir étre
vérifiée, que I'un au moins des supports soit & n — 1 dimensions.
Reportons-nous, en effet, a la formule (56) et aux considérations
du n* 6. Si le support tangentiel n’est pas 8 n — 1 dimensions, le
second membre de (56) se décompose en moins de y=n—2—1
carrés; en égalant ces carrés a zéro, on définit un ou plusieurs
déplacements asymptotiques réels sur le support ponctuel. Or, si
le support ponctuel a aussi moins de n — 1 dimensions, il figure
dans Pexpression des dg;, comme on I'a remarqué au n° 9, outre
les dt;, des quantités arbitraires dA; (h=1,2,...,2) ; aux dépla-
cements asymploliques réels obtenus correspondent donc des
variations asymptotiques réelles dans lesquelles les dg;, pas plus
que les dp;, ne sont tous nuls, c’est-a-dire des variations asymp-
totiques effectives.

Supposons d’abord que le support tangentiel soit A n — 1 di-
mensions, et bornons-nous 4 considérer des éléments de contact
non exceptionnels. La condition suffisante trouvée équivaut a la
suivante : la forme w est la somme de n—1—a=1 carrés
positifs indépendants. Exprimée par la formule (36) et consi-
dérée comme forme en dt,, ..., dty, w est donc une forme définie
positive.

Considérons alors & sous la forme (57) ou, plus exactement,

considérons la forme % & n + =z variables indépendantes dp,, ...,
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dpn; dhy, ..., dhy qui conslitue celle expression. Nous savons,
par le n° 7, que, pour que w soit la somme de n —1— o=+ carrés
indépendants, il est nécessaire et suffisant que cette forme © soit
la somme de n+ 4 — 1 =+ -+ 22 carrés indépendants : en d’autres
termes, que le hessien de f soit nul, mais non tous ses mineurs du
premier rang.
Pour exprimer la seconde partie de la condition, effectuons la
réduction de w en carrés. En posant

n
oF,
(80) U/L—Z mdp, (fo=-1,2, ..., %),
i—=1
et désignant parV,, ...V, , d’autres formes linéaires en dp,, ...,
dp, qui forment avec les formes Uy, ..., Uy un systéme de n formes

indépendantes, on peut écrire la forme quadratique ©

-3

a
(81) ® = Undhi+ X UnUj Q(Vi, oy Vaca),
h=1 ‘

h=1
ol Q est une forme quadratique et oit les U}, sont des formes
linéaires en Uy, ..., Uy; Vy, ..., V,_4. Donc en posant

(82) Wh=d)‘h+ U;z (h: 1,2, ey ),
nous aurons

o
(83) E:Z Un Wi+ Q(Vy, +..y Vaeo).
h=1

Comme ® se réduit a y -+ 2a carrés indépendants, Q sera la
somme de vy carrés seulement (y=n —a— 1), de sorte qu’on a
finalement

x 1
(84) @ =2 U w,.+2 e/ T},

h=1 =1

ot les Uz, Wy, T; sont des formes réelles et indépendantes, et ou
les ¢; sont égaux a (4 1) ou a (—1).

Sil’on tient compte des conditions (38), (5g), les T, deviendront
de nouvelles formes linéaires T, en dp,, ..., dp, seulement; et
comme les Uy seront nuls, et que nous devons obtenir, pour w,



— 96 —

v carrés indépendants, ces T, seront des formes indépendantes,
de telle sorte que la forme réduite de © est

Y
(85) @ =2 T2,

La condition suffisante pour la concavité exige donc que les ¢,
soient tous égaux a (+1) et, si 'on se reporte a la formule (84),
on voit que cela équivaut a dire que @ se décompose en

a4y =n—1

carrés positifs et a carrés négatifs. Nous arrivons donc a la con-
clusion suivante :

La condition suffisante pour la concavité s’exprime, dans le
cas ?x__o, par ce fazt que la forme quadratique a n—+ o
variables

(86) —2 Z P dp dp; dp/-f-z 2 % dps b

i=1 j= i=1 h=1

se décompose en une somme de (n 4 a — 1) -carrés réels indé-
pendants, dont a sont affectés du signe (—) et (n—1) du
signe (+).

Passons au cas ol le support tangentiel est a (n — 8 —1) di-
mensions (> o), mais ou, par conséquent, le support ponctuel
esta (n—1) dimensions. La fonction f se réduit a F, et les d\s
disparaissent de la forme @ ,qui est simplement

(87) =Z 2 d];n:;, dpj.

i=1 j=1

Le rang du discriminant de = étant alors {3, le hessien de F est,
d’aprés len° 7, derang B — (a —1)=f +1; el © se décompose
en (n— @ —1) carrés indépendants, comme la forme = elle-
méme (').

(1) D’'une maniére générale, on conclut du n° 7 que, dans tous les cas, @ con-
tient 2a carrés indépendants de plus que ©. Ici a =o, donc le nombre des carrés
est le méme dans les deux formes.
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Si donc on a mis & sous la forme

J°7

(88) ;= S/nT?h (3=”—p—1),

m=

-

on voit que, quand on tiendra compte de (59), les T, deviendront

des formes linéaires T, & n — 1 variables seulement, indépen-
dantes, et I'on aura

-

o
(89) w= YT

m=1

La condition suffisante de concavité dans le cas o = o est
donc que la forme & ne conticnne que des carrés positifs.

Ajoutons que le méme mode de raisonnement prouverait plus
généralement que la formew a 24 carrés indépendants de plus
que la forme w, dont a carrés positifs et a carrés négatifs.
Donc pour que w r’ait que des carrés positifs, il faut et il
suffit que ® n’ait que o carrés négatifs.

Eunfin une condition nécessaire pour la concavité est que la
JSforme w ne contienne que des carrés positifs et, par suite, que
la forme ® ne contienne que a carrés négatifs.

On obtiendrait naturellement des résultats tout semblables en
partant de la représentation tangenticlle (22), (23), (24) de la

multiplicité. La forme w serait remplacé par la forme

n n n B
= ot g o G 0GE
(90) U—Z 2 qu; dq; +,2 kz‘ Edqt dyy,
i=1 j=1 t=1 k=1

et le nombre a par le nombre 3.

[I. — LE PROBLEME DE LAGRANGE. MISE EN EQUATIONS.

12. 11 s’agit d’étudier les conditions d’extremum d’une inté-
grale curviligne de ’espace a » dimensions :

(l) fF(Z‘g, ey .Z'nld.l‘“ sy d.Z‘,,),

prise suivant un arc de courbe dont les extrémités peuvent étre
XL, ' 7
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assujetties & des conditions données de diverse nature; et qui lui-

méme peut aussi étre astreint & satisfaire & un syst¢éme différen-
tiel du premier ordre

(2) Fu(zyy oo, zp)|dey, ...,dzp) =0 (h=1,2,...,a).

Nous supposerons I'arc de courbe donné paramétriquement au
moyen d’une variable u, variant de o & 1, par exemple, et toujours
en croissant.

La fonction F(z,, ..., .| ¥y, ..., ¥u) est, comme on sait _('),
une fonction homogéne (positivement) des arguments yy, ..., ya.
Nous supposerons, de plus, que F(z,, ..., 2, | dz,, ..., dx,) ne
prend que des valeurs positives (2), au moins pour les courbes que
nous aurons a considérer, les différentielles dz,, ..., dz, corres-
pondant & un accroissement positif quelconque du. Les fonctions
Fa(@yy «oey Zn | ¥4y - -y ¥n) sont homogénes, de degré zéro, et au
moins positivemenl, par rapport aux arguments ¥y, ..., ¥n- Posons
alors

(3) F(zy, ..., zp|dzy, ..., dz,) = wdu;

w sera une variable positive, définie par cette équation, et nous
aurons a étudier les conditions d’extremum de I'intégrale

(4) J:“/"wdu.

Nous remplacerons de plus les équations de condition (2) et (3) par

le systéme suivant, qui leur est équivalent, & cause des conditions
) A . .

d’homogénéité supposées :

(3) dz;= wp;du (E=1,2, ..., n),
(6) F(zy, ..., xa|p1y <oy Pu) =1,
(7) Fulzy, ...;@n|pty ooy pu) =0 (h=1,2, ..., 2).

En d’autres termes, nous introduisons, en méme temps que la
variable w, qui correspond a un élément de l'intégrale, les va-
riables p,, ..., p. qui correspondent & un élément de la courbe.

(') Cf. Hapamanp, Legons sur le Calcul des variations, t. I, p. 8o.
(?) Cette restriction, comme nous le montrerons plus loin (n° 20) peut étre levée.
Cf. HapAMARD, loc. cit., p. 384.
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Et nous voyons que le probléme est caractérisé par la nalure de
la muliiplicité (6), (7) qui se trouve associée d chaque point
(@4, ..., xa) de 'espace. A cause des formules (5), nous devrons
interpréter py, ..., p, comme les coordonnées d'un point du
méme espace par rapport 4 un nouveau systéme d’axes, paralléles
aux axes de coordonnées primitifs, et ayant le point z,, ..., z,
pour origine : ce qui revient a dire que, dans le systéme de coor-
données primitif, ce méme point aurait pour coordonnées
Zy 4 Py vy Zn + po. La multiplicité ponctuelle (*) ainsi intro-
duite s’appellera la multiplicité d’'onde, qui a pour origine le
point (2, ..., Zn).

Considérons les points de ’espace comme pouvant étre affectés
de modifications ou ébranlements, de nature délerminée, qui se
propagent ensuite, de proche en proche, suivant la loi suivante :
I'ébranlement qui se¢ manifeste en un point, 4 un instant, se ma-
nifeste, au bout d'un temps infiniment petit d¢, en tous les points
de 'onde élémentaire que I'on obtient en construisant ’homo-
thétique de la multiplicité d’onde qui a pour origine le point con-
sidéré, le péle d’homothétie étant ce méme point, ct le rapport
d’homothétie étant d¢. Cela reviendra a dire que les déplacements
possibles de I'ébranlement & partir de chaque point (z,, ..., z.),
pendant le temps dt, sont donnés par les formules générales

(8) de;=p;dt (i=1,2,...,n),

ou py, ..., pn doivent satisfaire aux équations (6) et (7).

On voit alors, par les formules (5), que I'élément différentiel de
'intégrale J représente le temps que met 'ébranlement a se pro-
pager d’un point de la courbe considérée au point infiniment voi-
sin qui lui fait suite sur la méme courbe. Et, par suite, U'intégrale
elle-méme représente la durée de la propagation de I'ébranlement
de l'origine a I'extrémité de cette courbe, quand on suppose qu’on
arréte toute propagation de cet ébranlement en dehors des points
de la courbe elle-méme. C’est donc ce qu’on peut appeler la durée
de propagation de l'ébranlement le long de la courbe.

(1) Si a> o cest une multiplicité A n — a —1 dimensions seulement, au point
de vue ponctuel, seul considéré en ce moment.

(2) Tout ceci doit étre entendu au point de vue infinitésimal, c'est-a-dire & des
infiniment petits prés d’ordre supérieur.
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Si, par exemple, le probléme posé est un probléme de minimum,
il revient a déterminer les courbes le long desquelles la propaga-
tion considérée se fait le plus rapidement.

13. La méthode que nous allons exposer consiste a considérer
la multiplicité d’onde comme une multiplicité d’¢léments de
contact et a employer, pour transformer le systéme (5), (6), (7),
les formules obtenues dans la premiére Partie de cet article : les
variables z,, ..., 2, devront étre considérées comme de simples
paramétres figurant dans les formules en question, tels que le pa-
ramétre @ considéré aux n® 3 et 4.

Nous introduisons donc de nouvelles variables A, ..., Ay, et les

formules
J .
(9) (/l‘:Ef; (t=1,2, ..., n),
ol festla fonction
o
2 ~ 3 -

(9) f= I +Z)\hl‘h;

h=1

de sorte que (Pyy <oy Pui Guy - .y Gu) sont les coordonnées d’un
¢lément de contact quelconque de la multiplicité d’onde (¢f. ns 1
et 2).

Comme le hessien de festici de rang 1, si 'on suppose le pro-
bleme ordinaire ('), le support tangentiel est 3 n — 1 dimensions.
On peut donc, sous les conditions (2) discutées aux n* 6 et 7,
*employer, pour représenter la multiplicité d’onde, des formules de

la forme
(10) G(.z‘,,.‘.,Z‘,,|11.,...,(/,,)=I,
0G . N
(1) po=Ge =t ),
i

dont la premiére résulie simplement de 1'élimination des p; et
I 4 att [

des ) entre les équations (7) et (8) (¢f. n° 1 et 2).
Nous sommes ainsi ramenés au probléme canonique suivant :

( ) Cf. HapaMarp, loc. cit., p. 239, 267, 268.
(?) En fait, les restrictions qu’clles imposent au probléme sont dans la nalure
méme de la question, comme nous le verrons plus loin (n° 20).
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ProsLime A. — Trouver an— fonctions 2y, ..., Zn; quy - qns
w d’une variable u, satisfaisant avx équations de condition

(10) Gz, .-y Zn|q1y s qn) =1,

oG .
(12) dxizw&;du (i=1,2, ..., n),

ettelles qu’il y ait extremum pour Uintégrale

1
(4) J=f w du.
0 .

Les fonctions x,, ..., z, sont, de plus, assujetties a cer-
taines conditions aux limites (wu =o0, u=1) de Uintervalle
d’intégration, et la fonction w doit étre positive dans cet
intervalle.

Une condition nécessaire de I'extremun est, comme ’on sait,
que &J soit nul, pour tout systéme de variations, 6z, ..., 0Z,;
8q1, --+y 0Gn, 0w satisfaisant aux équations de conditions oblenues
cn prenant les varialions des deux membres des équations (10)
et (12); et tel de plus que 8z, ..., 6z, s’annulent aux limites
de l'intervalle d’intégration.

C’est cette condition que nous allons d’abord chercher a
exprimer.

\

14. Pour n’avoir pas a faire intervenir la condition G = o,
nous introduirons de nouvelles fonclions inconnues, en posant

(13) =gt (i=1,2 ..., n)

La fonction y étant supposée positive, le systéme (10) (12) sera
remplacé, vu ’homogénéité de G, par le systéme

(14) Yo=G(&y, ..., za| Y1, ...,*{n);G’,
(15) dz'-—w(—)gdu (i=1,2 n)
i=wgn =1,2, ..., ).

Alors I'équation (14) n’a d’autre effet que de déterminer vy,, I'équa-
tion qu’on en déduil en prenant les variations n’a d’autre utilité
que de déterminer 3y,, et aucune de ces quantités v, 3y, n'intervient
dans les relations entre 82y, ..., 8%z ; 8Y1, ..y OYa; OW; L4y vvy Za;
Yiy oooy Yos O U Nous n’aurons donc a tenir comple, pour
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exprimer que 3J est nul, que des équations (4), (15) et de celles
qu’on obtient en prenant les variations des deux membres de cha-
cune de ces équations ; c’esl-a-dire

1
(16) aJ=f S0 du,
do.z'i G’ 2G' dGI« o
(7) Zdyldx,a”"'wzoy de dwom (i=1,2,...,n).

Pour exprimer que les 8z; s’annulent pour # =0, u =1, nous
allons chercher & les calculer, en considérant 8y, ..., 8y.; v
comme connus, c’est-a-dire intégrer le systéme (17).

Suivant la méthode la plus élémentaire, nous considérons le

1 "
systéme hot n r dant :
ystéme homogéne correspondant

n
dz; nG

(18) e = d“{,d@‘, (i=1,2,...,n).
j=1

Soient

(19) B;= % (k=1,2, ..., 0;i=1,2, ..., R)

n solutions, indépendantes, de ce systéme. Appliquantla méthode
de la variation des constanles, nous posons ensuite

(20) 8$i=25k7vki (i=1,2,...,n),
ce qui donne le systéme
(21) Zzl.-ij—if=A1 (i=1,2,...,n),

k=1

en posant, pour abréger I’écriture,

G’ 3y oG’ .
j+ = dw (t=1,2,...,n).

('22) A,'= w d‘{ de in

Oril est visible, par les formules (20), que les 82; s’annulent simul-
tanément quand les & le font, et dans ce cas seulement. La condi-
tion imposée aux 8z; revient donc a la suivante ; les fonctions &,
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solutions de (21), qui s’annulent pour u =0, s'annulent aussi
pour u=:1.

Pour calculer ces fonctions &k, nous mettons le systéme (21) sous
forme résolue

(23) %Elf=2"kiAi (k=1,2,...,n).

i=1
Les fonctions v¢x; sont définies par les équations

n

(24) | Zzuvﬁ:

i=1

o pour k#j

{ pour k=g (t=1,2, ..., n0)

Elles constituent ce qu’on appelle le systéme adjoint du sys-
téme des 34, et les formules

(25) V= ki (=12, ...,n;k=1,2,...,n)
définissent n solutions indépendantes du systéme linéaire adjoint

du systéme (18), a savoir

n

do; N G _

d_u- d*{,-dxiv’—
j=1

(26)

(f=1,2, ..., n).

On a alors, pour les fonctions & cherchées,

(27) E/.=f Z”'A du (k:l, 2 ey R);

i=1

et les conditions qu’il s’agissait d’oblenir sont, en ayant égard aux
formules (22),

#e . G .
(28) f ZIOA,! Zd‘(:"'{l ilmow du=o0 (k=1,2,...,n).
=

Il reste, dés lors, a écrire que I'intégrale (16) est nulle pour tous
les choix de fonctions 8-{., «++y Oya; 6w qui satisfont aux condi-
tions (28). La condition (') est donc qu’il existe n constantes

(') Cette condition est bien connue, sous des formes équivalentes au moins.
Nous reviendrons plus loin sur son énoncé et sa démonstration (voir n° 23).
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Cyy ++ vy Cn, telles qu’on ait I'identité
RS 2G . 0G
) =S [2 <.,,2W S by 38 sw>].
—t )

Celle-ci se décompose ¢cn

n
G’
(30) Z‘,yi"_‘f; =1,
d’G' .
(31) 2}’1 = (/j=1,2,...,n)

i=1
quand on pose

(32) yi=20k0ki (t=1,2,...,n)

k=1

Or, les seconds membres de ces derniéres formules constituent
quand ¢y, ..., ¢, sont des constantes arbitraires, la solution gé-
nérale du systéme (26). La condition trouvée est donc : il existe
une solution v;=y; (=1, 2, ..., n) du systéme (26) qui satisfait
aux équations (30) et (31).

Sil'on revicnt maintenant aux variables ¢y, ..., g, au moyen

sont homogénes de

. oG G
des équations (13), comme les 9g: ct les 3g, 0z
homogénes, on obtient la condition cher-

degré zéro; et les ode
9:94;
chée sous la forme suivante :
Pour que la variation de UintégraleJ soit nulle, dans les
conditions supposées, ilfaut etil suffit qu’il existe n fonctions
auxiliaires y,, ..., yn qui satisfassent & la fois aux équations

n
d_yi _ 002G . . .
(33) -‘E—-—-n) d—q—l—a;:y! (l—l,lr ey n),

=1

(34) 2,,_.._.

i=1

002G
35 = = ceey ).
(35) ‘_;‘yidqtdq/ o (j=12..,0)
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15. Mais ce résultat peut se transformer si I'on tient compte
des remarques du n°® 4. Nous examinerons d’abord le cas le plus
simple, celui de Uextremum libre (*) : le support ponctuel de la
multiplicité d’onde est & » — 1 dimensions, puisqu'il n'y a pas
d’équations de condition (2). Les équations (34) et (35) admettent
alors pour.seule solution y;=¢; ({ =1, 2, ..., n); et, comme on
a identiquement

n
oG G .
(36) E—Zq’_‘dxtdq/ (t=1,2, ..., n),
j=1
la condition obtenue est que les fonctions xy, ..., Zu; @1y oovy Qu;
w, qui satisfont par hypothése aux équations (10) et (12), sa-
tisfassent aussi aux équations

oG .
(37) in=—w5;;du (i=1,2, ..., n).

On remarquera qu’il résulte de la que, étant identiques aux
fonctions y; qui, par leur définition méme, ont des dérivées, les
fonctions ¢; sont elles-mémes dérivables, ce qui, en vertu des
rclations (8), (11), (12), équivaut a dire que z,, ..., x, ont des
dérivées du second ordre. Les hypothéses nécessitées implicile-
ment par nos raisonnements étaient seulement celles de la conti-
nuité des dérivées du premier ordre, ainsi que l’existence et la
continuité des dérivées partielles de la fonction G, qui ont figuré
dans nos calculs.

Les équations (12) et (37) laissent arbitraire le choix de la
fonction w, ce & quoi 'on devait s’atlendre, a cause de I'indéter-
mination de la représentation paramétrique adoptée. On aura
donc a intégrer le systéme canonique

dxi:_g(—}-dt (i=1,2, ..., n),
; 9g;
(38) oG .
?dqi_:;;‘_idz (t=1,2, ..., n),

en prenant des valeurs initiales qui satisfassent & (10) : les
équations (38) admettant I'intégrale premiére G = const., I'équa-

(') Cf. HApAMARD, loc. cit., p. 41.



— 106 —

tion (10) sera alors vérifiée par tout systéme de fonclions z;, ¢;
ainsi déterminé. Lorsque ¢ varie en croissant, le point (z, ..., z,)
décrira une courbe, dite extrémale, dans un sens déterminé, a
savoir le sens de la propagation ; et la variation positive de ¢, d’un
point & un autre de cette courbe, est la durée de propagation d’un
ébranlement le long de I'arc de courbe considéré. Cela tient & ce
que

(39) dt = wdu,

comme on le voit en comparant les deux syst¢mes (38) et (12), (37),
eta ce que wdu est 'élément différentiel de 'intégrale J (¢f. n° 12).
La variation de cette durée de propagation, entre deux points
quelconques d'une extrémale, est nulle, lorsqu’on remplace larc
d’extrémale allant d’un de ces points & I'autre, dans le sens de la
propagation, par un autre arc de courbe, infiniment voisin, ayant
la méme origine et la méme extrémité.

16. Il faut observer que, si une courbe extrémale est connue,
avec le sens de la propagation sur cette courbe, les valeurs de
@1y - --» qn €n chaque point de celte courbe sont entiérement dé-
terminées, sans intégration nouvelle, et la variable ¢, qui corres-
pond & la durée de la propagation d’un point 4 un autre de celte
courbe, s’obtient par une quadrature.

Géométriquement, cela tient & ce que, en chaque point de la
courbe, la direction de la tangente qui correspond au sens de la
propagation perce la multiplicité d’onde, qui a ce point pour ori-
gine, en un point bien déterminé, et détermine ainsi un élément
de contact (py, ... Pu; g1, -+, qn); de plus, 'onde élémentaire
correspondante devant passer par le point infiniment voisin de la
courbe, pris aussi sur la direction positive de la tangente, le rap-
port d’homothétie d¢ de cette onde élémentaire & la multiplicité
d'onde est aussi connu.

Analytiquement, le fait résulte des formules (39), (3), (5) et (8),

qui donnent

(40) dt=F(zy, ..., 2za|dzy, ..., dz,),
dz; .
(41) p=S0 =12 ..,0),
(42) gi= oF(zy, ..., Zn|p1, .... Pu) (i=1,2, ..., n).

dp i
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Ceci conduit a chercher un systéme différentiel qui définisse les
courbes extrémales, sans passer par les variables auxiliaires
q|, ceny q”o

La solation résulte immédiatement de la comparaison des équa-
tions (38), (41), (42), et de I'équation (31) du n° 3, qui donne ici

oF oG .
(43) m-f.a?l_o (t=r1,2, ..., 0).

On oblient ainsi le systéme différentiel des extrémales bien
connu ’

ddF(z., e Zn|dzy, ..., dzy,) _ OF (2, .... 2| d2y,y ..., dzg) o
(44) ddx; ox; -
(t=1,2,...,n).

17. Passons maintenant au cas général de 'extremum lié.

Alors le support ponctuel de la multiplicité d’onde est a
n— o — 1 dimensions, puisqu’il faut tenir compte des équa-
tions (2) : & chaque point de ce support correspondent oo élé-
ments de contact, dont les coordonnées (py, ..., Pu; Vi, cvvy ¥n)
sont précisément définies, en fonction de celles de 'un d’entre
eux (P4, ooy Pns Quy -+ gn), par les équations (34) et (35)
[équations (33) et (34) du n® 4].

En tenant compte des équations (37), (39) et (43) du n° 4, on
voit que, si 'on pose pour plus de netteté

(45) 6=G(zh '-'1x"l.yh ---,J’n),

on peut adjoindre au syst¢me trouvé, formé des équations (10),
(12), (33), (34), (35), les équations
(46) G= Iy

oG _ dG

(47) E=d—qt (i=1,2, ..., n)

qui en sont des conséquences, et que l'on peut remplacer les
équations (33) par les suivantes

oG .
(48) dy1=-—w-&v—tdu (i=1,2,...,n)

Les équations (47) permettent alors d’écrire les équations (12)
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sous la forme

oG .
(49) d$t=w5}7idu (i=1,2,...,n).

Eufin les équations (34), (35) expriment seulement que
(Prs ~osPns Quy ovvs Gu) €L (Piy ooy Pry Yuy -y ¥u) sont deux
éléments de contact associés au point (py, ..., pa) de la multipli-

cité d'onde; et a cause des équations (47), les coordonnées de

aG

ce pomt peuvent s’écrire indifféremment pi= q.- (z =1,2, ..., n)

ou p;= -5—}—,: (=1, 2, ..., n). On peut, par conséquent, remplacer

encore ces équaltions par celles qu’on en déduit en échangeant les
yictles g, c’est-a-dire par les équations

B n -
oG
(50) 29i5}‘i=l,

i=1x

0t G . :
(51) 290,0_}/_, (J=1,2, ..., 0n);

1l=1

et celles-ci entrainent, a leur tour, comme conséquences les équa-
tions (10) el (47).

Il reste, en définitive, le systéme formé des équations (46), (48),
(49), (50), (51). Et 'on pourra encore, comme au n° 15 et sous le
bénéfice des mémes observations, substituer aux équations (48)
et (49), le systéme canonique qu’on en déduit, en introduisant la
variable ¢, au moyen de I’équation (39).

Les équations (50) et (51) sont vérifiées par les fonctions
qi=yi({=1,2,...,n); car la premiére se réduit & (46), et les
autres sont des identités, pour ¢;=y; (=1, 2, ..., n). De la ré-
sulte que si yy, ..., ¥, est unsystéme de fonctions auxiliaires cor-
respondant & une solution (&, ..., Zn; @1, .-+, gn; w) du pro-
bléme de la variation nullede J; (2, ..., Zn; ¥i) .., ¥a; ©) est aussi
une solution de ce méme probléme. On voit ainsi apparaitre une
classe de solulions particuliéres du probléme, que nous pouvons
appeler les solutions canoniques, puisqu’elles sont définies par le
systéme canonique (38); et toute courbe extrémale intervient dans
au moins une solution canonique. De la vésulte, comme au n° 13,
Pexistence des dérivées secondes des zi pour toute extrémale.
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18. Imaginons une courbe extrémale et une solution canonique
qui la comprenne. La tangente & extrémale en un point M, me-
née dans la divection de la propagation, détermine un point (P) de
la multiplicité d’onde qui a (M) pour origine. La solution cano-
nique intervient pour fixer un des «c* ¢léments de contact de la
multiplicité d’onde en ce point. Enfin les équations (50), (51)
signifient seulement que dans toule solution, canonique ou non,
qui comprend la méme extrémale, les valeurs de ¢4, ..., ¢, cor-
respondent 4 'un quelconque des éléments de conlact en question.
Pour une solution quelconque comprenant une extrémale déter-
minée, les fonclions ¢,, ..., g,» sont donc liées aux fonctions
Xy, ..., Z, par la seule condition qu’en chaque point de I'extré-
male elles fournissent le plan de I'un des éléments de contact que
nous venons de définir. Dans les solutions canoniques, au con-
traire, intervient un choix particulier de ces éléments de contact.

Pour meltre ce choix en évidence, on peut introduire, au moyen
des formules (8), les « indéterminées Ay, ..., Ay dont dépendent.
les éléments de contlact en question. On a alors & écrire que ces
valeurs

o
J .\ O o R
(9) (/t:T{; f=F +2‘)\/,l‘h (t=1,2,..., n)

h=1t

ou 'on suppose [n° 16, équation (41)]

(41) pPi=—r (t=1,2,..., n),

satisfont au systéme canonique (38). Tenant compte des équa-
tions (31) du n° 3, on obtient ainsi le systéme de Lagrange, ol
les A4 ne sont pas autre chose que les multiplicateurs de
Lagrange; i savoir

(51) 4o 9 _,

E=1,2,...,n)

A ce systéme, pour définir les extrémales, il faut adjoindre les
équations de coundition (2), c'est-i-dire, avec les nolations
actuelles,

(32) Fu(zy, ..oy @p|p1y ooy pu)=o0 (h=1,2,...,2).
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Une question se pose naturellement : combien de solutions ca-
nonigues correspondent & une méme extrémale ? Les formules dé-
finitives du numéro précédent montrent que les fonctions auxi-
liaires y, ..., y» sont les mémes pour tous les systémes de
fonctions gy, ..., g, qui correspondent & une méme extrémale;
puisque lous ces syst¢mes de fonctions g, ..., g, satisfont aux
équations (50), (51), dés que y,, ..., y. correspondent & l'un
d’eux. On peut donc discuter la recherche des fonctions y, ..., Yn
au moyen des équations (33), (34), (36) (n° 14), en y considérant
Ziy ooy Zny Gy ooy Gy, w) comme des fonctions de u connues.
La forme linéaire de ces équalions montre que la solution générale
sera de la forme

Y
~ .
(53) )'i=)’0,i+29j(yj‘i_},o‘i) (=12, ...,n),
j=1
ol les p; sont arbitraires, et oules y; ,(f = 0,1, 2,...,Y) sont (Y +1)
solutions particuliéres.
C'est ce qu'on pourrait aussi conclure des équations (51). Et,
naturellement, v est au plus égal 3 a.
Supposons que les équations générales des extrémales, obtenues
par inlégration de (38),
(54) wi=i(t—to|ay, ..., 2h; 9% -y 9%) (i=1,2,...,n),

ot les valeurs initiales satisfont & I'équation (10), dépendent, abs-
traction faite de la constante ¢y, de 272 —8& — 1 constantes arbi-
traives essentielles ; les équations (52), et par suite I’ensemble des
solutions du systéme (38), dépendentde 2 n — by -+ —1 conslantes.
On a donc2n—¢+y—1=2n—1, c'est-a-dire Y =23. On re-
marquera que, daas les mémes conditions, les courbes extrémales
dépendent de 2n— 3 —2=12n—y—2 conslantes arbilraires
essentielles. Pour qu’on puisse faire passer une courbe extrémale
par deux points arbitrairement choisis, il est nécessaire que y=o;
et cela est suffisant, si l’on se limite 4 un domaine convenable. Dans
ce cas, et dans ce cas sculement, une seule solution canonique cor-
respond i chaque extrémale.

Résumons les résultats obtenus, et nous aurons 'énoncé
suivant :

Les systémes de fonctions x,y ..., Zu; qiy .-+, qu; @ de la va-
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riable u, qui satisfont aux équations de condition (10) et (12),
et annulent la variation de l'intégrale (4) se partagent en deux
classes. Ce sont d’abord les systémes de fonctions (solutions
canoniques) qui s’obtiennent en prenant pour w une fonction
arbitraire positive de u, et en déterminant z,, ..., Zu; ¢y ..., qn
au moyen du systéme canonique (38), joint a U'équation (39).
Ces solutions sont les seules dans le probléme de U’extremum
libre, ¢’est-a-dire si le hessien de G, considsrée comme fonc-
tionde qy,...,qu, estde rang 1. Et, de plus, dans ce cas, il n’y
a qu’une seule solution canonique fournissant chaque courbe
(en zy, ..., zs), ou extrémale, qui répond au probléme.

Au contraire, si le hessien de G est de rang o+ 1 (2> 0), a
chaque solution canonique (Z, ..., Zn; Giy -+, @u; ©) cOrres-
pondent x* autres solutions fournissant la méme extrémale :
elles s’obtiennent en remplacant q., ..., ga par lune quel-
conque des solutions ¢',, ..., ¢, du systéme

oG
I =
(55) DG ="
i=1
(56) Z“q’,—ﬁ(}q—j=o (j=1,2,...,1).

Dans le cas général, ot il y a 0**°* extrémales, chacune
d’elles n’est fournie qu. par une seule solution canonique. Si,
au contraire, il y a «*"Y"2 extrémales (Y> 0), Y solutions
canoniques font partie des «* solutions correspondant & Uune
quelconque d’entre elles au moyen des équations (54) et (35) (*).

19. Supposons I'intégrale J prise suivant un arc d’extrémale, et
faisons varier cet arc, sans laisser ses extrémités fixes. Alors cJ
n’est pas nul en général, etil est donné, comme I'on sait, par une
formule fondamentale, dite formule auzx limites (). Il est facile
de la déduire des calculs du n° 14.

(!) Il est clair, par la forme initiale (1) de l'intégrale J, qu'elle ne dépend que
de P'arc d’extrémale, et non de celle des o«* solutions, en ¢y, ..., g,, qu’'on peut
lui associer dans ce dernier cas. Cela résulte aussi de ce que &J est nul cons-
tamment, quand, laissant I'arc d'extrémale fixe, on fait varier le syst¢me des
fonctions ¢, ...,q,, pourvu qu'il représente toujours I'une de ces =% solutions.

(?) Cf. HADAMARD, loc. cit., p. 246.
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La formule (29) alicu, en effet, par hypothése. Elle peut s’écrire,
avec les nolations (22) ct en tenant compte des équations (23),

(57) 80):20/‘2‘0/“&_.2% 2

k=1 i=1 k

On en déduit, en intégrant et désignant par des indices zéro les
valeurs qui correspondent a I'origine de I'arc de courbe considéré,
et par des indices un celles qui correspondent a 'extrémité

n

(58) B =¥ et — ).

k=1

Or on tire des équations (20), en les résolvant,

n

(59) Go= D owibdai ¢ (k=1,2 ..., 0);

i=1

et 'on a, par suite, en tenant compte des formules (32),

(60) icksk=i}’i o;.

k=1 i=1

Si donc nous remettons, a la place des lettres yy, ..., ya, les
lettres ¢4, .. , gn qui devront correspondre a une des solutions
particuliéres, satisfaisant au systéme canonique, dont il est ques-
tion dans I'énoncé final du n° 18, nous obtiendrons la formule aux
limites sous la forme (')

n
(61) 8) = Zqia.’t‘;
i=1 0

Remarquons que I'intégrale J s’écrit elle-méme sous la forme
analogue

(6) = S qudes

i=1

(') S’il y a seulement 0?12 courbes extrémales, cette formule (61) est four-
nie par chacun des systémes de fonctions (53); et 'on a, entre les variations de

n 1
Z ..., %, v relations indépendantes de la forme [Z Q, Sz] =o.

i=1 0
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car I'on a, d’aprés les équations (12),

(63) Zq:dz‘:—Zq,—(udu_Gwdu

i=1 i=1

et, par conséquent, a cause de (10),

(64) mdu=2q,-dx,-.

i=1

On peut également considérer la formule (62) comme une appli-
cation de la formule (61); il suffit de faire varier 'extrémité de
I'arc d’extrémale depuis l'origine de cet arc, qu’on maintiendra
fixe, jusqu’au point de I'extrémale que I'on veut prendre comme
extrémité définitive de P’arc considéré, en faisant décrire a ce
point tout l'arc en question. La formule (61) est alors cons-
tamment

n
(63) 51 =Y qida,

i=1

et la formule (62) en résulte par intégration.
Nous reviendrons plus loin sur les conséquences auxquelles
donne lieu la formule (62) (voir n° 25 et suivants).

20. Discutons maintenant les restrictions que nous avons im-
posees a la fonction F, aux n* 12 et 13.

Il s’agit d’abord de la légitimité de la représentation de la multi-
plicité d’onde au moyen d’équations de la forme (10) et (11).
D’aprés les conclusions de la discussion faite aux n® 6 et 7, il faut
écarter les éléments de contact dans le voisinage desquels le rang
du hessien de f (de F, dans le cas «. = o) s’¢éleve.

Or, en ce qui concerne le systéme (44), auquel on arrive dans le
cas de ’extremum libre (2 = 0), lorsqu’on revient au point de vue
des variables z,, ..., z, seules, on voit que ce hessien n’est autre
que le déterminant des coefficients des différentielles secondes
dans ces équations (44). On serait donc conduit a faire la méne
hypothése pour pouvoir affirmer existence des intégrales de ce
systéme, dans des conditions non singuliéres. Nous étions donc en

XL. 8
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droit de dire (note du n°20) que la restriction ainsi introduite n’est
pas artificielle, mais tient a la nature méme de la question.

Il en est de méme pour le cas, plus général (a > o), de U'extre-
mum lié, qui nous a conduit au systéme (55), (56). En cherchant a
résoudre ce systéme par rapport aux dérivées secondes des z; et
aux dérivées premiéres des Az, on sera conduit & différentier les
équations (56), et le déterminant qui se présentera, comme déter-
minant du systéme linéaire homogéne obtenu, sera le hessien
de f. On arrivera donc a la méme conclusion sur la nature de cette
premiére restriction.

L’autre restriction est la condition que nous avons imposée 3
F(zy, ..., za|dz,, ..., dz,) d’étre positif. Supposons au contraire
que, sur la courbe pourlaquelle on se propose d’examiner si la varia-
tion de I'intégrale (1) est nulle, la fonction F ne soit pas constam-
ment positive. On pourra toujours trouver une fonction auxiliaire
H(z,, ..., z,), définie en tous les points de la courbe considérée
et dans le domaine de ces points, c’est-a-dire en tous les points
d’un certain domaine (D) contenant la courbe a4 son intérieur,
admettant des dérivées partielles continues dans ce domaine, et
dont la valeur sur la courbe soit une fonction croissante du para-
melre u servant a représcnter la courbe : on peut méme se donner
arbitrairement la valeur de cette fonclion aux divers points de la
courbe ; ce sera, par exemple, la valeur du paramétre u lui-méme.

n
Y OH dz; ,
Alors, sur la courbe, oo du la valeur 1. D’autre part,
i=1
dx, dzx,

N
K Zyy ooy Tny —JZL—’ ey :{‘7
courbe ; sa valeur absolue est donc inférieure & un nombre fixe M.

Si donc l'on pose

) est supposé conlinu et fini sur la

n
- oH
(66) F=F(z ...,a:,,|dx,,...,dx,,)+l\123;dx,.,
i
i=1

. F c1e ;- N
le quotient —— sera, sur la courbe considérée, supérieur a un

nombre positif fixe, et restera positif sur les courbes qu'on en dé-
duira par des variations continues relativement aux points et aux
tangentes. Or il suffit, voulant obtenir des conditions nécessaires
pour que la variation soit nulle, de considérer de telles variations
de la courbe d’intégration.
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Posons, pour abréger 'écriture,
(67) M— =H,

de sorte que la fonction (G0) est

(68) F=F(zy,. ., n|day, ...,dx,l)+2114«dx,-,
i=1

et considérons (') I'intégrale
1
(69) J=f FEJ+M[H(Z1,...,Z,I)]EEf w du.
0 0

Il est clair que 8J = 8J, quand les extrémités de I'arc d’intégra-

tion restent fixes. Nous aurons donc & exprimer que oJ est nul;
et, pour cela, Lous les raisonncments et résultats précédents s’ap-
pliquent. Il reste a voir ce qu’ils donneront, relativement aux
données primilives.

21. Comparons pour cela les multiplicités d’onde, dans les deux
cas, en un méme point de la courbe considérée, 'origine des coor-
données étant, par conséquent, mise en ce point. Les coordonnées
du nouveau point de la courbe, correspondant a accroissement
positif du du paramétre, sout dzy, ..., dz,, ct satisfont, dans lc
premier cas, aux équations
F (z1,...,2Z.|dzy, ..., dz,) = w du,

(70)

Fu(zy,...,z.|dzy,...,dz,)=0 (h=1,2,...,2)
et, dans le second cas, aux équations analogues

(F (21, ..., 20| dry, ..., d2,) = w du,

Fu(zy, ..., z,|d2y, ..., dz,) =0 (h=1,2,...,2).

(71)

Posons, pour abréger I’écriture,

(72) X;du = dz; (i=1,2,...,n)

(1) Cette transformation est, au fond, celle qui a été utilisée par Carathéodory
et dont se sert aussi Hadamard (cf. loc. cit., p. 385); mais ces auteurs introdui-
sent I'hypothése que la fonclion ¢ de Weierstrass a un signe constant; tandis que
cette hypothése n’intervient pas ici. Et ils n’examinent que le cas a =0, n = 2.



— 116 —

et cessons d’écrire, dans les fonclions considérées, les letires
Zyy ..., Z, qui sont des paramétres constants. En vertu des for-
mules (5), la multiplicité d’onde est définie, pour J, par les
équations

F (X,...,Xp) =0,
(73) Fr(Xy, ..., Xp)=0 (h=1,2,...,a),

Xizaf,: (i =1,2,...,n),

Pis -y pu étant les coordonnées du point qui correspond au point
dz,, ..., dz, de l'onde élémentaire. Et si v était positif, on
aurait, pour J, des formules toutes semblables

F (X;,...,.X))=ow
(74) Fu(Xy, ..., Xp)=0 (h=1,2,...,2),

| i= wp; (i =1,2,...,n).

Ces formules montrent que, quand w s’annule, le point corres-
pondant de la multiplicité d’onde s’¢loigne a 'infini. Nous pouvons
les considérer comme la définition de la multiplicité d’onde dans
tous les cas, que w soit positif ou négatif.

Les deux multiplicités d’onde se correspondent point par point,
au moyen des formules (73) et (74). Cherchons les formules de
celte correspondance. On a, a cause de (68), (52), (74),

\

(75) Z=w+2u,-x,-=m l+2ﬂ,~p,-),

i=1 i=1

ce qui donne les formules
(]

(76) pi= —Lt (i=1,2,...,n).
Ql
l+z H,‘p[
i=1
Cherchons les coordonnées ¢y, ..., qu; q1, ..., qu pour les élé-

ments de contact correspondants. Pour(54), w étant une constante,
n .

nous avons a écrire que Eq,- dX; est une combinaison linéaire et
i=1

homogéne de dF et des dF4. Donc

-
o SR .
(77) qi=Xg e +2‘)\;, o_‘x,’ (i=1ty2,...,n).
h=1
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n
La condition Zq,-p;: 1 doune A = 1. On a donc, en posant
i=1

encore comme au n° 1,

a
(78) f=F+ Y MFy
h=1
les formules

J R
(79) 71':-':#(; (i=1,2,...,n).

Pour les quantités gi, on aura des formules analogues
—  of - = — .
(80) qi= 5%, f= <+2)\;,F/, (I=1,2,...,n).

Comme les Az, A4 sont entiérement arbitraires, on peut s'impo-
ser la condition qu’ils soient, respectivement, égaux

M= An (h=1,2,...,a);

ce qui donne la loi de correspondance des deux multiplicités
d’onde, élément de contact & élément de contact. Elle est expri-
mée par les équations (70) et les équations

(81) gi=qi+U;  (i=1,2,...,n).

On voit qu’elle n’est autre que la ¢transformation dualistique
d’unc translation [¢f. n° 1, note (*)].

Avant de revenir aux équations différentielles du probléme de
Lagrange, indiquons encore comment se généralisent, pour la mul-
tiplicité définie par les équations (74), les formules obtenues aux
n 2 et 3. Le support tangentiel est défini, comme on vient de le
voir, par les équations (79). Nous supposons ici, comme au n° 13,
que le hessien de f est de rang 1, c’est-i-dire que I’éhimination
de X, ..., Xz, Ay, ..., Aq entre les équations (79) et les équations

de condition Fr=o0 (h=1, 2, ..., 2), fournit une seule équa-
tion, réductible a la forme

(82) G(zyy ooy @l q1y oo oy @n) =1.
On a d’autre part

(83) iqixi=w, iqidxi=0;

i=1 i=1
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d’ou encore
(84) =X;dg;=o.

On conclut que les X; sont proportionnels aux %(qi:; etl’on constate,
a cause de (83) et (82), que le rapport de proportionnalité est w.
Donc on a

oG

(85) Xi:“’a?ﬁ (¢=1,2,...,n);

et, par suite, ona encore les formules (11)

(86) p::j—gi (i=1,2,...,n).

On verrait enfin, en reprenant les calculs du n° 3, mais en y
introdaisant les X; au lieu des p;, que I'équation (31) de ce n° 3
sera remplacée par les suivantes :

()f(.l‘h ....x‘,,lXi, ey Xn)

(87) o
0G(zy, ..., R .
+w (@1 d;,-'% gu) _ (i=1,2,...,n).
22. Soit maintenant
dz; _ Jr dg; _ oo = .
(88) -d—o——.qu_l, m———b—z‘—,; dO_wdu (l—l,2,...,n)

le systéme canonique oblenu en égalant a zéro la variation de J.
L’équation

(89) T(@1y ooy @n| Gy ey qn) =1

est ’équaliou tangentielle de la multiplicité d’onde corres-
pondante.

Nous avons & faire le changement de variables défini par les for-
mules (76) et (81) ; de sorte que G est défini par I'équation

(90) zy, ..y zn |+ MG, ..., 9, +H,G) =G;
car, pour obtenir I'équation (82), il faudrait résoudre par rapport
a la variable d’homogénéité I'équation de la multiplicité d’onde

primitive, qui résulte de (8g) par le changement de coordon-

nées (81) (¢f. n°2).
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Si I'on différcntie alors la relation identique (9o), on obtient

oG
(91 o i=1,2,...,0),
9 ) 1’917 qu; !dql q[ ( ) ’ )
or OT oH; or oG .
(92) E ()q, ole z “/02_[ '?' (z—l,z,...,n).
j=1 j=1

Remarquons que l'on a encore
—_ dI‘ .
(93) Pi= (]='$'-)-7‘-~7n);
‘)91

et, par suite, en tenant compte de (76) et de (75),

(94) 1"‘2“ T =1 “2“11’1—
=1 /=1 1+ZH,p,

j=1

Ile

<

Les équations (g1) ct (92) s’écrivent, par suite, cn observant

dll,__dll,- Lave oo dx;

que 5z ox;’ etque wp;= 7.’

—or oG .
5 —_— =W =Uy% 00,
(95) o z Oog =t
— or oH; dz; oG .

(96) mdw -+ dx, du““’EE (i=1,2,...,n).

j=1

Et enfin, si 'on y tient compte des équations (88), il reste

G . .
(97) d.r,-:wb—q—’:du (i=1,2,...,n),
(98) ——dq_,--i—dll,-:w?—q-du (I=1,2,...,0).
oz

Ces derniéres, a causc de (81), sc réduisent i
G .
(99) dq,-:—mEdu (i=1,2,...,n).

On a ainsi retrouvé le systéme canonique déduit de 1’équation (82).
y q q

E, a cause des for-

Il convient d’observer que, pour w = o, les o
- ¢
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mules (86), seront, en général, infinis; mais le systéme canonique
pourra, d’aprés la maniére méme dont nous venons de 'obtenir,
¢étre transformé de maniére que cette difficulté apparente dis-
paraisse. '
Quant aux systémes (44) ou (41), (51), (52), on les déduira
encore du systéme canonique, en se servant des formules (87). On
les obtiendrait plus immédiatement encore, en partant des sys-
témes analogues relalifs a 'intégrale J. On a, en effet avec les va-
riables z,, ..., Zn; puy ooy Pry

-— n n
of _of oH; _ of o oH; _
(100) S = Gt G Pi= gt M br (=12 m)
ji=1 j=1
Donc, a cause de (41),
of _ of . dH; .
s(-;-‘;i-—-d—xl'—f"m— (i=1,2,...,n),
(101) {
9 0
';‘i:d—f + H; (i=1,2,...,n),

et, par suite,
(102) e e e (i=1,2,...,n);
ce qui montre bien qu’on retombe sur les systémes en question.

23. Le théoréme qui nous a permis d’exprimer, au n® 14, que
%J est nul, pour tous les systémes de variation 8y, ..., 6y,, 6w
qui satisfont aux conditions (28), est, au fond, le théoréme qui
sert de fondement 4 la méthode classique des multiplicateurs dans
les problémes isopérimétriques. Mais comme il se présente, dans
notre méthode, sous une forme particuliére, il ne sera pas inulile
de donner I'énoncé précis correspondant, avecla démonstration (*).

Il se rapporte a des intégrales définies de la forme

1
(103) l.:f Ldu,
o

(') Cf.les démonstrations analogues données par Hadamard (loc. cit., p. 196).
Mais la restriction relative aux champs singuliers ne subsiste pas ici,
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ou L est une forme linéaire par rapport a des fonctions indéter-
minédes w,, ..., o, de ©; les coefficients de cette forme étant des
fonctions données de u.

Considérons m intégrales de cette forme
1
(104) I;,=f L; du (h=1,2,...,m),
0

et attribuons y aux fonctions w;, m systémes de déterminations,
arbitrairement choisies

(105) W= Wy (i=1,2,...,n k=1,2,...,m).

Les intégrales considérées I,, ..., I,, prendront des valeurs
numériques correspondantes

(106) I,=1x, (h=1,2,...,m; k=1,2,...,m).

Considérons le déterminant formé avec ces nombres [, et
examinons le cas ou il est nul, pour tous les systémes de détermi-
nations (105) : il y aura alors un déterminant mineur principal
qui ne sera pas nul, les déterminants mineurs de degré supérieur
étant tous nuls. On peut supposer que ce déterminant principal
est celui qui correspond 4 k=1, 2, ...,5; h=1,2,...,s. Alors
tous les déterminants

lll e Isl 11
(107) ils I, 1, (I=1,2,...,m—s5s)
I1,s+1 e [s..H-I Is+l

sont nuls, quelles que soient les fonctions w;. On a donc des équa-
tions a coefficients constants, de la forme

=1

5
(108) ls+1=201h'h (Il=1,2,...,m—s),
h

c’est-a-dire

s

1
(109) f Lswi— Y coplp Jdu =0 (I=1,2,...,m—s).
) 'S+ 2 L 1)

h=1

Comme elles ont lieu, quels que soient les w;, et que les expres-
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sions sous le signcfsont des formes linéaires par rapport aux w;,

on en conclut les relations identiques en wy, ..., w, (et )

(IIO) ]43+1=201/LL/, (l=l,2,...,m-—s).

h=1

Il en résulte en particalier que I, ..., I, sont nulles pour tout
choix des fonctions w,, ..., w, qui annule I, 1,, ..., L.

24. Cela posé, proposons-nous d’exprimer que 'intégrale (103)
s’annule pour tout choix des fonctions w,, ..., w, qui rend nulles
les intégrales (104). Et supposons d’abord que le déterminant des
quantités (106) n’est pas nul.

Considérons encore un (m ~+ 1) systéme de déterminations
des w;

(111) wi= Wy ; (i=1,2,...,n),
et les valeurs correspondantes Iy, ..., Iy » des intégrales (104).
On pourra déterminer les nombres px par les équations
m
(112) Zﬂklk.h—lo,h=0 (h=1,2,...,m).
k=1
Si I'on prend alors pour les w; les fonctions
m
(113) w,-=2pkwk',--——wo_,- (i=1,2,...,n),
k=1

les valeurs des I;, étant égales aux premiers membres des équa-
tions (112), sont nulles; et, par hypothése, celle de I est alors
nulle aussi.

Désignant par I, 4, ..., I, I les valeurs de I qui corres-
pondent aux choix (105) et (111), on a donc I'égalité numérique

m
(114) Zflklk,o'—lo.o= o.
k=1

Si on la compare aux égalités (112), vérifiées aussi par les py,
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on voit que le déterminant

Io,«:o Il,o e Im,o
| PR PITRR

(‘ l5) 0, s m,1
lo,m Il,m s lm.m

est nul, tandis que le mineur du premier élément n’est pas nul, et
cela, quel que soit le choix des m + 1 systémes de détermination
des w; introduits. D’apreés le résultat du n° 23, on en conclut une
identité a coefficients constants, de la méme nature que (110).

n
(116) L=Zchl‘/¢.

h=1

Si le déterminant des quantités (106) est nual, on pourra nc
considérer que les intégrales I,, ..., I, donnant le mineur princi-
pal de ce déterminant ; car Iy, ..., I, étant nulles toutes les fois
que les précédentes le sont, il suftira d’exprimer que [ s’annule
dés que I, ..., I sont nulles. On obtiendra donc encore une
identité de la forme (116), comme condition nécessaire, avec

Cs+1=Cs42=...= Cy = 0.

Comme on a, dans ce cas, les identités (110), il est clairqu’on a
méme une infinité d'identités de la forme (116), dont la plus géné-
rale s’écrirait, au moyen de I’'une d’entre elles,

m m-s s
(117) L =20h Lh+291 Ls+1—2 cixLx );
h=1 k=1

=1

les p; étant arbitraires.

Enfin, dans tous les cas, 'existence d’une identité de la forme
(116) est suffisante pour que [ s’annule dés que Iy, ..., I, s’an-
nulent simultanément.

Nous obtenons donc le théoré¢me (') annoncé : Pour que Uinté-

(') Ce théoréme étant déduit du lemme fondamental du calcul des variations
(cf. HADAMARD, loc. cit., p. 64) subsiste, comme lui, si I'on impose aux fonctions
Wy, ...,w, diverses restrictions, relatives soit i leurs valeurs aux limites, soita
leur caractére analytique.
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grale (104) s’annule pour tout choiz des fonctions w; qui
annule simultanément les intégrales (105), il faut et il suffit
que les formes linéaires des indéterminées w; désignées par L,
Ly, ..., Lu, soient liées par une relation de la forme (116),
identique en wy, ..., w, etu, les lettres c,, ..., cm désignant
des constantes numériques.

Dans l'application faite de ce théoréme au n® 14, oy, ..., ¢y,
ow jouent le réle des fonctions w;, ..., w,. L'intégrale I cst I'inté-
grale (16) et les intégrales I, sont les intégrales (28). Il existe Y re-
lations, analogues aux (m —s) relations (110), dans le cas ot le
systéme canonique (38) ne fournit que 277Y~2 courbes extré-
males (¢f. la note du n° 19).

I1I. — CONDITIONS SUFFISANTES DE L'EXTREMUM FAIBLE.

25. Les résultats trouvés précédemment, et résumés dans
’énoncé du n° 18, peuvent s’énoncer sous une forme remarquable,
a condition qu'on se limite, le cas échéant, aux solutions cano-
niques. Celte restriction est, du reste, de peu d’importance, puis-
qu’elle n’empéche pas d’obtenir toutes les courbes qui annulent la
variation de J. Elle permet de supposer que les fonctions gy, ..., g
que 'on considére sont dérivables.

Considérons 'intégrale

(1) H=‘fo.liqidw,‘,

i=1

ou l'on suppose les fonctions zy, ..., Zn; qu, ..., ¢n delavariable
d’intégration u liées par la seule équation de condition

(2) G(xh-~-;xn|9h--~a(]u)=l;

ct exprimons que sa variation ¢H est nulle. Sous le bénéfice de la
remarque faite plus haut, nous appliquons le procédé classique,
quinous donne

n

1 g
(3) ol = Eqiaxi +‘[ Z(Sqid{zl—— Sx,-dq,').
[

\i=1 i=1
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Nous supposons encore que les extrémités de I'arc d’intégration
sont fixes. La quantité restée sous le signefdoit donc reproduire

G a un facteur prés, et 'on trouve le systéme canonique

dz; _ dg; _ ;
* S =g =a G,
9q; _()xi

qui entraine la formule

(5) dt=29id-z'iv

i=1

quand on tient compte de (2), et qu'on se rappelle que G est
homogéne, de degré 1 en gy, ..., qn.

Les extrémales du probléme A s’obtiennent donc en écrivant
que la variation de Uintégrale H est nulle, moyennant la seule
équation de condition (2), quand on suppose fixes les extrémités
de Uarc d’intégration.

On voit de plus que, si I’on faisait varier les fonctions ¢4, ..., 7»
seules, en laissant I'arc d’intégration fixe, on trouverait immédia-
tement et, par conséquent, sans-hypothéses sur la dérivabilité des
fonctions ¢,, ..., ¢, la formule

.1 1’1
(6) 3 H =/ 3¢, da;.
La condition pour que la variation ¢, {it nulle serait donc

oG .
(7) daf,-:wl-'dt (i=1,2,...,n0),

puisque les variations des ¢; seraient alors liées seulement par
I’équation

(8) (»:60G520—?37,-.

Et I'on aurait encore la formule (5).

Donc les systémes de fonctions considérés dans U’énoncé du
probléme A sont ceux qu’on obtient en écrivant la condition de
la variation nulle dans le probléeme suivant :
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ProsLime B. — Etant donné un arc de courbe, représenté
par des formules

(9) zi=9;(u), ofust (i=1,2,....n),

déterminer des fonctions q, ..., qu, de u, qui satisfassent ¢
Uéquation

(2) G(zy, ., Zn| g1y ... qn) =1,

et telles qu'il y ait extremum pour Uintégrale

() H=£quidzi.

i=1

On voil de plus, en se reportant a la formule (62) du n° 19, qui
est l'origine des remarques actuelles, que les intégrales J consi-
dérées dans le probléme A sont les intégrales H du probléme B,
qui correspondent au cas de la variation nulle (pour ce méme
probléme B).

Il faut cependant, pour satisfaire a la condition w > o dy pro-
bléme A, n’admettre, pour le probléme B, que des fonctions
G1y -+ qn vérifiant la condition

n
(10) 2q,dx,> 0.

i=1

Sil'on interpréte ¢4, ..., ¢o comme les composantes d’un vec-
teur ayant pour origine le point (z,, ..., z,) qui décrit 'arc
de courbe considéré, quand u varie de o a 1, cette condition

équivaut a dire que ce vecleur doit étre situé du cété de la tan-
n

gente positive, par rapport au plan normal Z (Xi —zi)dzi=o0;
i=1
ou encore qu'il doit faire un angle aigu avec la direction positive
de la tangente.
Il faut observer aussi que si le hessien de G est de rang (% + 1),
avec a > o, les équations (7) ont comme conséquences les ¢qua-
tions (2) du n° 12, a savoir :

(11) Frp(@y, ...,zn|dzy, ..., dxy) =0 (h=1,2,...,2);
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le probléme B n’est donc possible, davs ce cas, que si la courbe
donnée (g) est une courbe intégrale de ce systéme de Monge.

26. Dans tous les cas, les remarques précédentes introduisent,
de la maniére la plus naturelle, 'équation ‘aux dérivées particlles
de Jacobi-Hamilton :

(12) G(a:l,...,w,,'(—;);t‘-,-u,%):x.

Elles montrent en effet qu'on obtiendra des extrémales du pro-
bleme A, en déterminant d’abord des fonctions ¢, ..., ¢, de
Zyy + .-y Zn, qui satisfassent 4 (2), et annulent la variation de I'in-
tégrale H; puis en déterminant z,, ..., , au moyen des équa-
tions (7), ou I'on aura porté, a la place de ¢, ..., ¢, les fonctions
de z,, ..., z, trouvées. Car la variation de H est alors nulle, soit
quand on fait varier la courbe, en gardant pour les g;les fonctions
trouvées ; soit quand, laissantla courbe fixe, on fait varier les ¢;;
elle est donc encore nulle quand on fait varier a la fois la courbe
et les g;, car toule variation de cette espéce générale s’obtient en
superposant deux variations qui appartiennent respectivementaux
deux catégories spéciales considérées.

Or ce calcul revient a prendre d’abord les dérivées

Jt

(13) qi=%-; (i=1,2,...,n)

d’une intégrale de I'équation (12), soit
14) t=V(xy, ..., 7,);

puis & déterminer les transversales dela famille de surfaces dépen-

dant da paramétre ¢, représentées par I'équation (14), c’est-a-dire

les courbes définies par la propriété que nous allons rappeler.
Chaque point M de 'une quelconque des surfaces (14) est l'ori-

gine d’une multiplicité d’onde (cf. n° 12), et sur cette multiplicité

d’onde existe un point P, de coordonnées

(15) X,'=.’I,‘,'+b—q—i (t=1,2,...,n),

les ¢; ayant les valeurs (13). Ce point est entiérement défini par le

fait qu'il existe, en ce point, un plan tangent a la multiplicité
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d’onde, de coefficients de direction Aqy, ..., Aqn, c'est-a-dire
paralléle au plan tangent en M a la surface (14 ) considérée (). La
direction MP, de coefficients de direction

oG .
(16) Pi:é?l‘ (l=ly27"')n)$

estdite transversale a1'élément de contact (4, .., Zu; NG 1y -y Aqa)
du point M et, par suite, lransversale, en M, a la surface
considérée.

Cela posé, les transversales d'une famille de surfaces & un pa-
ramétre (en supposant, pour simplifier, que par chaque point de
I'espace ou de la portion d’espace considérée, passe une surface
de la famille, et une seule) sont les courbes dont la direction, en
chacun de leurs points, est transversale a la surface de la famille
qui passe en ce point.

On remarquera que, dans le cas actuel, & cause de la condi-

n

tion Eqidx,- > o, les transversales de la famille de surfaces (14)
i=1

doivent étre supposées décrites dans le sens des V croissants.

27. La construction précédente donne, réciproquement, toutes
les extrémales. Partons en effet d'une surface initiale (S,), ¢t a cha-
cun de ses éléments de contact (2!, ..., z5; ¢}, ..., ¢u), dont les
coordonnées pourront éire supposées satisfaire a la condition (2),
associons l'intégrale du systéme (4), qui salisfait, pour ¢=o,
aux conditions initiales z;=z?; ¢;=¢q? (i=1,2, ..., n). Elle
satisfera a la condition (2). A chaque point M, de (S,) se trouvera
associée la courbe extrémale issue de M, qui est le lieu décrit par
le point M, de coordonnées (zy, ..., Z,), quand ¢ varie a partir de
la valeur ¢ = 0. Ces courbes, au moins dans le voisinage de (S,),
seront telles que par chaque point M de ’espace il en passe une et
une seule (?). A ce point (z,, ..., z,) sera associée la valeur ¢ de

n

l’intégralcqui dz; prise depuis M, jusqu’a M, le long de I'arc

=1

(') Ce point doit étre, par rapport au plan tangent en M & la surface consi-
dérée, du coté des V croissants.

() Ceci scrait en défaut, si (S,) satisfaisaitad I'équation (aux dérivées partielles)
G(zf, ...,z}lq},...,q%) = o; cas singulier que nous avonsimplicitement écarté.
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d’extrémale passant en M, puisque les équations (4) entrainent
Péquation (5) : ¢ est ainsi une fonction V(zy, ..., z,).

Pour avoir sa différentielle totale, il suffit de faire varier M d’une
maniére quelconque; il entraine avec lui I'extrémale correspon-
dante, dont le pied M, décrit (S,). Appliquons (') la formule (3),

en remarquant qu’on a

et il reste

(17) 8t =29t 8x;.

La fonction ¢, que nous avons construite, satisfait donc aux
équations (13) et & I’équalion aux dérivées parlielles (12). Et, les
équations (7) étant vérifiées, les extrémales qui ont servi i définir
cette fonction sont les transversales de la famille de surfaces (14)
qui lui correspond.

Enfin, il est clair que chaque extrémale sera transversale d’une
infinité de familles de surfaccs, de I'espéce indiquée. Car elle cor-
respond (cf. n°® 16 et 18) 4 au moins une solution canonique ; et
il suffira que l'une des surfaces de la famille comprenne P'un des
éléments (zy, ..., Zu; quy - .-, qa) fournis par cette solution, pour
que lous les autres interviennent dans les autres surfaces de la
famille (2).

Remarquons encore qu'on pourruivt essayer de substlituer a la
surface (S,) une multiplicité & n — 1 dimensions, mais dont le
support ponctuel ait moins de (2 — 1) dimensions. La construction
fera encore intervenir «o®~* solutions canoniques, mais, si I'équa-
tion (12) a seulement «c2”~2-Y courbes caractéristiques (extrémales

(') Cette méthode, fondée sur la formule aux limites, est employée par
M. Hadamard (Joc. cit., p. 169). Le principeen est dia. & M. Darboux (Zhéorie des
surfaces, t. II, n° 536).

(?) Le cas singulier signalé dans une note précédente ne peut, ici, se produire,
puisque tous les éléments d’une solution canonique satisfont & I'équation (2).

Mais il faudra, en général, limiter I'arc d’extrémale considérée, pour obtenir
une famille de surfaces (et de transversales) telles que par chaque point du
domaine considéré il en passe une et une seule.

Nous ne voulons pas reprendre ici cette discussion bien connue.

Cf. HapaMARD, loc. cit., p. 360 et suivantes.

XL. 9
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du probléme A), il pourra arriver qu'on obtienne moins de co”~
extrémales et que, par suite, celles-ci ne remplissent pas I'espace
voisin de (S,). La définition de lafonction V serait alors en défaut.
Cela arrivera certainement, toujours en supposant y > o, si (S,) est
remplacé par un point de l'espace, ct, plus généralement, si le
support employé a moins de y dimensions.

Méme en supposant y = o, mais o. > o, et en partant d’un point
M, pris pour multiplicité initiale, les extrémales employées
balayeront bien un espace 4 n dimensions, mais cet espace se ter-
minera au point considéré sous une forme singuliére, puisque les
extrémales issues de ce point n’en partent pas dans toutes les di-
rections : il ne contiendra pas tous les points du domaine de M,,
ni méme tous ceux de ces points qui sont d’'un méme coté d’une
surface passant en M, et ayant un plan tangent en ce point.

28. Les familles de surfaces qui viennent de s’introduire sont
formées des états successifs d’'une méme onde (c’est-a-dire d’un
lieu de points ébranlés & un méme instant) quand on considére le
mode de propagation défini au n° 12. Il faut admettre seulement
que I'élat d’une onde, au temps ¢ + dt, se déduitde I'état de cetle
ondc au temps ¢, 4 des infiniment petils prés d’ordre supéricur,
en prenant 'enveloppe des ondes élémentaires issues de divers
points de la multiplicité qui figure I'é1at de 'onde au temps ¢.

Nous renverrons, sur ce point, a notre article des Annales de
UEcole Normale, 3° série, t. XXVI, 1gog, p. 405; car I'interpré-
tation en question est une conséquence des résultats du n° 5 de cet
article, et les raisonnements qui y conduisent, reposant sur la re-
présentation tangentielle des ondes élémentaires, ne cessent pas
d’étre applicables quand le support ponctuel de la multiplicité
d’onde a moins de n — 1 dimensions, pourvu que le support tan-
gentiel ait bien n — 1 dimensions.

Ici encore on peut concevoir les extrémales [qui sont les carac-
téristiques de 1'équation (12)] comme les trajectoires de la propa-
gation des divers éléments de conlact.

Observons encore que les équations (4) définissent, quand on
considére (Zy, ..., Zn; 1, -+, ¢n) comme les coordonnées homo-
génes d’un élément de contact, un groupe de transformations de
conlacl & un paramétre. et que les états successifs d’'une méme
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onde proviennent, d’aprés ce qui précede, de lapplication a 'un
d’eux de ces diverses transformations de contact. C’élait 1a le point
de vue de nolre article publi¢ dans ce Bulletin (1. XXXI1V, 1906),
mais nous avions supposé alors que le hessien de G était derang 1,
tandis que nous ne faisons ici aucune restriction a son égard.

Les transformations de contact finies de ce groupe sont définies
par la correspondance établic entre chaque point de I'espace et
I'onde qui résulte, au bout d’un temps déterminé ¢, d’un ébranle-
ment produit en ce point.

Dans. le cas ou I'équation (12) a seulement 0022~2-Y courbes
~1=Y passant par un point; de sorte
que les multiplicités particuliéres ponctuelles qui interviennent ici
ont n— 1 — vy dimensions seulement. On a donc affaire alors a
des transformations de contact définies toules par y + 1 équations

caractéristiques, il y en a o”

entre les coordonnées z(, ..., z, et zy, ..., z, des points des
deux espaces intlertransformés.

29. Les remarques des numéros précédents, indépendamment
de leur intérét analytique, conduisent trés simplement aux condi-
tions suffisantes pour I'extremum du probléme A, en le ramenant
a Pextremum du probléme B. Comme nous allons le voir, il y aura
minimum pour A s’ily a maximum pour B.

Imaginons en effet une extrémale de A, et deux points fixes M,
et M, sur celte extrémale. Admeltons que ces points soient asscz
rapprochés pour qu’on puisse associer a 'arc MgM, d’extrémale
une famille de surfaces (14) remplissant les conditions énumérécs
au n° 27, a savoir : il existe une portion d’espace, & n dimensions,
continue et d'un seul tenant, telle que par chacun de ses points
passe une surface (14) et une seule; 'arc MyM, est tout entier
intérieur a cet espace, ne rencontre chacune des surfaces qu’en un
point au plus et est transversal a chacune d’elles.

Nous désignerons par & I'arc d’extrémale considéré, et par € un
autre arc (') allant de My en M,, dans la méme portion d’espace ;
et différant de C, par ses points et ses tangenles, d’aussi peu qu’on
le voudra.

(3) Il doit, bien entendu, dans le cas a > o, vérifier les équations de Monge (II).

(Cf. n°25.)
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vL’intégrale Je, puisqu'on y peut prendre, pour les g;, les dérivées
0 o . N
57 (n°26), cst l'intégrale de dV prise de M, 4 M,, et ne change
¢
pas, si on la prend suivant I'arc €. On a donc

n n
A' .
(9 de=dg=—( [ Sautn— [ 3G )=~ (i)

T i=1 = i=1

et I'on apergoit dans le second membre la différence de deux inté-
grales, relatives a la courbe €, de la nature de celles qui figurent
dans I'énoncé du probleme B, la premiére écrite correspondant,
par hypothése, & un systéme de fonctions ¢, ..., g, qui annule la
variation dc cette intégrale. De plus, les valeurs de ¢, ..., qu
seront aussi voisines qu'on voudra des valeurs

oV .oV

y —
=, ceey = ,
1= 5z, In oz,

cn lout point de €, pourvu que € soit assez voisin de & (par points
et langentes).

L'arc & fournira donc un minimum faible pourJ, si le sys-
teme (qy, - ., qu) fournit un mazximunm pour W prise le long
de €.

30. Or la discussion du maximum, dans le probléme B; est
immédiate. Car on a

1 n
I H,;,—ll’:g—_—f (qi— q}) da;.
(19) e—lz= [ D

i=1
En posant, comme au n° 12,
(20) dz;=wp;du (i=1,2,...,n),
avec [ équation (64), n° 19]

n
(21) w du =Zq,~ dr;,

i=1

il vient

1 n
20 Ho —11- =—f 1( pi— Do du
(20) ) A Z q

i=1
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L’élément o du étant, par hypothése, essentiellement positif,
non seulement sur £, mais aussi sur les courbes suffisamment voi-
sines, on voit que, pour que le premier membre soit positif, il est
nécessaire et suffisant que la condition

(21) Zpiq}—1<o

i=1

soit vérifiée, sur chacune des multiplicités d’onde ayant leurs ori-
gines aux divers points de €, pour I'élément de contact (E)
(P1y «-+y P @iy -y qa) que faitintervenir I'intégrale He.

Si l'on se reporte au n° 10, on voit que chacune de ces multi-
plicités doit étre concave, en (E), vers son origine.

Donc, pour que Uintégrale H, prise suivant un arc de
courbe € satisfaisant aux équations de Monge (11), ait un
maximum pour un systéme de fonctions q,, ..., qn, Ul faut et il
suffit que les conditions suivantes soient remplies : 1 la direc-
tion positive de la tangente en chaque point (z,, ..., z,) de €
perce la multiplicité d’onde ayant ce point pour origine en un
point auquel correspond un élément de contact dont le plan a

n
pour équation zqi(Xi — x;) = 1; 2° en cet élément de contact,
i=1
la multiplicité d’onde est concave vers son origine, en ce sens
que le point de cet élément est du méme cété que Uorigine par
rapport aux plans des éléments de contact voisins.

31. Cette condition sera remplie pour € si elle est remplie
pour & dans le domaine des éléments de contact de chacune des
multiplicités d’onde, qui résultent de la consiruction précédente
appliquée a &. Car alors, on peut faire varier infiniment peu la
courbe sans que la condition cesse d’étre réalisée : il est entendu,
‘loujours, que la variation altére infiniment peu les courbes et les
tangentes. -

Nous arrivons donc a la conclusion suivante :

Un arc d’extrémale du probléme A fournit un minimum
pour lintégrale J (dans le cas ot les extrémités de U'arc d'in-
tégration restent fizes), s'il satisfait auz conditions suivantes;
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1° une au moins des familles d’onde coupées transversalement
par cette extrémale remplit d’une maniére réguliére (') une
portion de Uespace qui entoure de tous cotés l’arc considéré,
et satisfait en plus au criterium suivant; 2° sotent M un point
quelconque de larc d’extrémale, N1 le plan tangent, en ce
point M, a celle des ondes considérées qui y passe;-la direction
positive de la tangente & Uextrémale en M perce la multiplicité
d’onde, quia M pour origine, en un point P, et il résulte de la
transversalité que ce point P forme, avec un plan paralléle au
plan 11, un élément de contact (E) de cette multiplicité d’onde :
dans le domaine de cet élément de contact (E), la multiplicité
d’onde doit étre concave vers son origine.

Les développements des n°* 10 et 11 donnentles moyens analy-
tiques de vérifier, dans des cas étendus, si ce critérium se trouve
vérifié. On y peut encore faire intervenir uniquement la fonc-
tion G.

On remarquera que, dans le cas de minimum que nous venons
d’expliquer, les ondes élémentaires issues des points d’une onde
de la famille considérée sont convexes vers leur enveloppe, qui
constitue 'onde consécutive de cette méme famille : le mot d’en-
veloppe a donc ici son sens élymologique, et, en quelque sorte,
physique. Et I'image qui en résulte est bien d’accord avec I'idée
méme de la propagation, une onde quelconque devant étre le front
des ondes élémentaires d’oit on la considére comme provenant,
quand on applique le principe des ondes enveloppes.

32. Dans la remarque précédente, nous avons substitué a la
considération de la multiplicité d’onde celle de I'onde élémentaire.
Ces deux multiplicités étant homothétiques par rapport a leur ori-
gine commune, celle substitution est légitime, car elles sont, en
méme temps, soit convexes, soit concaves. 1l semble méme que
I'onde élémentaire fasse mieux image, car elle est plus immédiate-
ment associée A I'élément différentiel de 'intégrale considérée.

Cela est vrai surtout, dans le cas ou cet élémentdifférentiel w du

(?) Cela veut dire qué, par chaque point, passe une surface de la famille et une
seule,
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est susceptible de changer de signe, sur 'arc de courbe considéré :
cas dont il nous reste 4 dire un mot, ‘pour terminer.
Reportons-nous, pour cela, aux transformations employées aux

n® 20 et 21. Les formules (76) et (81) du n° 21, appliquées si-

multanément & deux élémenls de contact voisins, donnent
n

: " Dpidi—t

(22) 2;1‘;;_1:2}):(9&+Hr) g i=t

— .
=t iZlI-l—Eijj I+2ijj
j=1

j=1

En tenant compte encore de la formule (75) da n° 21, il reste

n n
(23) w ;i§§—l>=w(2pzq'i—l>-
i=1

/ =1 /

Si la condition suffisante du minimum est remplie pour l'inté-
grale transformée, a élément différentiel posilif, fa du, le pre-

mier membre de cette identité (33) est négatif. Il en est donc de
méme du second.

Par conséquent, la deuxi¢me condition suffisante du minimum
se traduit par la concavité, ou la convexité, de la multiplicité
d’onde, suivant que w est positif ou négatif. Mais le point qui
intervient ici est, de plus, sur la direction positive, ou négative,
de la langente suivant que w est positif ou négatif. On pourrait
dire qu’il y a convexité vers la direction positive de la tangente.

Il parait plus simple de se borner 4 'onde élémentaire

F (z4,...,22| Xy, ..., Xp)=wdu
Fp(zy, ..., 2n| Xy, ..., Xp) =0 (h=1,2,...,a),

(24) {

pour laquelle le point & considérer est toujours (dans le systéme
de coordonnées qui a, pour origine, l'origine (z, ..., z,) de cette
onde
(25) X;= dx; (i=1,2,...,0).

Les valeurs de ¢y, ..., g, 4 associer & ce point sont toujours
définies par la solgtion canonique considérée; ou encore par la
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famille de surfaces définie par I’équation (14), qui correspond &
I'une des solutions de I'é quanon de Jacobi-Hamilton (12).

Mais il se présente ici un fait digne de remarque, quand on
applique la construction du n° 27 pour trouver l'une des solu-
tions correspondant 4 I'extrémale considérée. Quand on passe par
un point de 'extrémale pour lequel w du s’annule en changeant
de signe, la valeur de ¢ cesse de croitre (par exemple) pour com-
mencer & décroitre; elle reprend donc, au dela d'un tel point N,
les valeurs qu’elle avait prise en dega. Les surfaces obtenues ne
coupent donc plus I'arc d’extrémale chacune en un seul point.
En N, la surface correspondante est ltangente a I'arc d’extrémale,

n
puisque Xq,- dz; est alors nul, et dans le voisinage de celte sur-
i=1
face particuliére, celles qui coupent I'extrémale la coupent en deux
points, de part et d’autre de N.

33. En un tel point N, il ne faudra, naturellement, pas conser-
ver le dernier membre (= dt) dans les équations canoniques (4)
pour la définition méme de I'extrémale. Bien plas, comme nous
’avons remarqué au n° 22, ce systiéme canonique est inutilisable,
en ce point, sous celte forme (4), car les dérivées de G seront, en
général, infinies. Mais cette difficulté disparaitra si I'on introduit
I’équation de Jacobi-Hamilton sous une forme moins restrictive
que la forme (12), que nous avons spécialisée en vue de la théorie
seulement.

Rappelons-nous en effet que cette équation, sous la forme pri-
mitive (2), définit le support tangentiel de la multiplicité d’onde,
et, d’aprés les raisonnements du n® 24, ce support s’obtient en
éliminant les rapports de X, ..., X, ; Ay, ..., A, entre les équa-
tions (*)

dI‘(xlX) Zl th(zIX)

h=1

(26) q= (i=1,2,...,n)

(1) Les lettres X; désignent ici les différentielles dz;, au lieu des dérivées %%';

mais cela ne change rien aux raisonnements du n° 21, que, pour abréger, nous
ne reprenons pas.
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et les équations de condition

(27) o=Fup(z|X)=Fp(zy, ..., za| Xy, ..., X;) (h=1,2,...,a).
Si le résultat de cette élimination est obtenu sous une forme

quelconque

(28) ’ Go(Z1, ...y Tu| ey oo oy @n) =0,

dGy, et dG seront liées par une identité de la forme

(29) dG=M(zy,...,2a|q1, ..., qn) dGy,

pour tous les éléments (24, ..., Zn; G4, ..., ¢a) qui satisfont a
Iéquation (2) ou a I'équation (28), supposée équivalente. Le sys-
téme canonique (4) et 1'équation (2) seront donc remplacés par
I’équation (18), et le systéme canonique plus général

(3 d$| _ _ _(I_xl _ dlh _ _ dqn
> Gy T TG T TG T — 3Gy
dq! g n o,y "dxp

Ainsi seront déterminées les solutions canoniques, et ¢ dépendra
toujours de la quadrature de la différentielle

n
(31) dt=2q,-dx,'.

i=1

Cette différentielle, d’aprés les équations (30), s’annule en méme
temps que I'expression

(32) D=Zq',"_G°.

Et cette expression intervient précisément quand on cherche a
déduire G de G,, puisqu’il s’agit de résoudre, par rapport a G,
I'équation

(33) Go(w‘,...,znl%rl,..., %{‘_)=0_

Si Pon tient compte de ce que G doit avoir la valeur 1 sur la
multiplicité considérée, on tire de cette équation, par différentia-
tion tolale,

< 9Go
(34) dGo=(29i;E>dG,

i=1
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ce qui montre que D est I'inverse du coefficient M de la for-
mule (29). Ce coefficient M devient donc infini, pour les éléments
de contact exceptionnels qui font Pobjet de notre discussion (*).
A un autre point de vue, ces éléments se trouvent exceptionnels
dans les mémes conditions que les éléments qui avaient été écar-
tés au n° 1, car les plans qui y figurent passent par l'origine des
coordonnées (origine de 'onde élémentaire). Mais la difficulté dis-
parait ici, parce que les éléments de contact de I'onde élémentaire
ont des coordonnées (&4, ..., Zpn; @1, -y qn), qui, d’aprés les
formules (26) et (24), sont liées maintenant par la relation

(35) Zqix,--_—.wdu;

i=1

ce qui équivaut a rétablir 'homogénéité des coordonnées gy, ..., ¢n
dont nous nous étions privés au n° 1, afin de mieux indiquer la
dualité des deux points de vae : ponctuel et tangentiel.

En résumé : Les extrémales du probléme de Lagrange sont
données, sans imposer de condition de signe a Uélément diffé-
rentiel de U’intégrale (1) (n° 12), par les solutions du systéme
canonique (30), qui satisfait a Uéquation (28): celle-ci est
Uéquation tangentielle de 'onde élémentaire (24), les coordon-
nées (X, ..., Xu3 @iy -++, qn) d’un élément de contact de cette
onde étant lides par la condition (35). Un arc d'extrémale
ainsi obtenu fournit un minimum pour le probléme considéré,
si les conditions (suffisantes) suivantes sont remplies : 1° au
moyen de cette extrémale et de "' extrémales voisines, con-

(') Il est facile d’étudier ces particularités sur des exemples. On peut prendre,
comme trés simple, le suivant : w du = \/dz*+dy*— 2y dy. On considérera
Pextrémale y =, et les extrémales voisines y = & + ¢, qui donnent comme

famille d’ondes les paraboles égales .z"—/ty — y*=V = const. Les ondes élémen-
2
taires sont des coniques faciles a discuter.
Par le procédé du n° 20, celte intégrale fw du se raméne afa du, ou

v du = /dz?* + dy’.

. . .. 2
Le point exceptionnel N de I’extrémale est ici z =y = [-
P P Y Y
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venablement choisies, se construit, par le procédé du n° 27, une
SJamille de surfaces (famille d’ondes) remplissant d'une maniére
réguli¢re une portion de Uespace qui contient et entoure de
tous cotés U'arc d’extrémale considéré ; 2° [’onde élémentaire
qui a pour origine chaque point (z,, ..., z,) de cet arc et qui
passe par le point consécutif, infiniment voisin, de cet arc, est
concave ou convexe vers son origine [dans le domaine de U’élé-
ment de :ontact de cette onde élémentaire qui contient ce point
et dont le plan a pour cocfficients de direction les quantités

(g1s -+ s qn) assocides & (zy, ..., x,) dans la solution du sys-
téme (28), (30) que l'on considére], suivant que U'élément dif-
Sférentiel F(xzy, ..., 2, |dz,, ..., dey)=wdu est positif ou

négatif.



