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SUR L'IRRATIONNALITE DES SOMMES DES SERIES DONT LE TERME
GENERAL EST UNE FONCTION RATIONNELLE DE L'INDICE;

Par M. E. Cauen.

Les séries dont nous nous occupons sont de la forme

n=oo f(n)’
g(n)

n=n,

J et g ¢étant des polynomes entiers en n, le degré de f(n) élant
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inférieur 4 celui de g d’au moins deux unités. Le nombre 7, est
un nombre entier. Enfin nous supposons que g(n) n’a aucune
racine entiére supérieure ou égale a n, (sans quoi, certains lermes
de la série n’auraient pas de sens).

On peut d’ailleurs supposer ny=1, ear si 7,21 on peut faire lc
changement de notation consistant & remplacer n par n+n,—1.
Dans la suite nous supposerons donc que la somme est prise de
n=1 a n=o0 et nous supprimerons I'indication des limites 1 cto
qui seront sous-entendues.

Nous nous proposons d’abord de trouver quelle fonction des
coefficients de f et et de g est la somme d’une telle série.

Un tel résultat n’est pas seulement d’un intérét théorique, il
peut étre utile dans le calcul numérique de la somme, comme on
en verra.des exemples plus loin.

Tutorimr. — La somme d’une série de la forme
3 f(r)
&(n)
s'exprime au moyen de fonctions rationnelles, de nombres ra-
tionnels, des coefficients de f(n) et de g(n), des racines de g(r),
de la dérivée logarithmique de la fonction eulérienne T, enfin

des dérivées de cette derniére fonction jusqu’a un certain
ordre.

f(n)
g(n)

En eftet, décomposons en fractions simples. Nous aurons

des termes de la forme

A
G—ar (1<psae)
et des termes de la forme

Al
n—a

Nous allons chercher d’abord 4 exprimer la somme des termes

de la premiére forme
Y I
AZI (n—a)r )
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Soit T () la fonction eulérienne hien connue. On a

n=wx -
LI AP
I'(x) ¢ T[[ l+n ¢
n=

(C étant la constante d’Euler).

Appelant 2 (z) la dérivée logarithmique du premier membre
[c’est-a-dire la dérivée logarithmique de T'(x) changée de signe]
nous avons

) Ql 1
(l) h(."‘):;——-c—"l‘z;l?;:_—n—;’
d’oli, en dérivant p —1 fois,

he-0(z) = (—1)r-1(1.2.. ./)———l)zm.

Il en résulte que

— )1 (p-1) ([ —
(2) AE 1 — (—1)P=1tAR (1—a)
: (n—a)r 1.2...(p—1)
Passons maintenant aux termes de la forme — Réunissons-
les avant de les sommer; soient
A/ “ B’ e L'
n—a n—0" """ n—=1
ces termes ; on peut les écrire
Aa B'b L' - Alg-B +... 4+ L'
n(n—a)  n(n—>b) e n(n—1) n ’

Or

A4+B ...+ L=o.

[On le voit, soit en exprimant que le degré de f(n) est inférieur

d’au moins deax unités a celui de g (n), soit en remarquant que si
- A'+B'+...+L

A’ +B' + ...+ L' n'était pas nul, le terme AP E T donne-

n
rait naissance a une série divergente. ]

. Aa .
l.es termes de la forme ———— donnent par sommation
n(n—a)

a1
Aaﬂn(n—a)



Or, d’aprés la formule (1),

. ' 1 A 1

En résumé on a obtenu la somme de la série par des termes de
la forme de ceux qui constituent les seconds membres des égalités
(2) et (3).

Les nombres a sont les racines de g(n), les nombres tels que
A el A’ s’expriment rationnellement en fonction des nombres tels
que a ct des coelficients de f et de g ; quant au nombre C on
peut le remplacer par . (1). Enfin I'entier p ne dépasse pas o qui
est le degré de multiplicité de a. Donc le théoréme est démontré.

DifJérentes expressions de la somme. — On peut d’ailleurs
modifier les expressions (2) et (3) d’aprés les relations fonction-
nelles auxquelles satisfait la fonction A (z).

On a
D) h(l—f—x):h(x)—;;
d’ou, en dérivant p —1 fois,
R~V (1 4 z) = hP=1( 2) 4 (—1)P .”T(pp_‘l

Donc la formule (2) peut s’écrire

(5) Az._l._. =(—|)I'—1A[ hP—1(— a) L ] )

(n—a)r T.2...(p—1)  ar

On a ausst la relation fonctionnelle
(6) (@) — h(—2)= ;' +mcot(nz),

d’ou, par (p—1) dérivations,

(7) BP0 (2) -+ (— 1) HP=D (— )
_(=np-tra...(p—1) dr—1 cot(nx)
= zP -+ T AP ’

de sorte que la formule (5) peut encore s’écrire

1 A dip-1V cot(ma)
-— (p+-1) Y . B 4 BN
AE(n—a)l'— 1., . (p—1) [h’ (a)—= dar-1 ]
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De méme la formule (3), par 'emploi de la formule (6), peut
s’éerire

A,az m'__a) =Alh(a)—C —=xcot(xa)].

Exemple :

2 I _h(a)+h(——a)—mC_zh(a)——-.tcot('x:a)—zc_;
n(nt—a?) 2a? - 2a? 2a’

Il résulte du théoréme précédent que P'étude des irrationnalités
que peuvenlt présenter les séries donl nous nous occupons est
ramenée i celle des irrationnalités que peuvent présenter la fonc-
tion h et ses dérivées jusqu’a un certain ordre pour les différentes
valeurs de la variable.

Cette étude n’est pas encore faite. Le théoréme que nous dé-
montrerons plus loin, relativement au cas ou la variable a une
valear rationnelle, peut en étre considéré comme le début. On
sait d’ailleurs combien elle est peu avancée pour les fonctions en
général. Elle n’est guére faite que pour les fonctions algébriques
et pour les fonctions circulaires et exponentielles.

Nous allons maintenant considérer des cas particuliers, cher-
chant principalemeut ceux dans lesquels la fonction A et ses déri-
vées disparaissent de 1'expression de la somme ; cherchant dans
les autres a réduire an moindre nombre d'irrationnelles possibles.

Premirr cas. — g(n) a toutes ses racines entiéres et dis-
tinctes. — Dans ce cas la somme de la série est un nombre ration-
nel. C’est un fait bien connu et qui se démontre facilement sans
’emploi de la fonction A. Il résulte immédiatement de la for-
mule (3). En effet, « est dans ce cas un entier négatif ou nul.
On peut méme dire que a est plus petit que zéro, car si a=ole

! 1
terme A' a 2 =) est nul.
1
Soit donc

a' étant > o.
Alors

a —I1



et par suite
A'aE——-—'—:——A’ LI '—, .
n(n—a) . 1 2 a

D’ailleurs A’—= ,(a)
g'(a)

En résumé,

f(n)

(n+a)y(n+b)...(n+10)

Z (b'—a()_a(')l’—a)[ + > +¢:]’

a b,

résultat qui, encore une fois, se démontrerait simplement sans
I'intervention de la fonction A.

DeuxiimMe cas. — g (n) a toutes ses racines rationnelles et
distinctes. — Dans ce cas, la somme de la série s’exprime au
moyen de nombres algébriques et de fonctions logarithmes.

Puisque les racines de g(n) sont supposées distinctes, I'expres-
sion de la somme ne contient d’aprés le théoréme fondamental que
des nombres rationnels, et la fonction /.

Donc le théoréme que nous avons en vue revient au suivant qui
est celui annoncé plus haut :

Pour des valeurs rationnelles de x, la fonction h(x) s’ex-
prime au moyen de nombres algébriques, de la constante
d’Euler, et de fonctions logarithmes.

Les deux théorémes sont équivalents, démontrons le second.

D’abord on peut supposer que la valeur de x pour laquelle on
veut calculer A (z) est négative, car, d’aprés la formule (6) le
calcul de & pour une valeur positive de 2 se raméne au calcul de
h(—z).

Ensuite on peut supposer
—1<z2o0,

en vertu de la formule (4).
La valeur rationnelle de x pour laquelle on veut calculer z peut
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donc se désigner par

|
QI

avec
g>o0, oSpyg.

Ceci posé on a, d’aprés la formule (1),

T T R o
1

. - I
=—=+C+ —_—
4 qZ?"—P qn

n=1

<

<

et tout revient a calculer la série du second membre. Pour cela nous
partons de la formule

I r —L( —2)
-t = ==
| 2 3 x

qui est, comme on sait, valable pour les valeurs de x dont le mo-
dule est 1, sauf pour la valeur 2 =1.

Faisons donc z égal & une racine ¢g'*"° de I'unité différente de 1,
soit « cette racine. 1l vient :

ou, en réunissant les termes (') dont les vangs différent entre eux
d’an multiple de ¢,

I I - L_—L(l—a).
an—(q—l)+a2qn~(q—2)+"'+aq an“ a

Maintenant, dans cette égalité, faisons a égal successive-

(') On introduit ainsi dans le calcul des séries divergentesz qﬂ_l—[-)’ il suffit

n

de Iirez qnl r ct de ne faire croltre »n indéfiniment que dans le résultat

définitif.
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ment a
2T 2.2iT  —1)2iT
ly
el, e, ..., e 1 ,

puis, multiplions les égalités obtenues par des coefficients A,,
Ray ..oy Ag_y, €t ajoutons ; il vient :

(9) ()\1+)\g+--.—|~)\q—1)2 !

gn—(g—")
2T 2207 20T
s — (=1 — 1
+<Ale" +Ase T 4. .. 4+ dpre ’l) —_—
gn—(9—2)
R TR R T T T S T
2T 2iT
g—p—1 — 2g—p—1)—
+()\|8 T +Me 9 +
2T
[g—0(qg—p—1 — 1
e 7)2__
qn—p
[ PN ceeresanes eees

2T 2iT 20T
(g—1n— g—1 — (g—1(g—1) — 1
+<)\,e T 4+ de 9 4. 4+ hgye 7

qn
20T 2.2iTC (q—12iT
_ R,L(l——e 9, )\2L<l—e 9 ) )\,,_1L<|——e 7 )
= 2T + 22T T 1 2 °
e 9 e 1 e 7 q

Il ne reste plus maintenant qu'a déterminer Xy, o, ..., Aj_y,
par les conditions suivantes : & savoir que les coefficients des
séries dans le premier membre soient tous nuls, sauf celui de la

, . I . ., . . , . T,
série 2———— qui soit égal a 1; et celui de la série Z-—— égal
qn—p qn
a — 1, pour obtenir la valeur de la série qui entre dans la for-
’ 2im

mule (8) en fonction du nombre algébrique e 7 et de fonctions
logarithmes.

On obtient ainsi ¢ équations du premier degré pour les ¢ —1
indéterminées Xy, ko, ..., Ag_,; mais elles sont compatibles, car
en les ajoutant on trouve une identité.

Ezemple :

2 3 . 1 3 N ! !
,, —— = — P ——————— e N —— e o
l( '3) 2+C+A2n(3n——2) 2+C+3Z(3n——2 .‘in)

n=t n=1
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[’égalité (9) devient ici

(7\|+)\2)i 3"1_2 -+ ()\1 e-’-’;-‘_‘_ Ay e%‘f)i
n=1 n=1
0T, es"")Z In

n=1

)\,L(l—e 3 ) 7~,L(|-—e 3 )
-+

T LiTC

3n—1

Posons

T ’

lo Ol‘n
I’équation X, e s + hae ® =—1 se trouve satisfaite et 'on trouve

2( : ——_'_): L(l—eT)+IJ<1—fT)

In—o 3n

2w T
i—e? 1—e ®
=_;§ 1”/3(..084161)
et
/:(—-3>=-—§+, _1‘3+"‘/3
3 2
On en tire
1 2 3 3 /3
h(g>_h<—§)+i_0+-m AN
4\ _ . (1 3 =3
h(§>_—h(§)——3—c—%+—L3+—6—;

..........................................

On peut méme donner une expression générale de 2 <—£> en

résolvant les équations en ) par la régle de Cramer.
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dutres exemples :

2____' =2(1—L2) =0,6137,

n(2n--1)

1 3 =3
Zm =3— L3 ——5= =0,445,

1 3
Zn(gn’—-l) = ;(LS—— b

Nous vérifions sur ces exemples ce que nous avons annoncé au
début de ce travail. Si ces séries se présentent dans un calcul
numérique, il est plus simple de les calculer par leurs expres-
sions aux seconds membres, que directement.

Remarque. — 87 les racines de g(n) étant commensurables,
leurs différences deux a deux sont entiéres, la somme est un
nombre commensurable.

Car les nombres désignés plus haut par a, b, ..., ! différent entre
eux d’entiers ¢, les quantités k(a), k(b), ..., h(l)sont égales a
des nombres rationnels prés, on peut les réduire a la seule quan-
tité & (a). Comme de plus A + B +...=o, le coefficient de i (a)
disparait

Exemple :

2(2n—1)l(2n+3) = li
Voici une formule plus générale ('); soient
C, €C— {1, .euy C—{p,s 1< ge<l... < qp,
les racines du dénominateur; soit

e 1 - 7] %p
-+ .0t ——
n—c¢ n—c¢-+qy n—c—+4qp

le terme général décomposé en éléments simples, la somme de la

(') E. FaBrY, Théorie des seéries a lermes constants, p. 79, Paris, Hermann,
g,
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série est

1 1 I
2 -+ e
—Cc+1 —c42 —c+q

1 1
—(10+1‘)<:—Z—1‘—_71+—l_ e m) -+

+()\0+)'+...+ql,)<

. ‘
—_— )
C (- c+qp

TrotsiiMe cas. — Les polynomes f(n) et g (n) ne contiennent
que des puissances paires de n.

. . (n s . .
Alors, dans la décomposition de {(n; en éléments simples, a
[
chaque terme
Aa

Ar—a) (a#o0)
correspond le terme
ANa
n(n+ a)'
Or
A’azm = A [/L(— a)—C+ é]
et

] I
A’X-—-—-—:—A’ h(a)—C— L].
@ n(n—+a) [ (a) a}
Ces deux sommes en se réunissant donnent

A'[h(— a)—h(a)+ 3]

a
ou

A’ [—zcot('r:a)—i— é] ,

donc la fonction A disparait dans ces termes.
Il y a ensuite des termes de la forme

AE(T-i—a)F

a chacun desquels correspond le terme

1
=AY
Or

AN 1 _ A _ __dP-Veo(ma)
'\/—i(n—-a)" T a2l (p—1) hir-t(a) —= dar !
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el

1
(—l)"Az oy

= ___A__ l(_[)ph(p—!)(_ a) —_—

d\p-1) cot(w )
1.2...(p—1) :

dar—1
Ces deux termes, en se réunissant, donnent

A
1.2...(p—1)

’

. -1 cot(x
R O )

c’est-a-dire, d’aprés la formule (-),.

\ (—np = dr-1cot(wa)
! ar 120 . (p—1) dar—1 ’

de sorte que la lonction & disparait aussi dans ces termes. Restent
enfin les termes correspondant @ @ = o et qui sont de la forme

A
n2k '

1 2218y
"Z‘ﬁﬁ =4 1.2...(2k)

B, étant un nombre rationnel, le A¢™* nombre de Bernoulli.

Or, on sait que

Exemples :

Z ! = . K cotra
nt—a? = 2a! 2a o
2 1 I 7w et e-Ta
—— = e e e—
nt+ a? 2a? a eTe— e-ma
1 I w(eT+ e T)
P
nt+ 4 8 8(em— e T)
2 I 1 w3 cosma 3m? 3mcotna
(n?*—a?)® = 2a% 8a? sinina 16a*sin?ta 16a5
2 1 1 3 n2
(4n2—1) ~ 2 64
QuaTriEME cAs. — g (n) a ses racines entiéres, mais mul-
. : 1
tiples. — Dans ce cas, les termes de la forme 2—-——-—— sont
n(n—a)

. . 1 \ N
rationnels; ceux de la forme 2(—,—1—(‘)5‘(7> 1) se raménent immé-
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diatement a 2#: somme qu’on désigne par {(2) ou encore a
(=1t
rationnelle de =; sinon, ce sont des transcendantes sans aucun
rapport connu avec les transcendantes algébriques, circulaires, etc.

Il peat d’ailleurs arriver que ces derniers termes disparaissent.

hf=4) (1). Si p est pair, ils s’expriment en fonction

Exemple :

Tn(n+1)-+2
ns(n—+1)8

Y| 2 3 2 2 3 2
”Z[ﬁ_ﬁ_’*+?-—(n+l)5 _—(n+1)'+—(n+1)3]
=2L(5) —38(4)+2¢(3)

—2[8(3) —1] —3[L(4) — 1] —2[L(3)—1]

=—6§(4)+7=7——-l—=o,5062.

bl
-

CiNQUIEME cAs. — g(n) a ses racines commensurables et mul-
tiples. — La série proposée se raméne a des séries de la forme

I
2Ee=oE Y

ol I'on peut supposer o << p<g. Nous disons que ce sont les séries
de période q.

1° Soit g =1. Alors p =1, la série est
1 :
Py i £(a).

2 g=2. Alors p=1 ou p=2.
Si p=1, la série est

s (- w)we

Si p=12, la série est

Z(a;)a = ala‘:(“ '

3° g=3. Alors p=1, 2, 3.
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pNereryd

c’est une transcendante nouvelle ('), appelons-la

Cs,2(a).

)
2(—?;-%[_——;)—“ = (1 - 3la)c(“)—§3,2(1)

Si p=1, la série est

Sip=2

Si p=3,
1 v
2 G~ w

4° g=4. Alors p=1, 2, 3, 4.

Slp: 1,
1

Z(&n_g)a

est une transcendante nouvelle ; 5 («).
Si pP=2,

I 1 I
Z(Lfn—z)ac = ;E(l— ;&)ﬁ(a)
E(4"——'— 0N~ (' - 2_15) 8(a) — Gia(a).

2(‘4# = ).
5° g = nombre premier impair quelconque. Alors
pP=1,2, ..., q.
Pour p=1, 2, ..., ¢ — 2, on a des transcendantes nouvelles
Cq,q—:(“)’ Carg—2(2)y vty tq,x(“)-

Pourp=gq, on a

1 t
2t = 55

(') Tout au moins elle n’a pas ¢Lé ramence aux transcendantes précédentes.

XL. 5
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Enfin pour p=¢—1, on a

X e = (1= 22 U0 = ()~ Lpea (= = L)

6° g quelconque
P=1,2 ...y q,
d’ou les ¢ séries

1 1 1
E[q(n—l)+ll°" 2[q(n—l)+2]°" Y Z[q(n—l)+q]°"

Celles de la forme

1
E[q(n—r)—&—p]“’
ou p n’est pas premier & ¢, s'expriment par des séries de période
inférieure a ¢.
Restent les séries

1
% Z[Q(n—1)+r,]a Zm, vees

(10)
2[9("—')+rq)w/)]“

Fyy Iy oo, Torg) élant les entiers positifs plus petits que ¢ et pre-
miers avec lui. Mais elles ne constituent pas o (g) transcendantes
nouvelles. En effet, soient & un diviseur de ¢ et 7 un nombre de la
suite ry, I'zy ..., I'g(g); OD &

E[q(n——l)-«—r]“ Z[q(/l——l)—t—d—i— 1]“

E[q(n—1)+(2_,)d+,] Em

+

On pourra écrire A(g)¢(g) telles relations, A(g) étant le
nombre des diviseurs de ¢. Mais elles ne sont pas toutes distinctes.

Lorsque g est premier, il y en a deux distinctes, par conséquent
toutes les séries de période g s’expriment en fonction de ¢ — 2
d’entre elles et de séries de périodes moindres.

Lorsque g estune puissance d’'un nombre premier[g = p* (1> 1],
il y en a p*=2(2p —1). Par conséquent, toutes les séries de
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période p* s’expriment en fonction de p*~2 (p— 1)? d’entre elles
et de séries de période moindre.

Lorsque g=2p* (p premier impair), le nombre des relations
distinctes est ¢, et par conséquent toutes les séries de période ¢

s'expriment en fonction de séries de périodes moindres.
Exemple ¢=6, on a

2 [—G(n——-'—I)TI]_“ =‘<l+ ;%\) Ca,2(2) — ,ZL“ ('_ 3!02) £(a),
E m = ;lata,:(a),
S s w (o w)

]

2 m =5 (1— ;7> §(a)— ;';ta,z(a),
oy = (1 )t = (14 52 )

2 ____I____ = ,,I,A?‘(z‘
6(n—D 67 6>

Il serait intéressant de faire le compte des séries indépendantes
de périodes ¢ pour ¢ quelconque.
D’ailleurs ces fonctions

1
Cn,n(a) =2m’

auxquelles on est ramené, donnent encore lieu aux remarques sui-
vantes :

Cak(a)+Ca_rk(a) est exprimable pour a pair;

Cak (@) —Ch_kk() pour « impair, en fonction des transcen-
2km 2km
dantes =, cos =5 sur ——-

Par exemple

q7l

1 I
2 Br—D+1P *Z Br—0+2F 813 0,88402.

Ces derniers résultats se trouvent déja dans Euler (*). On les
retrouve comme cas particuliers des théorémes précédents.

(') Voir E. CaHEN, Sur la fonction {(s) et sur des fonctions analogues
Chap. I, n° 49 (Annales de I’Ecole Normale supérieure, 1894 ).



