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Sur l'intégration de quelques équations différentielles; par L. V. TURQUAN.
(Séance du 25 février J874)

J'ai intégré quelques équations différentielles en les convertissant en
équations aux différences partielles d'une fonction de deux variables. Ce
procédé peut paraître détourné, mais n'a rien qui puisse surprendre, car
on sait trouver les intégrales générales de plusieurs équations aux diffé-
rences partielles, tandis que certaines équations différentielles ordinaires
n'ont pu encore être intégrées en termes finis, c'est-à-dire ramenées à des
quadratures. Ce procédé peut d^ailleurs, dans certains cas, donner les
intégrales d'équations différentielles qui résistent aux procédés connus
jusqu'ici. Un des exemples que je traite est, je crois, dans ce cas.

1° Soit
(1) F(^,g)=0,

une équation différentielle du premier ordre, algébrique et d'un degré
duquelconque par rapport à , - • Je poserai

^=Ti/.
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T étant une fonction connue quelconque d'une nouvelle variable t. J'aurai

£=o=^. -•«• IK-
^ ^T „ , d\
Jt^^Tt^ dou ^^ÏT

Je porte ces valeurs de -^ et de y dans l'équation (1), qui devient ainsi
ÛX

une équation aux différences partielles de 2, mais qui ne contient pas cette
fonction, savoir

(2) ^(x^p,q)=0.

Or Lagrange a fait dépendre l'intégration de l'équation (2) de celle des
équations aux différences partielles simultanées

d^dp d ^ d p _ _ _ d ^
{à) dp d x ' d q dt~~ dx

d(Q dp dw dq _ dw
(4) dp dx dq ~dt ~"~ Tt'

dans lesquelles p et q désignent deux fonctions des variables indépendantes
x et (. Ces deux fonctions p et g doivent satisfaire en outre à la condi-
tion dz =pdx-\- qdt, ou vérifier les relations

dz dz
dï^^9'

Si on pose les équations
dx ___ dt _ — dp _ —dq
dcp rfîp dw ricp
dp dq dx dt

(5)

et qu'on en tire deux intégrales particulières
(6) fi(^t,p,q) == ai, f^t,p,q) == ûî,

dont l'équation (2) ne soit pas un cas particulier, et a^ a^ étant deux con-
stantes arbitraires, le système de ces deux intégrales constituera une inté-
grale particulière des équations (5) et (4) ; car on peut vérifier qu'elles

fournissent des valeurs de-^, p, -A -3-, qui satisfont aux équations (5)' d x d t ' dx dt9

et (4).
D'ailleurs on a aussi

(7)
dpdx + dqdt — dpdx — dqdt __ dx

riœ dw dw , rfcp , d^-L dp + — dq + — dx 4- — dt —dp ' dq ' dx dt dp
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et comme le numérateur du premier des rapports égaux (7) est nul, le dé-
nominateur du même rapport,

rfo dcp dw d(Q ,
^dp+^dq+^dx+^dt,

doit être nul aussi. Ce qui fait voir que l'équation (2) est aussi une inté-
grale particulière des équations (5).

On a en outre

"" 'o^î- 1-î,'-.
par conséquent, si, entre les équations (2), (6) et (8), on élimine p, </, ( et

^, on aura une relation entre x, y et deux constantes arbitraires

(9) f(x,y^a,)=^

qui devra renfermer comme cas particulier l'intégrale de l'équation pro-

posée F (x, y , ̂ \ = 0, et qui deviendra cette intégrale, si on établit entre

les constantes une relation convenable.
Cette relation doit être telle que si on différentie' f(x,y,a^a^) = 0 pour

an tirer ^, et porter cette dérivée de y dans l'équation proposée

F (^î2 /»^) =0, on trouve une identité. Donc l'équation (1), après qu'on
aura effectué ces opérations, se changera en une équation entre les deux
constantes a^ rtg, seulement, qui sera la relation cherchée.

On voit qu'on pourra obtenir par cette méthode l'intégrale d'une équa-
tion différentielle donnée, chaque fois qu'on pourra obtenir deux inté-
grales particulières du système

cLc _ dt _ — dp _ — dq
d<û d<ç d<Q d^
dp dq dx dt

et distinctes de y (.z, (, p, q) = b.
On choisira la fonction T de manière à faciliter les intégrations. J'ai pris

ordinairement T === ^ ou T == e1.
2° Premier exemple : Intégration de l'équation

g+^—
Je fais

»=y^,
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d'où

g==^y=^.

L'équation proposée devient ainsi

p» -t-^^e^4-^.

Je poserai ensuite
^ _ d q _ d p __ dq

npîi-i ~~ n})f-l ae^-1-^ ~~ ^û;c+^9

équations d'où l'on tire
, adq . aq -4- cdp == —', puis p = -"——.' n r * n

c étant une constante.
J'ai aussi

pdx + qdt_ dq
n(p" + &<f) ~ ne^^-^

d'où
pria; 4- grf< == dq.

On peut éliminer pdx, car

p^_ P^ _(ag4-c)^
' bq»-^ b^-^ *

Ainsi

âï^^^
, n^q^dq
"''—(aq+cy^n^

et
^ n^-^dg

~J {aq + c)» + ̂ »t

la constante arbitraire étant renfermée sous le signe /.
Alors, remplaçant dansp" + bq11 = e^^^p et t par leurs valeurs en fonc-

tion de g, on aura

•O ^^-""f^^w
ce qui donne une relation entre x et ç.

On a aussi

!/==^-S
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d*où

— r—""^9"-^1^9—
(2) y^=qe J [aq+c^+~^n^

ce qui donne une relation entre y et q. Il n'y aura plus qu'à éliminer q
entre (1) et (2) pour avoir l'intégrale demandée. On peut aussi regarder
les équations (1) et ('2) comme représentant cette intégrale, et la question
est ramenée à de simples quadratures.

5° Deuxième exemple : Intégration de

A^^A^ÈS+A^^;+...+A„-^-^-.^+.W=0.

où X représente une fonction quelconque de la variable x, et A,ApAa, . . . ,
A71-1^ des nombres quelconques.

Je fais
z == ye\

d'où
du . ,
-^==pe-(, y=qe-t.dx-^^ ) 'î~^

Par là il vient

(1) Ap» + AiXp"-^ + À2Xy-2^+ ... 4- A^.iX»-^"-i 4- A^XY= 0.

Je pose
____________dx____________
n^-i 4- (n — l)AiXp"-2ç + ... + A^-iX^-^^-i

____________dt__________
""A^-1 + 2AaXy-2ç + ... 4- nA^Ï-1

_ ___________— dp _ — dq
~~ X^A^»-^ + ̂ AgX^-V + ... + n^^-^qn ~ "(T"'

On voit d'abord que
pdx 4- ,qdt •==- 0,

que
qdt _ dp
~\~~J~\7Ï

^Q\\pdx=-p et, par suite, p==cmX, c étant une constante arbitraire,

et m une racine de l'équation

(2) A^ 4- ^un-i 4- A^"-2 4- ... + A^-.iu 4- \n == 0-
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On a aussi dq == 0, d'où q = c^ c^ étant une nouvelle constante. Ces valeurs
dep et q, portées dans l'équation (1), donnent

AcWX" + A^-^XW^1 + ... + A^icc^mX» + A^X»^ 0,
ou

(/• \» //» \ n—l //» \
A £ m"4-A(-) m"-^+...4-A»-i(- m4-A,=0,

^i/ V^i/ Ve!/

d'où l'on voit que c=c^
D'autre part, l'équation pdx-{-qdt==0^ si l'on tient compte des résultats

obtenus, devient
cdt == — pdx === — cm\dx,

d'où

t == — m fx^, ^ = e-»^^.

Comme y ==qe~'\ on a

y rrzce"1^^.

Nous pouvons supposer la constante qui doit accompagner f\àx con-

logj
tenue dans c; ie vois donc que m •=- „ v jj X dx

Enfin, m étant une racine de l'équation (2), j'ai pour l'intégrale de-
mandée

(^ rf ^^v'1 logyc
^Txi/ + ̂ WJ + - + A"-1 Tx^Att== 0-

On peut arriver plus simplement à ce résultat. On pose

(5) l=m,X,

et l'on voit que cette valeur de —/- satisfera à l'équation proposée, si m est

racine de l'équation (2). Or, en intégrant l'équation (5), on trouve

y == ce^^

^cd'où m== ; et cette valeur de m, portée dans (2), donnera l'inté-J \ dsc
gralc ehercbée. C'est celle que nous avons trouvée.
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4° Remarque. — Si Fon a

AÎ»+A1^^^+V(^)2^+•••+A.-^,2/)-

011 fera ctc^171^^' ^tant une racine de

A^+A^-i + A^"-2 + ... 4-An-iM+A^= 0 ;

et si l'on sait intégrer (^=mf(x,y}, on aura une équation entre x,y,m

et une constante arbitraire. L'élimination de m entre cette équation et la
suivante

Kmn+h^m^.-t-A^~st+ ...+A»-iw+A^==0,

donnera l'intégrale de l'équation proposée.
Si, par exemple, on a

AÊ+l.£-;+•••+•-.â+•.=»•
dit ., y__n

on posera ̂  == m, d ou y — c == mx et w == ^——, et l'intégrale deman-
dée sera

•^^(^r-^-.'T'—'.
QUESTIONS

Trouver tous les couples de courbes qui jouissent de la propriété sui-
vante : D'un point quelconque de l'espace, les deux courbes paraissent se
couper à angle droit? (MANNHEIM.)

Étant donnée une courbe dont on connaît le. degré, la classe et les sin-
gularités, étudier le lieu des points d'où l'on peut mener à la courbe deux
tangentes égales. Déterminer son degré, sa classe et ses singularités.

Même question, les tangentes égales étant menées à deux courbes dis-
tinctes- (LAGUERRE.)


