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SUR LES CARACTERISTIQUES DES SYSTEMES
AUX DERIVEES PARTIELLES;

Par M. Hapamarn.

Beudon (') est parvenu a étendre au cas d'une équation aux
dérivées partielles, a un nombre quelconque de variables indépen-
dantes, la nolion de caractéristique.

J’ai pu obtenir le méme résultat (2) relalivement aux systémes
de p équalions & p fonctions inconnues qui salisfont a la condition
postulée par Cauchy et M™¢ Kowalewski dans la démonstration de
leur célébre théoréme fondamental, c’est-a-dire qui sont résolubles
par rapport aux d¢rivées d’ordre le plus élevé des inconnues rela-
tivement & une méme variable indépendante.

Mais on sait aujourd’hluikque le cas ol la ¢condition précédente
peut éire réalisée est loin d’étre entiérement général. M. Bour-
let (3) a indiqué des systémes qui, par aucun changement de
variables indépendantes, ne peuvent étre ramenés a la forme de
Mme Kowalewski.

1l est a remarquer qu’on n’a point besoin de recourir & des sys-
ttmes formés ad hoc pour rencontrer cetle circonslance singu-
licre : elle se présente dans I'un des plus connus ct des plus im-
portants que la Géométrie moderne ait eu a considérer: je veux
parler des équations de la déformation des surfaces

(%)2*‘ <%),+ (Z—Z\)a= E(x,¢),

Jr dz Oy dy 03 03
Q) ou. ov * u ou W ou

Y () G

Il est visible que de telles équations ne sont pas résolubles par

F(u,v),

G(u,v).

(') Ce Bulletin, année 1897, p. 108-120.
(®) Legons sur la propagation des ondes, Chap. VII.
(3) Thése (Annales de I’Ecole normale supérieure, suppl., 18q1).
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rapport a %2’ %)u—/, g—z; et il est non moins évident qu’clles ne sau-
raient le devenir par un changement de variables indépendantes,
puisque ce changement n’altére que la forme des seconds membres
et non celle des premiers.

MM. Méray et Riquier d’une part, M. Delassus de 'autre, ont
appris a trouver les conditions d’existence des intégrales, non
seulement ‘pour les sysi¢émes dont je viens de parler, mais aussi
pour ceux ol le nombre des inconnues n’est pas égal 3 celui des
équations. En reprenant leurs travaux pour y étadier de plus prés
I’influence des changements de variables, on parviendrait évidem-
ment 4 une théorie entiérement généraie des caractéristiques.

Beudon a fait un premier pas dans cette voie ('), en ce qui
regarde les systémes de plusieurs équations a une seule fonction
inconnue.

Nous resterons, au contraire, dans I’hypothése ou le nombre
des équations et celui des inconnues sont égaux entre eux, et
donnerons quelques indications sur la maniére dont interviennent
les caractéristiques dans celle hypothése.

Soit, par exemple, avec les nolations de I'Ouvrage cité (2), le
systéme de trois équations de second ordre

zai/.-Pi/.--*—Ebu-q:'k +20M"ik + ! =o,
ik

_
(2) Zall‘l;[’ik +}-bh:qik+26h ra+1U=o,

( 2“';"1:1’:‘/:4—21’7% qik +EC'}/‘-":‘/:+ "=,
aux trois fonctions inconnues u, 0, w et linéaires par rapport aux
dérivées secondes (*). Les variables indépendantes sont z,,
Loy oony Zn.

Sil'on se donne les valeurs de w«, v, w et de leurs dérivées pre-
miéres sur la multiplicité

(3) ‘T/z:f(-z'hxh“-»xn—l)v

Annales de U’Ecole normale supérieure, 18g6. )

Legons sur la propagation des ondes, Chap. VII, § I.

On sait que cette hypolhése ne restreint pas la généralité.
XXXIY.
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les dérivées secondes puny Guny 'nn sont fournies par les équa-
tions (')

s Apnn + Ban + Crun +K =o,

(li) Alpnn -+ BIan‘F Cron+X =o,
( A'pun+ B”an +C'rpp+ K=o,
avece
/] .
A=zaikpil)ln P,‘:-é%.—. (t=1,2,...,n—1), P,=—1
i

et des expressions analogues pour B, ....

Lorsque le systéme donné est susceptible d’étre mis sous la
forme de M™* Kowalewski, la condition pour que la multiplicité (3)
soit caractéristique est donnée par I'équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre

A B C
(5) H=| A B ¢
A’ B” C”

Si elle est vérifiée, sans que tous les mineurs de H soient nals,
les équations (4) (si elles sont compatibles) ne déterminent plus
entiérement Puuy, Guny Tna b ces quantités dépendent encore d'un
paramétre inconnu p. Mais la considération des dérivées troisiémes
montre que ce paramétre doit vérifier, sur la multiplicité (3),
I'équation aux dérivées partielles du premier ordre

n=1
> dp oH
(6) dz; oP;

i=1

— N =o,

qui lie entre elles les valeurs de p sur chacune des lignes (bicarac-
téristiques) définies par les équations diflérentielles

fl dr,_,

ES) (“’.—) ()

Moyennant cette équation (6), les dérivées troisiémes deviennent
a leur tour indéterminées et dépendent, a leur tour, d’un para-

(') Loc. cit.. p. 237.

‘i
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métre arbitraire p,, assujetti a 'équation dillérentielle

in=1
dp, o1
dz; oP;

=1

(6") +Ni=o
et ainsi de suite.

N est (en général) quadralique en p. Mais N, est linéaire en p,
et, de méme, les équations analogues servant a calculer les déri-
vées suivantes sont linéaires par rapport aux inconnues qu’elles
doivent déterminer. De plus, le coefficient de ces inconnues est
chaque fois le méme, savoir

oN
0o

)

Cela posé, passons aux systémes qui ne peuvent pas éilre mis
sous la forme de M™¢ Kowalewski.

Ces systémes sont caractérisés par cette circonstance que
Uéquation H = o est une identité.

S’il en est ainsi, sur chaque multiplicité (3), les équations (4)
forment un systéme indéterminé : leur solution dépend (en
général) d’un paramétre o, qui satisfait encore a 'équation (6).
Mais ici cetle équalion est unc équalion en termes finis, savoir
une équation quadratique N = o.

Cette équation, une fois résolue, I’équation en p,, savoir I'équa-
tion (6'), ainsi que toutes les équations analogues suivantes, sont
également en termes finis et méme du premier degré.

En un mot, ici, comme dans le cas ot H n’était pas identique-
ment nul, les dérivées successives des inconnues sont déterminées
d’une maniére parfaitement univoque.

La condition pour qu’il n’en soit plus ainsi est

autrement dit que I’équation N = o ait une racine double.

C’est cette condition qui définit les caractéristiques.

Iy

Il resterait, bien entendu, a rechercher (en la supposant véri-
fiée) ce qu’on doit entendre par bicaractéristiques.
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i, par exemple, on applique ceci aux systémes (1), on trouve
Si, p ple, on appliq yst t
que les caractéristiques de ce systéme ne sont autres que les lignes
asymptotiques des surfaces correspondantes.
C’est bien le résultat que 'on obtient dans I'étude du probléme

e la déformation, mais cet énoncé n’avait jusqu'ici de sens que
de la déf tion, té "avait jusq d q
grice a la réduction du systéme & une équalion unique.



