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SUR QUELQUES INEGALITES DANS LA THEORIE DE LA FONCTION {(s)
DE RIEMANN;

Par M. E. Laxpav.

I.
La fonction {(s) de Riemann est définie, pour R(s) > 1, par la

série

(1 {OEDIY

n=1

on sait d’ailleurs que (s — 1) {(s) est une fonction entiére de s.

D’aprés I'égalité (1), §(s) reste finie si, la partie réelle ¢ de
s =0+ ti étant fixe et supérieure & 1, la partie imaginaire ¢
devient infinie; en effet, on a toujours, pour ¢ >1,

3 s Bl B v
n=1 n=1 n=1

Pour 0 < o<1, domaine out §(s) peut éire représentée par la
série

(2) C(s)=l+£-,+§§;;'r, ((7:}3;::—,7:?.)*(712.—):(’

1
no+ti

I8(e+&)| =
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M. Mellin (') a démontré le théoréme suivaut :

Si o reste fixe et si t va a Uinfini positif (2), on a
3) [8(e+ )| = 0(e1-9) (?), pour o<a<y,
€3 |§(e + t&)| = O(log¢), pour c=1I.

Voici d’abord une démonstration simplifiée de la formule (3) de
M. Mellin (*) :
Le terme général de la somme qui figure dans I’égalité (2) étant
identique a
'_ udu
(n+ uy+1’

celte égalité peut s’écrire

® <<‘>"+—+Z§s—n(w—+ﬂﬁ‘ﬁ)+<n—lmf

2 f udu
(n—+ u)\-H

n=m+1

m étant un entier arbitraire dont nous disposerons bientét; (o) se
réduit &
m-+1

1
wdu
0 t0= ik e S 3 [ e
(6) &) s—1 (m-—l—ly— n_ln* i) (n+ u)s+!
Donc
m+1 ©
1 I I . ~ 1
o+t . Z— 6+ U z‘ —_—
(7) [¥(e+ )] |o—1+te] (m,-.—.y:—l‘" nu'+l I n\+o
n=1 n=m-+1

(') Eine Formel fiir den Logarithmus transcendenter Funktionen von
endlichem Geschlecht (Acta Societatis Scientiarum Fennicce, t. XXIX, n° 4,
1900, P. 48-49).

(2) 11 suffit, en vertu de |{(o+ ti)|=|% (o — )|, de considérer les valeurs
positives de ¢.

(®) Yentends par O(g(¢)), comme d’habitude, une fonction de ¢ telle que son
quotient par g(¢) reste compris, pour ¢ = ax, entre deux limites (inies.

(%) Quant a la formule (4) de M. Mellin, qui n’interviendra pas dans la suite,
on en trouvera une démonstration analoguc dans mes travaux : Ueber die su
einem algebraischen Zahlkorper geliorige Zetafunction und die Ausdehnung
der Tschebyschefschen Primszallentheorie awf das Problem der Verteilung
der Primideale (Journal fir die reine und angewandte Mathematik, t. CXXV,
1903, p. 90) et Neuer Beweis des I’rimsallsatses und Beweis des Primideal-
satzes (Mathematische Annalen, t. LN1, 1903, p. 650-651).



— 231 —

En égalant m au plus grand nombre entier < ¢,
m = [t],

le second membre de (7) est, pour 0 < ¢ <1, de la forme
0 (;‘).O(u—c) + 0(#1-9) + 0(2).0 (g)

d’oti, en vertu de (7),
(3) |:(°‘+li)|=0(t"‘¢), pour 0 <o <1,

ce qui constitue le théoréme de M. Mellin.

Pour o <o << i, M. Mellin (') a encore rendu plus précise
I'inégalité concernant |{(c~+ ¢Z)| en tirant parti de la relation
fonctionnelle de Riemann

(8) L1—s) =2(am)*I(s) cos 2 ¢(s),

de I'inégalité

T . T N T

=(—t+0 (=G —=t -t

2 RPN e 1 4o
Py 2

e

IIA

| w(o+ )|
(9) | €08 — ‘—

et du fait connu que
T
=t
. |T'(e+4ti)|e2
lim ——[ (e e =

(10) u T
= STivas

(8), (9) et (10) donnent, pour 7 constant,

(1 — o —ti)| = O(e—g‘la—;).O(egl).|:(3+ ti)]
1

(n =0<t""'*)-|<<s+m|,

d’ou, pour 1' < 5 <1, cnappliquant (3),

.
=ty =0 72).0¢00)= 0(vA),

(') Loc. eit.. p. 49.
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cn d’autres termes ('), pour 0 < g < ";,

[¢(a+ ti)] = O(v2), .

ce qui est préférable a (3).

Le résultat complet de M. Mellin relatif 4 la bande o <R (s)<1,
le meilleur qu’on posséde aujourd’hui, s’énonce donc de la fagon
suivante :

(12) 15(9)]| = O(ﬁ), pour

(13) [8(s)l=0(¢et-9),  pour

°

A

Q

IIA
© -

N -
A
Q
N

II.

L’objet principal du travail actuel est de prouver les relations
1 1
(14) IC(S)I=0(" ¥ logl)a pour °<°§.-lv

3
(15) %)= 0(d"~iegd), powr Lre<,

1
2
qui sont évidemment, pour toute valeur de ¢ en question, plus
précises que (12) et (13).

Jy parviendrai en appliquant un théoréme remarquable
démontré récemment par M. Voronoi, dans un ordre d’idées tout
‘différent.

Soient
T(r)

le nombre des diviseurs de n et

2(z)= 3\ T(n)
n=1\

la fonction sommatoire; en d’autres termes, le nombre des solu-

(") On n’a qu’'a écrire 1— ¢ au lieu de ¢ et qu’a observer que

13(s + M| =|5(s — &)



tions des inégalités

ou encore .
«=-3[3]

Dirichlet avait démontré que
(16) w(#) =z logz +(2C — 1)z + O0(yz),

ou C désigne la constante d’Euler.

Avant M. Voronoi, personne n’avait réussi 4 trouver une rela-
tion plus précise que (16). M. Voronoi (!) est parvenu, méme par
une méthode élémentaire (n’appliquant pas la théorie des fonc-
tions analyliques) a prouver que

(17) ©(z) =zlogz+(2C—1)z + O(Y/z logz).
Considérons maintenant la fonction
F(s) = {*(s) + {'(s) — 2CL(s).

Clest une fonction entiére, comme on sait. En effet, le seul point
douteux serait s =1, et les développements dans le voisinage
de s =1 sont

{(s) = Py +C 4+ Ci(s—1) 4+.uuy
JO= (:_—'I), + ;?:C—l +(C*+2Cy) +...,
<I($)=—(.‘Tll); +C1 . eeey
—2Cf(s)= —82_C| —2a(C? +eeen
Pour R(s)>1,0na
vn=3T0 o g = Yl
n=1 n=1

(') Sur un probléme du calcul des fonctions asymptotiques (Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, t. CXXV1, 1903, p. 2{1-282).
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La fonction F(s) est donc représentée, au moins pour R(s) >1,
par la série de Dirichlet

iT(n)—logn——zC.

ns ’

n=1

en d’autres termes, on a, pour R(s) > 1,

Qp
(18) F(s)= —-1F’

a,=T(n)—logn—2C.

Cette équation (18) est, du reste, connue (*). On n’a pas manqué
d’observer que, en vertu de (16),

S(x):Ea,,:EtT(n)—logn——zC' =1(.1:)—2|ogn-—--zCz

n=1 n=1 n=t

=zlogr +(2C—1)x —zlogz +z — 2Czx + O0(yz) = 0(V=z),

ce qui prouve la convergence de la série (18) au moins pour
1 “4 . ¢ .0
R(s)> > en verlu d’une propriété bien connue des séries de

Dirichlet. Pareillement, le théoréme (17) montre que

(19) S(z)= ¥ an=0(Vzlogz),

n=1
cc qui prouve la convergence de la série (18), au moins pour

R(s)> % L’égalité (18) est donc valable pour R(s) > é

Examinons maintenant comment se comporte la série au second
1
3
et 1, la partie imaginaire ¢ de s augmente indéfiniment. On a,

membre de (18) si, R(s) = s étant constant et compris entre

(') Voir, par exemple, FraneL, Intermediaire des Mathematiciens, t. III,
1806, p. 103, ou KRONECKER. Vorlesungen iiber Zahlentheorie, t. 1, Leipzig, 1go1,
p. 349-351.
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pour m quelconque,

m ®
iy — Y 2n S S(n)—S(n—1)
ro= R 5 s
n=1 n=m+1
_ " T(n)—1logn—2C S(m)
_E ns + 21 S(n )(n*‘ (n+1)‘>—(m+|)‘
n=1 n=m-+1
“ T(n) < logn - S(m)
=2 ns 2 2_+S S(n)f (n+u)‘+'_(m+l)”
n=1 n=1 n=\ n=m-+1
m T m I - S
Fois 3T - R wac T ke T S s B
n=1 n=1 n=m+1

Nous pouvons appliquer au second membre les relations

m
T
2 ,Ef)=0(nzi—¢lognz) ),
n=1
m
_ﬂ]‘:ﬁ = O(m!i-clogm),
n=1
m
—

;:7, = O (m!-o),

3
-

|S(n)|<A€/Hlogn (pour n22) (2);

E}
nous obliendrons, en posant m = [t"],
3 3 3
|F(s)|=0 (ziu—mlogt>+0<ﬁu mlo"t>+0< " m)
® 3 -
+o(.0 ¥ logr To<\/‘ log ‘>
n—[t"]—e-lna e tic

= 0(:2" logl) + O(t).O(t;(;—a)logt)—i— O(rialost)

= O( “_mlogl).

(') Voir, par exemple, le Mémoire de M. Voronoi, p. 281,
(*) A désigne une constante absolue. Cette inégalité n’cst autre chose que(1q).
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Or, ona

F(s)=28(s) + {'(s) —2Cg(s);
donc, pour% <e<1,
3
12806) + T)—a08(e)] = 0 4" “1oge),
[83(s) | = | — &' (8) +aCL(s)+|L2(s) =+ {'(s) —2CL(s) }],
HIB)
(20) S| (s)|+aClg(s)l +0(t’ logt).
Dans (20), le terme 2C|5(s)| peut étre négligé vis-d-vis du

’ —
dernier terme O(t’(I mlogt), en vertu du théoréme (3) de
M. Mellin
I8(s)| = O(et-).

Quant a |§'(s)|, on peut traiter cette expression par la méthode
appliquée plus haut & |{(s)|. On a, en différentiant (6), pour
R(s)>o,

m+1
ooy 1 1 1 log(m—+1) logn
C(S)——- G—=1 (m+1y—1 s—1 (m1)p— 2’3‘
udu ulog(n + u)
- 2 f(n+u)‘+l 2 [ =+ up+i” du,
I 1 1 log(m—+1)

K’(“""“‘)l-s-' — 1+ Lt (m~41)0—1 |a—l+tl| (m —+1)o—1

m+-1

+2]ogn z Lt o ti] 2 log’f'r:;o—l)

n=1 n=m+l n=m+1

d’ot, pour m =[t], en supposant 0 < o <1 ('),
17(8)]| = (— t"‘") +0 ( logt. tl—c)
+ O(t1—ologt) + O(¢t—9) + O(tlogt.t—9) = O (- logt),

quantité négligeable vis-a-vis du dernier terme de I'inégalité (20)

(') Pour notre objet, il s'agit seulement des valeurs de ¢ comprises entre
lets,
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Cette inégalité se réduit donc a
s \
o)1= 08" "1oge),

3
(21) 21 = 04" yiagz).
Cette relation (21) vient d’étre démontrée pour % <e<1.

Pour % < ¢ <1, on peut conclure de (20) et de

g'_.’.
(1) It:(l—-c——u')|=o(z ').|c(a+ti)|
que .
13
12— o—tiyl = (& 736"" Togz) = 0 (4" yioga);

2
donc, en remplacant ¢ par 1 — g, pour 0 < 7 < 3’

|0 —ai) =[5+ £y = O &7+ yiag),
(22) ey = o6+ yioga).
Pour %< T << %, les deux formules (21) et (22) sont valables;
on voit aisément que, pour i<:r< ;, la premiére est la plus

. 1 Ty
précise et que, pour 3 <ol 5’ cest la seconde.

Jarrive donc au résultat final
1 1 \
LY
(13) |§(s)|=0<t’ i ‘/Iugt), pour o<o‘§:;—,

3
(15) IC(‘\')I=O<tr'“_m|/logl>, pour %§c<|,

annoncé au commencement de ce paragraphe.

Il

Je viens de démontrer un nouveau théoréme sur la fonction £(s),
cn appliquant un théoréme de la théorie ¢lémentaire des fonctions
numériques. Dans un but inverse, je vais maintenant préciser une
formule connue de la théorie élémentaire des fonctions numé-
riques cn me servant de certaines propriétés analytiques de la
fonction J(s) trouvées il y a quelques années.
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Voici la formule connue (!) dont il s’agit :
(23) Qa) = = 2 +0(y3),

ol Q(z) désigne le nombre des nombres Sz qui ne sont divi-
sibles par aucun carré > t, en d’autres termes, qui ne conliennent
chacun de lears facteurs premiers qu'a la premiére puissance. On
peut aussi définir Q(z) par la somme

Q2) =Y tu(n),
n=1

ol p(n) désigne la fonction de Mibius. La relation (23) se dé-
montre, comme on sait, facilement au moyen de I'identité connue

[v=] -
(24) Q=)= N um [ 5]
n=1
/2 en effet, on tire de (24)
[y=]
Q)= X m) (55— 0ux),
n=1
ou
°§en,.r< I
d’ou
[y=] (n) [v=]
Q(z) = x.z p.ni _Z_F(n) 9,.,,-
n=1 n=1
[y=]
=z 3 BB o(yz)
n=1
N 1(n) S m(n)
=2z —x — +0(yz
n=1 » n:%]+l “
= %x+0<x 2 ;:—,-)-G—O(ﬁ)
n:[ﬁ]+l
=3 2+ 0(/z).

(') Voir, par exemple, GEGENBAUER, Asymplotische Gesetze der Zahlen-
theorie (Benlschriften der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in
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Le quotient

QUa)— 5@

(25)
Vo
reste donc compris, pour tous les 221, entre deux limites finjes.
Je prouverai dans ce qui suit que le quotient (23) tend, Bour
x = oo, vers la limite o (*).

Pour cela, j'appliquerai le théoréme suivant, que j'ai déduit’ ( )s
il y a quelques années, des recherches modernes sur la foncuon

{(s) de Riemann :

(26) M(z) = "Zﬂy(n) =0 (m) :
Ona (3)
mﬁ;; !
07 Q@)= gn(”)[ = 2w ]+ Z k[ 5]
= iotog

Wien, Mathemalisch-naturwissenschaftliche Klasse. t. XLIX, 1883, p. 47); et
BERGER, Recherches sur les valeurs moyennes dans la théorie des nombres
(Nova Acta regie Societatis Scientiarum Upsaliensis, 3¢ séric, t. XIV, 1887,
p. 110). i

(1) Yai déja fait allusion a ce théoréme, sans entrer dans les détails, dans mon
Mémoire Ueber die zahlentheoretische Function .u(k) (Sitsungsberichte der
kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, Mathematisch-naturwis-
senschaftliche Klasse, t. CXII, II%, 1903, p. 562, note 3).

() Ueber die asymptotischen Werte einiger zahlentheoretischer Functionen
(Mathematische Annalen, t. LIV, 1go1, p. 585). Dans mon Mémoire cité dans
la note précédente, j'ai démontré un théoréme beaucoup plus précis; mais il me
paralt intéressant de constater que la relation (26) suffit pour ¢ but actuel. On
peut aussi aborder le probléme directement en appliquant 4 la fonction génératrice

yeam=—0e-n _7] <,+ _-_)_ ‘t;((;))

n=1 r

les théorémes sur la fonction §(s).

(*) Pour simplifier, j’éeris les limitcs de sommation sans le signe [ . Une
sommec étenduc de a & b doit sigaificr que la variable parcourt les valeurs entid¢res
de [a] a [6].
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Dans (27), on a d’abord

Jr

|
mlﬁ ) [%]

E, -
jog logx foglogx
2 p(n)(% — O, ) =7 z P-(n) (logfgz)

— 3 Vr
-—-x—a: Z (Ioglogx
VE
In(log.r
6 S M(n)—M(n—1) Vo
=mtT 2 nt +O(loglogz
log logx
6 < I 1
=qe= X Mo (5~ m)
n= '/;
log log x
(| mgz) =) o vz
*e vz T +0(p1egs)
loglogz]
6z+.1:0 — .5
2 fognloglogn n?
W
+xO( vz (loglogx)? +0( vz )
loglogz.logz.log logz z \log log

=%x+x0 "} ——'-—+0< ﬁ>+0<—‘/;——)

wd ntlogn logx log log

_ x
= log logx

=—6;a:+z0 _lo_glogx +0(‘/ )+O(————-‘/x >
T Vz.logz logz log logz
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La dernié¢re somme qui figure dans I'équation (27) est

§ wm [ 5] = § LOBLCENTEY
o E

X

“log log+ log log x
¥
x x
= Z M(n) ([;ﬁ] - [(n+ l)’])
VT
log log.x
vz ] ) z
—M( loglogz - z |*
[loglogz]
JF
n z 2
=0  lognloglogn ([F] - [(n—l—l)’])
.
/7
+ (log logz.logz.loglogx (loglogz)?

o
= ot 2 ([5]-[am]) ~o (%)

x

" = Jog log x
=Ologzl{§logw'[[_‘/;_]’]+o(5[:_w>
log logz
- () -0 (2)
(29) = 0(——‘/”7}32"“”’)-

En combinant (27), (28) et (29), on obtient finalement

Qer= S0 (VT ),

loglogz
d’od
6
Q@)= 7
Iim — — —o. C. Q. F. D.

=T Va

XXXItI, 16



