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SOR QUELQUES INÉGALITÉS DANS LÀ THÉORIE DE LA FONCTION Ç(s)
DE RIEMANN;

Par M. E. LANDAU.

I.

La fonction Ç(^) de Riemann est définie, pour R(s) > i , par la
série

(i) ^=2^
on sait d'ailleurs que (s — i) Ç(^) est une fonction entière de s.

D'après l'égalité (i), 1^(s) reste finie si, la partie réelle (T de
o==(T-4-« étant fixe et supérieure à i, la partie imaginaire t
devient infinie; en effet, on a toujours, pour <r> i ,

i^-^oi- î il̂ i-Èà^)-
n=l n=l n==l

Pour o<o'^i, domaine où ^(s) peut être représentée par la
série
y \ » . / \ t V i l / 1 * \ l )(2) s(t)=•+,^+2;!.--,((TTo^-^)+(ï^T.);^
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M. Mellin (1) a démontré le théorème suivant :

Si <r reste fixe et si t va à l'infini positif (2), on a

(3) |Ç((r-+-^)|=0(<*-<Q (3), pour O<(T<I ,

(4) |î(<ï-+-<0| =0(logQ, ^our <i==î .

Voici d'abord une démonstration simplifiée de la formule (3) de
M. Mellin (4) :

Le terme général de la somme qui figure dans l'égalité (2) étant
identique à

— F 1 udu

J, (7^-+-M)^1>

cette égalité peut s'écrire
m

(5) ç(,)=.^^j^^-^^j

n==l

— v r 1 udu
3 Zd J (/l+M)*'4-1'
n=w-H u

m étant un entier arbitraire dont nous disposerons bientôt; (5) se
réduit à

m -H oe -
/ r \ v / \ ' l V1 î V F U dit(6) ç(,)=^^^-^+^-. ̂  / ^^^'

n=l n==w-+-l

Donc

^'i^^^i-T^i^r-^-^Ï^4-1^^ 1 n^-
n=l ff=m-t-t

( 1 ) Eine Formel fur den LogarUhmus transcendenter Funktionen von
endiichem Geschlecht (Acta Societatis Scientiarum Fennicœ, t. XXIX, n0 4,
1900, p. 48-49)-

(2) II suffit, en vertu de \^{<s 4- ti) |=| Ç(f f — <()|, de considérer les valeurs
positives de t.

(3 ) J'entends par 0(g ('<)), comme d'habitude, une fonction de t telle que son
quotient par g { £ ) reste compris, pour ( == oo, entre deux limites finies.

( 4 ) Quant à la formule (4) de M. Mellin, qui n'interviendra pas dans la suite,
on en trouvera une démonstration analogue dans mes travaux : Ueber die su
einem algebraischen Zahikôrper gehôrige Zetafunction und die Ausdehnung
dcr Tsclï-ebyschefschen Primzahlentheorie auf das Problem der Verteilung
der Primideale (Journal fur die reine und angewandte Mathematik, t. CXXV,
1903, p. 90) et Neuer Beweis des Priinzaldsatzes und Beweis des Primideal-
satzes ( Muthemu duché Annalen, t. LVÎ, 1903, p. ^50-651).
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En égalant m au plus grand nombre entier ^ ^,

m = [ < ] ,

le second membre de (7) est, pour o < <r< i, de la forme

0^.0(<i-<r)+0(<<-<0+ 0(<).0 (^),

d^ù, en vertu de (7),

(3) lî^-^O^O^1--^), pour O < ( T < I ,

ce qui constitue le théorème de M. Mellin.

Pour o - < < r < - > M. Mellin ( < ) a encore rendu plus précise

l'inégalité concernant [Ç(<r+^) | en tirant parti de la relation
fonctionnelle de Riemann

(8) î(l-5)=-2(2^)-^r(5)cOS^Î(5),

de l'inégalité

. "(-(-t-^) .TCl/-<^/»| -^ "f7r(<T-i- ^} _ e1____-4-g2 ^ e « -4-g3/ \ 1 TC ((T -i- £ l ) 1(9) [cos——^—-/

et du fait connu que

(,o) li-nl1^^^..
/,=• T— . /——

< ^TT

(8), (y) et (10) donnent, pour 7 constant,

|2;(l-.o-^|=o(e~2^<T'' i).o(61/.|;(J4-/0|

0.0 =o(/T~ î).]Ç(J-^-^)|,

d^où, pour - << T << i, en appliquant (3),

^(i—,-.^); ==ov'T~2}.o(< l-<ï}= o(//),

< ' ) /̂ >c. r//.. p. /(<,.
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en d'autres termes ( * ), pour o < <r < l- »

lÇ(o+^)|=0(^),

ce qui est préférable à (3).
Le résultat complet de M. Mellin relatif à la bande o<R(^)<i,

le meilleur qu'on possède aujourd'hui, s'énonce donc de la façon
suivante :

(12) |ç(,)[=o(/Ï), pour o«^I,

(13) |Ç(^)l=0(<t-<T), pour ^<i.

II.

L'objet principal du travail actuel est de prouver les relations

(14) IS^^oG^Vioi^ pour o<<i^,
*i

(15) IS^^O^^Viogï), pour ^cr<i,

qui sont évidemment, pour toute valeur de <r en question, plus
précises que (12) et (i3).

J'y parviendrai en appliquant un théorème remarquable
démontré récemment par M. Voronoï, dans un ordre d'idées tout
différent.

Soient
T(n)

le nombre des diviseurs de n et

a'

^)=^T(n)
n==|

la fonction sommatoire; en d'autres termes, le nombre des solu-

(') On n^a qu'à écrire i— 9 au lieu de 9 et qu'à observer que

l^+^^i^-^)!.
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lions des inégalités

xX^.r, x^i, X ^ i ,
oa encore

-w-i[;1-
»==!

Dirichlet avait démontré que

(16) T(3?)==.ploga-4-(2C—i)a?4-0(/a?),

où G désigne la constante d'EuIer.
Avant M. Voronoï, personne n'avait réussi à trouver une rela-

tion plus précise que (16). M. Voronoï ( ( ) est parvenu, même par
une méthode élémentaire (rappliquant pas la théorie des fonc-
tions analytiques) à prouver que

(17) -c(x) =x\oçx+(ïC—i).r-+-0(^îlog3?).

Considérons maintenant la fonction

F(<)=Î<(^)-+-Ç^)-2C^).

C'est une fonction entière, comme on sait. En effet, le seul point
douteux aérait s=i, et les développements dans le voisinage
de s = i sont

^s) == rh"4'0 +ci(5-1)+...,
^(^ (T î ̂ r^î-^4-2^)^---»

^)=-(7^i +cl

—2CÇ(î )= —-2^-—2Cî .4-....

Pour R(A') > i , on a

fo-i;™ •• w-iï
n=l n=i

( ' ) Sur un problème du calcul des fonctions cisymptotigues ( Journal fur
die reine und angewandte Mathematik, t. CXXVI, 1903, p. 2^1-282).
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La fonction ¥ ( s ) est donc représentée, au moins pour B(^) > i,
par la série de Dirichlet

^ T ( / i ) — l o g / i — 2 C
2d /r- ;

n==l

en d'autres termes, on a, pour R(^) > i,

08) F^-Éë'

OU

a,(= T( / i )—log / i—2C.

Celte équation (18) est, du reste, connue (1 ) . On n'a pas manqué
d'observer que, en vertu de (16),

.r JT .f
s(^)=^a"=^!T(/l)-los/^--•2C!=T(>^)•--^los/l---•2ca7

n=i n=l n=l

= x\o^x-}-(ïC — i)x—x loga? + x — 2C.r-+- 0(/3*) = 0(v/.r),

ce qui prouve la convergence de la série (18) au moins pour

R(A*)^>-> en vertu d'une propriété bien connue des séries de

Dirichlel. Pareillement, le théorème (17) montre que

.r

(19) S(.r)=^a,,==0(^îlogjc),
n-^ 1

ce qui prouve la convergence de la série (»8), au moins pour

R(A') > :.• L'égalité (18) est donc valable pour K(A-) > ̂ *

Examinons maintenant comment se comporte la série au second

membre de ( 1 8 ) si, R(^) == T étant constant et compris entre „j
et i, la partie imaginaire t de s augmente indéfiniment. On a,

( * ) Voir, par exemple, FRANEL, Intermédiaire clés Mathématiciens, t. III,
1896, p. io3, ou KRONECKRn, Vorlesungen ùber Zahlentheorief 1 . 1 , Leipzig, 1901,
p. 3'(0-351.
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pour m quelconque,

F / ^ ^ Y ^ * . V S(7i)--S(7i—i)
v / ^/^ ^ i^

n=l n=w4-l

_VT(7i)-log/i--9.C ^ c^/1 1 \ S(w)
"2^—————,?—————+ 2 ^^(^-^^^^(mToî

W = 1 n = w -H

"* m m a»

-VÎlZL) V10871 ..rV I -4-, V <^ ^ F 1 — d u — S(m)^-^--^--n"2^;?-^ 2 s(/^\y, (^^^^^(TH^-T);^
»=1 n=l n=l n=w+l u

w* Ht m „

]F(,)|^yI^.)-t-Ylo^l+•.cy-•--»-/îîTT. y \s(n)\—+^(m)-\-.' " ~ À»à n9 ^à n9 ^ n^ v Ad ' v / ' /i1-^ ( m 4-1)<»
n=l n=l n==.l n===CT+l

Nous pouvons appliquer au second membre les relations
m

^1^ = 0(m«-°logm) (>),

J;!^=0(^-log/K),
n== 1

m

2 ^ =0(m«-<x),
n = l

|S(/i)|<Ay/ilog/i (pour n^î) (î);

nous obtiendrons, en posant 771 === [^^J,

|F(,)|=o(^l-ff'log()+o(^l-<Tllog()+o(^l-ffl)

^o«).o y î 'î.-.-ofî ^
^EÏ].." '̂ \ ^ /

=o(< l""<^l^og<)-+•0(().o(<sv'''^og()+o( i - î<^log()

=o(<3.•-wlog<).

( 1 ) Voir, par exemple) le Mémoire de M. Voronoï, p. 281.
( 2 ) A désigne une constante absolue. Celle inégalité n'est autre chose que09).
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Or, on a

F(«)=î*(*)-i-î'(»)-aCÇ(«);

donc, pour , < v < i,

|Ç*(»)-l-Ç'(«)-!»CÇ(«)|=o(<î(l-<r)log<),
|ç«(,)|=|-Ç'(,)+aCÇ(<)+|Ç*(«)+Ç'(*)-2CÇ(»)(|,

(ao) ^|î'(«)l-^•>C|!;(«)|-^-o(<*(l-<^)log<).

Dans (20), le terme 2C[!^(«)| peut être négligé vis-à-vis du

dernier terme 0\<1 logt), en vertu du théorème (3) de
M. Mellin

K(»)| = 0(<«-»).

Quanta |^'(f)|, on peut traiter cette expression parla méthode
appliquée plus haut à |^(«)|. On a, en différentiant (6), pour
R(s)>o,

r't,\ —— ' ' _ ' log('«-n) _'V lot(«
" / ~ (*—i)* (»*-+- !)*-• * — i (m+i)*-* •41 *

v» ( A udu V< /''«log(n-m)^
- Jd jl (n+u^t^* 2l J. (n+M^î-^.

n=m-(-l »=w-<-l

. w , ^ . <____!____ 1 1 log(m-4-l)
l s v / j = = | (T—l-+-<^| l (W4-I)»-1 |(T--14-^| (W4-1)»-1

.'Viogn îrt î . . . . . . 1 V ^g^"4-1)
^2à^r^ 2à TiT^-^- l̂ 2à n^ 9

»=l n==w-»-l n=w+l

d'où, pour w ==[<], en supposant o < <r < î (1),

lîWl == 0 (7,<1^) +0 (^log<.^)

-+- 0(<l-a log<) 4- 0(<-<Q + 0(< log^.^-») == 0(<l~<» logO,

quantité négligeable vis-à-vis du dernier terme de l'inéçalilé (20)

( 1 ) Pour notre objet, il s'agil seulement des valeurs de 9 comprises entre
et î .
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Celte inégalité se rôdait donc à

lî^l^oG^^lo^),

(21) |^)|=o(^l~<^^ÏOgï).

Cette relation (a i ) vient d^être démontrée pour . < <y < i.

Pour ^ < <r <; i, on peut conclure de (20) et de

(II) 1 Î (1 -<T-<0 |=0( /V . | Î (<T 4-^)|

que ls(.-,-<t•)l=o(<'-y(l-')v^)=o(^l+')/^);
donc, en remplaçant <r par i — <r, pour o < y < - ?

/ i__i __\
|Ç(<y—^)|=.|Ç(<T-h^)|=0^2 l V/îogiÀ

(22) iS^l^o^^y^y

Pour ^<; y<< l? les deux formules (21) et (22) sont valables;
0 -J

on voit aisément que, pour - < 3 > < - ? la première est la plus

précise et que, pour ^ <; y < -» c^est la seconde.

J^arrive donc au résultat final

< * - « ) |S(^) l=o(< 2 4<T v/lui?}, pour o < < r ^ ^ ,

(^) IS(•y) l==o(, r ( l~< 7 )v/ iogï) , pour 1 ^ ^ < I ,

annoncé au commencement de ce paragraphe.

III.

Je viens de démontrer un nouveau théorème sur la foncliou Ç(A'),
en ap|)liquant un théorème de la théorie élémentaire des fonctions
numériques. Dîins un but inverse, je vais maintenant préciser une
formule connue de la théorie élémentaire des fondions numé-
riques en me servant de certaines propriétés analjliques de la
fonriion ï(.v) trouvées il y a quelques îinnccs.
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Voici la formule connue (1) dont il s^agil :

(23) Q(^)=^^+0(^),

où Q(.y) désigne le nombre des nombres ^x qui ne sont divi-
sibles par aucun carré > i, en d^autres termes, qui ne conliennent
chacun de leurs facteurs premiers qu'à la première puissance. On
peut aussi définir Q(*r) par la somme

x

QO^^i^»)!*»
K=l

où y.(n) désigne la fonction de Mubius. La relation (a3) se dé-
monire, comme on sait, facilement au moyen de l'identité connue

W
(24) Qo'^^^ISr

/en effet, on lire de (24)

1̂ 1
OO'")^^'0^-®"-')'

ou
oêe»,^<i,

d'où
t/r] [/T]

Q^-S'^-S-i^71)^
n=l n=l
[/?]—s^0^'v^^^+uw»)
n=l

=^1^- 2; t1?-0^X 7 • ^ - x z ^^^
'•=* n=[^;]+l

=âa?+o^ È ^+o(^)
\ »=[/;]+! /

=^.,+o(^).

( I) ^oir, par exemple, GEGENBAUEH, Asymplolische Gewtze der Zahlen-
t/icorie ( Denise lu'iftcn (1er kaiserlichen Ah'fideinie ffrr Wifffsensc/ffff/eH in
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Le quotient

(2â)
Q(.)-^

^

reste donc compris, pour tous les x^i^ entre deux limitées finies.
Je prouverai dans ce qui suit que le quotient (20) tend, pour
x === oo, vers la limite o ( j ).

Pour cela, j'appliquerai le théorème suivant, que j^ai déduit (2),
il y a quelques années, des recherches modernes sur la fonction
Ç(.î) de Riemann :

.r

(26) M(T) = y u(/i) = o (,—-r-,—} •v } \ î ^\"\ f \\o^x\o^\o^x)
w = l

Ona( 3 )

(.7) Q(^i^)[â]=10^ ^[SF 2 ^[i1-
n==l n==l ^ ^7.

""lOtrIOK.*-

Wiefif Mathemalisch-naturwissenschafiliche Klasse, t. XLIX, i885, p. 47) î et'
BERGER, Recherches sur les valeurs moyennes dans la théorie des nombres
(Nova Acta réglas Societatis ScienUcLrnm Upsallensis, 3« série, t. XIV, 1887,
p. no).

( 1 ) J'ai déjà fait allusion à ce théorème, sans entrer dans les détails, dans mon
Mémoire Ueber die sahlentheorelische FuncUon. p. ( À- ) ( Sitzungsberichte der
kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien^ Mathcmatiscli-nalurwis-
senschafiliche Klasse, t. CXII, II'*, 1903, p. 562, note 3).

(2 ) Ueber die asymptotischen Werte einiger zahlentheorv.tischer FuncUonen
( Mathematische Annalen^ t. LIV, 1901, p. 585). Dans mon Mémoire cité dans
la note précédente, j'ai démontré un théorème beaucoup plus précis; niais il me
paraît intéressant de constater que la relation (r6) sufnt pour Je but adud. On
peut aussi aborder Je problème directement en appliquant à la fonction génératrice

^Q(^-Q(^ )_T- f / , i \ ^).
Lé n- ~ il V '^ p - ) -;(•.«)

les ihéorénics sur la fonction ^(s).
(3 ) Pour simplidcr, j'écris les limites de sommation sans le signe f ]. l i»c

somme étendue de a à b doit signiHer que la variable parcourt les vîticurs cnlirres
d c [ f l r ] à [ A ] .
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Dans (27)5 on a d^bord

2 '(ft)^
/r , -sS—iloclofj- torl-t-r . _ .

= 2 .(»)(5-e».,)- 2 ̂ ^yy
A^_^ y i^+of. ^=A^_^ y i^+of. ^ ")^ ^à »« • \loglog.»-/i;«- -' ^ »* • \loglog.»->

»=—^—

|0(|0(J-

6 '̂  M ( « ) — M ( n — » ) , ^( ^î \
=îix-!c 2< ————^————-)-o^iog^og^^

"loilogx

:^-. 2 ^(^-(ÏTTT,)
/?

"-lotiogjr

M(r-^-i-,) / /- ,\lloeloga?J / ^ { y y \"̂  f Wv—^0^^1^^Liogloga-J

6 n V^ ___n___ '
TCÎ 3' J^ log/i lofflogo n1__ 6 n V^ ___n___ '

~~~ T^ x J^ log/ilogloga n1

^^ ^
lOglOgJt-

, ^ ^ (lQglQg^\ ^/ ^ A
\logloga*.log3*.loglogâ? x ) \loglog.r/

^JL^-^o ^ -,^+of^)+of—^-)TC« ^d ^log/i Vîog.r/ \loglog.r/
__{x

"-ioFiog?

-^-"(X^)-0^)-0^^)
<«•> -ê-°(^?)-
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Là dernière somme qui figure dans l'équation (27) est

^ t/î

2 ^)[5]= 2 iM(»)-M(»-,)ir-'|»=—^- „- /? L J
to»lo».r lo»lo».r^=! s M(")fr^i r •g T)-" \L"'J L("+')'J/

"^^lOflOfJt

- M ( r—^-1 -1') r !e 1\Liogioga-j y j r__ t /ç " |«
L L'ogioga-J J

=0 y ——n—i\3L\-\x_'\\
Al_ log»loglog»\[B«J [(rt-n^ij^

"Efe

+ 0 (loglog.f.log^.logloga-<10^ loSa")t)

-<>,.̂ ^J|j[5K-̂ ]).o(,̂ )
toflofj-

-o v^ r a- i -Y/p \log^iogiog.r- ) ^ r "h yiog^yLLi°g<og.»J J
_nf^'ogloga-\ , o { ^ \

"{ log» ;+0^;

(ao) =o(^Slo^\
\ loga- /

En combinant (27), (28) et (29), on obtient finalement

d'où
Q(a•)=6.p-^o(-Jîa—V"1 \logloga-/'

Q(.r)-^.p
JL"———^———="• C . Q . F . D .

XXXIII. ifi


