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SUR LE CAS D'EXCEPTION DE M. PICARD
ET LES FONCTIONS MULTIFORMES;

Par M. G E O R G E S R É M O U N D O S .

1. Ce travail est le développement d'une Note publiée dans les
Comptes rendus de /'alcade/nie des Sciences (20 juin 1904).
Dans mon Mémoire, qui a été présenté à la Faculté des Sciences
de Paris comme ihèse de l'Université, je fais Fétude des zéros des
fonctions multiformes en étendant le théorème de M. Picard et ses
généralisations à toutes les fonctions ayant un nombre fini de
branches, définies par une équation telle que

/(^,M)==^4-Ai(5)(^-*4-Aî(5)^-«-l-..,-hAv-t(4î)M4-Av(^)=0,

les A((s) étant des fonctions entières ou bien des fondions uni-
formes dans le voisinage d'un point singulier essentiel isolé, et à
certaines classes de fonctions à un nombre infini de bronches
(voir Comptes rendus, 8 février 1904).

J'ai, à plusieurs reprises, signalé le fait que ces recherches ont
pour base un théorème fondamental de la théorie des fonctions,
dû à M. Bord. Ce théorème s'énonce comme il suit :

Si les/onctions entières Qi(<s) croissent moins vite que ̂ (3),
les exposants H/(^) croissant tous plus vif-e que [y-Ç'')]^*^ ou

a est un nombre positif quelconque, I'1 identité

d) Q|(,;)elI*^3)4-Qî(,ï)eH<^s)-^-...-^-Q;,(,;)€II'.(:••>'=o

entraine (') la nullité de tous les coefficients Q/(^).
Dans le cas où les fonctions Q/(^) et H/(^) sont d'ordre fini,

le théorème de M. Bord est susceptible d'une généralisation, grâce
a quelques résultats de MM. Lindelof(2) et Boùtroux (:l).

( l ) Nous supposons que l'identité ne soit pus réductible a uiic au Ire de même
forme cl ayant un nombre moindre d'exponentielles (de termes); en d'autres
termes, nous supposons que toutes les diderences 1 1 , ( - ; ) — H^^) jouissent elles-
mrmes de la propriété de croître plus vile que I ;.».(/•)]' la.

( ï ) Acia Sociclitlix Sf'f'enfieu'ifni Fennicce, t. \ \ \1, n" 1 . K)O».
(•'') Thèse Sur f/nelf/nc^ propricicx (ic:< fonctions c///<';/w (Stockholm, Ccniral-

(rvckfi'ict ),
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2. D'après ces auteurs, si le module maximum M{r) (Tune

fonction entière F(^) satisfait aux inégalités

\ M(r) <^•?(loe^l0or,r»?«...(.lo^^)^-t•^
( 'î ) <

( M ( r ) > e^ (10» rl?l C0?» r)î!l • • • (10^ ̂ î '1,

la première à partir d'une certaine valeur de / 'et la seconde pour
une infinité de valeurs de/'dépassant toute limite donnée, on aura
aussi Finégalilé

(3 ) | F(^) | > e-^^r^^w)^.. (loî^r,?^

pour une infinité de valeurs de /* de module croissant indéfini-
ment. C^est le théorème bien connu de M. Hadamard (sur le
module minimum) précisé.

Dans son travail publié par Y.irl\iv for Malematlk, Astro-
nomie och Fisil\, utgif^etaf /i. S^venska Vetenskapsakademien^
M. Wiman a précisé le théorème de M. Hadamard d\ine autre ma-
nière relativement aux intervalles d'exclusion. D^près ses résul-
tats, la longueur d'un intervalle d^exclusion commençant par /'o
peut être prise égale a /'oV, V étant un nombre positif, aussi petit
que Fon voudra, fixé d^avance.

On en déduit le fait suivant, important pour notre but, à savoir :

Etant donné un. nombre quelconque jini de fonctions en-
tieres, il y a toujours une injinité de valeurs de r de module
croissant indéfiniment^ pour lesquelles toutes ces fonctions
satisfont à l'inégalité (3).

Dans une Noie récente du Bulletin de la Société mathéma-
tique de France (t. XXXII, ipo4, p. 3i4) nous avons précisé
davantage le théorème de M. Hadamard concernant les points
d^cxclusion, mais sans utiliser la définition d\)rdre de M(/') plus
précise de MM. Lindelof et tioutroux.

3. En précisant un résultat de M. Bord, M. tioutroux a pu
énoncer un théorème très important sur la croissance de la dérivée
d'une fonction entière : il a démoniré <|ue, si l'on exclut du champ
d<î la variable ccriaiiics aires fermées entourant les pôles, aires
dont la somme peut èlrc rendue négligeable, la dérivée logarith-
mimie (l^uiie ronchon cnlièrc (le ^enre fini est comparable, par-
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tout ailleurs, à une puissance finie de la variable ( Thèse, deuxième
Partie).
Il résulte immédiatement de là que, si une fonction F(J) satisfait

aux inégalités (2), il en sera de même de sa dérivée I^(^), pourvu
que Fon y remplace e par ei<;s. En d'autres termes, la dérivée
F'(^) a le même ordre (p, pi, p.», .. ., p^.) que la fonction F(-s),
même lorsqu^on attribue à la notion de Fordre le sens plus large
considéré par M. Lindelôf.

Considérons maintenant un nombre fini de fondions F|(^),
^a^)» • • • ? F^(^) d'ordre (p, pi, 03, • . . , p^j.) et une fonction
R(F,,Fa, ...,F^) rationnelle (•) par rapporta F<(^), Fa(^), ...,
Fw(.5); il est clair que les résultats ci-dessus indiqués nous con-
duisent à la conclusion que le module de la fonction

^(5)=R[Fi(^),F,( . î) , ...,F,,,(3)]

sera compris sur une infinité de cercles de rayons croissant
indéfiniment [cf. BOHEL, Sur les zéros des fonctions entières
(Acta mathematica, t. XX, 1897)], entre

^(log/•)P^(lo^r)^...^lo^/•)P;*+l cl e-^^S''1^^1'^---1^''^^

Des lors, il est aisé, en utilisant les résultais c\posés plus liant
et en suivant exactement le procédé par lequel M. Bord a démon-
tré son théorème, d'établir le théorème suivant :

Si les fondions Q<(^) croissent inoins vite que

^ (log r^ » (loya /•)?»... (IO»C(A /-)^

tandis que les fonctions 1I/(^) croissent plus vite que

^•?<log / •>?« , log^-(?.«...(lo}.^r,?;^

a étant un nombre positif quelconque, l'identité

(\) Ql(^)ff l ll» ;)-î-Qî(^)d l lJ^ l^-Q/,(.;)c l l^ :^•==0

entraîne (:î )

Qi(^)=o, <h(<;)-0. • . • » Q,,(^)-<>.

( ' ) D'une façon plus pro-isc, il <*ii serîiil (Ir iiiciiic <l'(i;»«î f<»in'li(ni nilioniicllc
des !«',, F.,, ..., F,,, cl de Ifirs ticrivi^'s «l'»n'ilrc <|iicl«'<>ii«|uc (en nniiilx'e (hii).

( "' ) On Sti|»|)osc lolijours «jil'uucuiic •l''^ (lill'rrcnccs 1 1 , ( ' ; ) — 1 1 ^ ( , ; ) ne s<»il
d'ofdi'C iiilï'riciir .'< /•?( lo^/')î'i ( lo;;../' / . . . . .< l'1?;,./')^'. ^.l'ulilisc ifi lii driinition
d'ol'dn' doiincc jiur M. Linilcl*»!'. )
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^^L ^nc g^nerajj^lîoiï du ̂ a^^otrres<poKdani,^lit thôorûmc: ;de
M. Bord ; le lecteur est prié de se reporter à son Mémoire précité
(p^8^) ^Otir^eTe^dr^^iien iGprnpte. d es, ̂ u ( tat3 de ce^ travail.

4.;^e^osejr«4J,.mai,tileçïqnl< jiine ;ext^^siQn^ ^HisïtAiëqrèïnc d^
M, Jiorel^^e^tensiLon^pouss-ee asse^ loin ppin^pe.riïÎEçèlne ^eicotisN
d^re^des^^enjk4é3;d^la,jfor»xe (^)^oaJe§ eoe^cÀciHs iQ Î) et^ks
exposants H/(^) ne sont plus des fbnctio^§j,an^l}Nqtte^. Ahbetie
extepsipi^^noH^.jGoodIujsiçntsIe^^i'és^Uats; .ne»(îi0^uaM^^ai*xqirels
M .̂̂ îinaĵ  est arrivé par Jes.coosidâ^liûnscphiâ précises dri
mode^ de^.crp^sa'nc^ ] (l^p]^(7^^due^,|ài^M%^ ̂ o^Érpiix, ,él ,rJihU
del(^:,]Vt^^yîi^na ,,^Bjfc&|.eîn, hwliè^ tel e^ tDta'^I^Sy inégal)le^
ëlublies par ces^Hh^r?^ ^l^^lA^rdteid^^21"^111^ db^ihtïd^lfe
maximiiin et la distribujtion des ze^os, ne, sont pias vérifiées. C^est
un cas d'exception de M. Picard généralisé. M. Wiman a montré
( | eœ ) <IQ r«(yfri e^ W W^ se •-p'r.é^ê •m-è, là'fo^^^b'ù* ei^rerè'F ( ̂  W'Qêc^itî^
pe^^mm^y^w^t, w- ^•^ ï^ ^^ ..^uiuH A^ J ^^'.^AUMV^^U

^^<Vî .it'-^}-^ ,Z.'/ ,j .^>^^u^À\s<^\ \\\'A..'}
( . . . . , -ïfë-V)^' - — - -
) •FC^y^Fi^f^1 ^ i f i 1^ < 1 dans le'cas '^^'o-i;

ji'îlil Ji)l'j .^-oq^^ ^j^j6^>'ïi.à)i nt^si l i j^ n^ ^in .̂ o Is ^•n^ ^^^

..-n<-nî^>P<k9^lB^^^^^ :>b"^oa^s!l^fâ^^j<^^ V;^711^ no !3

: jcjmî;'-. 3in-'>^c')jij ^1 '^kîuJ^'b .Otr^-l'ij^^» noë ^'{J
^ désignant le ^enre et o l^ordre de E(^), le deuxième façteiir.^ui

. ^ " ̂ v^ ̂ s Zivui^v ^•^^y.^yâ < ^ .̂  ^\o^^^o\^ ^d^
croît comme une exponentielle, ayant un ordre de grandeur supé-
rieur à celui de Fi (^) ; ̂ ei^nds^p'âr'ià^^e, si le module maxi-

muni M(/-) ̂ ,̂J .̂ ,,̂ ,.]:̂ ^ ̂ '•;(lîî'•^;fê^^rî.^^^vfe,},W^ft

Fi ( ^) reste inférieur à ^/.^(10B^/')01 ••• i lo^/')?^ a^ a étant un nombre positif
quelconque. Quant à 1 "en fier /z,, qin figure dans les formules (5),
il est défini par io^\iné^àlUç(s^^\^i^t^•)VJ^^\^ \ùuo^\ 'vulu^vA ^vs ^\^\^ x

(6 ) o -'^-^(^^^-/^^U^ -4..^^^(sL<^ U . S

/• élant toujours le module de z et r,i celui du zéro a^â^^àn^)^
on voit bien,,q.ue^le<)iiombre n^,, ajusi^rtélini^ ej5|l^u^e fonction

V^ ^ ^_ _ _ _ _ _ .....j.-^_..__.___
de 7' ==)~3~reTcnfTt^ én~ést^c ïnëiTiTé"̂  Ta sôiiime — que, nous

r . i î - t i n s c s ' i / i r « » ! r » i ! < > î ^cn ' i» •s l i rus i - ) E , lis;'!'-)" n'> !i (•»-'r»'Vi(| -(ïî^^<CT%l '•niii'd ( • )
] ' • i'niiî •••((hlht.'l H')) ' • i J î l l y t i i - l i î !* ' > ) ) ' l t ' i' '"î'iVi'SItl» •^îl' l i y l* J'» 1 ' î f . . » •'î y i ' î ''•')'1desi^nèro^ns par r / ( / ' ) 11 en 'resulte que le lacteur ex|ïonentie-l ,! i < » ° - ) i i ( . - i ^ N - (7:.•).H ("rui'n'.'nil» ^ • T * • • f t r ' - is»?; î > | s --• !Hî.*(! i 'J ' îr-oîpj i i- 'm i ^ - )

s t o i h i i i i - » ! » t > 5 r '« '••-i l i lo' l , ; . * ; ^ • \ ^ ' l i l . . • ' ' • 1 . ^ i ) ' ^ • \ , ^ » • i ) ^ ^ <• ' J i î ' - i ' i ^ ' i i î 3-iin^'b
; - , ^ . ^ ̂  ^- // ' / ' '^,;i^.! tJi.il..3 .î/. -n,<j •rjnrinj) • i -» l» i . / l »
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u'es^pas une fowtnw analylMjue, puisque lai fonction ^

^^^^_^, ,/ \,-, , ^:^ loî5<ï(^,),=—^(y ly....:.^•, ^ y -' À? .
nW pas une fanclion analytique de ^, et il en estnècess^iremeni
de même de l'autre facteur F<(^). Comme M. Wiman Fa montré,
ta fonction V(z) doit être considérée comme exceptionnelle,
pùrsquè aucune des Ïonclîons F(5)^/(i)/qLi jf(^^desjgpe une
fonction d^ôrdré inférieur à celui de l̂ TÏ), ne saurait présenter les
n^ênrès caractères c(uè P(i); nbus sommes donc en présence d'un
cas d'exception, qui comprend comme cas particulier le cas d'ex-
ception usiiel et don rlé caractère exceptionnel n'a pu se présenter
que par une décomposition de la fonction F(^) en deux facteurs
non ciimlytiffUêSp^^ rapport à ^. ' • • ' • : v ^^-^ ' ; ; '^•^••: . < ^ ^ •-' ! ^ •

8. Supposons maintenant que ]e plus grand des ordres des
coefficients A,(^), qui figurent dans la fonction/(^, u), soit

W: > • : ' ' ——'^ :.- [^\^M^Ï^8r^s^^r|fv.^.^^ ' -O^-r^ : - /'O

M est xt'àbord^ facifë dé conslalfep qv^it est împossiUle^avoir v
valeurs dt;^^^i,^a^. • • ? ^v? pour Ïesquel tes la 'foîictiod /( l̂i1)
soit d'ordre inférieur à (8), parce que, s'il en était ainsi,^ ïl,rc^Mi-
lëF^i^^la-ré^aliitforr'd^s'cq'uatiôn^^ •• i '^1 '^':'' :? ' ;"L ' ^ '( 1 ; 'i

(y) /(^^i)=/i(-;), f^u^^/^s)^ ^ ..., f(^,ih)==f,(^
que ̂ ,5 je?» cpçfti^i^nts» A/(}5,) sê^aî .n^d^ordr^hifôriciiv à (î8), ̂
qiM ÇSL jGpn^rad^Qire. a^e^çnî re ^yp^hèsesi â îl y- a de| lellb^ W"
^W^^S^f^ffly^lP^W^^W^^^ f^ep^wu^lte^i^V^i^ bc. K^ f !

Supj)osons iMHint^n^nt qn^fc y ̂ il yHf-^Mi^Tîî-ile'^^Wl^^
(lue (E), [)our lesquelles la fonction /\j, //) soit exceptionnel^
<ni sens [)récis du mo't, d'a|)rcs M.' Wtmiw. Je dis que cela csl
impossible.
^Sqieî ,;iuh^4 ^yjd» ̂  ̂ ) .. • J^ ̂ y ces ^4- ^ vafclyr^l^ W î on

am'a'^;, ^.. j . .<...;,.-^x ^•H, J<..; l . . ;}•^^u^i ^^ î^ iS^ î - .^ •^ .h^'^-- ^ ^ . i l s !^ ^ ^ ^>
\ -h - - , - ; | , - . - Ï . i ir^'î-'-.nO^ 'H.O ^iî^r^ : ^ ) J \ , ^ ^ O î ^ ^ î . f1 y(^M=/o(^ " ,̂ '.......................................................,..^^.,^.-..,-....-..-.....-,..-.-..-..,_^-....-..,

O » 1 » / ^^^^^^I^lC^^L11.^»^'

^-î.,..
/'( «;, //,, )=•-/,( .;)<;" K - -ri i
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1e5 /o(^)î f\ (5)? •• •». /v(^) désignant des fondions (non analy-
tiques, en général) d'ordre inférieur à (8) et les qi désignant les
sommes de M. Wiman indiquées plus haut, qui, ne dépendant
que de /• == (2), sont telles que les facteurs exponentiels soient de
l'ordre (8).

Comme M. Wiman Fa démontré dans son travail cité, les fonc-
tions y<(^) obéissent aux inégalités de MM. Boutroux et Lindelof
et au théorème de M. Hadamard sur le module minimum.

D'autre part, si nous différentions les deux membres de
l'égalité

5?
( 1 1 ) F/(^)==/(^^)==/<(^)^71

en faisant varier la variable sur la circonférence de rayon /•, nous
obtenons

ZÏ

(12) ^i(s)=e'^[f'i(s)+qïfi(z)^}.

Or, le rapport F^.(^) ; F((^) est comparable (1) , d'après les ré-
sultats de M. Boutroux, à une puissance finie de z cl, par consé-
quent, F, (^) est exceptionnelle^ au sens de M. Wiman, en même
lemps que F/ (z).

Il n'y a donc que deux hypothèses possibles pour la fonction

03) . f^+^fiW^-1:

ou bien elle est aussi exceptionnelle (2), ou bien elle est d'ordre
moindre que (8). Mais il n'est pas difficile de constater que c'est
la seconde hypothèse qui est vraie : si l^on divise, en ciïet, membre
à membre*, les deux égalités (i i) et (12) , on oblient

%HîK;—-
Le rapport F^(3) ; F<(3) étant comparable à une puissance linic

de ^ (si l'on exclut le voisinage immédiat des zéros), il en est de
même de/*J(2) '• fi(z) et, par conséquent; Fordrc de fi{^) n'est

( ' ) Sauf le voisinage immcdiut des xeros de I\(c).
( 2 ) C^sl-à-dirc susceptible d'une dccomposilion de M. \\iniun a^ani 1 1 1 1 fadeur

,0

ff(r\^-
princip.il de I.i forme c V .
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pas supérieur à celui de Y/(s). Il en résulte que la dérivée F^.(^) a

-^
le même fadeur principal e * P que la fonction F((.S). Il est main-
tenant aisé de prouver que le fcH;teur/^(5)+ qifi^}^~' dans la
décomposition (12) obéit au théorème de M. Hadamard sur ce
module m i n i m u m ; si l'on effectue, en effet, la décomposition
régulière de la fonction exceptionnelle F^(z) suivant la méthode
de M. Wiman (voir le paragraphe 4; on pourrait Rappeler : dé-
composition de M. JViman), on obtient

5?
(•5) F;.^)^0'^)

avec
90 »l

(16) K / = — V — ( / î = p — i ) ou bien K,= V— (? == P)^
4—— Ci ' ^—— €t r
n, n 1 n

les rtp a.^ Og, .. ., a^, .. . désignant les zéros de F^-(^) et »<(^)
5?

ayant un ordre inférieur à celui de e ' P .
Nous aurons

(•7) /;(^)+y///(^P i^^)^1""^ (i).

Comme nous l'avons dit plus liuut, M. Wiman a établi dans son
travail cité que la fonction ç<(^), qui n^esl pas toujours analy-
tique, obéit au théorème de M. Hadamard sur le module minimum ;
dès lors, Fégalité ( 1 7 ) nous montre bien clairement qu^il en est
de même de la fonction (i3).

6. Rien ne nous manque plus pour al ler plus loin : l'élimi-
nat ion des coefficients A / ( z ) entre les v+ i équations (10) nous
conduit à l'identité

;? -.? -.? :.0//o^'i— vi^ '1— 'y-^'1— V^'T
(18) tof,(z}e ^^f,(z)e P-t-/,/,(3)<' P-1-...-r-Â,/,(^)cï P =X,

( 1 ) II est cluir que la dincrcncc K , — q ^ crott moms vile que

(Josr)?.(los,r)?3 ..(lo^r)?;. i,

£ (''liiitl un ccritin» n<nnl»fc posilif.
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1 «,-n (6^1 ... U^

l My M'5 • • • ^~1

I M/-i Mf » ... «?'~l1,

i MO ^5
I Ut H^

11^ My ^

Tous ces délerminanis deVandermonde représenleni des nombres
essentiellement différents de zéro.

1 1 n'y a rien a changer maintenant à la démonstration de M. Borel
pour établir Fimpossibililé de ( 1 8 ) ; nous remarquerons d^abord
que, quelles que soient les réductions qui peuvent avoir lieu dans
le premier membre de cette identité, le second membre À restera
intact et constituera toujours le terme algébrique unique; d^autre
part, ces réductions ne sauraient nuire aux propriétés caractéris-
tiques de l'identité. Si, par exemple, la différence c/\ (/•)—yo(^)
croît moins vite que (log/')Pi(log2/')Pi.. .(logjj,/')?;*"31, a élant un
nombre positif quelconque, nous aurons

^ ^ r . sM ^^ -? r - =°i ^ ^
^/o^')— : • ^tt''»— 1 • t <'(»•)— 1 //,,ir>— Vo^Tf' ^^ft(»e ^l.^/u^)^!/!^^ ^ i e ^^(s)e ^
'/oC')— 1 • ^tt''»— 1 • t <'(»•)— 1 //,,ir>— <

Wu(^.)c ^^fi(»e p=l.).u/u(5)--^l/l(5)6- ^ ï c ^^(s)c... ..--:-::. . . . .^ - . - - - .,..,:.-....•....... ^
- , ^(^)==îi(^)-^C^ 4(^)^^A(^)^^»/l(^)< ; p -

Ainsi les deux termes ont clé remplacés par un spui de la mcmc
forme, puisque ^(^) croît moins vite que /•P(log7')P'. ^•(loSt^*)^ ^
6 étant un nombre positif. Par un procédé exposé dans le para-
graphe précédent, ou démontrera encore que la fouction ^(s)
obéit au théorème de M. lîadamard sur le modulje minimum. En

effet, le produit ô (s )^ "' P désignant une fonction cnticre cihdly-
tienne on aura la décomposition de M. Wiman :

(m
f/H\l'l '— O'D'1-

^(^c ^ -W(^K î i,

où V\ (^) ol)éit nu tiléorcme de M. IJudumai-d sur le module mi-
nimuin. l^\.)i'drc de '!'(»?) ét<(iit inférieur ù ( ^ ) < il.c.'ît el«nr (|ue lit
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diuercnce (1(/-)-^- y,,(.»;) dx»it croître moi.M vile que '
( '<•^ / i"" ' ' ' ' (l<lër)Plî(I<'g2/•)p2.;.rIog(,,•)^-a, '
a(î|ain|)osilir,cl,pa^çonsfi<i>ienl,lafoncU()n^(^^^

produit de deux fondions W(;) et ^""-?0""? obéissant,.théo-
rème de M. lladamard sur le module minimum cl d'ordre non
s i i p ^ - i e i i r a celui de •}(:). 11 eu sera donc de même de ^(;).

Nous démontrons ;>ussi, à l'aide du ll>eoremccilepl^l,auLdc

M. Boiiiroux, (i.ic l.i dérivée du produit •b (;)c//"""F' csl une foiic-
lion excepliounclle de la ineinc forme.

^..^el-t aç<iuis,,,,».i "Wis,r(M»iK)its la.^érn'ée de-danx-'m
l']dcnlUe^i.^^iu)fls<d»4eHdroi^<n)ft.iderrtH^'»fôV/A^^
civec. les wwm f>VQfH;i^ '^M^wnts ef-df-tt expffi»m:lfi, mais -
ayant, .un l'ei-.mç;,c^ç ropin,;,.^., •,•, . A i , - , ' , , : , , . , , , • , • , , , . - . v ; :- . • , 1 ;

Pour les détai ls de la démonstration, je renvoie au Mémoire
précité de M. Borel (p. 3So), puisque, au point de vue de la
marclie de la démonstration, i-1 nj a rien qui puisse distinguer les
identités (i 8) /,tçs'dcnlilesoi-diBair!es^e,M,,Ho,i:c,l,. ,,„ .,.,.,',, ; , • •

Le fait que les coefficients el les exposants ne sont pas des
fondions an.dMiqiics n'inter-ne'iïlpas'tlans la démonstration, car ;

nous avons acquis plus haut les trois éléments nécessaires delà
dofttWïs-tniliœi^:' i,^ . ISr^rtnsWVaÏiorrdés 'condiuons "'d'mé-alMé
d'a^^ëm^ilèa^Uctiicî^ls^l-Tés'exiwsanïrdà.^^
clé^Utes-^^PS^i^^U^ymî^àrlyns Access! v e s ï ^^Palyiication''
du théol-éme sur le module minimum aux coc'fîScœnti'^c Ticlei^"'

ti^^a^^P^H^iici.ti.^hnme^înéVre^mé'a^ut^
dé^|iîlF^w;de••(^)l.par;^è^d^<•iv;^t(o•i^s>sl?cëcss^ves:'i! ' !''0'10 "" 'wi; ' î l

^oussolHirtc.?W)ncial)''piresÏ;riyfc"ainne forme 'sYA^^^'pou^'
ainsi dire, du llléoréme gélié^a.l̂ î? tl« .^.;,Borel, que nous avons
énoncé dans le paragraphe 3.

_ uj iSs.^ ' i ' i ,'.w\i; î\t,ï'j n'i î - ' r ,'r>y ^'ihn*;! •'•jii'iîon r-'i ioi;^ •-
/ . Les considérations précédentes nous conduisent à l'extension

au cas tt^fcèlkfortde-itf/rVcai-y,1^^^^^

^^l^^s^o^ff^}m^^^^
. ^ . ( ^ ) ^ ;;•!; ush;') K s nrîl i i ' /Hîp-' ' ') ' îb'?o m» D ' J ? / ^ . u s i h » i i <''r.?v bi;"».!

( ) ̂  oir Cow/Ucj rendue •^ <«vri l «^o-'î, ̂  Jcvricir.oo'i til BitUetin de la Sfiç^
^^^^^^(A^rô-,^^^^1^^ ^ ̂ ^^
^'^'W^W/fï^ Gb^fvw ̂ k) î^ROjit:.<Uvylbi^ésî ^i ̂ fci l̂ .ilN W ̂ ié^.l:} h s B^
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sur les fondions à v branches (Tordre fini et sur certaines classes
de fonctions à un nombre infini de branches. Nous avons ainsi
précisé considérablement ces résultats, grâce aux recherches ré-
centes de MM. Boutroux, LindelofetWiman. On a, entre autres,
le théorème suivant :

Si nous désignons par u=iû(z) la fonction multiforme
définie par l'équation /(^, u) = o d^ordre e'-^^s''^. .do^/)^ les
zéros de Inéquation

(•23) œ(5)=a

(a étant un nombre quelconque) obéissent aux inégalités éta-
blies par MM. Boutroux et Lindelof pour les fonctions en-
tières du même ordre. Il ne peut pas y avoir d^ exception pour
plus de 2v — i valeurs finies de a. Il en est de même des équa-
tions

(î4) w(z)=G(s\

G(z) étant une/onction entière d'ordre inférieur a

( a5 ) e''^ ̂ "8n?l • • -t10^ ''^î*.

Ainsi, si la densité des zéros d'une équation (a4) esl inférieure
à celle d'une fonction entière du même ordre (suivant les inégalités
de MM. Boutroux et Lindelof), cette équation doit être considérée
comme exceptionnelle.

Nous appelons ordre de la fonction co(^) à v branches le plus
grand des ordres des coefficients A/(^) de /(-5, u). Il est aisé de
voir que la fonction co(^) ne saurait croître plus vile que

gr^lo(fr,?«...(lo^/-,?;x^

a étant un nombre positif; car, s'il en était ainsi, l'égalité

[tû(.î)^+Ai(^)[(o(5)p-*-+-At(.;)[(o(s)J''-»-h...4-Av(.;)==o

serait impossible. En effet, le rapport de chaque terme au suivant
tend vers l'infini avec un ordre (';quivalcnt à celui de (o(^).
Il est clair aussi qu'une branche, au moins, de o-)(-s) sera d'ordre

égal à (2.*)), suivunt lu définition de M. Lindelof étendue aux fonc-
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lions multiformes, car, si toutes les branches étaient d'ordre
moindre que (a5), il en serait de même de tous les coefficients A^s)
ce qui est contradictoire à notre hypothèse. Ainsi se trouve jus-
tifiée la définition d'ordre des fonctions à v branches donnée ci-
dessus.


