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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

UNE PROPRIÉTÉ CARACTÉRISTIQUE DES FONCTIONS DE CLASSE 1;

Par M. H K N R I LEBESGUE.

On sait que l'on appelle fonction de classe \ toute fonction
discontinue qui est la limite (Tune suite convergente de fonctions
de classe 0, c'est-à-dire de fonctions continues. M. Baire ( 1 ) a fait
connaître une propriété caractéristique de ces fonctions, nous la
retrouverons plus loin comme conséquence de celle qui va nous
occuper.

J'ai déjà énoncé celle propriété dans une Note récemment pa-
rue (2) en me limitant aux fonctions d'une seule variable; la mé-
thode que remploie ici supplique dans tous les cas, mais, pour
simplifier le langage, je raisonnerai toujours comme s'il n'v avait
que deux variables x et y.

1. — Pour qu'une fonction f soit de classe 0 ou 1 , il faut et
il suffit que, quel que soit e > o, le domaine où/est définie
puisse être considéré comme la somme d^une infinité dénom-
brable d'ensembles fermés sur chacun desquels f est continue
à moins de e près ; ou encore sur chacun desquels f est d7 oscil-
lation inférieure as .

Je précise d'abord le sens qu'il faut donner à ces deux énoncés
el je démontre leur équivalence.

Par la somme d'ensembles composants j 'entends l'ensemble
des points appartenant à l'un au moins des ensembles composants,
que ces ensembles aient ou non des points communs.

( 1 ) Thèse Sur les fonctions de variables réelles {Annali. cli Matematica,
1899, et ce Bulletin, t. XXVIII).

(2 ) Démonstration d'un théorème de M. Baire, Noie II des Leçons sur les
fonctions de variables réelles et leur représentation par des séries de poly-
nômes, de M. EMILE BOREL; Paris, Gauthier-Villars, 1904.

Les questions dont je m'occupe ici sont traitées d'une manière différente et
comme cas particuliers dans un Mémoire Sur les fonctions représentables ana-
lytiquement, qui paraîtra prochainement dans le Journal de Mathématiques
de M. Jordan.

X X X I I . l;"»
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y sera dite continue y à moins de e près, sur l'ensemble fermé E,
s'il existe une fonction continue y partout définie et telle que
\f— © | soit toujours inférieure à e pour les points de E. Divisons
le plan en carrés assez petits pour que, dans chacun d'eux, l'oscil-
lation de <? soit au plus égale à, Y); il y a une infinité dénombrable
de ces carrés. Soient G un des carrés et e l'ensemble des points
de E intérieurs à G ou situés sur la frontière de G, e est un en-
semble fermé et, sur <?, l'oscillation de / est inférieure à e 4- y, ;
d'ailleurs E est la somme de l'infinité dénombrable des e. Si donc
le domaine où f est définie est la somme d'une infinité dénom-
brable d'ensembles tels que E, il est la somme d'une infinité dé-
nombrable d'ensembles e et, si £ est quelconque, e 4-^ est aussi
pelit que l'on veut; cela montre l'identité des deux énoncés indi-
qués. Je vais démontrer le second.

Soit f la limite de la suite convergente de fonctions conti-
nuesy\,y^ • • • • Divisons l'intervalle (—oo, +00) en une infinité
dénombrable d'intervalles à l'aide des points de divisions

. . . , W, -2» ^l-lî ntOî ^1, ^2» • . • »

distants deux à deux de moins de -• Le domaine où /est définie
•2 J

est la somme de l'infinité dénombrable des ensembles

E(^/</< ^îf-t-s),

formés des points en lesquels est vérifiée l'inégalité écrite entre
parenthèses. Dans chacun des ensembles E(/^<;y<< w/4-a) ^os-
cillation de / est inférieure à e, il suffira donc de montrer qu'un
Ici ensemble est la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles
fermés pour avoir prouvé que la condition énoncée est néces-
saire.

Or E(m/-<y<< 7^/4.2) est la somme des ensembles }L,^p(n dp
entiers) pour lesquels on a, quel que soit y?/?,

Wi-+- ^ ̂ f^ '^i+î— ^•

Par définition même E,/^ est l'ensemble des points communs à

la fois a tous les ensembles E(/^--{- —^f^iïti^-î— - }' pour les-

quels on a ( ] ^ p \ tous ces ensembles étant fermés, E,/,^cst fermé.
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Pour démontrer que la condition est suffisante, supposons

qu'elle soit remplie par la fonction/. Alors le domaine où / est
définie est la somme des ensembles fermés

(Si) EL E{, El, . , . ,

sur chacun desquels l'oscillation de / est inférieure à i. Ce do-
maine est aussi la somme des ensembles fermés

^i» ^2» • • • »

sur chacun desquels l'oscillation de/ est inférieure à i*

Remplaçons f^p par les ensembles Cp^ formés des points com-
muns à Cp et Ey, ensembles qui ont Cp pour somme.

En opérant ainsi sur chaque Cp et en rangeant les ensem-
bles Cp^ dans un ordre quelconque nous remplacerons la suite
des Cp par la suite des ensembles fermés

(S,) EÎ, E|, EJ, . . . .

En opérant d'une manière analogue, on fait correspondre à
chaque entier m une suite d'ensembles fermés

(S,«) E?S E?, E?, ...,

dont la somme est le domaine considéré, sur chacun desquels/est

continue à -l- près et qui sont tous contenus dans l'un au moinsm - i

des ensembles de la suite correspondante m—i. A chaque en-
semble Eg est attaché une constante KÇ qui diffère de /de moins

de -1- sur EP.ip 7

Pour former le m^^ terme fm d'une suite de fonctions conti-

nues tendant vers/, je divise le plan des xy en carrés de côté —

par des parallèles aux axes de coordonnées. Soit A le sommet d'un
de ces carrés; les quatre carrés avant A pour sommet forment un
carré a. SoitE,* le premier des ensembles de (Si) ayant des points
contenus dans a, c'est-à-dire intérieurs à la frontière de a ou sur
celte frontière. Soit Ej^ le premier des ensembles de (S.>) qui est
contenu dans E,1 et dont certains points sont contenus dansa; soit
E3 le premier des ensembles de ( Sa) qui est contenu dans E^ et
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dont certains points sont dans a. En continuant on arrive à la dé-
finition d'un ensemble E^; en A je prends fm= K^.

fm sera maintenant complètement déterminée parla condition
d^être linéaire en x et en y (c^est-à dire d^être représentable par
une expression de la forme Kxy + B.r 4- Cy 4- D, où A, B, G, D
sont des constantes) dans chacun des carrés de côté -I- con-
sidérés.

Il reste à vérifier que^ tend vers f.
Soient M un point, E^ le premier ensemble de (Si) contenant M,

E^ le premier ensemble de (83) contenu dans E^ et contenant M,
E^ sera le premier des ensembles de (83) contenu dans E^ et con-
tenant M, et ainsi de suite. Soit q un entier assez grand pour

que M soit distant de plus de -—: des points de l'ensemble fermé C

somme des ensembles Ej , E.^, .. ., E^-i, des ensembles Ej| con-
tenus dans EJ( et d^indice inférieur plus petit que 003, des en-
sembles E][. contenus dans E^ el d^indice inférieur plus petit
que 03, etc., des ensembles E^ contenus dans E^~^ el d^indice
inférieur plus petit que a^. Étudions maintenanl /^(M) pour/? ^ q
e t p ^> m.

La défini lion de /p(M) dépend, comme on Fa vu , de la considé-

ration de certains carrés de côté -f savoir les carrés de la z?1®1"® di-
. p .vision du plan en carrés qui ont au moins un sommet en commun

avec un carré de cette division contenant M. Tous ces carrés sont

intérieurs au cercle de centre M et de rayon -—'? donc extérieurs

à ^, par suite aux sommets du ou des carrés contenant M. fp est
égale à la constante K{! relative à un ensemble E{! contenu
dans E^.

Soit P un point de E{.', on a

| K?~ KÏJ 5 I K?- /•(P) | + | K^-/(P) | < _ + l < -.
J. ff £• fit iH,

Donc aux sommets du ou des carrés contenant M, fp diffère
de K^ de — au plus et, par suite, il en est de même en M. De làa,,, m v ? f ?

nous tirons

|/( M ) -//,( M ) | , |/( M) - 1^.1.- |//,( M) - KS',. | < -
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et, puisque m est quelconque, il est bien démontré que la suite
desfp converge vers y.

Le théorème précédent permet dans bien des cas, on le conçoit,
de reconnaître qu 'une fonction donnée est de classe 1 : je donnerai
seulement trois exemples de son emploi.

Soit / une fonction n'ayant qu^une infinité dénombrable de
points de discontinuité. Soit E l'ensemble fermé dénombrable
des points en lesquels l'oscillation de f est au moins égale à s.
E est la somme de l ' infini té dénombrable de ses points, sur chacun
desquels/est d'oscillalion nulle. Soit main tenant un point du com-
plémentaire de E; il est intérieur à un carré dans lequel l'oscilla-
tion de/est inférieure à £ et le complémentaire de E est la somme
d'une infinité dénombrable de tels carrés. Donc les conditions du
théorème 1 sont remplies; /est de classe 1.

Soit/une fonction semi-continue supérieurement. M. Baire dé-
signe ainsi une fonction/telle que, quel que soitP,/(T) soit au
moins égal à la plus grande des limites de/(M), quand M tend
vers P. De là résulte immédiatement que l'ensemble E(a^/) des
points où/est au moins égale à a est fermé ; car si P est un point
limite de cet ensemble la plus grande des limites de/(M), quand M
terni vers P, est au moins a, donc/(P) est au moins égal à a.

Ceci posé, je divise l'intervalle (— oo, 4- oc) en une inf in i té dé-
nombrable d'intervalles partiels de longueur au plus égale à £.
Soit (a, b) l'un d'eux; le domaine où/ est définie est la somme
de l ' inf ini té dénombrable des ensembles tels que E(al/<<&),
formé des points en lesquels est vérifiée l'inégalité entre paren-
thèses. Sur chacun de ces ensembles, l'oscillation de/est au plus
égale à e, or E(a5/< b) s'obtient en retranchant de l'ensemble
fermé E(a5/) les points de l'ensemble fermé E(6Î/).

E(a5/<; b) est, par suite, la somme de l ' infinité dénombrable
des ensembles fermés tels que E,,, formé des points de E(a^/),

distants de- au moins des points de E(65/). D'après le théo-

rème I,/est de la classe 0 ou 1 (1).
Pour appliquer le théorème 1 au cas précédent il a fullu démon-

(1) Au sujet de ces fonctions et de leur représentation, voir BAIRE, Thèse, p. 5
à 12 et p. 64, et ce Bulletin, t. XXVIÎÏ et XXXII.
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trcr que certains ensembles étaient sommes cTinfinilés dénombra-
bles d'ensembles fermés; c'est toujours à cetle question que l'on
peut ramener l'application du théorème I. D'après la démonstra-
tion de la première partie de ce théorème, en effet, si y est de la
classe 1, E(a << f <; b) est, quels que soient a et &, somme d'une
infinité dénombrable d'ensembles fermés; réciproquement, si cela
a lieu, les ensembles E(m/<;/<; ^1^.2) de la démonstration étant
sommes d'infinités dénombrables d'ensembles fermés, le do-
maine où f est définie est, quel que soit e > o, la somme d'une
infinité dénombrable d'ensembles fermés sur chacun desquels f
est d^oscillation inférieure à e, c'est-à-dire que f est de classe 0
ou 1.

J'applique la méthode qui résulte de là pour démontrer qu'une
fonction f{x^ y) continue en x et en y est de classe 0 ou 1 ( f ).

Je considère l'ensemble E(a<;y<< b) comme la somme des

ensembles E ( a + ~ < < y < ; 6 — — ) correspondant aux valeurs

entières de p. L'ensemble E(<2-h - <^f<i b — — ) est tel que, si M

est un de ses points, il existe un segment (a, jB) contenant M, à
son intérieur, parallèle à l'axe des x et dont tous les points, extré-
mités non comprises, font partie de l'ensemble. Considérons l'en-

semble Ef/^p des points M de E(a 4- î- </< b — l- ) qui sont

compris dans un segment (or, ji) tel que (a, M) et (jâ, M) soient

tous deux de longueur supérieure à - (n entier). SoientA un point

limite de E,/^ et M^, 1VL, ... des points de E,/^ tendant vers A.
S'ils sont tous, à partir d'un certain indice, sur la parallèle à l'axe
des x passant par A, y étant continue en .r, A fait évidemment
partie de

E(.^/^-^).

Sinon les intervalles (a,, pi), (a^, p.j) ... correspondant aux
points Mi, 1VL, . . . rencontrent tous, à partir d'un certain rangî,
la parallèle à l'axe des y menée par A en des points y^, Y/'-f-i, . * •

( t ) .r<<i (lejy démontre celle proposition d^inc nuire manière dans le Bulletin
des Sciences niathcmalif/ues de 1898.
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qui tendent vers A. Ces points y font partie de

E(a^</<6-^),

donc, puisque y est continue en y, A fait partie de

E(^^-^).

Ainsi, dans tous les cas, l'ensemble fermé (E,^jo 4- E^),
E^ désignant le dérivé de E,,^, fait partie de E(a<;/< &); ce
dernier ensemble \ est la somme de l ' infinité dénombrable des
ensembles tels que (E,,^-h E^ ̂ ), le théorème est démontré.

11 n'y a pas dans ce qui précède de procédé général et régulier
pour reconnaître si une fonction est ou non de classe 1; un tel
procédé est d'ailleurs impossible à donner si l'on ne suppose, sur
les fonctions que l'on considère, rien d'autre que ceci : elles sont
données. Cependant, comme on l'a vu par les exemples, à condi-
tion d'employer des raisonnements différents suivant les cas, le
théorème 1 peut être utile parce qu'il montre l'identité de deux
problèmes; la solution de l'un de ces problèmes s'aperçoit parfois
plus aisément que celle de l'autre. C'est un intérêt du même genre
que présente la proposition suivante :

IL Pour qu'un ensemble donné E puisse être considéré
comme l9 ensemble des points de discontinuité d'une fonction^
il faut et il suffit qu'il soit la somme d'une infinité dénom-
brable d^ensembles fermés.

La condition est nécessaire. L'ensemble des points de disconti-
nuité de/est en effet la somme des ensembles fermés E,<, Eu étant
formé des points en lesquels l'oscillation de/est au moins égahe
à - 1 .n

La condition est suffisante. SoitE somme des ensembles fermés
E|,ES, . . . .Par / je désigne une fonction nulle aux points ne
faisant pas partie de E et qui, aux points de E, est définie coînme
il suit. Soit M un point de E, ne faisant pas partie de

Ei-4- EI -+-...+ E/-i,

si M est intérieur à tout un domaine faisant partie de E( on prendra
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en M f égale à -7 ou o suivant que toutes les coordonnées de M

seront rationnelles ou non ; si M n'est pas intérieur à un tel

domaine on prendra f= -• On vérifie facilement que/ est con-

tinue pour tous les points ne faisant pas partie de E, et discon-
tinue pour tous les points de E, l'oscillation de f en un point

de Ef, n'appartenant pas à E, -+- £3 -+-...+ E/_,, étant égale à -•

Cette proposition va nous permettre d'utiliser un résulta de
M. Volterra.

On sait que f est dite ponctuellement discontinue dans le
domaine A si, dans tout domaine D intérieur à A, il y a des points
de continuité de y. Si cela est, dans tout domaine D on en peut
trouver un autre D' dans lequel f est d'oscillation inférieure à s
choisi arbitrairement positif; cela est évident puisque l suffit de
prendre D1 assez petit et entourant un point de continuité. La
réciproque est vraie, en effet, si, dans D, on peut trouver D( où
l'oscillation de y est inférieure à i , si, dans D,, on peut trouver Dg
où l'oscillation de f est inférieure à ^, si, dans D2, on peut
trouver D^ où Foscillalion de f est inférieure à -|, etc.; à l'inté-
rieur de tous ces domaines on peut trouver un point M qui est
intérieur à D, en M f est continue.

Supposons maintenant que nous ayons une infinité dénom-
brable/^, /ai • • • de fonctions ponctuellement discontinues dans A;
alors on peut reprendre le raisonnement précédent en assujettis-
sant Dp à être intérieur à D^_i et de plus tel que, dans D^,, les
oscillations de f\-^f^ ..., fp soient respectivement inférieures
à --, ——, ..., i. Alors, au point M, intérieur à tous les D^,,

toutes les fonctions fp sont continues. C'est la proposition de
M. Volterra (1).

Concluons de là, avec M. Volterra, que si E et E< sont deux
ensembles partout denses dans A, c'est-à-dire admettant l'un et
l 'autre A pour ensemble dérivé, et n'ayant aucun point commun,
ils ne peuvent être l'un et l'autre ensemble de points de disconli-

(1) En réalité M. Volterra ( Giornate de Battaglini, 1881) ne s'occupait que
d'un nombre fini de fonctions; c'est M. Baire, en utilisant la notion d'ensemble
de première catégorie, qui s'est occupé du cas général
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nulles pour deux fonctions /et/i ; car ces deux fonctions seraient
ponctuellement discontinues dans A et n'y auraient cependant
pas de point de continuité en commun. Par suite, si l'un de ces
deux ensembles peut être obtenu comme ensemble E(a <^ o << b)
pour une fonction © de classe 1, il n'en est certainement pas de
même pour l'autre.

Considérons par exemple une fonction / et supposons quelle
soit supérieure à o pour les valeurs irrationnelles de la variable x
et pour celles-là seulement. Alors l'ensemble E(o<;/<<+oo)
est partout dense ainsi que son complémentaire; celui-ci est
d'ailleurs la somme de l ' infinité dénombrable des ensembles
fermés définis chacun par une égalité de la forme x == constante
rationnelle, par suite E(o </<; 4- oo) n'est pas la somme d'une
infinité dénombrable d'ensembles fermés, f n'est donc ni de
classe 0 ni de classe 1.

La proposition de M. Volterra nous permet donc d'utiliser le
théorème 1 pour démontrer que certaines fonctions ne sont pas de
classe 1. Cette proposition est généralisable de plusieurs ma-
nières; en utilisant ces généralisations, on reconnaîtra qu'il y a un
rapport étroit entre le théorème de M. Volterra et la condition
nécessaire pour qu'une fonction soit de classe 1 qu'a fait connaître
M.Baire.

Sohyune fonction de classe 1. Reprenons les nombres mi qui
ont servi pour la démonstration de la première partie de I. Le do-
maine A où / est définie est la somme de l'infinité dénombrable
des ensembles E(m,</< 7^4.2); d'ailleurs, on peut définir les
fonctions y/ de manière que l'ensemble des points de discon-
tinuité de ffi soit E(m/</<; m/^)- Toutes ces fonctions ne
peuvent être ponctuellement discontinues dans D, intérieur à A,
sans quoi elles auraient un point de continuité en commun, point
quî n'appartiendrait à aucun des E(m,<;y<< ^(4.2). Cela revient
à dire qu'il existe un certain domaine D', intérieur à D, et faisant
tout entier partie de l'un des E(m/<;/<; m^); en d'autres
termes, dans D', f est d'oscillation inférieure à e. Puisque e est
quelconque, on conclut de là que f est ponctuellement discontinue
dans A.

Pour aller plus loin, remarquons :
i° Que la partie commune à un ensemble parfait C et à un en-
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semble E, somme d'ensembles fermés E(, Eg, ..., est la somme des
ensembles fermés parlîes communes à C d'une part et à E<, Eg, ...
d'autre part ;

2° Que le raisonnement du théorème H légèrement modifié
prouve que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un en-
semble E, formé de points d'un ensemble parfait £, soit l'ensemble
des points de discontinuité d'une fonction y définie seulement
sur C est qu'il soit la somme d'une infinité dénombrable d'en-
sembles fermés;

3° Que le théorème de M. Vol terra peut être démontré pour
les fonctions définies sur un ensemble parfait C et ponctuellement
discontinues sur ô, c'est-à-dire ayant des points de continuité dans
tout domaine contenant à son intérieur, des points de C.

Dès lors, on peut, dans le raisonnement précédent, remplacer
le domaine A par un ensemble parfait C contenu dans A et les en-
sembles E(mi<^f<^ ^4-2) P2111 leurs parties communes avec C.
On voit ainsi qu'^/ze fonction de classe t est ponctuellement
discontinue sur tout ensemble par/ait. C'est la condition néces-
saire donnée par M. Baire.

La méthode, très détournée, qui nous y a conduits montre
que, théoriquement du moins, la remarque de M. Volterra, jointe
au théorème I, permet, tout aussi bien que l'énoncé de M. Baire,
de reconnaître qu'une fonction donnée est de classe 1. Mais cet
énoncé est pratiquement plus simple à employer dans la plupart
des cas à cause de l 'habitude que nous avons d'étudier la conti-
nuité ou la discontinuité d'une fonction en un point.

On sait que la condition nécessaire de M. Baire est aussi suffi-
sante en sorte que :

III. Pour qu'une fonction soit de classe 0 ou 1 , il faut et il
suffit qu'elle soit ponctuellement discontinue sur tout en-
semble parfait.

C'est ce que Je vais démontrer.
Il a été démontré que la condition est nécessaire, je vais dé-

montrer qu'elle est suffisante, c'est-à-dire que, si y n'est pas de
classe 0 ou 1, il existe un ensemble parfait sur lequel/est totale-
ment discontinue.

Puisque / n'est pas de classe 1, on peut trouver une valeur po-
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sitive £ telle que le domaine A où / est définie ne soit pas la somme
d'une infinité dénombrable d'ensembles fermés sur chacun des-
quels/est d'oscillation inférieure à e.

On peut alors distinguer entre les points de A. Les uns, les
points a, ne peuvent être intérieurs à un domaine D, si petit
qu'il soit, sans que D jouisse de la même propriété que A; les
autres, les points &, sont intérieurs à des domaines S assez petits
pour être sommes d'infinilés dénombrables d'ensembles fermés sur
lesquels y est d'oscillation inférieure à e.

Si M est un point &, tous les points du S correspondant sont
aussi des points &; par suite, l'ensemble A des points a, s'il en
existe, est fermé. Montrons que A existe.

Si A ne contenait aucun point a, tous ces points étante seraient
intérieurs à des S; d'après un théorème de M. Borel, on doit con-
clure de là que A serait la somme d'un nombre fini de 8 et, par
suite, la somme de l'ensemble dénombrable des ensembles fermés,
en lesquels se décomposaient ces 5, et pour chacun desquels/est
d'oscillation inférieure à e; cela est contraire à Fhjpothèse.

Montrons même qu'il y a plus d'un point a. S'il n'y avait qu 'un
tel point, le point M, on déduirait du théorème de M. Borel que A,
moins M, serait la somme d'une infinité dénombrable de 5, donc
aussi comme précédemment d'ensembles fermés où/est d'oscilla-
tion inférieure à e. Mais M est lui-même un ensemble fermé d'os-
cillation inférieure à e pour /, donc M ne serait pas un point a,
mais un point b et l'on pourrait prendre A pour S correspondant.

Concluons de là que l'ensemble A, qui existe certainement, ne
contient aucun point isolé, car, si M était un tel point, à condition
de prendre autour de M un domaine D assez petit, M serait le
seul point a de D.

Donc, F ensemble A est parfait.
Je dis que, sur A, Foscillation de/est, en tout point, au moins

égale à e. Supposons, en effet; qu'il n'en soit pas ainsi pour le
point M de A. En prenant le domaine D, contenant M, assez petit,
/ sera d'oscillation inférieure à e sur l'ensemble parfait a, partie
commune à D et A.

L'ensemble des points de D ne faisant pas partie de a est la
somme d 'une in f in i t é dénombrable de domaines, par exemple des
carres dont les sommets ont des coordonnées rationnelles et qui
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ne contiennent pas de points de a. Chacun de ces carrés est la
somme d'une infinité dénombrable d'ensembles fermés sur les-
quels f est d'oscillation inférieure à e, donc il en-est de même de
leur somme. Et, si l'on ajoute a à ces ensembles, on voit que D
est aussi la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles fermés
d'oscillation inférieure à e pour y. Ceci est impossible puisque D
contient des points a, par sviïle^fest discontinue sur A en tout
point de l7 ensemble parfait A.

La démonstration qui précède ( 1 ) montre que le théorème!
peut être utilement employé pour l'étude des fonctions déclasse 1.
Voici deux théorèmes auxquels il conduit facilement :

IV. Une série uniformément convergente de fonctions de
'classe 0 ou 1 a pour somme une fonction de classe 0 ou 1.

En, effet, supposons que la somme fn des n premiers termes
diffère de sa limite f de moins de s; le domaine où y est définie
est la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles fermés sur
chacun desquels y,, est d'oscillation inférieure à e, puisque y, est
de classe 0 ou 1. Or, sur un tel ensemble fermé, y est d'oscilla-
tion 3 e au plus; donc y est de classe 0 ou 1 (2).

Ce théorème, qu'il est aisé de prouver directement, aurait pu
nous servir à simplifier la démonstration de I.

V. Pour qu7 une fonction soit de classe l dans un domaine y
il faut et il suffit qu'elle soit de classe 0 ou i sur toutes les
courbes du domaine et effectivement de classe 1 sur l'une des
courbes.

On sait que, dans le cas de deux variables x^ y, par exemple»
une courbe est définie par les équations

(C) ^==Y(Q, y^gW.

où y et g sont définies et continues dans un intervalle fini. Une

( ' ) Cette démonstration ne diffère que par la forme de celle que j'ai donnée
dans la Note du Livre de M. Borel; comme elle, elle n'utilise pas la notion de
nombre transfini. Dans la Note du Livre de M. Borel, la preuve que la con-
dition énoncée est nécessaire est exposée d'une manière beaucoup plus directe
et rapide.

( 2 ) On voit que le raisonnement suppose seulement la convergence uniforme
simple de la série considérée.
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courbe peut remplir un domaine et il existé une infinité de courbes
remplissant chacune tout le domaine donné A quel qu'il soit.

Si <î>(;r,y) est une fonction donnée, par convention, je dis
qu'elle est de classe 1 ou 0 sur la courbe définie plus haut si
la fonction composée de / <Ï> [/(<), g{t)~\ = ^ ( t ) est de classe 0
ou 1.

Je suppose que la courbe G soit contenue dans le domaine A
où 0 est définie. Alors, à tout point a de 5 correspond, parles
formules de définition de C, un point A de A, à un point A de C
correspond un point au moins a de 5. A un ensemble e de points
de 8, nous faisons ainsi correspondre un ensemble E de points
de A et à un ensemble E de points de C nous faisons correspondre
l'ensemble e\ de tous les points de 8 correspondant à ceux de E.
Je dis que, si e (ou E) sont fermés, E (ou e ^ ) le sont aussi.

Supposons e fermé et soit OTL un point limite de E. Soient M<,
Ma, ... des points de E tendant vers OÏL et soit w, l 'un des points
correspondant à M(. Les mi ont au moins un point limite m
dont le correspondant M est, puisque / et g' sont continues, le
point limite de Mi, M^, .... Les points M et DTL coïncident donc,
et, puisque m fait partie de ^, OÏL fait partie de E.

Supposons E fermé et soit m un point limite des points /n,,
ma, ... de e\, A ces points correspondent M et M < , Ms, . . . ;
d'ailleurs, M est évidemment point limite de M<, Ma, ..., donc
fait partie de E, m fait partie de <?.

Si <î>(*r,y) est de classe 0, il en est de même de y(^) . Car
si <p(m) n'était pas la limite de y(^<), mi tendant vers m,
< î > ( M ) = ç ( m ) ne serait pas la l imite de <Î>(M/) == îo(m/), bien
que M( tende vers M; cela est impossible. Supposons maintenant
que 0 soit telle que y soit continue sur toute courbe C et choisis-
sons pour C une courbe remplissant tout le domaine. Si <î> n'était
pas continue, on pourrait trouver une suite de points M, tendant
vers un point l imite M et de manière que ^(M,) ait une limite
déterminée différente de <Î>(1\J). Soient E l'ensemble fermé formé
des M( et de M, e^ l'ensemble correspondant, m un de ses points
limites; m correspond à M. <?i étant fermé et co continue, ^ est
continue sur e^ en m; or cela est impossible puisque y (m) === 0(M)
et que y (m, )===<!>( M/) a une limite déterminée diflérente de (s(m).
Il y a là une contradiction qui montre que, pour qu'une fonction
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soit continue dans un domaine, îl faut et il suffit qu'elle soit con-
tinue sur toute courbe de ce domaine.

Si ^(^y) est de classe 1, A est la somme d'une infinité dé-
nombrable d'ensembles fermés E, sur chacun desquels 0 est d'os-
cillation inférieure à e. A E correspondant l'ensemble fermé e^
c& a sur e\ même oscillation que 0 sur E et 5 est la somme des e\ ;
donc y est de classe 0 ou 1.

Si, quelle que soit C, c& est de classe 0 ou 1, prenons pour C
une courbe remplissant A et supposons que, sur C, ® soit de
classe 1 (le cas où y serait de classe 0 a été étudié). Alors 8 est la
somme d'ensembles fermés e en nombre fini ou dénombrable et
sur chacun desquels <p est d'oscillation inférieure à e, A est alors
la somme des ensembles fermés E correspondant aux e, donc 0 est
de classe 0 ou 1 et l'on sait déjà que 0 ne peut être de classe 0.

Cela démontre le théorème V, c'est ce théorème qui m'a per-
mis, dans une Note des Comptes rendus de mars 1899, d'étendre
au cas général le théorème III démontré tout d'abord par M. Baire
pour les fonctions d'une variable seulement.


