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SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU TROISIÈME ORDRE
QUI ADMETTENT UN GROUPE CONTINU DE TRANSFORMATIONS;

Par M. A. BOULANGER.

1. Je me propose de déterminer toutes les équations différen-
tielles du troisième ordre

< ] ) y"=. R(.r,y,y,y),

où R est rationnel en y^ y', analyt ique en y et x^ qui admettent
un groupe continu de transformations de la forme

( Y ) \ =-:-- ./-, Y —, F (.y, y, «, b, c),

où F, rationnel en y, anah tique en .r, dépend essenfiellement
des trois paramètres a, 6, c.

Diaprés un théorème très général de M. Painlevé ( 1) , les équa-
tions qui admettent un tel groupe (F) transitif ont leurs points
critiques fixes. A la vérité, de par la théorie des groupes, ces
équations se ramènent à des combinaisons d'équations linéaires
et de quadratures; mais on pourrait espérer que les inversions
entraînées par cette réduction conduisent à des transcendantes
uniformes nouvelles. Dans le cas du groupe (F), il n'en est rien,
et nous allons établir ce résultat :

Les seules équations qui répondent à la question sont des
équations linéaires ou se déduisent des équations linéaires par

( l) P. PAINLEVÉ, Sur une relation entre la théorie des groupes continus et
les équations différentielles à points critiques fixes {Comptes rendus,
t. CXXX, p. 1 1 7 1 . 3o avril 1900); voir aussi Acta Mathematica, t. XXV.
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une transformation liomograpilique effectuée sur la fonction y ,
suivie ou non du changement de fonction y = <?3.

2. Les transformations infinitésimales de tout groupe (F ) sont
de la forme

C2) X ^4-^, S = o , ^a -?r4-^,

a, 3, v étant des fonctions analytiques de x. De plus, toute telle
transformation peut, si l'on opère sury une homographie conve-
nable à coefficients fonctions de .r, être ramenée à l 'une des deux
formes réduites

( 3 ) ^o, -f, -=. oy,
(.i.) Ï ^^ \ ~- ^

S et £ dépendant de cT.
D'autre part, d'après S. Lie( 1 ) , tout groupe de transformations

infinitésimales à trois paramètres peut, par un choix'convenable
de trois transformations indépendantes X,/, Xa/, X3/ prises
dans la famille des transformations du groupe, être ramené à véri-
fier l'un des systèmes suivants :

.A) (XiX2)==Xi/, (XiX3)=2X2/, (X,X3-^X3/,
< B ) (X iX2) -o , (XiX3,)-Xi/, (XâXa^-^Xa/ (c^o,^D,
ro (XiX2)-o, (XiX3)-Xi/, (X2X3)-X2/,
(D) ^XiX,)-o, (XiX3)-Xi/, (;X2X3)-Xi/-+-X2/,
( E ) (XiX2}.-0, (XiX3)=Xi/, (X2X3.)-0,

i F ) < X i X 2 ) = o , (XiX3)=-o , ^ ,X,X3)-Xi/ ,
( G ) ( X i X 2 ) — o , ( X i X 3 ) = o , ( X 2 X 3 ) — o .

Exprimons que trois transformations (2), distinguées par des
indices, vérifient l'un de ces systèmes.

Les cas (B), (D), (E), (F) conduisent de suite à des impossi-
bilités.

Dans le cas (G), YL3 et ÏL2 ne dépendent que de x\ les trois

( !) Voir, par exernpfe, S. LIE, Th. der Transformationgruppen, t. III, p. 715,
7i6 ou LIE et SCHEFFERS, Vorlesungen ùber Differentialgleichungeri, p. 49°-
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transformations se réduisent s imul tanément à la forme (3) oa à la
forme (4) 5 ^e là les deux types :

<T'J
„ ,. ^ <>/' ,. ,. ^ <)f ,. /. <N ^fx'./-^^ \,f=..,y-^, W=03.r^- >

x,^^ x,/^, w=^

Dans le cas (G), rLÎ ne dépend que de x. On peut donc prendre

\,f-^r
ou Ijien

^r

x,/-^','̂

^/=-^-
x,/-.^.

Les deuxième et troisième identités (C) conduisent alors à trois
conditions entre les coefficients a,i, ^3, Ya de XQ^*, et qui sont
contradictoires avec la première forme de X|Y, Xa/, tandis

quelles donnent avec la seconde X3/== (03—y) -,/; en chan-

^eant^y en 03—y, on aie type canonique

( r , ) w^, X./-»..^, X,/,/-!':
" ()y J J t)y

Enfin, dans le cas (A), on a neuf relations entre les coeffi-
cients a, jî, Y de Xi /, XsY, X3 / :

a^i-ai^-^i,

•• ' ( ^71—^172) -^ ?i, .. ^
p - â V l — ?' l7â=== 7l î

On reconnaît de suite qu^on ne peut supposer réductible à la
forme ôy ni "y^, ni 7^3, pas plus que "y^ à la forme s. Si ^2 est
réductible à la forme S^y, on trouve d'abord 5 2 = = ± i î pour
5:i == — i ? on est conduit à

X,/==^ ^ x./-.,.^, x./.^.^;

pour ô^===4- i, on obtient un sjstème qui se ramène à celui-ci en
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changeant y en —- Si 7)3 est réductible à la forme £3, on trouve
j

^'•^y'y w=^<-, x./»..^,
et, en changeant y en y — a ^ , on est ramené au type précédent.
Résultat analogue avecy,, == s. On a donc la quatrième et dernière
forme réduite

<ro xj^i^, x,/-y^, X3/=:^
/ v £ •/ <)^ •/ ^y ^

Les transformations infinitésimales prolongées jusqu^au troi-
sième ordre sont

1° Pour £ E= o, 7» == £(.^)

, .. ()/ , ()/ „ <)/ ,„ y^/=Ê ù +5 /-6 +£ ̂  + £ -^î^r ' ̂  àyll w ^w

2° Pour Ç ̂  o, T. ===y

•Of^y^ + ^ ̂  -,- y^L + ̂ /-^ .
7 ' ày y ày' ̂ y ùy11 • y ày"

3° Pour ^ EE= o, ^ == ûj'

•0/-oy^-.(^-oy)^

+ ( 8^ -4- 9.8'y' - sy ) ̂  + ( o'-y + 3 oy -T- 3 sy - y ) ^L,.

3. Considérons maintenant Inéquation (i)

y^-R^^y,^),
et supposons qu'elle admette un groupe (F). La transformation
homographique qui ramène les transformations infinitésimales de
ce groupe à Pun des types canoniques r,(/== i, a, 3, 4) change
cette équation en une autre de même forme

(5) y^^^^y^),
où Jl est rationnel en j/'^, y\ analytique en y, x. Nous allons
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exprimer que celte équation (5 ) admet les trois transformations
infinitésimales Yi.

Mais, en vertu du théorème de M. Painlevé, cette équation (F))
doit avoir ses points critiques fixes, ce qui précise déjà la forme
de c^H, en tant que fonction de y " et de y'. D'après les résultats
démontrés par 1 V 1 . Painlevé ( / 1 ) , l'équation (4) est de la forme

( G ) y -Ay—ny—c;
de plus. A, regardé comme fonction de y', n'a que des pôles
simples, au nombre de trois au plus :

_ m n p
y' -:- f/ ' y' -4- h y' -h c

m, / / , p étant certains nombres commensurables, qui peuvent être
nuls, et a, &, c étant des fonctions analytiques de x ety.

Enfin, B et C n'ont que des pôles simples en y', coïncidant
B G

nécessairement avec ceux de A, et —? — restent finis poury'^ro;;? y y, f J ^
d'où l'on déduit

H -, >. ,.•,- ;. + -̂ J_ -,.. _'__ + _/"_,
" y -+- a y -h h y -i- c

,„ ,- , m •» fi-> ?•>{ , — ^y 3 -+. o y 2 „ j y' „.. -; „_ ——-___ _ _ ___.. _i_ —'__— .
' ' ' y -+- cf y — b y' -••,- c

m\, / / i , . . ., p^ sont des fonctions de x et de y telles que si p = o
par exemple, on a aussi

P\--Pî--^\

À, ;T., v, ..., T sont des fonctions dey et de x.

4. Examinons d'abord le cas ou A ̂  o. L'équation est de la
forme

y'1' — ( /.y-4- ^.)y-r- \'y3-— py-'-i- <Ty— ^.
Pour qu'elle admette la transformation prolongée

V f=- 3^ - .' -^ - ̂  - S--^ ,
^ <yy ' & rj»y' ' " ( ) y " " /^y^?

OP. PAINLEVÉ, .S'M/' ̂  équations du troisième ordre à points critiques
fixes ( Comptes rendus, t. CXXX, p. 879; 2 avril 1900); voir aussi Mémoire sur
les équations différentielles dont l'intégrale générale est uniforme {Soc.
Math., t. XXVIII, 1900).
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il faut et il suffit que l'on ait identiquement

— ^" -+- ^'{\y' — ;j. ) -L- ^Ay— 3^ y'2 4- 2py' -+- 7 »

/ ,, ^À ,, ô[S. , (hf , 0 0 , <)7 OT \
-4- £ ( Y y' —— -4- y —t— — y 3 -— -4- y 2 —— — y —— — —— r^ 0.

\ r̂ ^ ^" ^y ^y < ) v /

De là les conditions

1 ()\ (h <^ . , <)[L ,.
\ —— —: (), -— =-= 0. S —— j £ \/ == 0, £ —— — 6 A — 0.
^ ()r /)r ^r ^y

( e ) -
^ , .' ^ ' if m( £ —— — 2 £ 0 "- £ A == 0, £ —— -h £ 7 -4- £ [J. — Z —- 0.

' ôy k ^y

1° Ces seules relations montrent que, sMI y a deux fonctions
distinctes £< et s^ 1e5 vérifiant (types Fa et F;} ), on doit avoir

(hj. 07

^y ^y
et

<)T \ , ,„ „ r . /•
—— = - £ — — £ 'Jl(^ ) —— £ 7( ̂  ) = - = / ( .Y ).
^- S '

c^est-à-dire
T == ^r y( x } -+- ^ ( x > .

L7 équation se réduit a

y"=: ^< .y)y'-;- y { y ) y — f { T ) y ~ ̂ ( ̂  > :

c'est une équation linéaire non homogène. Les valeurs de z vcn-
(ient l'équation sans dernier terme

Z'" == ^ ( X ) £" — 7 ( .'" > 2.' -4- f( X ) £.

2° Dans le cas du type (Fi), les coefficients de Inéquat ion
doivent vérifier les relations (^) et aussi celles qui expriment que
l'équation admet la transformation prolongée

^-y^.^y^..-y^--y^,
' J ' ôy J ()/ f ( ) y " J ^y'"

c'est-à-dire qui expriment que l'on a identiquement

/ ,,<^ „ ̂  ' ()v t,^? ,()<J ^ ^y l y y " — -: - y " —— + y 3 —— - - y î -l- -4- y - + —— 1
\ ^y °.y ^y ^y ^y ^y 1
—y' C^y" -•r 3 ̂ y2 — 'i ?y' -i- T ) — ̂ y3 — ? y ' 1 - ^y — T — <>'
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On déduil delà

S -^ ^p. ()v
x = = o î ^=0 ' .r^4-2^0'

(6 ) •7 ^

( (h os <)T
^^+p=0 ' ^=0 ' ^-T = = o-

Les équations (^) et (e1) entraînent

\ == ^ = p — o
<)^. ôy
Tîy ~~~ ~ôy ~~~ oî

et
T=y/(^).

l^écjiiation (5) correspondante est donc linéaire et homooene.
Recherchons enfin les conditions pour que l'équation admette

les transformations (1^). Elles résultent de Tidentilé

— 1 ̂ " y — 3 o'r' -I- •î c'y -h o ( \ y " y ' — ^ y " -.;- '̂ '3 ̂  p^.-'â _^ ^^' ̂ _ ^ , j
-- ( c'y -T- -2oy-~oy') (Ay— ;JL)
- - ( ̂ 'V -•- oy^ ( >y-:.- ^^y'^-h '->-pj-'4- 1 )

^ /<f^ i, , <)[J• „ ^ , <'^ , <)'3 o- \-y [ ^ y y - ly^'-^^-^y1- ̂ -'- ̂ ) ->-
On obtient d'abord

^.T^-0- ( A y - 3)o^ ^o-o.

Cette seconde relation, devant être vérifiée par trois valeurs
distinctes de 3, entraîne

X == -3- ^ —
^ ^J^

On a ensuite

^"^^ ::=01 (^-3^)^-,- L-^y^i\ 0 = 0 ;

^ ^ , '' \ j /ou
„ _ 9' ^(fi.r)
' - "y^ -<)ï-=o•

En tenant compte de ces résultats, les conditions suivantes
s'écrivent

•2(^--py;)o'-y^-o =o,

- 0--;- ̂ '^ 38--,- /.-- l^.0!}^ o

\ y ^ y l
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d'où

c'est-à-dire

=:— iî f) ^1 _
• ~ y ' ~ày ~ 0 1

^(j)-^

-y =/( -y) Log7 4-^(37).

L'équation (5) s'écrit alors

w 3-^^'^——«>.y'3 yy"'__y'2

•r = ~~~y2——~" •4"^tr) y •+c^^)y+/(»yLog^4-y^(.r),

ou

(y) - î^^)^) -+-< T( l r)y+/(^)Logy4-6y(^).

En posanty== ̂ , on est ramené à une équation linéaire en z.

8. Considérons maintenant le cas où A E E E O . En aucun cas,
l'équation

y-== y ^ i - 1 1 1 : n , /'_^' \y-+-^ y+^ y-+-c/y7 -+- a y ' -^- b y' •+- c j

m! _^ ^1 ^ Pi
4-a~^^-i-^ J^'-t-c

, ^ l ^1 , ^i . Pi ^ , \
-y {-y^-a -r- y^î + y-^-c - ̂  -4- ̂

^Î9 /l2 /?«
-+- —^——— 4- - _ ^ — ^ _ _c—— _(_ ^ y'3 4- o y'2 4- CT y' -t- Ty+a j'+^ y-r-c J ></ ^ c ' ^ ^ k •

ne saurait admettre les transformations (r/) ((= 2, 3, 4). En
eflet, en prenant, dans l'identité qui exprime Pexistence de la
transformation prolongée

^^^ î^^y^ .^/^ ,//J/
1 ' ^ • • 7 ày' J à y " ^ y ôy1'1'

les termes en y2 et en annulant, on obtient

V^ m I ()a\
l(y^(a-^)=^

en opérant de même pour la transformation prolongée

^ ,- /)/ - ^f „ ^f „, àf
^f = £— 4- £ ——/ 4- £11 -'-, 4- €" -4,ôy Oy' àf" ày"^

XXXI. 20
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on trouve
V^ 771 / , àa\
ZTy^ay[^^)-°^

enfin, en prenant la transformation X/== ôy-7-, on arrive à

V m \\f àa\ ^ 1^Ty^^-y-sy)-^^0'
Si 772, /z, p ne sont pas tous nuls, on aaraît des identités de la

forme
àa

' £ T~ == 0
ày

on
^ ^ / àa\
o^-o^-^^;=c•

qui ne peuvent être vérifiées par plusieurs fonctions distinctes s
ou o; cl^où rimpossibililé des groupes l^, 1^3, r^.

Pour le type F,, si plus d'une des quantités m, n, p est diffé-
rente de zéro, il y a aussi impossibilité; soit, par exemple, mn^o.
on a

et

, àa ùb
' --"-£^ ~'~'6^r

f)a , ôh"--y^ ^'--y-sy''
par suite a == &; ces deux pôles ne seraient pas distincts.

Il ne reste à examiner que le cas où m seul serait dînèrent de
zéro et où le groupe serait du type Fr Eu égard aux conditions

<)a , àa
a—y— == o, £ ' - i -£—==o,

ày ày

la considération des termes enj^, dans les mêmes identités, con-
duit, pour la première transformation, à

<)77ti

^7 ̂  mlî
et, pour la seconde, à

„ ^i
9. £ 771 -4- £ ——— == 0.°y

On conclut de là -— == o, puis m == o, d'où contradiction.
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6. En résumé, si A^o, l'équation (3) ne peafc adiTielIre un
groupe (F), et si A = o, elle ne le peut que si elle est linéaire on
réductible à une équation linéaire par le changement de fonc-
tion y == ez.

Le théorème énoncé est donc complètement établi.
Ainsi, le groupe très simple (F) n'a pas conduit à des équations

à points critiques fixes nouvelles. On pourrait alors ^e proposer
détendre la question aux groupes

X=.r, Y-F(^y) ,

où F est algébrique en y et dépend de trois paramètres distincts.


