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SUR LA THEORIE DES FONCTIONS IMPLICITES;
Par M. E. Gounsar.

On connait les beaux résultats obtenus par M. E. Picard dans
I'élude des équations différentielles et des équations aux dérivées
partielles, grace a sa méthode des approximations successives.
Cette méthode s’applique également avec une grande facilité a la
théorie des fonctions implicites. Pour fixer les idées, je resterai
d’abord dans le domaine réel, quoiqu’il soit bien aisé d’étendre
les résultats aux fonctions définies par des équations dout le pre-
mier membre est analytique.

1. Soit f(x,y) une fonction des deux variables indépendantes
réelles x et y, continue dans le voisinage d'un systéme de valeurs
Zo, Y0, tel que f(zy,y,) = 0. Pour préciser, nous supposerons
que cette fonction est continue dans un domaine D défini par les
mégalités

() Ty—asxixy+a,  yo—bIySyo+ b,
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a ct b étant deux nombres positifs. Nous admettrons de plus que
Pon peut choisir les nombres a et b assez petits pour que on ait

(2) |f(z, ") —=f(z ) <K|y'—y"],

z étant une valeur quelconque comprise entre 2y — a et z,+ «a,
¥',y" étant de méme deux valeurs quelconques de y comprises
entre yo— b et yo+ b, et K un nombre positif constant plus
petit que Uunité. Ceite derniére condition sera certainement véri-
L4
dy
lant pour x = z,, y =y,, et continue dans le voisinage.

Ces condilions élant supposées satisfaites, nous allons démon-
trer que I'équation

fiée si la fonction f(x,y) admet une dérivée partielle == s’annu-

(3) Yy —=Yyo=f(z,5),

ot Uon regarde x comme une variable indépendante et y
comme U’inconnue admet une racine, et une seule, qui tend vers
Yo lorsque x tend vers x,.

Il est clair que I'on peat, dans la démonstration, supposer z,=o,
Yo=o0.L’équation (3) prend la forme '

(39 y=f(z,7)

-la fonction f(x, y) s’annulant pour £ = y = o, et restant continuc
lorsque z varie de —a 4 +a, ety de — b a + b. Posons

(4.) n=f(z0), yi=f(x,51), oty Ya=L(X,¥n1) .3

il faut d’abord montrer qu’en prenant z assez petit, ¥, ¥a, . . .,
¥ny + -+, restent inférieurs & b en valeur absolue. Par hypothese,
silzl<aet]y|<<b,ona

lf('Tr.y) '—./'(‘T, 0) <K |}’ |1
K étant plus petit que 'unité; on a donc a fortiori
IS (@) | <Inl+ K|yl

Comme y, tend vers zéro avec x, nous pourrons prendre un
nombre a’< a tel que, 2 restant compris entre — ' ¢t + d/, on
ait

lyil < b(1--K).
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Si |y | estinféricur & O, on aura donc
If(z,5)1 <br—K) + Kb,

ou | f(z,y)| << b, pourvu que z soit compris entre — @’ ct + a'.
Il s’ensuit que ¥y, ¥s, .- -y ¥, - . . sSeront tous inféricurs a b en
valcur absolue, si la valeur absolue de z est moindre que a'.

Pour prouver que y, tend vers une limite lorsquec 2 croit ind¢-
finiment, considérons la série

(5) i+ (Ye—y1)+(Vs—y2)+. ..+ (Yn—YVa—1)+....
Des relations
Ya=J(2s ¥n), Yu-1=Jf(2, yn-s)
on lire, d’apreés la condition (2),
| yn—=Fu—1| <K|yn—1—Yn-2|

Les termes de la série (5) sont donc plus petits en valeur absoluc
quc les termes d’une progression géométrique de raison K <.
La somme S, des n premiers termes, ou y,, tend par conséqucut
vers une limite Y lorsque n augmente indéfiniment. Cette limite Y
esl une racine de 'équation (3), car, si I'on fait croitre n indéfi-
niment, lcs deux membres de la relation

Ya =./.('7'1 ,}’u—l)
tendent respectivement vers Y et fiz, Y), et Fon a a la limite
Y =f(x, Y).

Cette racine Y est une fonction de la variable z, définic dans
'intervalle (— a', + a@'). Clest une fonclion continue, car la
série (5) est, d’aprés ce qui précéde, uniformément convergente
dans cct intervalle; et tous les Lermes sont aussi des fonctions con-
tinues. On a d’aillcurs

Ll
1v) < 12k,
ce qui montre que la racine Y tend vers zéro en méme temps que z.
L'équation (3') r’admet pas d’autre racine tendant vers
séro avee x. D'une facon plus précise, lorsque x est compris
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entrec — a' ct + &', il n’cxiste pas d’autre racine que.Y. dont la
valeur absolue soit inféricure & b. Soit en effct Z unc racine, infé-
rieure & b en valeur absolue, de ’équation (3'); des dcux relations

LZ=f(x,1), Yn=J(L, ¥n-1)
on déduit, en appliquaat toujours la condition (2),

IZ—_}’n|<K|Z“‘}’n—1’,
ct par suite
[Z—yu| <Ki=1|Z—y|

La diflférence Z — y,, tend donc vers zéro lorsque n augmente
indéfiniment, et Z est identique 4 Y.

2. 1l est facile de passer de la proposition précédente au théo-
réme d’existence des fonctions implicites, sous la forme qu’on lui
donne ordinairement. Nous I’énoncerons de la facon suivante :

Soit F(z,y) une fonction continue des deux variables x, y,

dans le voisinage d’un systéme de valeurs x = xy, y = y,, pour
P . oF

lequel F(xg,y0) =0, et admettant une dérivée partielle o
continue dans le voisinage du méme systéme de valeurs, mais
différente de séro pour x = x4, y = y. L'équation
(6) F(r,y)=o,
admet une racine et une seule tendant vers y,o lorsque x tend
vers Z,. '

Soit en effet m la valeur de la denvee - pom T=20, Y =Y}
m est par hypothése différent de zéro, et l équation (6) cst équi-

valente a I'équation

Y —Jo=Yy—)i— --*-l‘(ry)—f(:r Y)

Or la fonction f(z,y) du second membre est nulle, ainsi que
of
ay

le voisinage. On peut donc appliquera ceute cquauon le théoréme
démontré plus haut; ce qui conduit i la proposition énoncée.

Pour & = Zy, ¥ = ¥, ct ces deux fonctions sont conlinues dans
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Remarque. — La démonstration précédente nc suppose rien
. ,o oF s .
sur I'existence de la dérivée ——- On peut se rendre compte aisé-

ment que 'existence de cette dérivée n’est nullement nécessaire.
Soit par exemple 9 (x) une fonction continue sans dérivée, pre-
nant une valeur posiiive b pour & = a. L'équation y?=¢(z)
admet deux racines qui tendent respectivement vers == /b lorsque
z tend vers a, et qui sont aussi des fonctions continues de z dans
le voisinage.

3. Considérons maintenant le cas général d’un nombre quel-
g q
conque d’équations. Soient

Ji(Z1, Zay ooy Tns Y1y X2y 0 Vp)y  eey f[t(-ThT!’“-s'Tll; }’l-.}’n-m}’p),

p fonctions des n + p variables x;, yx, continues et admettant des

., . . 9 o .
dérivées partielles continues ‘-,ﬁ dans le voisinage des valeurs

Zy=0,Z3==0, ..., Zp=0, ¥ =20, ..., ¥p=0. Si de plus les p

. . .. ; L e, . of;
fonctions f;, ainsi que les p? dérivées particlles 0}—‘&, s’annulent
*

pour ce systéme de valeurs, les p équations

(7) ri=fu  y2=Su - Yo=JSp

admettent un systéme de solutions et un seul de la forme
T1=P(x1, X2y, Tn)y,  Y2=PaAT1, T2y s Tn)y  oeey Yp=9p(T1, X2y ..., Tn),

®1y P2y « - -y §p Etant des JSonctions continues des n variables
indépendantes x,,xs, ..., %y, qui tendent vers zéro lorsque
toutes ces variables tendent vers séro.

. 9 .
Supposons les fonctions f;, s continues pour les valeurs dc
’)}’k

iy Loy ey Zuy Yoy Yoy - - oy )p satisfaisant aux inégalités
(8) x| La, l-’l'zléaz, cony l@altan, |_}’1‘§-b|7 IRy l}'p'ébp-

Comme on peut toujours remplacer les nombres @;, by par des
nombres positifs plus petits, nous supposerons que V'on a choisi
ces nombres assez petits pour que la valeur absolue de 'unc quel-

A

L., e p, . . K . , .
conque des dérivées oy soil inférieurc a - dans le domaine délinmi
IA )
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par les inégalités (8), K étant un nombre positifinférieur 2 'unité.

Cela est toujours possible, puisque les dérivées g)% s’annulent
pour z, = x;=...=yp= 0. Nous pouvons aussi admettre pour
simplifier que 'ona by = by=...= bp; car il suffit de remplacer
les nombres by, b,, ..., b, par le plus petit d’entre eux 0.

* Cela élant, nous poserons, en appliquant la méme méthode que
dans le cas simple traité plus haut,

y\'=fi(xy, 29, ..., Zn; 0,0, ...,0),

_}"z”—:fz(l‘nxz, ey Zp; O, 07 "‘70)1
(9)

............................... ooy

,}/;;”:jp(z'hmh yTp; 0,0, 70)»
plllS

‘ y(t‘)=f1(€l’|,1‘z7' vy Tp; .}/(1“,}’(2“1 "'a.}/;)l))v
j— . i
] y(gz)‘—‘fﬁ(xh‘z‘h ceyZns }’(1 )1}’(2”’ "‘7}/})”)3

(10)

et ainsi de suite. D'une maniére générale, on posera

_ . - L -1y -
}’,"n—fl(frhxiy ey Tpt J"lm “7.}/(2" ! ’ '-'s_}’;)m ”)y

T=1,2,...,pP; m=2,3,....

Si les valeurs absolues de y("™",...,y%" " sont inférieures

a b, on a, d’aprés le théoréme des accroissements finis,

Iyi_m) _‘yﬁ_l) I <

>R

m— K n— K -
A0 o S Y

et par suite
|y —yi" | < Kb,
et, a plus forte raison,
) 0
D) L | <1y |+ Kb.
'

Mais les fonctions yi" sont des fonctions continues de z,,
Zyy ++.y Zp qui s’annulent pour #y=x,=...= x,= 0. Nous
pouvons donc supposer encore les nombres @y, a., ..., a, assez

petits pour que la valeur absolue de y{"’ soit inférieure a (1 —K) b
lorsqu’on a

[r,\_/:_a,. |-7«‘z|§“z, ) lwnlgam
XXXI. 13
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L’inégalité (11) montre que I'on aura aussi |y{™ | < b, el Fon
démontrera ainsi de proche en proche que toutes les valeuars abso-
lues [y |, 1), <oy |y ™), - .. seront inférieures a b, pourvu
que I'on ait

|z | S ay, |22 | S @, cee |Zn| S a@n.

Des deux relations

(m)
i

— f . m— - -
—fl(xl7x27"'1xll1 .}’(1' ”1.},(2," ”7-~',_}’S)m l))‘
(m-1) . — — -
POV = fi(@1, @y ey @i YD, PN, L),

on déduit dec méme

e

I.)'w” i_lu—-l) , < ;__\I},\"lu—l)_},(lmﬂi') I

-

K, k
+ ’7 I},lzm-n _},(2'"—2) |+ .. — |},(m n_ .},;’m—m .

Soit M,,_, la valeur maximum des valeurs absolues des diffé-
rences |y~ —y" P | pour i=1,2,...,p; l'inégalité précé-
dente prouve que l'on aura

l}/(lll—-l) (l,""“’) I < KM,

En particulier, si H est la valeur maximum de ly“’] Iy“‘ o
Iy“’l la valeur maximum des valeurs absolues |y* — " |, .. .,
l_y“’ ‘“ | sera moindre que KH, et, en continuant de ]a sorte,

(m )

on voit que la valeur absolue dey — yi"1 sera inférieure a

K==1H. La série

( 1) (m) (m—

B e e R Rkl SR o VLY T

a donc ses termes phis petits en valeur absolue que ceux d'une
progression géométrique de raison K < 1. 1l s’ensuit que »{" tend
vers une limite Y; lorsque m augmente indéfiniment. Soient Y,,
Y., ..., Y, les limites vers lesquelles tendent respectivement

Py o Y lorsque mocroit indéfiniment. La relation

‘my "~ . -— —
yim j‘,(”“ Xoy «vvy Tn} },(1/)1 l)’ . “’y}'m I))
devicnt a lﬂ limile

Y,-:f,'(z',,:r,' I AT Yi,Yg. ...,Y,,), i= L2, ....p.
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On démontre comme dans le premicr cas que les racines Yy,
Y., ..., Y, sont des fonctions continues de z,, z,, ..., Zn, €t

que le systéme (7) n’admet pas d’autre systéme de racines tendant
vers zéro en méme temps que Xy, La, « . «, L.

4. Prenons enfin un systéme de la forme la plus générale

‘ Fl(xly-rty ...,{l‘”; _}’h}’z, "'7}’1)):07
(12) ) Fo(@y, oy ooy @ns Y1, Y0, -, ¥p) =0,

\ FP(xl)x17 ey Zny Y1y Yo, "'7.}/1’):0’

dont les premiers membres sont des fonctions continues, et ad-

e . . oF; . ..
mettent des dérivées paruelles:i?; continues, dans le voisinage

d’un systéme de valeurs zy, z3,...,25; ¥}, .. ., ¥}, pour lequel
onaF,=o0,F;=o0, ..., F,=o.

Ces équations admettent un systéme de solutions, et un seul,
de la forme

,}’1=?|(xhxh---yxn), ey }’pz?p(xh Ty ovey Tn),

D1y Pay - -+, Pp Etantdes fonctions continues qui tendent respec-
tivement vers Y5, ¥y, « - «y ¥ py lorsque les variables z,, . ..,
tendent elles-mémes vers z$, x3, . .., z}), pourvu que le déter-
minant fonctionne!

D(Fy, Fy, ..., Fy)

D1,y - ¥p)

ne soit pas nul pour ce systéme de valeurs.

Pour simplifier, nous supposerons que 1'on a effectué d’abord la
transformation
wi| 2} + 2 VeV Vi

0

de facon que toutes les valeurs initiales x|

y ¥i soient nulles.
. v, . , OF; . e

Soit a;x la valeur de la dérivée 5}/—; pour ces valeurs initiales; par

hypothése le déterminant

ay; aye cee Qyp

1 Qs Qa3 e Q@
A= 1 2p

Apy Qpz ... A,
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est différent de zéro. Le systéme des équations (12) est évidem-
ment équivalent au systéme suivant .

apyi+apy:+...+apyp=anyr+...+~apyp —F = ?1,
(13) Ayy1+ AQya+... 4 Qep¥p =AYy +...+ Qapyp— Fa = @3,

...................... DI R I I R e I I IR PY

ap Y1+ apeyet+.. .+ a@ppyp=apmyi1+...+appyp—VFp=9,;
les seconds membres 9, 9s, ..., ¢, sont nuls, ainsi que leurs
Lo, . do; ,
dérivées partielles 5;’— pour ;= o, yx=o. En résolvant ce nou-
k

veau sysléme par rapport a ¥y, ¥a, . . ., ¥p, on obtliendra donc en
définitive un systéme de la forme (7).



