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SUR LES FONCTIONS ET VECTEURS DE POINT CONTENANT UNIQUEMENT
LES DÉRIVÉES PREMIÈRES DES COMPOSANTES DE LA VITESSE;

Par M. PAUL APPELE.

1. Soient, dans un fluide en mouvement, u, v, w les projec-
tions, à l ' instant <, du vecteur vitesse W au point { x ^ y ^ z). Je
me propose de compléter, sur quelques points particuliers,
l 'é tude des fonctions et vecteurs de point dépendant unique-
ment des neuf dérivées partielles

au au au àv àv àv àw àw àw
—.— ? —— f —— f —— ) —— î —— y —— ? —— f —— f
àx ày àz àx ày dz àx ày àz

d'après les idées générales indiquées dans une Note des Comptes
rendus (26 janvier igo3) et dans un Mémoire inséré au Journal
de Mathématiques de M. Jordan (I e r fascicule iQoS). .rappel-
lerai ces fonctions et ces vecteurs fonctions et vecteurs de point
du premier ordre.

J'ai montré que si l'on pose

au àv àwe! == ~— > £3 := ~~? £3 == ~~>àx ày àz
àw àv au àw àv au

Y i = - 3 — • + - T - ? T2 ==—-+- -^— •> 'Y3 = — -+- — 9• ày àz ' àz àx ' à x ày

ç _ àw àv _ au àw àv au
ày àz7 2T1 ~~ ~àz'~ ' à x 9 ï ' ~ ~ ~ 7 i î ~ à y '

toutes les fonctions de point du Ie r ordre peuvent être exprimées
à l'aide de six fonctions spéciales dont la signification cinéroa-
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tique est simple, à savoir

/ 6 ==si -£2 4-£3,

\ 8 = - T Î ^ - T l - : - 7 ] — 4 ( £ 2 £ 3 - ^ - £ 3 £ l - + - £ l £ 2 ) ,

) ^ ^ 4 2 l S 2 £ 3 - - T l T 2 T 3 — £ l T Î — — S 2 T I — — S 3 T L

^=^-4-^4-^,

y ^Sl^—S^-^Ç^Yiy^^-Y^^-^'^

^ =Ei^E2^4-E3^4-rir^4-r^4-r3^.

Dans l'expression de ^ on a posé pour abréger

E i - = 4 £ , 3 3 — — Y 2 , E.2-= 4 î 3 S l — — T J , ES-: t ï i £ i > — — 7 ; | ,

^1=2(7273—'2 £ i Y i ) , r 2 = ' 2 ( Y 3 Y i — 2 £ 2 Y 2 ) , 1^--= 2(^1 7.2 — 3 ̂  Y.;),

de sorte que A est la forme adjointe de .?.
On a alors les identités élémentaires bien connues dans la

théorie des formes quadratiques

E i — E 2 4 - E 3 = — 8 ,
4£iEi -4-Y3r34-Y2r .2== 4 ^ ,

4E2E3-r î = iG. ix , . . . ,
r 2 r 3 — 2 E i r i = = 8 Y i î c , . . . ,

A == rj -i-rj —r^ —4(E2E3+E3Ei -+ -E iE2) - — i 6 0 % .

2. Calculons d^abord, en fonction des invariants fondamen-
taux (i), la fonction de point

/^y, w . /^v
Kl==^^ t^) - [ ô ï ) •

On peut, pour l^oblenîr, faire le calcul directement, ou remar-
quer que le résultat se déduit du calcul de la fonction analogue

^ /à^Y /à^y /^V
K=(i)+(^)+(5i} )

fait dans le Mémoire du Journal de Mathématiques^ en y rem-
plaçant £1, £2,23, Y! ? Y 2 , Y 3 par Ei, Ea, Ea, T^ Y.^ Y^ On trouve
ainsi

Ki = — 484^ — iGQ^x -h i6/.îp.
xxxi. 5.



— 70

3. La fonction
_ ày à^ ÔQ à^ à^ à^

' ~ ̂  ^" + ̂  ̂  -+- ̂  ̂

est également une fonction de point dont l'expression est

L ==4x0' .

4. Les fonctions calculées jusqu'ici sont paires en ^ Y^, Ç : elles
s'expriment rationnellement en û2, y, A. Si nous considérons le
jacobien des trois formes Q2, y, ^

I = =

S ^ Ï
(̂  à's àvo
àÏ[ à^ à^

à^ à^ à^
à^ à^ à^

il forme une fonction de point impaire en Ç, ^, Ç. Dès lors, son
carré est rationnel ; on vérifie, en effet, par la règle de multipli-
cation des déterminants, que. l'on a

12=

û2 •î <p i •̂
2(9 K 4Q2X

i^ 4^x Ki

remplaçant R et K| par leurs valeurs connues, on a I2 sous forme
d'un poljnome entier par rapport aux fonctions fondamentales ( î) .
La fonction 1 se décompose en un produit de trois facteurs
linéaires en ç, r^y ^.

La signification géométrique de 1 est facile à trouver. La fonc-
tion [ s'annule quand le tourbillon au point P est dans un des
plans principaux de l'ellipsoïde des dilatations en ce point, c'est-
à-dire dans un des plans principaux du cône

ei^-r- ^2Jrî-^- is^-i- ^\yZ-r-^îZX -+-Y32y =0.

o. Vecteurs de point du premier ordre. — Si nous appelons
de même vecteur de point du premier ordre tout vecteur indé-
pendant du choix des axes dont les expressions sont formées uni-
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quement à l'aide des dérivées

au au au àv àv àv àw àw àw
~r~ ? ~^~ f ~~ î —— ï -,— î — ? —— f — f —— fàx ày àz àx ày àz àx ày àz

il est facile de montrer que tous ces vecteurs peuvent être exprimés
à l'aide de trois vecteurs fondamentaux et des f&îctions de
point (i).

On peut prendre, pour vecteurs fondamentaux, les trois
suivants :

i° Le tourbillon Q de projections

(Q) ^ ^ S;

2° Le vecteur 0 de projections

(<î>) ^, ^ ^.
v / à^ àr^ à^'

3° Le vecteur ^F de projections

^ d^ à^
' /' ^ ' ^ ' ^/- *

à^ d^ à^
à^ ô^' ~d^

Soit alors un vecteur de point quelconque du premier ordre
ayant pour projections

\ ^ ^;
les trois fonctions

) .^-+-^-4-^Ç=A.

^^^^^P=B,
( 2 ) ^ r^ ^

. ^ ^ ()+ -
^ T F + ^ — — +^-^ ^^î^ • ( )7 ) ()Ç

étant les produits géométriques du vecteur (5^ ;i,v} par les trois
vecteurs Q, 0, Ï* ont des significations indépendantes du choix
des axes; ce sont donc des fonctions de point du premier
ordre. Les quantités A, B, G s^expriment donc en fonction des
six fondions fondamentales ( i ).

En résolvant alors les équations (2) par rapport à \ [JL, v, on
obtiendra les projections du Vecteur considéré en fonction des
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projections des trois vecteurs fondamentaux et des six fonctions
fondamenta les .

6. Dérivées totales par rapport au temps de fonctions e!
lecteurs de point du premier ordre. — Nous avons montré anté-
r ieurement (loc. cit.) que les dérivées totales par rapport à / de
fonctions et de vecteurs de point du premier ordre s 'expriment
par des fonctions ou vecteurs de point dépendant de la vitesse et
de l'accélération^ accompagnés de fonctions et vecteurs du
premier ordre.

Je compléterai les formules données à cet égard dans le

Journal de mathématiques en donnant l'expression de — •

Si nous appelons u'\ v ' ^ w' les projections du vecteur accélé-
rat ion J de la particule f lu ide placée en P (.r, y, :?), ces quanti tés
sont des fonctions de ^ ^ - ^ y - i ^-

Nous poserons, pour simplifier,

, au' , àv' , àw'
' [ ~ "ôx9 £'2 ~ ~ày' c3 ~ ~cfz î

, àw àv' , au àw' , àv au
4 1 ^7 4- ôz ' "^î " <jz ox ' ^î ~ dx ' ôf ?

., àw' àv , __ au àw1 y , __ àv' au
2^ = ~0y "" ~ôz' '2r< =~oï~~àx' '2^ = ôx ~ ~ôy^

Nous aurons alors, d'après les expressions de

^ d[^ dVi
dt' " • ? ~dt' ' " ' ~dt' ' " '

données dans les Comptes rendus du 26 janvier iQo3 et dans le
Journal de Mathématiques y les formules suivantes :

d^ _ à^ d^ à^ dr, à^ d^
~dt — ^ ~dt -r- Jr, ~dt "̂  "JÇ ~dt

-^^•t-^t
^;^^;-
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La première partie

est égale à

d^ d^ à^ dr^ à^d^
à^ dt 4" ̂  dt^ ' à t ' d t

^^^'+^-26^—
la seconde partie^ composée des six derniers termes, est égale à

^ [ ( 4 £ ^ £ 3 + 4 £ 3 £ / 2 — — ^ T l Y / l ) S 2 4 - 2 ( Y 2 T 3 + Ï 3 T 2 — ^ £ l T l - - 2 T t £ l ) • ^ r î î 1
— H -+- xQ2 — 4 cp^2 + 4 OU^.

On a donc enfin

^ _ ^ ^ ^
d~t - ̂  ç + ̂  7} + ̂  ç

- + - 2 [ ( 4 £ 2 £ 3 + 4 £ 3 £ 2 — — ^ T l T ' l ) S 2 + 2 ( Y 2 Y 3 + T 3 T 2 — — < î £ Y / l — — 2 Y l £ i ) r ^ |
— 3 6^ + 3 xQ2 _ 4 (pQ2 4. 4 Qû^.

Dans celle formule, la première et la deuxième ligne du second
membre forment chacune un invariant simultané des deux vec-
teurs vitesse et accélération.

Je me bornerai à celte formule, en laissant décote le calcul des
dérivées géométriques des vecteurs fondamentaux <î> et W

-^y0^ d f0!} ^f^\
dt^)' ~dt\à^)' ~dt\à^)'

d [à^\ d là^\ d /à^\
dt^)' dï[à7j9 dt\àt)'

qui se fait aisément à l'aide des formules précédentes.


