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SUR UNE PROPRIÉTÉ ARITHMÉTIQUE DES LOGARITHMES
DES NOMBRES ALGÉBRIQUES;

Par M. CAKL Sïi)nMEK..

1. Su/' ^approximation des nombres incommensurables par
des nombres rationnels.

Soîl a un nombre incommensurable réel et positif. Comme on
le sait, on peut le mettre (Tune seule manière sous la forme (1 une



in
fraction continue illimitée

a == rty-4- —
rti

0 2 -

oi'i ÏÏQ est un nomijre entier positif on == o et où ai, a^, .... a,/, ...
p

sont tous entiers et positifs. Désignons par — les réduites suc-

cessives de celte fraction continue, de manière que

PI == (IQ) PÎ == rti (ÏQ-+-1, . . . , P/t-4-i ="= <^ î\+l^-i» • • • »
Qi= i , Q2=osi , . . . , Q/,-n==a/,Q,,+Q/,_i, ....

1\ et Q,̂  sont alors des nombres entiers positifs premiers entre
eux.

Comme on le sait, la première démonstration d^existence des
nombres transcendants, due à Liouville ( ' ) , est basée sur une
propriété remarquable des nombres du dans le cas où a est un
nombre algébrique.

En effet, si a est une racine d\ine équation algébrique à coefd-
cients entiers et de degré /', on a rinégalité suivante

( i ) a / ,<MQ^-- 2 ,

où M est un nombre qui ne dépend pas de /z.
Dans le présent Mémoire nous allons établir une inégalité pa-

reille pour les nombres positifs de la forme

«o^A
^lop-

où A et B sont des nombres algébriques; par conséquent aussi
pour les logarithmes vulgaires des nombres algébriques.
{Cas^=\o,)

Commençons par quelques généralités. Suivons un procédé in-
diqué par M. Borel dans son exposé des recherches de Liouville (2).
Soity"(.r) une (onction analytique réelle de la variable réelle x,
admettant le nombre a comme zéro simple, et régulière en ce

( ') Journal de Liouville, t. XVI.
( 2 ) BOKEL, Leçons sur la théorie des fonctions, p. a().
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point. Soit <2, b un intervalle réel contenant a et assez petit
pour que f{x) soit régulière et n'ait pas cTautres zéros dans cet
intervalle.

Soit p- une fraction irréductible, valeur approchée de a et con-

tenue dans a, b.
Pour toute valeur x contenue dans Pinlervalle a, 6, on a

I /WKM,

où M est une constante ne dépendant que de l'intervalle rt, 6. En
appliquant la formule de Tabler arrêtée à son premier terme, on a

/©'(t-'M-^—)]- ' < ' < ' •
O r , a + 9 ( ^ — a ) étant contenue dans l'intervalle a, 6, on aura

^)<^-.M,

ce qui donne

w ^)1a > M

Si, en particulier, ' est une des réduites — de a développé en

fraction continue, on a l'inégalité suivante (!) :

(3)

ce qui donne

(4)

P^
Q.

aa<

^Qî

M

Pour en déduire des inégalités comme (i) il faut trouver une

limite inférieure simple de / ( J - ) exprimée comme fonction de

q par exemple. C'est ce qui est très facile dans le cas où f{x)
est un poljnome de x à coefficients entiers et de degré r. En effet,

(') BOREL, Leçons sur la théorie des fonctions, p. 3o.
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ce polynôme étant supposé n'avoir pas de racine rationnelle, on a

k^)i>?-
ce qui donne immédiatement l'inégalité de Lîouville (») .

2. Inégalités fondamentales pour les logarithmes.

Soient A et B deux nombres positifs qu'on peut supposer pour
plus de simplicité >> i. Posons

<" ^"
et supposons que a soit incommensurable. Pour cela il faut et il
suffit qu'il n'existe pas de nombres entiers positifs m et n tels que
Aïn=Kn.

Nous allons appliquer à ce nombre a le procédé que nous avons
indiqué. A et B étant > i, a sera positif. Conservons les mêmes
notations qu'auparavant. Alors a est racine positive de l'équation

B^ — A = o

et la fonction y aura la valeur

/ ( , r )=B^~A,

/-(aO^B^logB.
d'où

Nous allons trouver une limite inférieure pour f(p•\\• a étant
. . \ ^1incommensurable, cette quantité est positive. Posons

^
B^—A ==As.kœi°(7) \V\q

[ [ B ^ — A y l ^ A ^ .

Nous allons distinguer deux cas : 1̂  > A^ et BP <; A^.

Dans le premier cas on aura
i

i4-e= (id-s')^
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En prenant les logarithmes et en appliquant la formule appro-
chée

log(,4-^)--=-^^, o < <

on en déduit
£ 1 £

l 4- 0& — q 1-4- ()'£'

9 et 6' étant compris entre zéro et i. Cela donne

"> •>5^r
Dans le second cas on aura sûrement s et g' moindres que i et

i-£=:(i-£7/,

d^où Fôn tire, comme auparavant,

s i £
û^ ' »l — Q £ q \ — 6 ' £ "

d'où

-,(-)
et comme e <^

f^6-')^',\ y/ </B ( I + ^ ) > ^\ y/ </
ce qui donne

(9) £ > - l — — —y i-^-s

Des inégalités (8) et (9) on tire

Kf)l>^
où e' est donné par la formule (^?). En subst i tuant celte valeur
dans la formule (a), il viendra

(il) ^-a -> A £r .v / q a -"^M TÏT'

Cela posé, considérons les quotients incomplets a^ rt.j, ...,
<7//, ... de a développé en fraction continue i l l imitée. En combi-



nani les inégalités (4) cl ( 1 0 ) on obtient

(-) ^<^1<±^A (,),/£/,
où

__ | B^——AUn
( • 3 ) A^.

Or, comme On est un nombre entier, il faut que tu pour n
croissant soit de Fordre de Q^1 . Par conséquent on peut trouver
nn nombre positif K indépendant de n et ne dépendant que de A
et B, tel que

M /- (i 4- in) < K.
ce qui donne

( i4) <^/(<K AQ«.
Q,J B'\.-A^|

3. Propriétés des logarithmes des nombres algébriques.

Jusqu^ici nous n^avons pas fait d^autres hypothèses sur la nature
des nombres A et B, que de les supposer plus grands que i et tels

lo^A
que a == ——— soit incommensurable. Admettons de plus qu^i ls

soient des nombres algébriques. Soient, respectivement,

(15) l ^ loAP-4- lMlAP•- 1 4- . . . - ^Mp_^A- i - Mp, — o ( M o > o )

et

(16) No BV + Ni BV-I +. . .-+- NV-I B 4- Nv == o (No > o)

les équations irréductibles aux coefficients entiers, auxquelles sa-
tisfont A et B. Désignons par

Ai === A, As, A,-}, ..., An

les racines de l'équation ( i5) et par

B i = = B , B,, B3, ..., Bv

les racines de (16). Posons

(17) MÎN^A-y-B^)^ .
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Comme a== ° - est suppose incommensurable, z sera diffé-

rent de zéro. Nous allons éliminer A elB entre les équations ( i5) ,
(16) et (17). Posons

M2N^(A?-B^)==N{; (MoA, )7 - .M?(NoBy) / -=^ ,

Alors z sera racine de l'équation algébrique

08) I~[(^-^/)==o,
'./

le produit étant élenda aux valeurs

i== i, 2, 3, ..., (JL,
/== i, 2, 3, *. , \».

En effectuant la multiplication au premier membre de (18),
celle équalion peut s^écrire

(l8') 2^ •+. Ci^P-1 -4- ... 4- Cp^-P -h ...-+- C^ = 0.

Les coefficients Cp seront des nombres entiers ou nuls. En
effet Cp est une fonction symétrique des quantités Mo A/, dont les
coefficients sont des fonctions symétriques aux coefficients en-
tiers des NoBy. Comme les MoA/ et les NoBy sont respectivement
racines des équations

x^ + Mia-P-i -4- MoMs-rH--2 -4- ... 4- M^-1 Mp. = o
et

^ 4- N, x^ 4- No N2 .r^-2 4- ... 4- N^S 1 Nv = o,

il s^ensuît, par la théorie des fonctions symétriques (*), que Cp est
un polynôme aux coefficients entiers des coefficients de ces deux
équations et, par conséquent, égal à un nombre entier ou nul.

Cela posé, nous allons trouver une limite supérieure des
nombres \ Cp [. On a évidemment, en désignant par K. un nombre
plus grand que tous les [A/| et |By(,

I ^KMÎN^K^+K?) .

( ' ) Voir, par exemple, SERRKT : Cours d'Algèbre supérieure, t. I, p. 317.
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Or, - étant une valeur approchée de a, on peut supposer qu'il

existe un nombre positif r > i et tel qu'on a pour tous les p et q

rq >/?.
Cela donne

|^y |<2[MoN;K/-]7.
On en tire que

| Cp 1 < X ( IVÎoN; K/)P<7 < ^(MoN; K^P-vy

où \ ne dépend que de [JL et de v et non de p et de q. En posant

(MoNSK^v=N,

on aura ainsi l'inégalité cherchée

^Q) I C p K X N y ,

\ et N étant des nombres fixes, dépendant de la nature de A et
de B et non de p et de q.

Cela posé, il est facile de trouver une limite inférieure de | s \.
Si l'équation (18) a des racines nulles, soient

CJJLV == O» CMV-I ==0, . . . , Cij.v-̂ .+.i == 0

et
Cp/-)^o.

Comme les coefficients C sont des nombres entiers ou nuls on
aura

(20) |C^-)J^i.

Alors, le nombres, défini par l'équation (17) et, d'après notre
hypothèse, différent de zéro, est racine de l'équation

(21) z^ + Ci^-^-i+ .. . + C(,v-5, = o, ( X ^ o ) .

Or, comme on le sait ( < ) , on a l'inégalité suivante

\- \ ̂  1 ^v-X |
' '^ICI+IG^I

où |C[ est le plus grand des nombres [ C,|, | Ça], . . ., [ C»v-x i l -

(') Voir, par exemple, SERRET : Cours d'Algèbre supérieure, t. I, p. 88.
XXVIII. ,0
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En tenant compte des relations (19) et (20), cela donne

ïM> ^ X N - z

ce qui donne, en substituant la valeur de z et en remarquant que
rcl>P^

' ^ -^^^ (MoNgN) .
ou bien

W \^-Bl)\>^

où 5^ et Ni sont des nombres fixes dépendant seulement de la
nature de A et de B et non de p et de q.

Cela posé nous allons considérer le développement de a en
fraction continue. En combinant les inégalités ( i4) et (22), on
obtiendra le théorème suivant :

THÉORÈME. — Soient A et B deux nombres algébriques posi-
tifs et > i et supposons que

logA
logB

soit incommensurable. Développons a en fraction continue
illimitée

i
a = ao -+- — I

a^^-.. +j.
an -+- .. ^

^ désignons par — la n16^ réduite de cette fraction continue
de manière que

PI==OO, P 2 = = a i a o + * 5 • • • • P/i-t-l= ^n^n-^- P»-li • • • i

Qi===i , Q 2 = = = a i , ..., Q/t+i= «/iQ/i+Q/t-iî • • • •

Alors on aura l'inégalité suivante

. - .MQ-.
(.3) ^^-Q.-

o^ K <?^ M 50^1^ û?^ nombres fixes dépendant de la nature de
;V et de B et indépendants de n.
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4. Cas particuliers. Applications.

Faisons cTabord cette remarque bien évidente que, si B === 10,
a se rédaira an logarithme vulgaire da nombre algébrique A.

Considérons un autre cas très simple/celui où A et B sont des
nombres entiers. Rappelons la formule ( i4 )

^,,<K AV"
Q/,|B^-A^

où K est un nombre fixe plus grand que -. (i + £„). M est une li-

mite supérieure de [B^IogBI dans un intervalle comprenant a et
p

tous les — et £„ est définie par

| B^- AQ"|
^——AU»——"

Nous allons chercher des limites supérieures de M et de s,/, ce
qui donne une valeur de R. Considérons d^bord M. Comme

ê-' <^w.<l
p

toutes les — seront comprises dans Pintervalle a — r , a-4- i et,

par conséquent, on peut poser

M==B^losB,
et, comme B01 == A,

(a4) M = = A B l o g B .

Considérons la quanti té £,/. En multipliant rinégalité (3) par
Q,, logB, et en se rappelant la valeur de a, on obtient

1 P. lo^B ~ Q, ïo^\ | < bgB < logB
^/iSÎ/i

ou bien
B^n

^TiT. <logB.^A^

Si B^ > A0" on en déduit

W 1 - 4 - £ / , < B .
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Si, au contraire, B^' < A^", on aura s,/ < i et

<B

et l'on retombe sur l'inégalité ci-dessus en remarquant que B >> i.
On voit ainsi, parles inégalités (a4) e t (a5) , qu'on peut prendre

pour K. le nombre B2 logB, de sorte que la relation (i 4) prend
la forme
, ., AQ^Bs logB
(rn ^Q.IBI^AQ^

En remarquant que [ B11» — A0" ] ̂  i , on en déduit le théorème
suivant, corollaire de notre théorème général :

Soient A. et B deux nombres entiers > i et tels que a == og-•/ logB
^5< incommensurable. En développant a <?/? fraction continue
et en conservant les mêmes notations qu'auparavant, on aura

AQn(26) a , , < — - B 2 1 o g B .
S t̂

Du théorème général on peut tirer des conséquences intéres-
santes pour la théorie des nombres transcendants. En efiel^ si
Fon forme une fraction continue illimitée, où a,i ^F(n), V(n)

M On
étant > R-=— pour n assez grand, et cela quels que soient les

nombres K et M, l'inégalité (28) ne peut pas subsister pour n
assez grand, et comme il en sera de même pour l'inégalité de Liou-
ville (i), la valeur de la fraction continue sera un nombre
transcendant qui ne sera pas égal à un nombre de la forme

,——» A et B étant des nombres algébriques positifs et >> T .

Il suffit, pour cela, de poser, par exemple,

On = 7lQ».

Alors le nombre

^U-+- —— 1ai 4-—
^-L- •

a,, 4- .
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sera un nombre transcendant qnî ne sera pas égal à un nombre de

la forme -^—> A et B étant algébriques, positifs et > i , et, par

conséquent, qui ne sera pas égal à un logarithme vulgaire
(Tun nombre algébrique positif.

Remarquons que l'existence de pareils nombres transcendants
découle a priori des recherches de Cantor. En effet, il a démontré
que l'ensemble des nombres transcendants a la puissance du
continu, tandis que l'ensemble des nombres algébriques est dé-
nombrable^); comme il en est de même de l'ensemble des nombres

° ^ p , A et B étant algébriques, il s'ensuit qu'il y a encore une

infinité non dénombrable de nombres transcendants de la pro-
priété demandée.

De même que nousavons traité, dans ce Mémoire, des nombres

de la forme -^— f on pourrait appliquer le même procédé aux
nombres

r^____dx______
arctan^A arcsinA JQ y/( r — X'1 ) ( i — /i2 a?2 )
arctangB arcs inB /^B ŷ

•À J( » — X1 \( t -Jo /(i-^)(t_^î),

el à une infinité d'autres.

( * ) Voir BOREL : Leçons, etc., p. 24, et Journalde C relie f t. 77.


