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SUR LES CHANGEMENTS DE VARIABLES ;

Par M. JuLes Beupon.

Ce Travail a pour objet I'étude des quadratures dont I’élément
différentiel contient des fonctions arbitraires (*). Cet algorithme
s’est présenté depuis longtemps dans les résultats de I'intégration
d’équations aux dérivées partielles; dans un trés petit nombre de
cas, on a effectué la quadrature an moyen d’un changement de
variables convenablement choisi; mais on ne posséde aucune mé-
thode générale pouvant servir de guide dans les essais.

L

(') Le principe de la méthode employée dans cette étude a éié donné dans une
Note des Comptes rendus de I’ Académic des Sciences (15 mai 1899).
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Je traite deux cas généraux, a savoir

ff?(% Yo y')de, f[?(:v, 7Y+, y, y] i,
,_ dr . Ay
~dy’ ~ dx?’
ol o et ¥ sont des fonctions données de leurs arguments, et y une

fonction arbitraire de x. Je termine par un exemple simple au-
quel la méthode que je propose s’applique complétement.

L

1. Rappelons d’abord quelques propositions classiques. A une
équation aux dérivées partielles du premier ordre

(1) .f(xe.}’~ S, P f])=0

correspond en général une équation de Monge,

dy ds
(2) ?(1'7}’) :‘;3%/’ zi';)zoy

dont Vinterprétation géométrique est la suivante : elle représente
’ensemble des enveloppes de caractéristiques sur les surfaces inté-
grales.

Sil’on connait une intégrale compléte F(x, y, 3, a,b) =o de
I'équation aux dérivées partielles (1), les courbes définies par
'équation (2) peuvent éire représentées par les équations

oF oF d [oF OF
2 5 ad = Al = L A =
Flo.y o 9(@)] =8,  Grgpba) =0 4 [01 T 41(«)] =0
permettant de calculer z, y, 5 en fonction du paramétre «, et ¥
élant une fonction arbitraire de a.
Réciproquement, pour intégrer une équation de Monge

dy ds
(3, '{q(:v.y,rz, }l%:-’ 75‘)20

non linéaire, on posera

ds dy

dr =P T
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en écrivant que

_dr dy
IS gy PTGy )T

. d -, . oy :
a une racine double en (7‘—:, on aura unc équation aux dérivées par-
tielles
(4) Ji(x,y,5,p,9) =0,

La connaissance d’une intégrale compléte de 1'équation (4)
permettra de résoudre 'équation (3), comme il a été dit précé-
demment.

2. Soit la quadrature
(%) f@(-’v~y~y')dx
Si la fonction o estlinéaive en 3/, soit o =A(z,y) + B(x, )y,
on résoudra I'équation de Plaff,
A(z,y)de +~ B(x,y)dy = dz

en utilisant Ja méthode bien connue.
Si la fonction @ n’est pas linéaire, on posera
A, o

(6) ?(T»}’,])=&;+5}—,y T5ns

’

ou A est une fonction quelconque de z, y, 5. Sil'on peut déter-
miner A de mani¢re que I'équation de Monge (6) puisse étre inté-
grée, la quadrature (5) sera effectuée.

11

3. J'ai montré, dans ma Theése de Doctorat ('), que les systémes
en involution d’équations aux dérivées partielles du second ordre
en involution ont les mémes propriétés que les équations du pre-
mier ordre, relativement aux caractéristiques, ct j’ai montré
qu’ils pouvaient servir a I'intégration d’équations de Monge d’ordre
supérieur.

(") Annales de I’Ecole Normale, Supplément; 186, page 33.
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Il y a pourtant unc différence essentielle entre le premier ordre
etles suivants : a toute équation f(z, y, 5, y', 5') = o correspond
en général une équation aux dérivées partielles du premier ordre,
tandis qu’a une équation f(x,y, s,y',4,)",5") =0 ne corres-
pond pas en général un systéme en involution, et cela méme
lorsque la relation f est linéaire en »” et 5. M. Goursat s’est
occupé de ces équations dans un Mémoire publié dans le Journal
de I’Ecole Polytechnique (); je ferai usage de ses formules.

4. Tout systéme linéaire et du second ordre en involution peut
étre mis sous la forme

(7) r+As—+p=o. S+ At +v=o0,

A\, i, v élant des fonctions de z, y, 5, p, ¢ vérifiant les deux con-
ditions suivantes :.

) ) NE)\ or
Ayt =g

o Op o
)\{_I_ _._1_4_ A2 2
(8) , dp g Pp
) 3 o I _‘ﬂ Jdv - ov
(a}‘*o}‘f—,m"azf’ " op

’ (O, 0 oh_op\ _
"\oz T ozl T -

x

ov
)\b—é = o,

L’¢quation de Monge généralisée, attachée an systéme, s’ob-
tient en éliminant p et ¢ entre les équations

(9) Y= d=p+qy, F=qy—p—ry.

M. Goursat a montré (loc. cit.) que intégrale générale du sys-
wme (7) est de la forme

(10) Pz, 5,3, f(a), f(2), ['(2)] =0,
on aura U'intégrale de ’équation de Monge en écrivant

0 e

) D = —_—=
(11 0, P 0, p

=o0

(") Journal de U'Ecole Polytechnique, 1I° Série, 3¢ Cahier; 18g7.
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5. Soit la quadrature

(12) 1= [M(@,2,5) 5" = N(@, 7,5 ds;
Posons '
13)  M(2,,0)7 = N(@,y,y' = - By 2y
b b b 9 0 d‘y ‘)/I b

a étant une fonction de z, y, y' et 3 une fonction de x.

Est-il possible de déterminer la fonction « de maniére que
I'équation de Monge (13),provienne d’un systéme en involution
tel que (7)?

Pour la commodité des calculs, nous restreindrons la généralité
du systéme (7), en supposant que A, s, v ne dépendent que de
Z, ¥, q; les conditions d’intégrabilité deviennent

N3Ok w0

A — =o,

o g "9q
o oy o Im
[ (5-52) (%) =
On peut écrire autrement ces conditions, en prenant pour

nouvelles variables z, y, 3, le changement de variables élant
défini par la relation

(19)

F(x,y,y')=¢,

la fonction F étant la fonction implicite définie par

=Nz, 7, 9);
on aura

oF _OF oy oOF _ OFdy OF oy _
oz d_y oz =% 4)_}/ oy oy dy' 0g
Les deux conditions d’intégrabilité prennent la forme nouvelle

(E '()F ‘)H_*_ ’(_)Y_.-—
501' Ty oy oy =%
(15) X

op  dv\JdF , O OF vy _(k) oF ()p. —o
' ‘4 dy oz ) oy Y ay' Iy Yoy )oe oy T
et 'équation de Monge, du systéme (7), devient

(16) =y F(r,y,y)y— p—ry'.
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On aura donc, pour déterminer les fonctions &, i, v et a, les con-
ditions

F(x,y,y")=M(x,y,y")—
. | >

' w4y = Nz yy )+d + y,

auxquelles il faut joindre les équations (15).

D’abord
JF oM 0%a JF oM 0%2a {)_[i_(_)_ﬁ_’l 0?a
or~ dx  drdy'’  dy  dy  dy d}y” o oy oyt

et la premicre des équations (15) s’écrit

oM oM 0%a 02a dy. o

’

(18) E—'—y@;_b.;iiy ‘ydydy ‘ydy—

o
et, en diflérentiant par rapport a »’ la secondé équation (17), on
oblient

o o oN 0%a da

+ ’ aza .
A

Ty ooy Ty T ooy
@’oir, en tenant compte de (18),

' oM ,0M  oN oa2
(19) v o=

& Ty Ty
ct, par suile, a cause de (17),
(309 LN M 0N ,r)\l+da
2 o oz ‘y()_y—‘y dy  dx

Si nous portons ces valeurs dans la seconde condition d’inté-
grabilité (15), nous obtiendrons une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre, définissant la fonction 2(z, y, 5'), et que
je crois inutile d’écrire.

Soit
A , 0% Jta
Aoy ys 50 e I)y——'_’ = o,

celte équation; si l'on en connait une intégrale particuliére
ay(x,¥.¥"). on en déduira X, wet v en fonction de z,y, y', et I'on
reviendraa ., v, ¢, gracea I’ egahle

e, y.g)=y'
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On sera donc ramené a 1'étude du systéme en involution (7)-

.
Voici I'’exemple annoncé dans I'Introduction. Soient les deux

quadratures
f du,
=) i+ uw,’ ~J i uw’

ou u et u, sont des fonctions arbitraires d’une méme variable.
Prenons u = x comme variable indépendante, et posons

’

1 4 Ty =X
2 élant la dérivée d’une fonction arbitraire y de x. Nous aurons
1 1 , 1 1 g
Up=———— u1:————,_-z__'
xy, x 2 xry’  xy'?
’ ’ "
Wi 1Y _ X,
[ wiey x: 2 xy
D’ou
I ’,Il .),I
X = Y, Y=—-— ( — 2> d. y
x xzy' @

Si nous appliquons la méthode précédente, nous aurons

- =7 2 o
M_.z‘_y" N—x2, F(z, _y,.y).._ry d_y"
__6a+l 1 _d__ai I
’_67 7 riy’ H=0z

En portant daos la seconde condition d'intégrabilité (15) il vient

(2,)<2_?‘l’>d!°‘ 1 0%a 1 0%a 1T 1 Oa

x oyt iy dxoy @ dydy  avy @iy oy °

On trouve aisément la solution particulié¢re %’ qui permet de

. L., o=
supprimer le terme ne contenant pas de dérivés, soit ——; dansla
.y

or :
est une fonction arbitraire de x et y. Supposons enfin que x ne

, . . . S 0dp o .
nouvelle équation, on apercoit aussi la solution - - oy o e
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dépende pas de y; il vient

J2q 02a

2}’('—}’)z‘0y,2 ZW'

- 1=0

Jda
ou, en posant -

oy =

9B

2y (1 — _y)xd)/,——le)-——l—o

dont P'intégrale générale est
p=tar (2L
T <y’——n )

* Nous.obtenons donc facilement pour « la solution trés étendue

L fr(FE e

mais nous n’avons pas l'intégrale la plus générale. Choisissons la

’

solution la plus simple, soit « = —‘:‘—; alors

1 1 Y . T 1 1
V= —— ——— —— p— = —_——
xr a2y B z " zr’ 7 xy'  x

’

ct nous avons a étudier le systéme en involution

‘M— f 9 )
(22) ! gr+1  r(qx—+1) ’
(s—r— ! —Z=O
qgr+1

Appliquons a ce systéme la transformation d’Ampére, définie
par les relations

T =Ty, Y =—4n 2=Y191— 3y, pP=—p, ==
et prolongée au moyen des identités

—rydzry— s dy, = rdzr +say, dy =— s,dz,— t,dy;.
Alors



et le systéme (22) devient

5““-%‘+ Ty =O
(23) " 171
Vi1 Y1
P8y — e —— —
( 1 '.T, Zy(1— x1)1)

Faisons encore le changement de variables

J1 ,
1‘0=';v Yo =Z1)1, S0 == 310
Z'y

nous obtenons

o I
‘ to+r+2—-( ~——-I) =0,
(24) ) Jo YolYo
( S0 — Po = 0.
2Y0

La seconde équation du systéme (24) donne d'abord

Po=¢'(20)V¥0,

ou %' est la dérivée d’une fonction arbitraire © de x,; donc

30 = 9(20) V¥o+ ¥(¥o),

Y étant une nouvelle (onction arbitraire.
Portons dans la premiére des équations (24), il vient

@y tody ' _
dy} " ayo dyo  2y0(1—yo)

On intégre facilement cette équation, dont la solution générale
est

$=2Cy7+ V7 IOKQ—')':—:—IOQ(}’O—-')‘*"Cl,

Vyo+
e

30=¢(20)V 0 +\/J’010g ‘/— —IOS(J'o—l)+ C,.

d’ou

En remontant la suite des calculs, on trouve

51=?(’Zl>\/1'1.}’1+t/1'l}’1 10{;‘/ AN R —log(z,y1—1)+ Cy,
z Vi ys +2
1 }’t) — T (_}’1) 1, r\/z't_}:j—l
—y =g, =—0 (=)o + o= )+ ———log
}’ 71 xy* (\'Tl ‘/ 11 ').‘/.Z'L}” ! Ty 2“/7"}’1 ‘/lel‘l_l
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. 7Y Y e Vi —
== o () -

\
\

i | —
“+log(xyy1—1) — ;\/x,y,cg <‘%),

ce qui fournit I'intégrale générale du systéme (22.).
Posons ‘}—/—' = a, o étant un paramétre; comme & =z, les ca-

racterlsllques du systéme (22) sont

- I o’ —
—y = VEF () a0 L Tzl TV

ry/a 41
3 _ _ T/ —
;::a?z»,:,'(a)_f/ac?(a)—-l-m/alog——‘i—-' “+ log(xxr2—u).
2 2 z"/a—t—l
Posons enfin’
?(a):d{(z}:
V2
il vient (
rya—
—y =4 (2)+ —lO —
5 ‘ y=v 2y/a gx¢a+|’
(25)

( s=w[ad (a) — Y(a)] ——éx“;lov%:—l—lo"(ax?—-l)

On obtiendra la relation qui unit z et a en cherchant I'enve-
loppe des caractéristiques, c’est-a-dire en différentiant 'une ou
l'autre des équations (25) parrapport a a. On obtient (comme on
peut le vérifier) le méme résultat dans les deux cas, a savoir

(26) 0= ¥ (x)— L L log TVE1 '

4 a% ’I‘\/d—!—l 2a(2z—1)’

et les deux quadratures sont



