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SUR QUELQUES PROBLEMES RELATIFS A LA DISTRIBUTION
DES NOMBRES PREMIERS;

Par M. E. Lanpav.

1. Le théoréme, regardé comme exact depuis longtemps, que la
somme des logarithmes des nombres premiers inférieurs a x est
asymplotique a z, c’est-a-dire que son quotient par x tend, pour
x =oo, vers l'unité, a été démontré pour la premicre fois indé-
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pendamment par M. Hadamard (') et par M. de la Vallée-Pous-
sin (?), de méme que le théoréme plus général que la somme des
logarithmes des nombres premiers ¢, inférieurs a z et compris
dans une progression arithmétique détermiuée de raison k (pre-

miére au terme initial ), est asymptotique a (k)

Je désigne, dans ce qui suit, I’égalité asymptotique par le
signe v; j’entends, en oulre, par iG(z‘)f une fonction telle que
son quotient par une fonction déterminée G (z) tend, pour = o,
vers o, et par O[G(x)] une fonction telle que son quotient par
G(«) reste compris, pour & = o, entre deux limites finies; dans
le cas particulier ou elles coincident, le quotient tend vers o ou
vers une autre limite finie.

Les remarques qui forment le point de départ des pages sui-
vanles se rattachent a la méthode employée par M. Hadamard
pour arriver au résultat mentionné plus haut. M. Hadamard
établit d’abord, pour w > 1, I'équation asymptotique

"’ i) & o6 gt T o0 o

7Sz

et en déduit le théoréme énoncé, qui correspond au cas p=1.
Mais il ne croit pas (*) que I'équation générale (1) puisse se dé-
duire inversement de la relation correspondant & =1 et pose
le probléme de rechercher quels renseignements la relation gé-
nérale (1) fournit sur ’errenr commise en remplagant zlogq

<
g5z
par sa valear asymplotique, c’est-a-dire sur I'ordre de grandeur

de la différence
2 logg — ?(k)

II x

On verra cependant, dans la suite, qu'il est possible de déduire

(') Sur la distribution des zéros de la fonction §(s) et ses cons€quences
arithmetiques (Bulletin de la Sociéteé mathematique, t. XXIV; 1896).

(?) Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers (Annales
de la Socicte scientifique de Bruxelles, t. XX, 2° Partie; 186 ).

(*) Loc. cit., p. 219.
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I'équation asymptotique (1) de la seule équation

(2) 2logg o 50

q5x

de sorte qu’il faut donner a la question posée par M. Hadamard
la réponse que I'équation (1) ne saurait fournir aucun renseigne-

ment sur la fonction E logg —

i 7’ VU que I’équation (1) sub-
= w(k

siste non seulement pour les nombres premiers de la progression
arithmétique, mais aussi pour toute classe de nombres ¢ satisfai-
sant a la seule condition que la somme des logarithmes de tous

Y

les nombres ¢ inférieurs a4 z soit asymptotique a ﬁ

Il suffit de considérer la suite naturelle des nombres au lieu
d’une progression arithmétique quelconque; car, abstraction faite
du facteur o (k) entrant dans toutes les formules, les considéra-

tions sont, dans le cas général, littéralement les mémes.

2. Je pars donc de la relation

(3) S(x):Elogp (¥4
pix

et je me propose d’en déduire

) X logploget Tenal () (1>),

pix

ol les sommes s’étendent a tous les nombres premiers qui ne sont
pas supérieurs a z.

Déja Tchebycheff a appliqué I'artifice de la sommation partielle,
dt a Abel, a la considération de sommes étendues aux nombres
premiers d’un intervalle donné. On se convainc facilement que les
développements du septiéme Chapitre de son Mémoire sur les
nombres premiers ('), de méme que ceux de Hargreave (2) et de
Polignac (3) sont, mutatis mutandis, valables aussi dans le cas

(1) Journal de Mathématiques, 1** série, t. XVII, p. 382; 1852.

(*) Analytical researches concerning numbers ( Philosophical Magazine,
third series, t. XXXV, p. 49; 1849).

(®) Recherches nouvelles sur les nombres premiers (Comptes rendus,
t. XLIX, p. 350; 1859 ).
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que le terme général F(v) de la somme dépend non sealement de
v, mais aussi des limites de la sommation.

En combinant ces considérations avec le théoréme (3), on ob-
tient comme corollaire la proposition suivante :

S¢ une fonction réelle de deux arguments positifs F(v, x)
satisfait aux trois conditions suivantes :

IN F(v,z)20 pour 1Svix,

Fo, =) > F(v,

2”
lo“v

pout 2Svivin,

)

3° en donnant a v une valeur déterminée quelconque,
' F(u, x)
F(v,z) = u,
O, @) = ( f “Togu ’7
ces conditions sont suffisantes pour pouvoir énoncer l'égalité

asymptotique
F
Srine [

Démonstration. — En définissant une fonction ¢(z) au moyen
de I'équation

()= Elogp =x +xe(x)

/)§1‘
[¢(0) doit signifier o], et en tenant comple de ce que
I4vs(v)—(v—1)e(v — 1) = J(v) — F(v—1) = logv ou o,

suivant que le nombre v est premier ou composé, on a

Srp,e= B ENTIC Vg, 4
p(r

logv
V=2
Flne) | N ) —(r—10e(r—0
(v, & ve(v)—(v—1)e(v—1
— F Yy )
2 logv 2 logv ¢ 7)
=2 v=2
F(v,x) . F(v,.z')_F(v-f—l,x)]
2”1’1‘”)—2 “Togv +2'E(')[_logv log(v +1)
p<x v=2

F(x7z')+F(21x)_

+ () logz logo
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. F , . .
Comme la fonction I(v(’rx—) va en décroissant si v augmenle
o
x
. \ F(v,2)
(deuxiéme hypothése), on peut remplacer la sommez “logv Par
v=2
I'intégrale correspondante avec une erreur d’ordre
s Fu,2) , )
F(2,2) = f o |
(troisiéme hypothése). On a donc
x
Fenx) _ F(u,w) du +§ * F(u, x) du )
logv Jy Togu | J, logu

v=2

Soit 8 un nombre positif donné. On peut déterminer un nombre
w tel que, pour v2 w,

Je(V) ] < 2'
Donc 3
D i R )
v=2
S 0] LR R
v=2 .
SR [Tn Srn] L 2 Tm)

V=TT

La premiére somme du second membre se composed’un nombre

x
: . . N F c ey
fini de termes d’ordre inférieur & f -](0‘;—’:-) du (troisiéme hypo-
2
thése); donc le second membre

<( "F(u,x) F (v, «) oy
':?f logu du g 22 logv [v— (=]
V=2
; F(u’t)du)»+§f F(ux)d
[,,, logu } T2, logu

c¢’est-a-dire, pour z suffisamment grand,

F(u x) F(u,x) F(u, z)
l du+2 du f du

“logu Togu logu

ll/\

2
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x
le quotient par/
2

il résulte de (35) que

) *Flu,x) “F(u, ) , |
(6) 2F(p,w)=./; Wdu—r%/; logn dus,

pSex

u,x
(4 %) 7y tend donc, pour £ =, vers o, el
logu

ce qu'il fallait démontrer.

3. En prenant

, N &
F(v,z) = logvlog¥1 -,

on obtient
x v z * z
Elogp log b1 }—)V)f logh—1 l—tdu(/) [ logF—‘; du,
e A A

d’ol, en posanl z == ue’,

0 logx
EIng logp—! ;5 o — $f e Yyb—tdy =x [ e~y yb—=tdy
/o

logx
pSx

:zf e-yy!-l—'dy~—-xf e"Y_yH‘idy:.z‘l‘(p)—k{xzmxl‘((x),
3

log v

ce qui constitue le théoréme (4) de M. Hadamard.

4. Je résoudrai, dans ce qui suit, en n’appliquant pas d’autres
ressources transcendantes que le théoréme (3), le probléme :

Trouver la valeur asymptotigue du nombre w;(x) de tous
les nombres inférieurs a x et composés de k nombres pre-
miers, tous différents.

Ce probléme a été énoncé par Hargreave ('), mais je crois qu'on
ne s’en est pas occupé jusqu’a présent.

On a d’abord

x
T(2) = 7 (2) A 3
°

celte égalité asymptotique a été déduite par M. von Mangoldt

(") Loc. cit., p. 53.
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ct par M. de Ja Vallée-Poussin (*) du théoréme (3) et est, du reste,
un cas particulier de (6), pour F (v, z) =1.

w2 (x) est égal au nombre des paires de nombres premiers p, ¢

tels que

Pgix
et

rp<gq.

En ne tenant compte que de la premiére de ces deux inégalités,
on obtient deux fois tout nombre pg si p ct ¢ sont différents et
une fois tout nombre p?; donc

sma(e) = Be (2) —=ly3),

pSe
identité connue.

On peut appliquer a la somme

2-(3)

<x

la proposition du n°® 2, ce qui donne

x A7 T
E 1:(—”> mf % du:/ “/ du
\ P , logu . logu

2
psx

xr _ [ ..

[car = (Z) = o pour u > -2-] Soit 3 une grandeur positive don-
Ay

née; w élant convenablement choisi, on a, pour = 2w, ceslt-

a-dire pour < =

z\ | x ,“/8 r
1-'<ZZ>—u(log:v——logu) =%u(logx —logu)’

donc
g “_’) z
T_\u duv — =z [g du
J, logu Jy ulogu(logz —logu)
x ax
< /‘U du n(f\ N z <o 7 du )
=/, logul| \u u(logx—logu)|~ . ulogu(logz —logu)

(') Vox ManeoLpT, Uber eine Anwendung der Riemannschen Formel fir
die Anzahl der Primsahlen unter einer gegebenen Grésse (Journal de Crelle,
t. 119, p. 65-71; 1898).



Or
| {E du
08 J, ulogu(logz —logu)
= f — 'Y dlogu
<]00u logx—logu) ®
x
= [loglogu — log(logx — logu)]ia
z x
= log log = log logw — log log2 + log log 5
= 2loglogz -+ O (1),
et
/‘:— (T\)d [ du _ LiC r N
J, Togu uzw () . locu_ﬁ\m) (@)= (log:r)’
w o
donc
X x ES <1'\ ax xr
e r( s 7= 3 1:(——)
[ "> du :f i u) du —:—f " u
A logu A ogu . logu
f54
azloglogr | zloglogx |
 logx " logax ’

d’oti, en tenant compte de ce que

ﬂ(¢;>=o< Ve )

log>

x loglogr
logx

(7) m(2)

En suivant ce chemin, on parvient au théoréme

1 x(log logx)k—1

(8) "l'tk(x')m(/\._«[)! log;p

Je suppose qu’il soit déja démontré pour les valeurs 1, 2, ..., &
et je I'établirai pour A + 1.

Chacun des w4y (2) nombres composés de k& -+ 1 nombres pre-
miers, tous différents, peut étre mis, de & + 1 maniéres, sous la
forme p.n, p désignant un nombre premier; n sera composé de
k nombres premiers, tous différents entre eux et différents de p.
Donc
(9) (et nmea(m) = Jme (5 ) — g (),

p=x
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ot ¢(x) désigne le nombre des nombres inférieurs & . et qui con-
tiennent X — 1 nombres premiers une seule fois et un 4™ deux

fois. On a, comme =;_, (;)—,) égale o pour p > \/;,

‘/— Th—1 ‘—2'

oou

du

g(z)=0 2 m—x f
I’.—;v—2

v
':Of 2 x(loglogz)—2 du
2

w(logzr — 2logu) logu

&
= z(loglogz)k-20 [ du

u?logu(loge — 2logu)

. 1 .,
Or, si 'on pose u = - cette intégrale
(4

1
2 dy

:_‘f/_ loge (logx + 2logv)

T 2 \
—_ ) dy
— \logoe log.z'—i-zlogv)

—o( L >+ ! 0<L'l ‘>:0< ! )
(Iogz vz logz 12‘/‘20 logr
Donc

7(z) =0 [z(log‘ log.r)’-'—ﬁ]

logz

ce qui est d’ordre inférieur a =

mr(x) et, a fortiori, & = ().
L'équation (9) donne donc

(el
1/.—.~l)r/+;(x)V)E'r/< )m[ du vy / “Z,

Jy lorru A
pix

XXVIII.
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@ désignant une constante quelconque (!). Comme dans le cas
spécial k£ = 2 traité plus haut, on commet une erreur asymptoti-
quement inférieure a la valeur de I'intégrale en remplacant

(2

i r[log(logr —logu)j*—
(k—n)! u(logx —logu)

par

Donc

“ [log(logz — logu)}s—1 dlogu .
logu(logz —logu)

(to) (h—1)! (k —|—|)1t/,-+,(x)mxf

a doit étre pris 2 e, pour que log(logz — logu) soit 2 o.
II faut maintenant calculer la valeur asymptotique de cette inté-
grale qui, en mettant

loga =&, logu = =,
se transforme en

fE~loxﬂ logh-1(§ —n) dr,
_— . i
f

og2 7§ —m)
En prenant ¢ = e et en remplagant la limite inférieure par 1, on

(log logaz )kt . Or,

ne commet qu'une erreur d’ordre
log

i1 IO"L l(E_T‘)d'Ii
\f n(5—m) !

\ £ §—n A 7

La premiére de ces deux intégrales s’évalue directement :

(tr)

_ll oh=1(f —r, -
(12) f1 0g Ein 1) gy = 2 [—logh (5 — m)Ii ! = L logt(E —1).

(') Car la différence de ces deux intégrales est d’ordre

¥ du _ o( z
logu logz

«

¢t les intégrales mémes sont d’ordre plus élevé.



On trouve la valeur asymptotique de la seconde en tenant
compte de ce que

§ Joak—1(f — 3
f 10,-. '(~, 7]) d'q — log"'"EOf tﬁ — O(IO{I,"“IE ),
3 1 A
2

L <k
et que, pour 7, < 2

logh=1(§ —m) = [IOgE + log(l - gf)]k_' = [log§ + O (1)]t-1

. =logh=tf + O(logh—2f);
on obtient

, £y L
T logh—1(E —
\f (=),
1 i .
(13) : ¢ .
( = log""Ef- ﬂ+ logh—2t O [2@ -+ O(logh—1t)
PR o L

\ = logk £ + O (logh—1E).
De (10), (11), (12), (13), on conclut

(k=0 (k+ D (@) o 2 (,lc + ) (logloga)t,
el

13
i (2) on L z(loglogz) ,

k! logz

ce qu’il fallait démontrer.

5. L’erreur commise, en remplagant, dans leshypothéses du n°2,
la somme
D F(p, @)
péz‘

par sa valeur asymptotique, peut étre appréciée, avec plus ou moins
de succeés, au moyen du théoréme récemment établi par M. de la
Vallée-Poussin ('), que

e(z) = O(e—avinr),

a désignant une constante positive.

(') Sur la fbnctiou §(s) de Riemann et le nombre des nombres premiers
inférieurs a une -limite donnée ( Mémoires couronnes et autres Memoires pu-
blies par I’Académie royale de Belgique, t. LIX, p. 54; 1899).
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On tire de (5)
x
N rpay = [ Tl gy
A ogu
psx

x—1

+0l.F(2)1')]+OZ\;e—am[
v=2

— O[ze—aVisz F(z, z)].

F(v, ) _ F(v+ x,.z')]
logv log(v—+1)

Pour
F(vz)=1,
on a
1
vt - viog(1+ 1
. o 1 T — °\ M
2 y e—aviogy _— | = 2 e—aVigy '/
logv  log(v—+1) logvlog(v+1)
v=2 v=2
r—1 o, x o » .
< 2 e_as/lugvv - 2 e—-u\/h)gv: Of e—a\/lugv dy
v
v=2 v=1 1

= O(xe—aV'TEE}.

L’erreur commise en remplacant le nombre =(x) des nombres
premiers < z par le logarithme intégral

1--8 x
Li(z) = lim du du
3=0\.J, logu 15 logu

O(xe““‘/m).

est donc

Ce résultat n’est pas nouveau; il a été établi par M. de la Vallée-
Poussin dans le cinquiéme Chapitre de son Mémoire cité ('); mais
les développements précédents font voir que, le théoréme

2 logp = z + O (ze—aViuez)

pix

une fois établi, on n’a pas besoin de remonter & la théorie de la
fonction {(s) pour démontrer que

n(x) = Li(z) + O (ze-aVinz),

(") Loc. cit., p. 63.
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Pour la fonction désignée plus haut par wz(x), on obtient, par
la méme méthode,

_ 1 z(loglogz)i—t z(log loga Ye—2 )
(14) m(z) = (h—1)! logz ' 0[_551:_ ] (-

La méme formule (14) donne aussi la valeur asymptotique du
nombre gz () des nombres < qui sont divisibles par & nombres
premiers différents pouvant étre affectés d’exposants supérieurs
a1, de méme que celle du nombre ox () des nombres <x qui sont
composés de &k nombres premiers, les facteurs multiples étant
comptés selon leur degré de multiplicité.

En effet, ceci est évident pour A =1, ot les deux fonctions
¢, (x) et (z) coincident, tandis que p, () — w, (x) est le nombre
des solutions de

prix (m22),

/:
donc d’ordre V-~
logar

Supposons que le théoréme soit déja démontré pour les indices
1,2, ....k;il s’agit de I'établir pour I'indice £ 4 1. Vu que

02641 () — Tt () S 1 (X)) + po(Z) +. ..+ pr(x)
_ O[ﬂﬁglogw)"—']

logx

(car tout nombre composé de k& + 1 facteurs premiers, pas tous
différents, en a 1 ou 2, ..., ou &k différents), il suffit de le prou-
ver pour pxiy («). Tout nombre divisible par & + 1 nombres pre-
miers, dont un au moins est affecté d’un exposant supérieur a 1,

est de la forme
n=p*miz,

ol a2 et ol m esl un nombre composé de & nombres premiers
différents entre eux, mais affectés d’exposants quelconques. Or, le

(') Pour k =1, le théoréme de M. de la Vallée-Poussin donne I’approximation
plus grande

— T —aViogz) — % oz,
= (z) =Li(z) + O(ze"iosx) = fogz +O<log=z>
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nombre des solutions de

x .
P (az22
est
' x z
(@)= (5)
donc, a fortiori,
=0 &
m

Par conséquent,
[ P/.+1(Z‘)"—Tfl.+l(x)~-02\/ —\/.z'OZ‘/
m

Le nombre des valeurs (jue m peut prendre

= ow(@) = logz

0 [z‘(log logz)*- 1]

Donec
: 1 ou(x)
Z () [w w:‘{] Ve

pr(v) -~ pa(v—1)
D D)

\ v)hk—1 »(loo k—
:OE'(logIOg') K +O[x/x(10°10gx) ‘]

e logv % logz
* (log lorru)/ du Vz(loglogz)k—1
O,/ T loge 7’ +0 logz
f(log logz k-1
) logz ;

par conséquent,

. loo logz)i—1
pr+1(®) = T () + O [‘?—(_QBTO%Z:T)—]

o k ( Ye—1
_ z(loglogz) +0 z(loglogz) ,
k! logz logx

ce qm prouve que le second membre de I’équation (14) représente
aussi les valeurs des fonctions px(z) et ox(z) pour de grands
argaments. o



