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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SOLUTION DU PROBLEME DE PARTITION
D'0U RESULTE LE DENOMBREMENT DES GENRES DISTINCTS D'ABAQUE
RELATIFS AUX EQUATIONS A 72 VARIABLES;

Par M. le Major P.-A. Mac-Manon, R. A, F. R. S.

Un probléme trés intéressant de partition a été proposé par
M. Maurice d’Ocagne sous 1'énoncé que voici :

« De combien d¢ maniéres peut-on composer le nombre n
comme somme de 8 nombres

ny ns ny n,
)

!’ ! ’
ooy, onyon,

"

(pouvant étre nuls), deux solutions n’élant considérées comme
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distinctes que si 'on ne peut passer de I'une a I'autre par per-
mutation soit des. deux lignes, soit des quatre colonnes ci-
dessus (*)? »

Il a, en outre, fait la remarque : « Pour n =3 ct n =4, j'ai
trouvé ce nombre égal 4 7 et 4 19. Je voudrais une solution gé-
nérale. »

Le probléme posé ne s’applique qu’a deux lignes et & quatre
colonnes; mais j'observerai dés le début que le probléme relatif &
deux lignes et & un nombre arbitraire s de colonnes n’est exacte -
ment pas plus difficile.

Prenant pour I'instant s = 4, tout arrangement

ny neg nz n,
ny ny ny n
ol
ny+ ng+ n3+n, = a, ny+ny+ny+n,=ao
et
2+ a' =n,

nous donne la partition bipartitive

! ’ I’ '
(n,nl ngny, nznry n,n,

du nombre bipartitif (aa'). .

Tout arrangement obtenu en partant de la par permutation des
colonnes donne la méme partition bipartitive de («2'). Si nous
prenons en considération les divers arrangements des colonnes,
nous avons en correspondance les différentes compositions asso-
‘ciées a la partition. Comme les arrangements ne sont pas tenus
pour distincts s’ils ne différent que par une permutation des
colonnes, nous n’avons évidemment a nous occuper que des
parlitions.

D’autre part, puisque deux solutions sont regardées comme
identiques si 'on peut passer de I'une a I'autre par interéchange
des lignes, nous pourrons toujours, dans la suite, considérer a
comme supérieur ou égal a &', et nous n’avons a envisager que les
partitions de n en deux parties. La partition (aa’) peut prendre

(') Si I'on sc reporte aux pages 21 et 22 de ce Volume, on voit que ce probléme
équivaut a celui-ci : Combien y a-t-il de genres distincts d’abaques applicables a
des équations a n variables ? (M. 0.)
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Pune quelconque des formes
(n,0), (n—1,1), (n—2,2), .

Si n est impair, a doit éire pris supérieur a o'.
Il nous faut dénombrer les partitions de chacun des nombres
bipartitifs
’ (aa’)  [a+a'=n, a2d],

en s ou un nombre moindre de nombres bipartitifs.
- La fonction génératrice peut immédiatement s’écrire. Clest

I
I—a
(1—az) (1—ay)
(1—ax?)(1—azy)(1—ay?)
(1—aad) (1— azty) (1— azy?) (1—ay?)
(1—az*)(1—ax3y)(1—azx?y?) (1—azy’)(1—ay*)

............ PR R T I I R e I I

Les partitions de (aa’) en s ou un nombre moindre de parties
sont dénombrées par les coefficients de

as x% ya' ’

dans le développement suivant les puissances croissantes de x

et y.
Prenant la somme de ces coefficients pour

a+a'=n, a2,
nous obtenons le dénombrement demandé par les termes du
probléme proposé, si toutefois n est impair.

Si n est impair, a ne peut pas étre égal a o' et le coefficient de
a*z*y¥ est la demi-somme des coefficients de a*z*y* et a’z* y*
dans chaque cas. Par conséquent, le nombre cherché est la demi-
somme des coefficients de tous les termes a*z%y® ol a + o' = n,
et a, o' ne sont sujets 4 aucune autre condition. Donc, lorsque n
est impair, nous pouvons faire y =z, ce qui nous donne la
fonction génératrice -

I I
2a(i—a)i—az)(1—ax?)p(1— azd)*-..

)

et le nombre cherché est donné par lé coefficient de asz” dans le
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développement suivant les puissances croissantes de x.

Dans le cas de n impair, on a ainsi la solution compléte du
probléme.

Quand r est pair, la sommation des coefficients ne se fait pas
aussi aisément. Cela provient en partie du fait que le terme en

1 1
.rinyin se présente seul et ne s’associe pas avec un autre terme.
Soit n = 2.
Dans I'arrangement des deux lignes supposons s = 4 :
1° Nous avons une solution

n; ng nzg n,

ny ne nz n,

ol ny -+ ny—+ n3—+ ny=a, qui est unique et ne peut étre doublée
par un interéchange des lignes;
2° Nous avons une solution telle que

ny, ny n3 o

ny ng o ns;

qui posséde la propriété de ne pas se modifier par interéchange
des deux lignes complété par un interéchange subséquent de co-
lonnes.

En général, si

Ry~ Ry Ny ny= R+ ny+ ny+ n\ =a,
la solution
ny ng n3 n
ny ny njy n}
est unique si
ny ny ny n,

ny neg ng n

peut lui étre rendue identique par une permutation de colonnes.
Dans ce cas, la partition bipartitive

(ryn, nany nyny nyny)
est la méme que

(' ny nyny nynsy n 7).

11 est clair par conséquent que, quand n est pair et égal a 24,
nous n’avons pas a introduire dans le dénombrement toutes les



partitions de (aa), mais seulement celles qui restent inaltérées

par la substitution
(n, ny ng ”b)
,
ny ny ny ong

suivant la notation habituelle de la théorie des substitutions, ajou-
tées a la moitié de celles qui ne restent pas inaltérées.

Si A est le nombre de celles qui restent inaltérées, B le nombre
de celles qui sont altérées, nous avons le nombre

A +1B.

Par la fonction génératrice déja construite, nous avons obtenu
$A +1B.

Il nous reste conséquemment a ajouter

A.

22

Pour dénombrer les formes A, on peut observer que si

’ ! ’ 1
("l"'x NaNty N3ty nbns)

est une des bipartitions en question, on doit pouvoir la décom-
poser en parties qui soient de la forme (n, n,) ou de la forme
(ﬂl ny Nany ).

Un terme xYyY peut éire retenu dans la fonction génératrice

pour une puissance quelconque et un terme zYy? doit étre associé
a un terme z3y7.

Nous prendrons donc comme fonction génératrice pour les
formes A :
I

—a)
(1= paz) (1~ Lay)
(1—gaat) (—azy) (1= Layr)
(1—razt) (i—saaty) (1 Laay) (1= Lap)

(1—tax*)(1—uazdy) (1 —az?y?) <| — %‘-lz:rya) (1 —_ %ay")

..........................................................
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dans laquelle nous devons prendre le coefficient de
aSzdyd’

en excluant tous les termes qui renferment.les puissances posi-
tives ou négatives de p, ¢, r, s, ¢, u, ....
Cela peut étre beaucoup simplifié parce que

== ;, xy —+destermes qui dépendent de ;.

Conséquemment, la fonction génératrice devient

1
(1—a)

(1— azy)
(1—azy)(1— atx?y?)
(1— arasyd)y
(1—aazty?) (1— ataty)r

ou, mieux,

- (1i—a)(1—azy)(1—azx2y?)(1—axdy’)(1—aztyt)... :
(1—atzy)(1—alz?y?) 1 —alzx3y3 )2 (1 —atzbyt)2. ..

Pour déduire de la § A, nous devons prendre la moitié du coef-

ficient de a*2*y%*. Posant y = z, nous avons la fonction généra-
trice

T I
2 (1—a)(1—azx?)(1—azt)(1—axd)...(1—az*2)(1—aztt)... ’
(1—ax?) (1—atzh) (1—atas 2. . (1—a2zH )t (1—atzht )t ..

dans laquelle nous devons prendre le coefficient de a*z”.

Si I'on remarque que le développement de cette fonction ne
contienl que des puissances paires de x, on peut dire que, dans
tous les cas, le nombre des partitions demandées pour le nombre n
admet la fonction génératrice

f 1
2 (G—a)i—azpP(1—az)p...(1—axt1)...

I 1
Ty (I—a)(1— az?) (1— az")...(1— az*—?) (1 — az*)
(1—atz?)(1—a2z*)...(1—atz4—2) (1— a2 aht)t
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dans le développement de laquelle on doit prendre le coefficient
de a* 2.

Dans une lettre subséquente, M. d'Ocagne me signalait I'in-
térét, en vae des recherches qu’il poursuit, de dénombrer les
solutions dans lesquelles les nombres n; et »; ne doivent pas
excéder les valeurs 1 et 2 (*).

Il est facile d’imposer une limite quelconque & la grandeur de
ces nombres. '

Supposons cette limite d’abord égale & 1.

Dans la fonction génératrice en x et ¥ nous devons rejeter tous
les termes qui renferment z ety a des puissances supérieures a 1.

Par conséquent, nous obtenons

()

‘ I
2.(1—a)(l—az)([——ay)(l~ax}')
1 1

b 5.(l—~a)(l-——az-_y)(l-—a2x_y)

et, en posant x =y,

1 T
2 (—a)(l—ax):(1—az?)

I 1
+ ;'(l—a)(;——ax*)(x—azx’)'

pour la fonction demandée.
De méme, si la grandeur des nombres n; et r; est limitée a 2,

nous obtenons

1
) (1—a)(1—ax)? (1 —22)3 (l‘—az--'*)’(l —az')

N | =

1 1
T —a)(—azh) (1 —aah) (i — a*zt) (1 — atz*) (1 — atzs)’

et, en général, si la grandeur est limitée a &, nous obtenons faci-

(1) Cela fait connattre, pour les équations & n variables, le nombre des genres
d’abaques constitués au moyen d’éléments a deux cotes ou a une cote au maxi-
mum. (M. 0.)



lement la fonction génératrice

1
‘(1—a)(—az)(1—azr) ... 1—axkF+H (1 —azk+)k . (1— axtk)

I
TU—a)(1—az?)(1— azt)...(1— azk) ’
(1—a2z?)(1—azt)(1—a228 )2 (1—a2z8)2. ..
(l._a!zﬁbk—ﬁ}(l_a!xbk—‘)(l__a!x‘k—ﬁ)’(l_alz-bk—s)l e

Nim Nim

oti, dans le dénominateur de la seconde fraction, la deuxiéme et la
troisiéme ligne procédent suivant les indices

1 1]2 2]3 3

3 3

s

Lol s Hk—1) ik =1)

k=1 (k=1 | F(k—0) l
si k est impair; suivant les indices

I I 2 2

ol

33 ‘%(k—z) $(k—2)
3 3"‘ ik—2) 3(k—2)

ol 20

I 1 2 2

k 3k
kl
si k est pair.
J’espére, dans une autre occasion, traiter le probléme plus gé-
néral pour lequel le nombre des lignes est trois ou plus, probléme
qui ne me semble pas présenter de difficultés insurmontables.



