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LE PRINGIPE DE DUALITE ET CERTAINES INTEGRALES MULTIPLES
DE L’ESPACE TANGENTIEL ET DE L’ESPACE REGLE;

Par M. Erie CarTax.

On a considéré de tout temps, depuis qu'il y a des géométres,
des intégrales multiples relatives a2 des ensembles de points dans
le plan ou dans ’espace, intégrales exprimant des propriétés mé-
triques de ces ensembles, c’est-a-dire ne changeant pas de valeur
lorsqu’on fait subir aux points un méme déplacement dans le plan
ou dans 'espace. De cette nature sont I'aire d’une portion du plan
et le volume d’une portion de I'espace.

Il est tout naturel, aprés les développements qu’a pris dans ce
siécle le principe de dualité quinous fait regarder le plan comme
engendré par des droites aussi bien que par des points, et
P’espace comme engendré par des plans aussi bien que par des
points, de se demander si certaines intégrales multiples étendues
a des ensembles de droites dans le plan ou a des ensembles de
plans dans I’espace ne jouiraient pas de propriétés analogues a
I'aire et au volume, c’est-a-dire ne pourraient pas étre invariantes
lorsqu’on fait subir & toutes ces droites ou a tous ces plans un
méme déplacement. La question, ainsi posée, se réduit a un pur
probléme de calcul, grace aux théories de M. Lie, qui permettent
de former toutes ces quantités. Néanmoins, on peut les considérer
a un point de vue plus élémentaire que celui que nécessiterait
I'application des méthodes de M. Lie et les former a priori. Voici
les principaux résultats auxquels on arrive.

Il existe dans le plan, regardé comme engendré par des droites,
une intégrale double invariante exprimant une propriété métrique
d’un ensemble quelconque de droites dépendant de devx para-
métres, pourva que parmi les droites de cet ensemble ne figure
pas ladroite de I'infini. Si l’on prend U’ensemble des droites qui
coupent un segment de droite donné, U’intégrale correspon-
dante est égale au double de la longueur de ce segment; si
Uon prend Uensemble des droites qui coupent une courbe
Jermée convexe, on obtient le périmétre de cette courbe.
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Il existe encore dans le plan une autre intégrale simple étendue
a des droites dépendant d'un seul paramétre : elle exprime sim-
plement 'angle des deux droites liniites.

Dans 'espace tangentiel, ¢’est-a-dire considéré comme engen-
dré par des plans, il existe de méme deux intégrales : I'une double,
étendue a des ensembles de plans dépendant de deux paramétres,
exprime l'aire découpée sur une sphére de rayon égal i I'unité
par les normales aux plans menées par le centre de cette sphére.
La deuxi¢me est une intégrale triple et est donc étendue a des
ensembles de plans quelconques, pourvu toutefois que le plan
de l'infini ne soit pas 'un d’eux. Etendue & l’ensemble des plans
qui coupent un arc de courbe, cette intégrale est égale au
produit de = par la longueur de cet arc de courbe. Mais ce qui
fait surtout l'intérét de cette intégrale, c’est que si on l’étend a
Uensemble des plans qui coupent une surface fermée convexe,
pour fizer les idées, on a une nouvelle quantité, qu'on peut
appeler le périmétre de cette surface, de la méme dimension
qu’une longueur; le périmétre ainsi défini d’une sphére est
égal au quadruple de son diamétre; celui d’un cylindre droit
est égal au périmétre ordinaire de sa base augmenté du
double de la hauteur. Le périmétre d’une surface fermée peut
donc étre regardé, en’un certain sens, comme le dualistique du
volume situé & I'intérieur de cette surface.

Enfin, on peut aussi regarder I’espace comme engendré par des
droites, ce qui le rend son propre dualistique, et il existe aussi
dans I'espace réglé des intégrales multiples métrigues. Une de
ces intégrales est une intégrale quadruple et, par suite, s’étend a
des ensembles de droites quelconques; étendue a (’ensemble
des droites qui coupent une portion de surface, elle est égale
au produit de = par laire de cette portion de surface;
étendue a Uensemble des droites qui coupent une surface
Jermée convexe, elle est égale au produit de 1—; par Uaire de
cette surface.

Il existe deux autres intégrales de I'espace réglé, et elles sont
doubles, par suite s’étendent a des ensembles de droites d’une
congruence ; 'une d’elles représente I'aire découpée, sur une
sphére de rayon égal a 'unité, par les paralléles a ces droites me-
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nées par le centre de la sphére. Quant a l'autre, elle jouit de la
propriété de se reproduire, divisée par n, lorsque les droites de
la congruence se réfractent a travers une surface dans un milieu
d’indice n; de plus, la condition nécessaire et suffisante pour que
les droites d’une congruence soient normales i une méme sur-
face est que l'intégrale relative a tout pinceau de la congruence
soit nulle, d’ot résulte immédiatement que, par réfraction, la
congruence des droites normales & une surface se change en
une congruence jouissant de la méme propriété, ce qui est un
théoréme bien connu.

La forme méme de toutes ces intégrales suggére 1'idée de les
généraliser en définissant les angles et les distances au moyen de
rapports anharmoniques relativement & une quadrique quelconque
remplagant le cercle imaginaire de l'infini. Ces intégrales géné-
ralisées jouissent de propriétés essentiellement analogues aux
premiéres. Celles qui sont relatives a 'espace réglé conduisent
méme a des remarques intéressantes sur le complexe des tan-
gentes a une quadrique; mais leur développement aurait été un
peu étranger au sujet, et je me suis contenté d'indiquer I'existence
de ces intégrales.

Les deux premiers paragraphes sont consacrés aux intégrales
du plan, le troisiéme aux intégrales de I’espace tangentiel, le qua-
triéme aux intégrales doubles et le cinquiéme a I'intégrale qua-
druple de I'espace réglé.

§ 1.

Etant donnés, dans un plan, deux axes de coordonnées rectan-
gulaires Oz, Oy,.considérons un ensemble de droites

. ur +vy+1=o0
et I'intégrale double

\ dudy
(1) f/ —
(u?+ v’)2

étendue a toutes les droites de cet ensemble. Cette quantité jouit
de la propriété remarquable de ne pas changer de valeur lors-
qu’on fait subir & toutes les droites considérées un méme dépla-
cement dans le plan, ou encore, ce qui revienl au méme,
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lorsqu'on effectue un changement quelconque de coordonnées
rectangulaires.

Pour démontrer ce fait et le mettre nettement en évidence,
introduisons les coordonnées homogénes de la droite, c’est-a-dire

u (4 \ .
remplagons « et ¢ par —, —, ol v, ¢, w devront étre regardées

comme fonctions de deux paramétres « et 3. Alors (')

wudvdw + vdwdu + wdudy

dudv=d % dt =
w o ow w3

Par suite, I'intégrale double devient

(2) ffudvdw—l—vdwdu—l— wdudy
. (u’—i—oz)%

Or, tout changement de coordonnées rectangulaires revient a
effectuer sur «, ¢, w une substitution linéaire reproduisant la
forme u? + ¢2 a un facteur constant prés. Mais, par une substi-
tution linéaire quelconque, le numérateur de la quantité sous le

signe ff se reproduit, multiplié par le déterminant de la substi-

tution ; car des formules

u=au +bv +cw,
(3) v =a'+0v+cw,

w=a"u—+ 0"v'+c"w',

(*) On a, en effet,

o dv  ou oy
dudy = (a: B3 52) dad3;

si I'on pose
w=f (M., 5), V=2(MW Yoy d),
du=AdN+ Bdy ...+ Cdz, dyv=AdhA+B'du--...+ C'di,
on a
dudy = (Adh+ Bdp.+...+ Cd%) (A'dA+ B'dp. +...+ C'd3),

a condition de remplacer, dans le produit du second membre eflfectué sans
altérer lordre des differentielles de chaque produit partiel, dad) par o ct

—_ ap DN L,
dhdy. = — dy.d) par D(z 5 dadd.
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on déduit

wdvdw + vdw du + wdudy

w v ow w v w
=16 b V| dvdw'+...4+ | a a a|dud
c ¢ ¢ b b b

I

A(u'dv'dw' + o dw'du’ + w'dudv'y.

D’autre part, en ce qui regarde le dénominateur, il se repro-
p ) q el ’
duit, dans le cas présent, a un facteur constant prés. Ce facteur
est égal a A. En effet, d’abord ¢ = ¢’=o0; de plus, si 'on ex-
prime
wr 4oy +w=Mu'z'+ vy + w'),

on trouve

\e'= azx +a'y +a’,

Ay'=bx + 0y + 0,

A= c",

formules qui doivent représenter un changement de coordonnées

rectangulaires; donc
ab' — ba' = c"?,

et comme la forme u? + ¢* se reproduit multipliée par le déter-
minant de la substitution en %, ¢ ('), le facteur cherché est
3
(ab' — ba')? = (ab' — ba')c" = A.

On voit donc finalement que la quantité sous le signef , dans

Vintégrale (2), se reproduit par tout changement de coordonnées
rectangulaires. L’intégrale (2) exprime donc une propriété mé-
trique de U'ensemble de droites considéré.

Forme particuliére de U’équation double. — Prenons pour
u, v, w les coordonnées normales de la droite

= cosuz, v = sina, w=—p;

(') Si

w4 vi=h(u?+ o),

le discriminant de la nouvelle forme, qui est égal a A2, doit étre égal au carré
du délerminant de la substitution; d’ou

h=ab —ba'.
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alors dudy s’annule, et il reste

ff(udv—vdu)dw =ffdpda.

En particulier, si ’on considére ’ensemble des droites qui cou-
pent un cercle donné de rayon R, cercle qu’on peut, d’aprés ce
qui précéde, supposer décrit de I'origine comme centre, il faut
faire varier p de o 4 R et « de 0 2 2; ce qui donne, dans ce cas,

f dpdx=2zR,

c’est-a-dire le périmétre du cercle. C’est un cas particulier du
théoréme suivant :

L’intégrale dou()lef/ udodw + de‘lu—: wdudy | stendue
(ut~+v2)?
a toutes les droites qui coupent une courbe fermée convexe,
est égale au périmétre de cette courbe.

Ce théoréme est lui-méme une conséquence du suivant :

L'intégrale double précédente, étendue a toutes les droites
qui rencontrent un segment de droite donné, est égale au
double de la longueur de ce segment.

Démonstration, — On pourrait démontrer ce théoréme en
donnant au segment une position particuliére; mais on peut aussi-
le démontrer directement dans le cas général.

Soient u,, ¢4, Wy les coordonnées normales de la droite qui
porte le segment; on a

u+vi=1,
UoZ ~+ VoY —+ Wy = 0,
ugdx + vody = o.
Posons
Ut +0g0 = ),
Vol — UgY = 11,

Uttt =1;
on aura alors
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et 'on devra donner a ) et i toutes les valeurs, de facon que le
u . 3

rapport — passe une fois et une seule par une valeur donnée; ce

qu'on obtiendra en prenant w positif et A quelconque. On aura

alors
U= ugh+¢g

© = ¢oh— ugp,

w=woh+ w(Wy — o)
ct, par suite, en vertu de (4),
udvdw + vdwdu + wdude = (ude — vdu)dw
=—u(rdy — pd)) (uody — vpdzx).
Enfin on a

(wody — vodz)?= (u] + 0§)(dx?+ dy?)— (wodx +vody)? = dr?+ dy?,

de sorte que

/‘fttdvdw -+ vdwdu;t— wdudy - [fp()\dy— ud)) /m

(12 + o2)?

En posant

A =sing, it = cosy, —f—;<§<g,

cette intégrale se transforme enfin en

k]

f\/d.??’—kdy’ [ cosw do = a5,

wid

s désignant la longueur du segment.

Il résulte immédiatement de la que, étant donné un arc de
courbe quelconque, on obtient en coordonnées tangentielles le
double de la longueur de cet arc en prenant l'intégrale double
f / dude 5 étendue auz droites qui coupent I’ arc de courbe

(w4 v’)’
autant de fois qu’elles ont de points d’intersection avec cet
arc.

Ce théoréme contient comme cas particulier celui qui est relatif
a une courbe fermée convexe. Par exemple, pour l'ellipse

au+ D22 — 1= o,
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on peut obtenir toutes les droites en question en posant

r .
u=(—;c05?, V=Zs'“?> > o< e< 2w,

dudv /’/ ab2drdy
3
// (uz—l—-v’)% r2(atsin?¢ + b cos?y)?

_ /’“ arbido
fend Q.
J,  (a? sin?g + b2 cos?g)?

§ 2.

et alors

Au lieu de se placer en coordonnées rectangulaires, on peut
aussi sé placer en coordonnées obliques. Si alors

o(u,v)=o

est I'équation tangentielle des points circulaires a I'infini, il n’y a
qu’a considérer I'intégrale double

/ \/-(udvdw + vdwdu + w dudv)
[o(u, ol

¢ désignani le discriminant de la forme 9. Cette intégrale est
égale a la précédente; par exemple, si

¢(u, v) = u+ v*— 2up cosh,

ffsinﬂ(udvdw +vdwdu + wdudo)

3
[w?+ 02— 2uv cosB]?

on a

Plus généralement considérons une conique, que nous appelle-
rons conique fondamentale ou conique absolue, ayant pour
équation tangentielle

(l) c?(u,v,w)=o,

et considérons 1’intégrale double
el

(2) \/A(udvdw—r—vdwdu-l-wrludv)
[':«(u v, w)]2

ot A désigne le discriminant de la forme 2.
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Si I'on effectue sur «, ¢, w une substitution linéaire quel-

conque de déterminant D, la forme ¢ se change en une forme ¢/,
dont le discriminant A’ est égal 2 AD?, de sorte que

VAD(u' do'dw' + o' dw' du' + w' du’ dv')

3
[o'(w,, w2

_ / VA (Wdvdw' +...).
v o‘% ’

I conserve la méme forme. L'intégrale I, étendue a un ensemble
de droites donné, représente donc une quantité attachée a cet en-
semble de droites et a la conique fondamentale, quantité qui se
conserve par une substitution linéaire quelconque effectuée
sur les droites et la conique.

En particulier, on peut se proposer de chercher la signification
de cette intégrale, lorsqu’on I'étend & P’ensemble des droites qui
coupent un segment de droite donné, ou plus généralement un
arc de courbe donné. Il faut naturellement, pour que cela ait un
sens, que la forme © ne puisse s’annuler pour aucune de ces
droites, c’est-a-dire ou bien que ¢ soit une forme définie, ou
bien, s’il n’en est pas ainsi, que le segment considéré soit tout
entier a Uintérieur de la conique fondamentale.

Mais, avant d’aller plus loin, il est nécessaire de rappeler quel-
ques définitions souvent usitées en Géométrie projective.

Etant donnés deux points A, B (a I'intérieur de la conique fon-
damentale, si cette derniére est réelle) appelons distance de ces
deux points le logariihme, divisé par 27 (ou par 2, si la conique
est réelle), du rapport anharmonique des points A, B et des deux
points d’intersection de la droite AB avec la conique.

Etant de méme données deux droites (se coupant & 'intérieur
de la conique, si celle-ci est réelle), appelons angle de ces deux
droites le logarithme, divisé par 2, du rapport anharmonique de
ces deux droites et des deux tangentes a la conique menées par
leur point d’intersection.

Cette derniére définition coincide avec la définition ordinaire si

la conique fondamentale est formée des deux points circulaires
Pinfini.
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Si l'on fait la perspective sur un plan d’une sphére, le point de
vue étant au centre de la sphére, et qu'on prenne pour conique
fondamentale 'intersection du plan et du cone asymptote de la
sphére, on retombe sur la distance sphérique des points de la
sphére dont on prend la perspective et sur 'angle des grands
cercles qui se transforment en droites; de sorte qu’on a affaire,
dans ce cas, a la Géométrie sphérique ordinaire.

Quoi qu’il en soit, cherchons, d’aprés ces définitions, I'expres-
sion de la distance d de deux points (zy, ¥y, 1) €t (23, 2, 52)-
Les coordonnées des points d'intersection de la conique avec la
droite qui les joint sont de la forme

X, + )\.l‘,, )’1—}-)\_}’2, Z|+)u31,
et il faut donner a ) les deux valeurs ), ),, racines de I’équation
S(@uy 1 31) + 2 M(@ofr + Yo Sy, + 32 f5) + M f(22 72, 52) =0,

ou f désigne le premier membre de I’équation ponctuelle de la
conique et f, f,, f. ses demi-dérivées. On a donc par défini-
tion, si la conique est imaginaire,

id__ p—id _
e?id — Z\—i > ¢ e = )\l _.l.! )
X 2 2iy e
c’est-a-dire
/

@71 3OS (@ s 52) — (Taf et oSy + B f o
(3) smd—-\/ S (@, y1, 31) f(2, ¥, 32) ’

et de méme, si la conique est réelle,
d— g—d

shd = ¢ —€¢"

(3"

_ ‘/(xaf-’r. "‘.}”fly,‘*'z!f;.)’ —f(x1, 1, 51 )f(z‘z.yz,zu‘
- S (21,515 51) f(®3, ¥, 52)

Nous aurons de méme, pour langle V de deux droites
(wr, vy, w1) et (ug, 02, W), la formule

P ‘9("1,"1,Wx)?(uevVvaz)—(M‘P::,-'-Vz‘?:q-'-wz?lw,)g
(4) sin) :‘ : .
g(u,,v,,w,)c.?(u,,vg,w;)

En particulier, la distance ds de deux points infiniment voisins
XXIY. 1
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(z,y,3) et (x +dz, y + dy, 5+ dz) est

ds = \/f(z',y,z) .fldz, dy, dz)—(f,.dx—l—fydy+f,dz)’
S =
Sz, y, )

et, sil’on choisit z, y, 5 de facon que f(z, y, z) garde une valeur
constante,

dz, dy,dz) f(dz, dy, dz)
5 ds = f(——— ou ds = L TS TR
® Vo r@rs f(@y,2)
suivant que la conique est imaginaire ou réelle.

De méme 'angle dV de deux droites infiniment voisines est

du, dv, dw
(6) dv = ‘/_———‘?(?(u s )
en supposant ¢(u«, ¢, w) constant.

Cela étant, considérons l'intégrale I et cherchons sa valeur lors-
qu’on l'étend A toutes les droites qui coupent un segment AB
(situé a lintérieur de la conique fondamentale, dans le cas ol
elle est réelle). Soient wu,, ¢4, vy les coordonnées de la droite AB,

et supposons que f(x, y, z) est la forme adjointe de ¢, ses coef-
ficients étant les mineurs du discriminant de . Posons

UQ, 0o, +we,, = .
Alors u, ¢, w sont déterminés par les équations

u?’uo -+ V?i,o -+ w ?,“'o = )“
(7) ur + vy + ws =o,
?(ux 9, w) =9,

¢ étant une valeur qu’on peut supposer constante. Pour résoudre
les équations introduisons le déterminant
q 7)

’ ’
?u (P“ (PW u ¢ w
’ ’ _
Puy,  Pos Pwe | = | Uo Yo Wo |

z y 3 fo f St

cette derniére identité résultant de ce que f est la forme adjointe

de ¢.



On a, en faisant le produit de ces deux derniers déterminants,

u v w |2 o(u, v, w) A o
Uy 9o wo | = A @ (e, vo, Wo) o zf(xh}/”z)((??o_)\!
PN 0 o J(@ya)

Si donc on pose

(V02— wof}) (o flm o f1) 9+ (ua fy— 00 f3) ¥ = b
on aura

(8) “2 +f(‘z‘).}/75))\? :f('z‘y.}liz)?(u: Yy W)(P(lto, Y0, WO)'

On peut remarquer que, dans ’hypothése faite, f est essen-
tiellement positif (*).

On a donc trois équations linéaires pour déterminer u, ¢, w en
fonction de A, p, z, ¥, 3, et il suffira de donner & yu des valeurs
positives et a A des valeurs posilives ou négatives, de facon a satis-
faire & I’équation (8). Enfin, on pourra s’astreindre a multiplier
z, y, 5 par un facteur tel que f(z, y, z) reste constant; alors A
et u seront fonctions d’un méme paramétre.

La résolution des équations donne, aprés un calcul facile,

S Sz, 2) @ (ug, vo, wo)u = uof(z';}’,z)"\‘*‘ (?:}., s — ?:uo}’) [}
(9) \ f(“':.}’;z)?(uo» Yo, Wo)" =.90 f(xy.}'yz))‘ + ((P:voz—?'u., z)l"-v
' S (2, ¥,%) 0(uo, 90, wo)w = wo f(2, ¥, 2)h (91, J — P, T) 14

d’ou

Sfiod(udvdw + vdwdu + wdudv)
00 f 94, % — 94,3
wof Qu Y — 9@

dr dy dz
=pfoo(Adp—pdh) | &y 35

Il

(hdp— pdh)(9, ds — 9y, dy) + ...

. ’ !
Puy Pos  Pw,

(*) Car si la conique est imaginaire, Af est une forme définie positive; si elle
est réelle, A f est positif pour tout point a son intérieur; or ici A est le carre du
discriminant de =, donc toujours positif.
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Pour calculer le déterminant du second membre, remarquons
qu’il est égal a
' f(llt frll) f;l:.
i|lf= Sy S

L2 Vo Wy l

et que, par suite, son carré est égal a
'L que, p )

f(dz, dy, d3) o [
0 Sf(z,y,3) o = _—i S(dz,dy, dz) f(x, y,3) (1o, 9o, #o)-
o o ?(uoy Voy Wo)
Donc

’

/"y()\dp.-— pd)\) V f(dz, dy,ds) f(, ¥, 3) ¢ (uo, ¥o, Wo)
I= fiol 3
Joo [p(u,o; w)]?

ou, en posant

~

W= as/;‘?o, om= 3\//-??0’

(10) I=ff{3(ad[3—§da).ds=:zs,

s désignant la distance AB ().

D’ailleurs, ce résultat était & prévoir par des considérations
d’invariants. Si I'on considére une droite quelconque et deux
points A et B sur cette droite, I'intégrale I, étendue a toutes les
droites qui coupent le segment AB, est une fonction des deux
extrémilés qu’on peut désigner par AB et qui jouit manifestement
de la propriété

AB+ BC =AC;

de plus, c’est une fonction du segment AB qui ne change pas
lorsqu’on effectue sur A, B et la conique fondamentale une méme
substitution linéaire. On peut démontrer que la distance des deux
points A et B, telle qu’elle a été définie plus haut, est, a un fac-

1) Dans le cas ou la conique fondamentale est réelle, Az est négatif et il faut
q y 4% €

prendre pour I
I /A(udvdw +vdwdu + wdudv)
= )
f (— 39)*

ce qui conduit au méme résultat.
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teur constant prés, la seule fonction qui jouisse de cetle propriété.
Cela est d'ailleurs évident si la conique fondamentale se réduit
aux deux points circulaires a 'infini.

Nous pouvons donc énoncer, sur l'intégrale double I, les
mémes théorémes qu’au paragraphe premier; en particulier, sur
la longueur d’un arc de courbe (relativement a la conique fonda-
mentale) et le périmétre d’une ligne fermée convexe. Ces théo-
rémes s’appliquent immédiatement en Géométrie sphérique; u,
v, w désignent alors les coordonnées d'un grand cercle de la
sphére (coordonnées ponctuelles du péle de ce grand cercle).

La formule qui donne ainsi sur une sphére le périmétre d’un
triangle sphérique au moyen d’une intégrale double ne doit pas
nous élonner; cette intégrale double représente simplement
Uaire de la portion de la sphére extérieure au triangle sup-
plémentaire du triangle considéré, d’aprées la signification
méme de «, ¢, w, sil’on prend

P(u, 0, w) = ur+ 24 wi=1.

En effet, comme vérification, si @, b, c sont les cOtés du triangle,
son périmétre est @ + b + ¢ et les angles du triangle supplémen-
taire sont * — @, ® — b, © — ¢. L’aire de ce triangle est donc

(mr—a)+(n—b)+(n—c)—m=2wn—a—b—c
et l'aire de la portion de la sphére extérieure a ce triangle est bien
on—(2mn—a—b—c)=a-+b—+ec.

D’ailleurs, U'intégrale double qui donne l'aire est tout a fait la
dualistique de la premiére; il suffit de considérer

s //'/S(xdydz +ydzdz+zdxdy)’
F— 3
. [f(z, y,2)]*

A désignant maintenant le discriminant de f. En Géométrie ordi-
naire, f— 32, et 'on a simplement, en faisant z=1, l'inté-
graleffdx dy. En Géométrie sphérique, on a l'aire d’une por-
tion de la sphére. On démontre, d’une fagon identique a celle del,
que celte intégrale, étendue a I'espace compris dans I'angle dc
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deux droites (et dans son opposé par le sommet), aucun point de
ces droites et aucun des points & I'intérieur n’étant sur la conique
fondamentale, ‘est égale au double de 'angle des deux droites ;
d’odi I'on déduit immédiatement un théoréme sur I'aire dela por-
tion du plan extérieur a une courbe fermée convexe (conique
fondamentale imaginaire) au moyen de la quantité dont
varie angle de contingence lorsqu'on parcourt la courbe
(r— A +r— B+ n— C daos le cas d’un triangle).

§ 3.

On peut généraliser les résultats précédents, presque sans mo-
dification, pour passer du plan a I'espace. Nous appellerons z, y,
5, t les coordonnées ponctuelles et w, v, w, & les coordonnées
tangentielles.

Si nous prenons d’abord les coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires, nous considérerons I'intégrale triple ()

I— udvdwdh+vdwdudh+wdudvdh—hdudvdw'
W -f‘/‘f (U4 02+ w?)2

Cette intégrale se reproduit par toute transformation de coor-
données rectangulaires, le numérateur se reproduisant multiplié
par le déterminant de la substitution, le dénominateur se trouvant
multiplié par le méme facteur.

Sil'on étend cette intégrale & un segment de droite, par exemple
porté par'axe des z, on doit trouver une quantité proportionnelle
a la longueur de ce segment. En effet, si 'on pose

u+ 02+ wl=ru,

w3+ h =o.
'intégrale deviendra

ff —w(udvdw + vdwdu + wdudv)ds;

(*) 11 est entendu que, si A, g, v sont des fonctions de trois paramétres a, B, v

18}

D(h, p,v)
D(ax, B, v)

didpdv=dpdvdh =dvdhdp =—drdvdp = dadi dy.
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u, v, w prenant loutes les valeurs possibles sur la portion de la
sphére de rayon 1 et de centre o située au-dessus du plan des zy,
et z variant de 2, & 3,; on peut donc poser

S u = cosf coso,
v = cosBsino, o<0<‘—;—t, olp<am,
( w = sin0,

et alors

(2) I=(z,—z,)ffsin0 cosd db do = w(z; — 31).

L’intégrale triple 1 étendue a toutes les droites qui coupent
un arc de courbe donné, chacune d’elles étant prise autant de
fois qu’elle a de points d’intersection avec l’arc, est égale a la
longueur de cet arc de courbe, multipliée par =.

[y

Par exemple, étendue a toutes les droites qui coupent une
courbe fermée plane convexe, l'intégrale I est égale au périmétre

. qe T
de la courbe, multiplié par 5

On peut aussi étendre l'intégrale I a 'ensemble des plans qui
coupent une surface fermée convexe; on peut alors toujours sup-
poser que l'origine est a I'intérieur de la surface ; si ’on astreint
u, ¢, w a satisfaire a la relation

ul+ 024+ wr=rp,

et si 'on considére la sphére de rayon 1 ayant pour centre I'ori-
gine, & chaque point M de la surface correspond, sur la sphére,
un point m trace de la perpendiculaire au plan tangent en M
menée par l'origine. Si alors p est la distance de I'origine au plan
tangent, I'intégrale est

(3) I=f—[pda,

ds désignant 1'élément de surface de la sphére en m.

On a donc 1a une nouvelle quantité métrigue attachée a la sur-
face fermée convexe et indépendante du choix du point O a
Uintérieur de la surface. Pour une sphére, c’est 4xR; pour
ellipsoide

]

S

—1=0

2%
+
<l
_}
f?;l 1 %Y
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cctte nouvelle quantité est I'intégrale double

f‘/‘/(ﬁu’—e— 6202+ c*wids,

u, ¢, w désignant les coordonnées d’un point de la sphére de
rayon 1 concentrique a Pellipsoide. ,

Sil'on est en coordonnées obliques, ou d’une maniére générale,
si 'équation tangentielle du cercle imaginaire a I'infini est

o(u, v, w) =o,
on a

G ‘_ff V8 (ude dw.dh + v dw du dh + w du do dh — h du do dw)
T ' [o(u,v,w)]?

2
6 désignant le discriminant de la forme .

Généralisation. — De la méme fagon qu’en Géométrie plane,
considérons une quadrique, d’équation tangentielle

o(u, 9, w, h)=o,
que nous nommerons quadrique fondamentale, et I'intégrale
triple

5y J " VEA(udvdw dh+vdw dudh+ w dudodh— h dude dw)
3) 1= [o(w, v, w, B)? ’

A désignant le discriminant, supposé différent de zéro, de la
forme ©.

Par une substitution linéaire effectuée sur «, v, w, h, le numé-
rateur se reproduit multiplié par le déterminaat D de la substi-
tution, et le discriminant de la nouvelle forme © est égal 4 A.D2,
de sorte que I se change dans la méme expression relative & la
forme transformée ¢'. De plus, si 'on multiplie ¢ par une con-
stante m, le dénominaieur est multiplié par m?, mais, le discri-
minant A étant multiplié par m*, le numérateur est également
multiplié par m?2.

L’intégrale triple I, étendue a un ensemble de plans (dont aucun
n’est tangent i la quadrique fondamentale), est donc ane quantité
attachée a cet ensemble de plans et & la quadrique, et qui ne
change pas par une méme substitution linéaire quelconque effec-
tuée sur les plans et la quadrique.

On peut, comme dans le paragraphe précédent, définir la dis-
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tance de deux points et 'angle de deux plans relativement a la
quadrique fondamentale. En particulier, la distance de deux points
infiniment voisins est

fdz, dy, dz, dt)
b

() =\ = Ty

J =o désignant P’équation ponctuelle de la quadnque, la forme f
étant assujettie & rester constante, les deux signes correspondant
aux deux cas ol la droite, qui joint les deux points, ne coupe pas
ou coupe la quadrique.

De méme, I'angle de deux plans infiniment voisins est

_ 9(du,dv, dw, dh)
7 W=\ =t wm

les deux signes correspondant aux deux cas ou les plans tangents
a la quadrique menés par la droite d'intersection des deux plans
sont imaginaires ou réels (la forme ¢ gardant la méme valeur
pour les deux plans).

Cela étant, cherchons la signification de I'intégrale T étendue a
tous les plans qui coupent un segment de droite MN. Pour que
cette intégrale ait un sens il faut que, d’aucun des points du seg-
ment MN, on ne puisse mener de plan tangent réel a la quadrique
fondamentale.

On peut toujours, par une transformation homographique, faire
en sorte que la droite MN ait pour équations

T = 0, Y =0,
et que o soit de la forme
¢ =Au+Bo2+ Cw?+ Dh2

En écrivant que le plan («,¢,w, k) coupe le segment MN, nous

obtenons
w3z + ht = o,

ce qui permet de poser
(8) w =t h=—)z,

et, par suite :
o= Au+ Be2q-22(Ce2-D32).
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Comme u, ¢, A peuvent prendre toutes les valeurs possibles et
que ¢ doit garder un signe constant, il faut nécessairement que A,
B, Ct2+ Dz? aient, pour tous les points du segment MN, le méme
signe. 1l y aura donc deux cas a distinguer :

Ou A, B, G, D ont le méme signe, et alors on peut supposer

¢ = ut+ 024 w2+ 5%

Ou A, B, C sont de méme signe, contraire a celui de D, et alors

on peut supposer
0 =ul+ 024 w2—s?,
avec
t2— 32> o.

Dans tous les cas, on peut supposer A= B =C =1 el de plus

aussi
‘ t2+ Daz2=1.
Alors, en prenant

(9) ut+ v A=,

» garde une valeur constante. En portant les valeurs de u«, ¢, w, A
dans l'intégrale I, on obtient

szff;/i——l—))\()\dudv-t—udvd)\—i-vd)\du)(zdt—tdz).

Mais on a
s t Dz ¢ . o
=D(s5dt—tdz)2= = ds?;
\dz de lDdz dti ( =1y Dot an :
donc

(10) l=fdsffl(ldudv+udvd)\+vd)\du)=1-cs,

s désignant la distance MN.

Le segment MN est quelconque, si la quadrique fondamentale
est imaginaire, et il est tout entier a I'intérieur de la quadrique,
si celle-ci est un ellipsoide réel ou un hyperboloide i deux nappes
(quadrique réelle non réglée).

On déduit de la, dans le cas ou la quadrique fondamentale est
a génératrices imaginaires, que ’intégrale 1, étendue i tous les
plans qui coupent un arc de courbe donné (situé tout entier
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Uintérieur de la quadrique, si celle-ci est réelle), chacun de
ces plans étant pris autant de fois qu’il a de points d’inter-
section avec l’arc, est égale & la LoncuEur de cet arc de
courbe (relativement a la quadrique fondamentale) multi-

oy . ™
pliée par 3

On pourrait de méme considérer I'intégrale étendue a une sur-
face fermée convexe (située tout entiére & I'intérieur de la qua-

drique fondamentale, si celle-ci est réelle).
L’intégrale I est la dualistique de 'intégrale J

(1) J__fff\/ﬂ(a'dydzdt+ydzdxdt-i—zdxd_ydt—tdz'dydz)
- [f(@y, 3,0

ou A désigne le discriminant de la forme quadratique f. Cette in-
tégrale, étendue a un certain ensemble de points, représente ce
qu’on peut appeler le volume de cet ensemble relativement a la
quadrique fondamentale. Si cette -quadrique est a génératrices
imagiinaires, le volume de I'espace compris dans deux des diédres
opposés par 'aréte formés par deux plans donnés (aucun des
points de cet espace n’étant sur la quadrique, si celle-ci est réelle)
est égalal'angle des deux plans multiplié par =. On peut étendre
aussi I’intégrale a tous les points d’ou 'on peut mener un plan

tangent a une portion de surface développable (limitée par deux
de ses plans tangents); le volume obtenu est égal a la variation

de I'angle de contingence de la développable, multipliée par 1—;

Revenons aux coordonnées rectangulaires ordinaires. Il yaune
autre intégrale qui a une signification métrigue : c’est 'intégrale

double
f/‘u dv dw + v dw du + w du dv
3 )
(u+ 02+ w?)?

étendue A un ensemble de plans satisfaisant & une méme relation
(tangents 4 une méme surface). Cette intégrale n’est autre chose
que Paire de I’image sphérique de la portion de surface con-
sidérée, car u, v, w peuvent étre considérées comme les coor-

données homogénes d’un point de la sphére de rayon 1 ayant pour
centre I'origine, le point ou la normale au plan (u, v, w, &) perce
cette sphére.
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Cetle intégrale, qui est égale aussi, comme on sait, a

ds
j: KR,
ds désignant 1'élément de surface de I'enveloppe des plans consi-

1

dérés, et p—r la courbure totale de cette surface, n’a pas d’ana-
112

logue, quand on remplace le cercle imaginaire de 'infini par une
quadrique quelconque.

§ 4.

Dans le paragraphe précédent, nous avons surtout considéré
I'espace comme engendré par des plans; regardons-le maintenant
comme engendré par des droites. Il existe aussi, dans ce cas, des
intégrales multiples qui, étendues & certains ensembles de droites,
éléments de ’espace, jouissent de propriétés invariantes, lorsqu’on
imprime un méme déplacement quelconque dans I'espace a toutes
ces droites.

Trois intégrales jouissent de cette propriété, deux intégrales
doubles et une intégrale quadruple. Nous nous occuperons des
deux premiéres dans ce paragraphe.

Les intégrales doubles en question sont naturellement étendues
a des droites dépendant de deux paramétres, c’est-a-dire faisant
partie d’une congruence; elles se rapportent donc a un pinceau
de droites d'une congruence.

Pour arriver a la notion de la premiére de ces intégrales, consi-
dérons les droites (en nombre simplement infini) qui limitent le
};inccau el supposons pris, sur chacune d’elles, un point M, de
maniére a former une courbe fermée C (entourant le pinceau a la
facon d’un anneau).

Si z, y, 3 sont les coordonnées d’un point M de cette courbe;
a, B,y les paramétres directeurs de la droite D correspondante,
ds la différentielle de I’arc de la courbe C et, enfin, V 'angle de
la droite D avec la tangente en M a la courbe C, considérons I'in-
tégrale

) | — /‘zdz—i—ﬁdy-;-.{d:, _ f"“‘\.‘[‘\
Vatog Gt

o
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prise le long de la courbe C. Celte intégrale ne dépend pas de la
courbe choisie C entourant le pincean, car si 'on remplace z, y,

z par x + pa, ¥ + ofB, 5+ py, intégrale I est simplement aug-
mentée de

fp(ada+ada+vdv>+<a’+ﬁ’+¥’>d9=f d(pVa+PryE) =o.
() €

‘/ Az pi -+ .(’

On peut prendre, par exemple, pour C la courbe suivante. Par-
tons d’un point A d’une des droites qui limitent le pinceau et
considérons la trajecloire orthogonale issue de A des droites
limites : en général elle ne reviendra pas au point A, mais coupera
de nouveau la premiére droite en un certain point B différent
de A. En prenant pour courbe C I'arc de courbe AMB ainsi dé-

Fig. 1.

terminé, augmenté du segment BA, la portion de l'intégrale I re-
lative 4 'arc AMB est nulle et celle qui est relative a BA n’est
autre que la longueur de ce segment (fig. 1). On a donc

(2) I =AB.

Il résulte de 12 que la condition nécessaire et suffisante pour
que Uintégrale I sannule, quel que soit le pinceau pris dans
la congruence, est que la congruence soit formée des droites
normales & une surface.

La condition est nécessaire; cela est évident d’aprés la for-
mule (2). Elle est suffisante, car si I'on se donne arbitrairement
un point A sur une des droites D de la congruence, on peut dé-
terminer sur toute autre droite D' un point M en considérant une
surface réglée quelconque contenant D, D' et formée de droites
de la congruence et cherchant la trajectoire orthogonale des géné-
ratrices de cette surface qui passe par A; elle coupe la droite I
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en un point M indépendant de la surface considérée, en vertu
de (2) et de I’hypothése que I est identiquement nulle. La surface
lieu des points M est alors manifestement normale a toutes les
droites de la congruence.

L’intégrale 1 jouit de la propriété que si I'on divise un pinceau
de droites en deux pinceaux partiels, 'intégrale relative au
pinceau tolal est égale 2 la somme des intégrales relatives aux
pinceaux partiels. Il est donc a prévoir qu’elle peut se représenter
au moyen d’une intégrale double étendue a toutes les droites du
pinceau. Avant de montrer ce point, nous pouvons déduire de la
considération de cette intégrale I une conséquence importante.

Supposons que l'on fasse réfracter les droites d’une congruence
dans un milieu d’indice n suivant les lois ordinaires de la réfrac-
tion. Les droites réfractées forment une nouvelle congruence.
Cherchons ce que devient 'intégrale I relative a un pinceau de
la premiére congruence lorsqu’on passe au pinceau réfracté. Si
I’on partage le pinceau en pinceaux infiniment petits, chacun d’eux
peut éire considéré comme réfracté sur un plan, le plan tangent a
la surface de séparation au point d’intersection de cette surface
avec une des droites du pinceau. En appelant 7 I’angle d’incidence
des droites du pinceau sur ce plan et § 'angle que fait la projec-
tion sur le plan de chaque droite avec la tangente a la courbe C
d’intersection du plan et du pinceau, on a

I=ff sinicosOds:sinif cos® ds.
(€ (C)

Dans le pinceau réfracté 6 ne change pas, non plus que la courbe C,
mais on a

R S
sing = --8inl,
n
de sorte que

(3) 1=nl.

La relation (3) étant vraie pour tout pinceau infiniment petit
est évidemment vraie pour un pinceau quelconque :

L’intégrale 1, relative a un pinceau de droites d’une con-
gruence, se reproduit donc, divisée par n, pour le pinceau ré-
Jracté dans un miliew d’indice n.
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1l résulte manifestement de la le théoréme suivant, bien connu :

E'tant donnée une congruence de droites normales & une
surface, les droites résultant de leur réfraction dans un milieu
d’indice n sont également normales & une surface.

Ces considérations mettent bien en évidence I'importance de
I'intégrale I et par suite de l'intégrale double qui lui est égale.
Clest cette intégrale double que nous allons maintenant déter-
miner. Pour cela, rappelons la définition des coordonnées pliické-
riennes de la droite. Etant donnée une droite définie par deux
points (z, ¥, z) et (£, y', '), on appelle coordonnées de cette
droite les six quantités a, 3, v, p, ¢, r déterminées par

€))

r ! !
o= xr —, ﬁ:y-—-y’ Y= z — 3,
p=y3—2zy, = 22— x3, r=zy'—yz';

ces six quantités sont liées par la relation
ap+Bg+yr=o;

de plus, si la droite est définie par les deux plans (u, ¢, w, &) et
(', ¢'y @, '), on a, & un facteur constant prés,

a = ow' — wy', B =wu — uw', v= uv' —ou,

(%)

p = uh'—hu', q = vh' — hv', r=wh'— hw'.

Cela étant, si I'on considére les droites d’une congruence, leurs
coordonnées peuvent étre regardées comme des fonctions de deux
paramétres a et b, et I'intégrale de courbe I est de la forme

1= Ada—+ Bdb;
(©)

elle peut se mettre, comme on sait, sous la forme d’une intégrale

oB  0A '
ff(_%_E)dadb=jfdAda+dBdb.

Autrement dit, en revenant a 'expression (1) de I,

. % ] Y
6 I = d—:dz+dzd +d—“—dz .
(6) f/< Va2 + G132 Var - Brop ot v Vat+ BT+ 2 >

de surface
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C’est cette expression (6) qu’il s’agit de transformer en y intro-
duisant les coordonnées de la droite.
En effectuant les calculs, on trouve, pour 'expression sous le

signe ff

[B(Bda—adB)+y(yda—ady)]ldr+...+[a(ady—yd2)+B(Bdy—14dB)lds

(a:_,_ pz+ 72)%

Le numérateur de celte expression peut se metire sous la forme
(Bdy—ydB)(Bds —ydy)
+(yda—ady)(ydr —adz)+(2df — B da)(ady — B dz).

Or on a I'identité résultant de (4),

Bz—yr=r,
d’ot
Bdz —ydy =dp+ydy—azadp,
de sorte que

(Bdy—ydB)(Bds—vdy)
=(Bdy—ydB)dp +~(Bdy—ydB)(ydy—=sdp)
=(Bdy—~ydB)dp +(Bz—yy)dBdy
=pdBdy~+ Bdydp +ydpdf.

En introduisant la notation
wypy = hdpdy + pdvd) +v dhdyp,

on voit donc que

) I— Wply + Woyg w,.ag‘-
(a2+ ‘32+ .i,z)%'

C’est I'intégrale double cherchée.
La condition nécessaire et suffisante pour que les droites d'une
congruence soient normales a une surface peut donc s’écrire

wppY+ (l)qya-f— (!),-aﬁ = 0.

Si par exemple on détermine la droite par sa trace sur le plan
des zy et ses deux premiers paramétres directeurs, le troisiéme v
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étant pris égal a Punité, on a

p=—y, g==z r=ay—fz
et

WpBy + Woya+ WraB = (14 B2)dadr+(1+a?) df dy —aB(da dy + dB dz).
Si donc on prend z et y pour paramétres de la congruence, 1'é-
quation cherchée est

® e e (),

si au contraire on prend z et 3, I’équation est

(9) (1B 55—+ —ap(F — 57) =o.

Tous ces résultats peuvent étre généralisés en remplagant le
cercle imaginaire de I'infini par une quadrique quelconque. Les
mé¢mes raisonnements peuvent étre faits et 'on arrive aux mémes
théorémes généraux, en particulier sur les congruences de droites
normales a une surface qui conservent cette propriété aprés
réfraction dans un milieu d’indice n.

La deuxiéme intégrale double de l’espace réglé. — On peut
arriver & la notion de cette intégrale d’'une maniére tout & fait
analogue a celle qui nous a conduit a la premiére intégrale double.
Considérons un pinceau de droites d’une congruence; les droites
qui limitent ce pinceau engendrent unc surface réglée. Considé-
rons une développable quelconque fermée circonscrite & cette
surface ('); si M est un point de contact de la développable et de
la surface réglée, désignons par V I'angle des deux génératrices de
ces deux surfaces qui passent par M et par df I'angle du plan tan-
gent & la développable avec le plan tangent infiniment voisin. Con-
sidérons enfin I'intégrale

(10) ' J =fcosVd0

étendue a toute la courbe de contact. Cetteintégrale est en quelque

¢t) Cest-a-dirc telle que la courbe de contact soit une courbe fermée.
XXIV. 12
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sorte la dualistique de la premiére, la courbe C étant ici rem-
placée par la développable, la tangente a la courbe C par la géné-
ratrice de la développable et enfin la différentielle de I'arc par la
différentielle de I'angle de contingence.

On voit d’abord que l'on peut transporter les droites du
pinceau parallélement & elles-mémes d’une fagon quelconque, en
conservant paralléles a eux-mémes les plans tangents a la dévelop-
pable, sans que 'expression cosV df change de valeur. On peut
donc supposer que le pinceau est formé de droites passant par un
point fixe. Sil'on prend la trace de la figure sur la sphére ayant
pour cenlre ce point et pour rayon I'unité, le pinceau découpe une
courbe sphérique C, le plan tangent a la développable un grand
cercle tel que MH. Si M et M’ sont deux points infiniment voisins
de la courbe C, MH et M'H les grands cercles correspondants,

Fig. 2.

T

I’angle V n’est autre que MH et df est égal a I'angle MHM'. Or,
figurons I'arc de grand cercle MM’ et les deux arcs de grand cercle
MN, M'N tangent en M et M & la courbe C. Dans le triangle
MM'H (fig. 2), ona

TN NN P
cosVsinH = cosMM'H sin M'MH + sin MM'H cos M"MII cos H,
ct si H est infiniment petit

N NN
cosV b = sin (FIM'H - M'MIT ).
Or on a

NN TN N . P e N
MM'H +~ M'MH = NMH — NMM' + = ——(TM'H +~NM'M),

ou, en appelant d: I'angle de contingence des deux arcs de grand

cercle MN, M'N,

SN TN 0N
MM'H + MMH =— « NMH + = — oz,
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d’otr finalement, en posant

2= NMI s
on a
cosV db = da + d=.

En intégrant le long de la courbe, « reprend sa valeur par hy-
poth¢se lorsqu’on revient au point de départ et il reste

J:ftla.

Mais, d’aprés le paragraphe 2, la variation de I'angle de contin-
gence est égale & 'aire de la surface de la sphére extérieure ala

courbe C. On peut donc prendre (§ 2)

(11) J—/fldpd‘(*'ﬁd‘{dl-i—ydzdﬁ
= y .
(22+ B2+ y2)?

Telle est la deuxiéme intégrale double, que nous aurions na-
turellement pu écrire immédiatement, mais dont I’analogie avec la

premiére intégrale I est mise en évidence.

La condition pour que cette intégrale soit nulle, quel que soit le
pinceau choisi dans la congruence, est, en supposant y non iden-
tiquement nul et par suite, si I'on veut, égal a 1,

dadp = o,

c’est-a-dire que a, 3, y sont fonctions d’un seul paramétre. Les
droites de la congruence sont donc toutes parall¢les aux généra-
trices d'un méme cone.

La conditionr nécessaire et suffisante pour que, étant donnée
une congruence de droites, on puisse faire passer par chaque
droite D de cette congruence un plan P tel que l’'intersection
de ce plan P et d’un quelconque des plans infiniment voisins
soit perpendiculaire a la droite D, est que toutes les droites de
la congruence soient paralléles aux génératrices d’un méme
cone.

C’est 'analogue des congruences de droites normales a une sur-
face.
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Ezxpression des intégrales1etJ dans un systéme quelconque
de coordonnées. — On peut arriver 4 ces expressions en se don-
naunt 1’équation tangentielle du cercle imaginaire de I'infini, cal-
culant les deux intégrales de courbe et les transformant en inté-
grales doubles. Pour éviter les calculs, je me borne a prendre
a priori leurs valeurs définitives et vérifier qu’elles sont égales
aux intégrales doubles I et J exprimées en coordonnées rectangu-
laires.

Prenons d’abord la seconde. Soient u,, u,, u;, u; les coor-
données d’un plan et

(12) (g, Usg, U, Uy)=SAjpttiur =0

I'équation tangentielle du cercle imaginaire de I'infini. Soit enfin
S (21, 22y 3, x4) 1a forme adjointe de ¢, qui, égalée & zéro, re-
présente I'équation du plan double de l'infini. Etant donnée une
droite définie par deux plans « et ¢, nous prendrons pour coor-
données de la droite les six expressions

qir=uvr—vip=—qr (L, k=1,2,3 4)
liées par la relation

12935+ G23G15 + G31G2 = O.
Posons enfin

‘ dwy= u, dq;;;-f— 1123 dql,g—f- u, dquv
(13) dwy = g dqi3+ Uty dgs+ Uy dq s,
dw;,: Uy dq“-i— Usg dq;l -+ U, dq“,
| dwy = uy dgzs+ 3 dgy+ us dqy;.
On vérifie immédiatement que 'on a, par exemple,
Us Q3+ Uz Faa—+ Uy Qa3 = O,
d’ou :
dus du; du,
dw;=—(q3 dus+ gadus+ qrsduy)=—| us uz u,

Ve V3 (A7

Nous poserons de méme
dw’l = ¥y d93r, -+.¢3 (lqz-g"l“ (3% d([);;,

et les formules analogues.
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Enfin posons

(15) { P(qin) =@ (U, us, us, uy) (01, 932, v3, 94)
4 )
' “(vl‘?;l,+v2?:l,+v3?:1,+ v‘?:l‘)”

les ¢, désignant toujours les demi-dérivées de ¢. Le second
membre ne dépend manifestement que des w; vy — o ux, et, égalé
a zéro, il représente I’équation du complexe des droites isotropes
(tangentes a la surface o =0). On a

D(qir) = Z(AnArp— Aip An) 90 G kp-

Considérons alors I'intégrale double

(%) /‘ /‘ dwj df,f,' + dw, df,:)’ + dw) df(:,x + dw} df,:,‘
) !
v [P(g12) -+ -5 q3)]?

On vérifie immédiatement qu’au numérateur les u et les ¢ n’entrent
que par les combinaisons ;04— v;ux. De plus le numérateur est
du premier degré par rapport aux coefficients de f, c’est-a-dire
du troisieme degré par rapport a ceux de v, et il en est de méme
du dénominateur; I'expression est donc homogéne et de degré
zéro par rapport aux A; elle ne dépend donc que de l’équation

cp(u): 0,

et non de la forme o elle-méme.
Si nous effectuons maintenant sur les « el les ¢ une méme sub-
stitution linéaire

k=%
(16) w= ¥ Nty
k=1

la forme ¢ devient une certaine forme ¢’ et ® se change dans la
forme correspondante ®'. Quant a la forme adjointe f de 9, elle
devient Ja forme adjointe f” de ¢’ par la substitution

&

]

(17) zi= Y Apx) (i=1,2,3,4%),

k=1

1l

ol A désigne le mineur du déterminant de la substitution (16),
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relatif & 4 ('). Or, par la substitution (16), il est facile de voir
que dwy, dw,, dw,, dw, subissent précisément la substitution (17),
de méme dw), ..., dw). Il en résulte que fe numérateur de l'in-
tégrale (13) se reproduit, sauf que f est remplacé par f'.

L’intégrale (13) est donc invariante par une transformation
homographique quelconque.

Or, pour
on a

el

- 9. T A . Tom o O
de sorte que I'intégrale devient, au signe prés,

/"/" dw, dw’,
. 3
(g35+q31+q%,)?

. //A7124723d731+723d734(](/|z+’13111(/12’{(]23,

- 3
(933 + g3+ 9%a)?

ou, avec nos notations précédentes,

3
(22 B2 y2)2

| — /"‘ /‘1 d3 dy + B dydu+ y dxdb
L’intégrale (15) est done égale & J.
Remarque. — On pourrait supposer que  est une forme qua-

dratique quelconque, et 'on a alors une intégrale double de I'es-
pace réglé, ou cctte quadrique serait quadrique fondamentale.

(*) En effet, f(x, x,, x,, x,) n’cst autre chosc que le discriminant de la forme

Y,y gy 1, 10) = (U, U, Uy 1)+ 2( 28~ T, U, ~+ T U, -+ T ) U,

A . . w, . .
Par la substitution (16), a laquelle on ajoute u), = < on obticnt une substi-

tution de déterminant 1 qui change, d'aprés (17), la forme ¢ en une forme de
méme discriminant

$ = (U, s, g, W) 2 (2 A e -l Yl

done fse change par (1=) en f'
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Cette intégrale double est encore égale a 'expression (10),

J =fcosVd0,

définie de la méme facon qu’en Géométrie ordinaire.

Si Pon remplace maintenant dans (15) les coordonnées tangen-
tielles parles coordonnées ponctuelles, c’est-a-dire les « parles z,
et les ¢ par

Pik =Ziyr—YiZk

(d’ailleurs pya, pisy Pisy P2ss P2ss Py sont proportionnels a ¢y,
@2y @23y Q14> G315 ¢12), on a une nouvelle intégrale double qui
jouit de propriétés invariantes. Mais cette intégrale n’est définie
que si la forme f(x,, zs, 23, x3) [qui remplace ¢ ()] est réduc-
tible & une somme d’aw moins trois carrés indépendants, et dans
le cas de la Géométrie ordinaire f= z;. Mais remarquons que le
dénominateur F(pi) qui, égalé a zéro, représente 'équation du
complexe des tangentes a la surface f = o, peut aussi bicn étre
calculé en partant de I'équation tangenticlle ¢ = o de celte sur-
face, et dans ces conditions l'intégrale conserve un sens en Géo-
métrie ordinaire.

Si done ®(pix) désigne le premier membre de 'équation du
complexe des droites isotropes (calcul¢ au moyen du premier
membre ¢ de I’équation tangentielle du cercle imaginaire de I'in-
fini), on peut considérer 'intégrale double

- ) J 0
de| d ﬁi + dw'y, d = dwyd — +dw', d s
- 3y = Jr3, Jrsy Oy,
(18) 3 ’
1% [®B(pray ooy p3a)]?

ott, par exemple,

dmy = x5 dpy,—+ T3 dpia—+= I dpas,

drs| = vy dps,+ y3dpis— ¥y, dpss..

Cette intégrale conserve sa valeur (a un facteur constant prés)
par toute transformation homographique.

Or, si l'on se place en coordonnces rectangulaires, on peut
prendre

—_ 22 2
= ui--uj+ ui,

-G

P = (03— 02032 (U3 — 500 P2+ (1 0y — )= pi, = pi,+p

2
ERR]
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¢t 'intégrale est, au signe prés,

/—./ dw, dvy + dv, do;y + do, do) .
3
(Pl +Pri+p5)?

En calculant dw, dw), on trouve

dw, dw) = pa3 dPu dpis—+ pss dPu Adpes -+ Pia dPn dp;, = w’u,,pn,p“-

En revenant a nos anciennes notations, nous retrouvons

I / " oy + Weyat Orag
[y j (a,+ ﬁ2+ Y,)’
qui est bien la premiére des intégrales doubles considérées au
commencement de ce paragraphe.

La formule (18) permet donc d’écrire, en coordonnées té-
traédriques, la condition pour que les droites d’une con-
gruence sotent normales & une surface, connaissant ’équa-
tion tangentielle © = o du cercle imaginaire de Uinfini.

I est évident aussi qu’on peut remplacer dans cette formule o
par une forme quadratique quelconque, et ’on a alors I'intégrale

de courbe
f cosV ds,

V et s étant définis par rapport & la quadrique fondamentale
¢ = o. Cette intégrale se reproduit & un facteur constant prés,
lorsque les droites se réfractent dans un milieu d’indice donné.
Le théoréme relatif aux congruences de normales & une sur-
JSace qui, par réfraction, conservent la méme propriété,
s’étend donc naturellement avec une quadrique fondamentale
quelconque.

§ 5.

Nous avons trouvé deux intégrales doubles exprimant des pro-
priétés métriques de pinceaux de droites. Désignons symbolique-

ment par dI et dJ les quantités sous le signcf/de ces deux
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intégrales. On pourrait considérer I'intégrale quadruple

fff didy,

étendue a un ensemble de droites dépendant de quatre paramétres
et elle exprimerait également une propriété métrique de cet en-
semble. Dans le cas ol I'on prend une quadrique fondamentale
quelconque, cette intégrale quadruple existe en effet; mais, en
Géométrie ordinaire, on vérifie, par un calcul simple, qu’elle est
identiquement nulle. C’est, en effet,

”‘[(pd3d~(+3d~(dp+‘(dpd(3+... ]
+rdadf +~adBdr+ Bdrda)(adBdy+...+vdadB
J oo (24 B+ y2)3 -

Sil'on fait y =1, ce qui est permis, il reste,

/‘/‘ff(dpdﬂ+dqu+rdaa’ﬁ+adﬁdr+?-drda)dzd{i

(@ B )

expression identiquement nulle, puisque, en effectuant le produit
symbolique du numérateur, chaque produit partiel contient deux
différentielles identiques (dz ou dfg).

Néanmoins il existe une intégrale quadruple de I'espace réglé,
invariante par une transformation de coordonnées quelconques.
Désignons toujours par ®(p;x) le premier membre de I'équation
du complexe des droites isotropes ; par P le premier membre de
I’équation du plan de Dinfini, et par f le premier membre de
I’équation d’une sphére quelconque et considérons

SIS P(dw}, dw}, dw}, dw;) P(dw,, dw,, dw;, dw,) ’
) / [ X (dw} dfy, ~+ dw) df v, + dv} dfw,+ dw; df{n,‘)]
SYE ’
[®(pir)]

ou les dw;, dw; sont déterminés par les formules (13)

dwy = uydgs,+ U3 dqis+ U, dqs; = Uy dpis+ Uz dpi3+ u, dpy,
dw| = vy dgs, + v3 dgya—+ 04 dgas = vy dpia+ v3 dpys—+ v, dpys,

............................................................

Cette expression est homogéne et de degré zéro en pji. Par une
substitution linéaire, elle conserve la méme forme. Elle est indé-
XXIV. 13
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pendante de la sphére choisie, car, sil’on remplace f par f+ PQ,
le numérateur ne change pas. Enfin, si I'on multiplie les pi par
un méme facteur, fonction quelconque des quatre paramétres des
droites, I’expression ne change pas non plus (*).

L’intégrale double (1) représente donc, a un facteur prés, une
quantité métrique attachée a tout ensemble de droites (dépen-
dant de quatre paramétres).

En coordonnées rectangulaires, on a
P=z, [f=at+zi+a}, &=pi,+pii+ri,

ct l'intégrale devient
A =f[ffd(05 dw’, (dw; dw| + dw; dw, + dw; dm;)‘
o (2F+ B2 y2 )8
Or

dwy dw', = pys dp1s dpyi+ p13 dpy, dpia—+ pii dpia dprs = Wps, Pras Pras
dwy dw'y = pay dpsy, dpas—+ pay dpas dpsy —+ pas dpay dpsy, = Wpog, peyy Pasy
dw; dw'’y = psy dpss dps,—+ pas dpss, dps+ P3u dp3y dpse = Wpgy, pass Pass
dw, dv'y = pyy dpys dpia—+ pua Apus APy ~+ pradpi dpis = Wp i Pass Past

Finalement, et en reprenant nos anciennes notations,

—_ wa?,\r(ma,’,‘—k W8yt (')\"p(/).
) A_ffff (a2 B2+ y2)3

Cas particulier. — Supposons que nous étendions 'intégrale A
o
a 'ensemble des droites qui coupent une aire plane donnée, qu’on

peut toujours supposer dans le plan des xy. Alors, en prenant
pour paramétres d'une de ces droites les coordonnées de son
point d’intersection avec le plan des z et ses deux premiers pa-
ramétres directears o et 3, le troisiéme y étant pris égal a I'unité,
on a

a=a, f=§ =1, p=—y, g=7, r=ay—pz

(1) Cela résulte de ce que le numérateur est un produit (symbolique) de deux
facteurs dont chacun contient les variables p par des combinaisons de la forme
Oyuy = A dv + p.dv dh + v d\ dy, et cette expression se reproduit multipliée
par 2, si I'on remplace A, u,v par AX, hy, by, h étant quelconque.



— 175 —

ct
wagr = 02dx dy — ax dr df + ax dy da + x* da df,
wgrp = Btdzdy — By dz dB + By dy du + y? da df,
wypg =dz dy,
wygy = da df,

d’our

drdBdzdy da df
=[S E s e
S désignant I'aire de la portion considérée du plan des zy, et I'in-
tégrale double étant étendue a tout le plan des «f3. En calculant

cette intégrale, on trouve
A ==S.

On dé&duit de la le théoréme suivant:

N\

Lintégrale quadruple A, étendue a toutes les droites qui
coupent une portion de surface, chacune d’elles étant prise
autant de fois qu’elle a de points d’intersection avec celle-ci,
est égale au produit de = par U’aire de cette portion de surface.

En particulier, l’intégrale A, étendue a toutes les droites qui
coupent une surface fermée convere, estégale au produit a’eg
par Daire totale de cette surface.

Etant donnée une surface fermée convexe, nous sommes donc
arrivés a la notion de trois invariants métriques de cette surface :

1° Le volume de l’espace compris a Uintérieur de la sur-
face, invariant de dimension 3 par rapport a la longueur, qui
s’exprime au moyen d’une intégrale triple de Uespace ponc-

tuel
ff dz dy ds,

btendue  tous les points a Uintérieur de la surface ;
2° Laire de la surface, invariant de dimension 2, qui s'ezx-
prime aw moyen d’une intégrale quadruple de Uespace réglé

2 tugg.{(wa,,,.—{- By Wypg)
.:. . (12+p2+~{2)3 '

étenduc a toutes les droites qui coupent la surface;
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3° Un autre invariant de dimension 1, qui s'exprime au
moyen d’une intégrale triple de I’espace tangentiel

fffudodwdh—l—vdwdudh+w dude dh — h du dv dw
(24 v2 4 w2)? ’

étendue a tous les plans qui coupent la surface. Cette der-
nié¢re intégrale est égale a4 4=R pour une sphére de rayon R; a
=(@ ~+ b -I- ¢) pour un parallélépipéde rectangle de coiés a, b, c;

. T . . 2
a —p pour un dis
PP 1+ disque plan de périmétre p.
On pourrait appeler périmétre de la surface fermée I'inté-
; . e, 2 L, e |
grale précédente multipliée par - Le périmétre d’une sphére

serait alors égal a 8R, et celui d’un cylindre droit au péri-
métre de la base augmenté du double de la hauteur.

Il n’y a pas, dans I'espace tangentiel, d’autre intégrale multiple
de la forme considérée qui soil invariante par tout déplacement
dans I'espace, que les deux intégrales triple et double que nous
avons considérées. Il n’y a pas non plus, dans’espace réglé, d’autre
intégrale multiple jouissant des mémes propriétés que les trois
intégrales, deux doubles considérées dans le § 4, et une quadruple
considérée dans le § 5. D’ailleurs toutes ces intégrales multiples
peuvent étre trouvées par des résolutions d’équations différen-
tielles. Ce sont, en effet, en employant une expression due &
M. Poincaré, des invariants intégraux relatifs, les premiers au
groupe de transformations des plans de I'espace, les seconds au
groupe des droites de l'espace, lorsqu’on déplace, d'une fagon
quelconque, cet espace en lui-méme. D’aprés les méthodes de
M. Lie, on a le moyen de trouver tous ces invariants intégrauz.

Ces considérations sont naturellement susceptibles d’extension
dans plusieurs sens ; on peut, par exemple, substituer au groupe
des mouvements un groupe quelconque et, prenant une famille de
courbes ou de surfaces invariante par ce groupe, considérer des
intégrales multiples de l'espace considéré comme engendré par
les courbes ou les surfaces de cette famille ; certaines de ces inté-
grales pourront conserver leur valeur en effectuant sur les courbes
ou les surfaces considérées une transformation quelconque du
groupe. Par exemple, on peut considérer la famille des spheéres
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de I'espace relativement au groupe & 10 paramétres des transfor-
mations qui conservent les angles ; ou, au lieu des sphéres, on
peut considérer les cercles de 1'espace, relativement au méme
groupe. On a alors des quantités attachées & certains ensembles
de sphéres ou de cercles, et qui font corps avec ces ensembles

vis-a-vis de toute transformation qui conserve les angles.



