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THÉORÈME NOUVEAU DE RÉVERSIBILITÉ ALGÉBRIQUE;

Par M. DÉSIRÉ ANDRÉ.

1. Il a paru récemment, dans Y Intermédiaire des Mathéma-
ticiens, sous le n° 811 et avec la signature BUENGER, une question
intéressante de réversibilité algébrique. En voici l'énoncé textuel :

Si l'on pose

f es formules
f(x,y,z)=x^—yz,

f(^,y^) _ f(y^^) _ f(^^.y)
——X—— ~ Y ~~ Z

donnent
/(X,Y,Z) ^/(Y,Z,X) ^ / (Z,X,Y^

y y -

Y a-t-il d'autres exemples analogues?

En cherchant de tels exemples, j'ai obtenu un théorème général
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qui en fournit une infinité : celui qu'on vient de lire n'est que le
premier, c'est-à-dire le plus simple d'entre eux.

2. Considérons les deux suites, de n nombres chacune,

X\ , Xî , X^, . . . , . . ., Xn,

Xi, Xg, X3, ..., . . . , X^.

Avec les nombres de la première, formons le rectangle, de n co-
lonnes et de n — i lignes,

Xî X:ï X'^ ....... Xn X\

TS X^ X^ ....... Xi 3-2

X,t Xi 3-2 ....... Xn-î ^tt-ï >

et, avec ceux de la seconde, le rectangle pareil

Xâ X3 X, . . . . . . . X,, Xi
X3 X, X, . . . . . . . Xi X^

X,t Xi Xa . . . . . . . X/i—2 X/t—i.

Prenons les déterminants qui se déduisent du premier de ces
rectangles parla suppression de la i 1 ®, de la 2e, ..., de ta ^it;me co-
lonne, et, après les avoir affectés alternativement du signe + et
du signe —, désignons-les par 8 < , Sa, ..., S,,; prenons enfin les
déterminants qui se déduisent du second rectangle par le même
procédé, et, après les avoir affectés aussi alternativement des
signes + et —, désignons-les par A i , As, ..., A,,.

Le théorème général qui fait l'objet de la présente Note peut
s'énoncer ainsi :

THÉORÈME. — Si l'on a
"\ "\ ^01 — _°l — — 1 1

X— — ^ — ... — y »
1 -'»2 ^H

on a aussi
Al- = Aâ = == ^ •
a-l TÎ ' " X n 9

et réciproquement.
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3. Ce théorème, pour n = 3, nous donne, aux notations près,
l'exemple cîté par M. Buenger. Il nous en donne évidemment une
infinité d'autres, d'autant plus compliqués qu'ils correspondent à
des valeurs plus grandes de n. C'est un théorème très général.
Cest aussi, ce me semble, un théorème nouveau. J'en ai envoyé
à V Intermédiaire y comme réponse à la question 811, l'énoncé tel
qu'on vient de le lire, mais sans le faire suivre de la démonstra-
tion. C'est cette démonstration que je vais exposer maintenant.

A. Supposons que l'on ail

tenu

Ai
a-2
X^

^n

^=
A!

linai

Â2

Xï

Xf,

Xt

- °2"x,
at

A3

X^

^s

3-î

== , .

...

...

...

0,1
. ^-9

Art

A,.-i
-Vn

X\

Xn-î

A.
Xt

X.i

a~,(-i

M =

qui est du n1®"0 ordre et qui, par la suppression de sa première
ligne, se réduit au premier des rectangles formés précédemment.
Il est évident que nous avons

M == Ai oi + AsOî -f- Aa8s -}-...-+- A,,-i 8,̂ 1 + A^n'

Or, si l'on remplace, dans ce déterminant M, les éléments A
de la première ligne par les éléments correspondants d'une quel-
conque des lignes suivantes, ce déterminant s'annule. De là ces
n — i identités

X^ 81 4- ^3 Sî -4- ^4 Oa -+-...+ XH 0,(-i -+- .2*1 0,( = 0,

x^ GI 4- x^ QÎ •+• Xy û;< 4- ... -4- x\ o,t—i -+- x^ On == o,

Xn Oi -i- Xi 83 4- X^ 83 -h ... -+- Xn,-î 3,t-i 4- X-ft-i ^n = 0.

Ces identités étant homogènes par rapport aux quantités 3,
nous pouvons y remplacer ces quantités S par les quantités X qui
leur correspondent et qui, d'après notre hypothèse, leur sont
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proportionnelles. Nous avons donc

.2*2X1-+-^3X3 -+-^4X3 -+- ... -t-.r,< X,,-i 4-.riX,^ = o,
^3 Xi -4- ^4X2 -+- x,, Xâ 4- . . . -+- a?i X,,-i 4- Xî \n == o »

.r,/Xi-4-.riX2-4-.r2X3-h... -4-a^-A-i-h ;r,^iX,t == o.

Mais ces nouvelles identités, grâce à la façon dont noas avons
formé notre premier rectangle, constituent un système qui se
transforme en lui-même lorsqu'on y remplace à la fois, sans tou-
cher aux indices, les nombres a: par les nombres X, et les
nombres X par les nombres x. Par cette opération, en effet, la
première de ces identités reproduit la dernière; la deuxième,
l'avanl-dernière; la troisième, Fan té-pénultième, et ainsi de suile.
Nous pouvons donc écrire ce système d'identités sous cette nou-
velle forme :

Xj .TI 4- X3;T.ji -1- X^3 4- . . . -4- \'n «r/i-i -4- Xi X^ == 0 ,

Xa Xy -1- X^ 4- Xg^ -i- ... -r- Xi 0'H-i -4- \î Xn. =0,............................................... ^
X,(.z-i4-Xi.r2 -+- X 2 a"3 -t- ...-+- X^-a.r/t-i-h \n-i^n = o.

Ainsi écrites, ces identités peuvent être regardées comme for-
mant un système de n — i équations linéaires et homogènes,
relativement aux n inconnues x^x.^^ ..., Xn. Ces n inconnues
sont donc proportionnelles aux déterminants, affectés alterna-
tivement des signes 4- et —, qu'on déduit du rectangle formé
par leurs coefficients, en y supprimant la i"1, la 2e, ..., la
/i16"6 colonne. Or le rectangle de ces coefficients n'est autre chose
que le second des rectangles écrits précédemment. Donc les dé-
terminants dont nous parlons, pris avec les signes indiqués, ne
sont autres choses que A,, Ag, ..., A,,. Donc finalement

x! — x! — — xn

^ ~~ ^ ~ ' " ~ A,/

ce qui démontre noire théorème.
Il est bien évident, d'ailleurs, que la réciproque n'a pas besoin

d'être démontrée.


