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THEOREME NOUVEAU DE REVERSIBILITE ALGEBRIQUE;

Par M. Désiré Anpré.

1. 1l a paru récemment, dans I'Intermédiaire des Mathéma-
ticiens, sous le n° 811 et avec la signature Buencer, une question
intéressante de réversibilité algébrique. En voici I’énoncé textuel :

Si U’on pose
f(z,uy"") =1‘2—}’Z,
les formules

f(él‘,.}’,-") _f(.}’, 3, ) _f(:'rz'v}’)
X - Y - 7 :
donnent
JX,Y,Z) _ f(Y,Z,X) f(ZX, Y)'
x y ]

Y a-t-il d’autres exemples analogues?

En cherchant de tels exemples, j’ai obtenu un théoréme général
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qui en fournit une infinité : cclui qu'on vient de lire n’est que le
premier, c’est-a-dire le plus simple d’entre eux.

2. Considérons les deux suites, de n nombres chacune,

Ty Ly T3y ceey oovy Ty
Xi, Xoy Xay eevy ooty X

Avec les nombres de la premiére, formons le rectangle, de n co-

lonnes et de n — 1 lignes,

Ty T3 T eeeveen X Ty
Xy Ty Tz cevevan xry Ty
Tp Ty Tz ceeeens Znp--2 Tn-t;

Xa X3 X4 ooennn. X, X
X, Xo Xg ooennns X, X,
X, Xy Xg onnn.. . Xpee Xouey

Prenons les déterminants qui se déduisent du premier de ces
rectangles par la suppression de la 1'®, de la 2¢, . .., de la ni™* co-
lonne, et, aprés les avoir affectés alternativement du signe —+ et
du signe —, désignons-les par 8, G, ..., &,; prenons enfin les
déterminants qui se déduisent du second rectangle par le méme
procédé, et, aprés les avoir affectés aussi alternativement des
signes + et —, désignons-les par Ay, A,, ..., A,.

Le théoréme général qui fait 'objet de la présente Note peut

s’énoncer ainsi :

Tutoreme. — St Lon a
‘l —_ a! — — an
X X
on a aussi
MM
x, T ry Tz’

et réciproquement.
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3. Ce théoréme, pour n = 3, nous donne, aux notations prés,
I’exemple cité par M. Buenger. Il nous en donne évidemment une
infinité d’autres, d’autant plus compliqués qu’ils correspondent a
des valeurs plus grandes de n. C’est un théoréme trés général.
C’est aussi, ce me semble, un théoréme nouveau. J'en ai envoyé
a VIntermédiaire, comme réponse a la question 811, I'énoncé tel
qu’on vient de le lire, mais sans le faire suivre de la démonstra-
tion. C’est cette démonstration que je vais exposer maintenant.

4. Supposons que I'on ait

et considérons le déterminant

A Ay Ay oo Auy AL

Ty Ty Xy .. Tp xry
M= X3 I, Tz ... Iy 2y 3

e sesenressseresecaeereanenns

Tp Zy T2 .. Tp-az2 Tp—q

qui est du ni*™° ordre et qui, par la suppression de sa premiére
ligne, se réduit au premier des rectangles formés précédemment.
11 est évident que nous avons

M= Alag +A28’ +A383 + oo+ Apag 8,1_‘+A,¢3,,.

Or, si 'on remplace, dans ce déterminant M, les éléments A
de la premiére ligne par les éléments correspondants d’une quel-
conque des lignes suivantes, ce déterminant s’annule. De la ces
n — 1 identités

1‘231+Z‘383+Z‘563+...+l‘” ‘alt—-l""rl '6,,:0,
a
230y + X0z + 58 + ... + Ty Op—y~+ T3 0 = O,

~ ~ ~ ~ N
Xp0y 2102 + 2303+ .o +Tp—20p—1+ Tp-1%, = 0.

Ces identités étant homogénes par rapport aux quantités o,
nous pouvons y remplacer ces quantités ¢ par les quantités X qui
leur correspondent et qui, d’aprés notre hypothése, leur sont
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proportionnelles. Nous avons donc

z,X.+1‘3X1+w5X3+...+x,,X,,_1+z'1X,,=o,
I‘3XI+$5X!+$5X3+...+"§'gx,,_1+$‘2xn=0,
Ceeirieestaane ceseeecianns cectitiitecnassons y

;Z‘,,X1 +J‘1X2+1‘3X3+ oo +z',,_,X,,_|+.z',,_,X,, = 0.

Mais ces nouvelles identités, grace a la fagon dont nous avons
formé notre premier rectangle, conslituent un systéme qui se
transforme en lui-méme lorsqu’on y remplace a la fois, sans tou-
cher aux indices, les nombres z par les nombres X, et les
nombres X par les nombres z. Par cette opération, en effet, la
premiére de ces identités reproduit la derniére; la deuxiéme,
I'avant-derniére; la troisi¢éme, I'anté-pénultiéme, et ainsi de suile.
Nous pouvons donc écrire ce systéme d’identités sous celte nou-
velle forme :

x,-’l'j‘*l‘x;‘z';—f*xr“l‘a-f—.-. +x;;x/‘—|+xl Ty =0,
Xsxy+Xyry +Xs23+...+ Xy 21+ Xs 2, =0,

Xpzr+ X2 + Xoxg + oo+ Xp2Zp—y+ Xp—1 24 = 0.

Ainsi écrites, ces identités peuvent étre regardées comme for-
mant un systéme de n — 1 équations linéaires et homogénes,
relativement aux n inconnues z,, Z,, ..., Z,. Ces n inconnues
sont donc proportionnelles aux déterminants, affectés alterna-
tivement des signes + et —, qu’on déduit du rectangle formé
par leurs coefficients, en y supprimant la 1%, la 2°, ..., la
ni¢me colonne. Or le rectangle de ces coefficients n’est autre chose
que le second des rectangles écrits précédemment. Donc les dé-
terminants dont nous parlons, pris avec les signes indiqués, ne
sont autres choses que Ay, A,, ..., A,. Donc finalement

xry &y Tn
—_— == ,,, = —)
A A A,

ce qui démontre notre théoréme.
Il est bien évident, d’ailleurs, que la réciproque n’a pas besoin
d’étre démontrée.



