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SUR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES;
Par M. E. Goursar.

1. Dans un élégant article publié en 1888 dans le Bulletin
des Sciences mathématiques (p. 126), M. Lelieuvre a montré

2

que les coordonnées d’un point d’une surface rapportée a ses
lignes asymptotiques a, 3 sont données par les formules

1)(‘)3 602 00, 04\
x f(f)z on ) da — ( dp — 0, 78 dp,
o L) e ()

00 00 00, 00
s = (e, Dr g, ? ’)da—(()l 5= ,‘) ds,

6,, 8, 8, étant trois intégrales particuliéres d’une équation li-
néaire a invariants égaux (*)

]

(2) 3208 = 0.

Il est facile de déduire des formules de M. Lelieuvre une infi-
nité de surfaces pour lesquelles on connait les expressions des
coordonnées z, y, z en fonction des paramétres «, 3 des lignes
asymptotiques, sans aucun signe de quadrature. Il suffit pour cela
de partir d’une équation (2) intégrable par la méthode de Laplace.
Supposons, par exemple, que I'équation (2) soit de rang n +1,
de telle fagon que I'intégrale générale ail pour expression

(3) 0=AF(2)+AF'(a)+...+A,FW(a)+B®(B)+...+ B, (B),

A, Ay ...y Ay, By, By, ..., B, élant des fonctions déterminées
de a et de 2, F et @ des fonclions arbitraires. On a alors

5 0= Af1(0)+ A f (@) +. ..+ A fP(2)+Boy (3) + By (B)+...+Barof (B),
(4) 0= Afo()+ A1 Sy (@) +. ..+ Anf (@) +Boa(R)-+ By (B)+.. .+ Bgl)(B),
0= A f3(2)+ Ay fo(a)+ ...+ AnfiP1(a) - Bos(B) +Byoy (B)+... +Buoi(B).

(* ) Voir aussi DarBoux, Theorie des surfaces, L. 1V, p. 24 et suiv.
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les fonctions fy, f2, fi, P15 P2, 93 étant toutes arbitraires. Cela
posé, je dis qu'on peut mettre les fonctions arbitraires sous une
forme telle que toutes les quadratures indiquées par les for-
mules (1) puissent étre effectuées. C’est ce qui se déduit aisément
d’un théoréme général employé par M. Darboux pour les équa-
tions a invariants égaux, et qui est d’'un usage fréquent dans
Pétude des équations linéaires aux dérivées partielles (*). Consi-
dérons les fonctions f3, p; comme données; la prémiére des for-
mules (1) nous donnera pour z

z:dea+Qd$,

ou P et Q sont des expressions de la forme

P=afi(a)+arfy(@)+...+anrs f2 (@)4+b05(B)+.. . +bpry 0+ (B),
Q=cfe(@)+cy fo(a)+...4Cnpt [T (@) +doa(B)+. .. +dpr1oP+1)(B),

telles que P da + Q d3 soit une différentielle exacte pour toutes
les formes possibles des fonclions f3, ®,. En intégrant par parties
un nombre suffisant de fois, on peut ne laisser que f>(2) dansle
coefficient de da et ,(B) dans le coefficient de dj3, de sorte que
z s'écrira

2 =2+ [[2f2(a) + W)da+ [@ex(8) + W] dB,

Q et Q' ne contenant pas les fonctions arbitraires, W ne contenant
que ¢, (f3) et ses dérivées, et ¥’ ne contenant que f,(a) et ses dé-
rivées. Enfin { s’exprime linéairement au moyen de f(a), 92(3) el

de leurs dérivées. Comme I'expression sous le signe [ doit étre unc

différentielle exacte, quelles que soient les fonctions f3 (), ¢2(B3),
il faudra que l'on ait, pour toutes les formes possibles de ces
fonctions,
v
dgfi( )+ dp = Oi(p)_’_

Les fonctions ¥ et ¥’ doivent élre identiquement nulles; si,

par exemple, W n’était pas nul, 7B ¥ contiendrait au moins une dé-

(') Théorie des surfaces, t. I, n* 393.
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rivée de ¢, (), et ce terme-1a ne se réduirait pas avec un autre.
On aura donc W = W = o, et la relation précédente se réduit a

gg—;ft(i)—_— %%‘Pz(ﬁ),

ce qui montre que Q ne dépend que de «, tandis que Q' ne dépend
que de 3. Si Q est nul, on a

Ser@da=c;

si Q n’est pas nul, il suffira de poser Q f;(a) = F, (2), Fa(e) étant
une nouvelle fonction arbitraire, pour avoir

fo,(a)da: Fy(a).
On aura de méme
Juoutras=c
si Q' =o, et

fa’c?,(p)dp =®,(B).

en posant Q' ¢,(3)=®,(3) si Q n’est pas nul. On obtiendra
de méme la valeur de y sans aucun signe de quadrature en rem-
placant, s’il est nécessaire, les fonctions arbitraires f,(a) et 0, (83)
par deux nouvelles fonctions arbitraires I, («) et ®, (8).

En remplagant maintenant §, et 9, par leurs valeurs dans 'inté-
grale qui donne z, on a une expression de méme forme que les
précédentes, ot I'on pourra considérer F,(a) et ®,($) comme
données, F,(2) et ®,(a) comme des fonctions arbitraires, et le
méme procédé permettra de se débarrasser du signe de quadra-
ture.

Remarquons que la méme méthode permet de trouver, sans au-
cun signe de quadrature, les formules qui résolvent le probléme
de la déformation infiniment petite pour la surface représentée
par les équations (1), lorsque I’équation (2) est intégrable par la
méthode de Laplace.

2. Lorsque I'équation (2) se réduit a 'équation élémentaire

04
0 I):'J' -
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les formules (1) deviennent

[ o= efi—famn +f(f2.f'3 —=/faf) da —f(?z?’a — 93¢3) 4B,
|y = wfi—fr+ [hfi—fif3) da— [ (090 —uh) B,
| s=ahi—fim+ [(ifs—ffi) da— [(args—o91) B,

()

fi» f2y [ étant des fonctions arbitraires de a, et ¢y, @2, ¢; des
fonctions arbitraires de 8. Pour faire disparaitre les quadratures,
remarquons que l'on a

S Ari—pfode=pifi—a [fify dn

[nri—rrd=sifs—a [£ifs d

Jnsi—firda=n [fifrda—sise
si 'on pose

AGY
7@

LAY
D

Ji(@)= Ss(a)=

il ne reste plus qu’un signe de quadrature dans l'intégrale

Fi(a) d [Fy(a)]
Ja(a) da [f;(a)] %

que ’on peut encore écrire

7w &7t | 70 &l 7wt

etil suffira de poser

tl

d{ 1 d[Fy()])_a
"% 7 e |~ T
pour n’avoir plus'aucune quadrature. Il restera trois fonctions
arbitraires f;(a), Fy(a), (a). On opérera de la méme fagon
pour faire disparaitre les autres quadratures.
Prenons, par exemple,

01=—f’(d)+?’(p)r 0,:4_‘3’ b,=—1;
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on trouve pour coordonnées d’un point de la surface correspon-
dante

r=a—+8,

y=r"(a)+29'(B)

z = (a— B)[f'(2) + 9" (B)] —2f(a) + 20(B).

Toutes ces surfaces satisfont a4 ’équation aux dérivées partielles
rt—s*+1=o;

les lignes asymptotiques de chacun des systémes se projettent
sur le plan des zy suivant des courbes égales qui se déduisent de
I'une d’elles par une translation.

3. On peut rattacher aux considérations précédentes la solu-
tion d’un probléme relatif aux lignes asymptotiques d’une surface
réglée, dont M. Keenigs a déja donné une solution élégante (*).
Supposons que la surface représentée par les formules (1) soit une
surface réglée, et que les courbes « =const. soient précisément
les génératrices de cette surface. On déduit de ces formules

_9%__ 0 _95__ &
P=z="8 159~ ’

x
de sorte que 6,, §,, 8; sont proportionnels aux cosinus directeurs
de la normale a la surface. Lorsque le point (z, ¥, z) décrit une
génératrice, cette normale reste paralléle a un plan fixe, et I'on a
entre §,, 0,, 85 une relation de la forme

(6) A6+ BO;+ CO; =0,

les coefficients A, B, C ne dépendant que de la variable «. Il ré-
sulte d’une proposition générale que j’ai démontrée récem-
ment (2) que I'équation (2) est nécessairement du premier ou du
second rang. Laissant de c6té le cas ot I’équation (2) est du pre-
mier rang, hypothése qui ne donne que des surfaces réglées a
plan directeur, je considére une équation du second rang de la

(%) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. CVI; 1888, p. 51-54.
(*) Sur les €quations lincaires et la methode de Laplace (Comptes rendus
de U’Académie des Sciences, séance du 27 janvier 1896).
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forme (2); en choisissant convenablement les variables « et B,
on peut supposer que cette équation a été ramenée a la forme ca-
nonique

020 . — 20
2 5298 = (a—B)’

dont l'intégrale générale est

(8) 0=2 OB i) — gy,

Il résulte aussi de la proposition que je viens de rappeler que

84, 0., 05 s’obtiendront en prenantla fonction arbitraire ¢ (8) = o.
On aura donc

O 10 N I YO S P WYL R

Si, fa, f5 étant des fonctions arbitraires. Les formules (1) de-
viennent, toutes réductions faites,
3f2 1 n XY/
—“a—__p—‘"' (f2fs —S2f3s) da,
= LB=BA L (=i s,
f’ﬁ_{;’f' + [(riss—Fissyda
on reconnait immédiatement, sur ces formules, que la surface est
réglée et que les courbes a = const. sont les génératrices. Pour

faire disparaitre les quadratures, remarquons qu’on a, en inté-
grant par parties,

s ,J3f2—

(10)

Jrs—firoda=sfifi—fifs—a [fidn,
S =fifoda=fifi=2fifi+o [fifide
Jnsi—fitnda=sfifi—fifi—a [£if5dn,

et tout se réduit a mettre les fonctions arbitraires f (), fa(2),
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f3(a) sous une forme telle que les trois quadratures

f Fuf " da, f oS da, f Fiof da

puissent étre effectuées. On y arrive comme il suit : écrivons

fiy =) gy = ;(—”

3(a)

F,(a) et Fy(a) étant deux nouvelles fonctions arbitraires; il vient
alors

[rifian=Fi@),  [rfi@da=Fua),
w o _ (Fi(z) d® [Fy(a)
Jrria= 50w 7E] e
ou, en intégrant encore une fois par parties,

Jrrsin 5 (55) o e ()

et il suffira de poser

d[1 d¥ [F .
Fl(“) j [flll dw‘ (f”l>] =3‘7‘(d)

pour n’avoir plus aucun signe de quadrature. Les fonctions arbi-
traires qui figurent dans les nouvelles formules sont

Fi(a), Fa(x), fi(a).

4. Sila surface (S) est du second degré, 1’équation (2) est en-
core du rang deux, sauf dans le cas du paraboloide, que nous
laisserons de coté, et les trois intégrales particuliéres §,, §,, 8,
doivent vérifier deux relations de la forme

A(2)8 +B(2)0, + C (a)8; = o,

(10)
A,(ﬁ)ﬂl—k B,(ﬁ)92+ Cl(p)es = 0.
L’équation (2) ayant été mise sous la forme normale

924 — 20
9208 (= —B)*
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on obtiendra trois intégrales 6,, 8,, 8, satisfaisant & des relations
de la forme (11) en prenant, dans la formule qui donne I'intégrale

générale,
Ji(¢) = aya? + 2bya + ¢y, ¢1(B)=o,
Ja(a) = aza? + 2bga + ca, 92(B) =o,
Si(a) = aza? + 2b32 + c3, 93(B)=o,

a,, a, as, ..., 3 étant des constantes. On trouve ainsi

2a,aﬂ+ln(a+§)+ci
’

(12) 0,— 2 a,aB—e—b;(—z-—é-ﬁ)-f-c,’
9. — o a3aB + by(a+B)+c5
3= a_p

On obtiendrait les mémes expressions de 8,, 8, §; en prenant

Ji=o, pr=—"(a1 B2+ 26,8 + ¢y),
Sfe=o, 2 =— (a2 P2+ 28,8 + ¢3),
f3=0, ?3=—(aap2+‘2639'+03).
Les trois intégrales particuliéres 6,, 0,, 0; vérifient donc les
deux relations

| 0y, aga?~+ 2512 + ¢y, a,a-i—bi{ 01, @1 B2+ 25,8+ ¢y, a1f+ by
62, a2¢2+‘2bga+02, az % + bg =0, 02, a,ﬁ’-kzb,ﬁ-;-cz’ azp,.{._b’ =o;

03, a3B2+ 2638 +c3, a3 P+ by

03, aza?+ 2032 + ¢3, aza+ b

on en conclut aisément que le plan représenté par I'une ou l'autre
de ces équations reste tangent a un cone du second degré, comme
cela doit étre.

Les formules (10) deviennent, en négligeant une constante que
Pon peut toujours ajouter & z, y, 3,

Qy9C3 — A3Ce

(a2b3—a3bg)aﬂ—|— (a+ﬁ)+b263—02b3

r=4 a‘_p )

I

azcy — a;C3

(asby — a1 bs)af + 5
, 3

(& +B)+ byes—c3hy

(13)

Ve

) >
a—p

@y1Cy — Az C
(alb,—-azb,)aﬁ+—l—22—2—’-
7

4 a—@

(2 +B)+bics—cy by

Il

3
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Les formules qui définissent une surface (S,) correspondant a
la surface du second degré par orthogonalité des éléments de-
viennent de méme, aprés réduction,

20— 4 (a1 B+b1) F(0)—4 (aja+b1) P(B)—2 [@iaB+ by (a+B)+c4] [F’(a)—@’(p)],
=

a—f e
4 ((lz B"—bz) F(G"—é (aﬂ!-’-bz) Q(B)—Z [a,aﬁ +bg(a+3)+02] [F’(l)—q” (B)]
(14) Y11= % — p ’
2= 4(as B+b3)F(a)—4 (@a2+b3) B(B)—2[asa B+b3(a+B)+cs | [F'(2)—P'(B)] ,
1= o — p

F(a) et ®(B) étant deux fonctions arbitraires.



