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SUR LES LIGUES ASYMPTOTIQUES ;

Par M. E. GOURSAT.

1. Dans un élégant article publié en 1888 dans le Bulletin
des Sciences mathématiques (p. 126), M. LeHeuvrc a montré
que les coordonnées d^un point d\ine surface rapportée à ses
lignes asymptotiques a, j3 sont données par les formules

. =/Ï «,$-•.?-• } ^ - t «,§-.. *• '/(•. S -•• ï) ̂ -(••^ -'.$)"?.
'.' ^/(••^-••^-(••s-'.^

•/«•-•>S)'"-(«.^-«.^)^.

-°^»,:;,,--•>-,,;? ).'..-(<>,-,?-«,

9i, 62? 63 étant trois intégrales particulières d^ne équation li-
néaire à invariants égaux (1)

(2) ^=xo-
II est facile de déduire des formules de M. Leiieuvre une infi-

nité de surfaces pour lesquelles on connaît les expressions des
coordonnées x^ y, z en fonction des paramètres a, [3 des lignes
asymptotiques, sans aucun signe de quadrature. Il suffit pour cela
de partir d^ne équation ( 2 ) intégrable par la méthode de Laplace.
Supposons, par exemple, que Inéquation (2) soit de rang n + i,
de telle façon que l'intégrale générale ait pour expression

(3) 0==AF(a)-+-AiF'(a)-+- . . . -<-A^F^(a)-^B4»(P)-+- . . . -hB, ,<ï»^(p) ,

A,, As, . • ., A,,, B», Es, .. ., B,, étant des fonctions déterminées
de a et de 8, F et <^ des fonctions arbitraires. On a alors

/ ei=A/i(a)+Ai/\(a)+...+A,,/y^(a)+B^(?)-4-Bi^(?)-h...+B^^(p),
(4) e2=A/2(a)+Ai/2(a)^...+A,,/,^(a)^B^(?)^Bi^(p)4-...+B^^^

( e3=A/3(a)+Al/3(a)+./.+A,^ t(a)-^B^^)-4-Bl93(^)-^-...-^-B^y)(p).

(l ) Voir aussi DARBOUX, Théorie des surfaces, t. IV, p. 24 et suiv.
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les fonctions/^, /s, ./s, <pi , (pa? ?3 étant toutes arbitraires. Cela
posé, je dis qu^on peut mettre les fonctions arbitraires sous une
forme telle que toutes les quadratures indiquées par les for-
mules (i) puissent être effectuées. C^est ce qui se déduit aisément
d^un théorème général employé par M. Darboux pour les équa-
tions à invariants égaux, et qui est d'un usage fréquent dans
Fétude des équations linéaires aux dérivées partielles ( < ) . Consi-
dérons les fonctionsVa, ^3 comme données; la première des for-
mules ( i) nous donnera pour x

x= fprfa+Qrfp,

où P et Q sont des expressions de la forme

P==a/2(^+al/2(a)+...+a^l/rl<a)+^2(P)+...^^4-l^^+l)(
Q=c/2(a)4-c,/2(a)+...+c^l/Vl+^(a)4-^(P)+...4-^^^^

telles que Prfa -4- Qrf? soit une différentielle exacte pour toutes
les formes possibles des fonctions/s, Ça* En intégrant par parties
un nombre suffisant de fois, on peut ne laisser que /2(a) dans le
coefficient de dy. et <p2(?) dans le coefficient de rf[3, de sorte que
x s1 écrira

x == Ç -+- f[û/î(a) -+- W]da^- [Q^sO) -h W] d^

û et û' ne contenant pas les fonctions arbitraires, W ne contenant
que <p2(p) et ses dérivées, et^T' ne contenant que/2(a) et ses dé-
rivées. Enfin Ç s^exprime linéairement au moyen def^(aL)^ ?2(?) ^l

de leurs dérivées. Comme l'expression sous le signe j doit être une

différentielle exacte, quelles que soient les fonctions/a (a), ^(p)?
il faudra que Fon ait, pour toutes les formes possibles de ces
fonctions,

où ., , àW à Q ' ^ W
^^ (a )^^= ,ao2(P )+^•

Les fonctions W et W doivent être identiquement nulles; si,
/îw

par exemple, W n^était pas nul, -^ contiendrait au moins une dé-

( 1 ) Théorie des surfaces, t. Il, n° 393.
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rivée de < p 2 ( P ) » et ce terme-là ne se réduirait pas avec un autre.
On aura donc W == W = o, et la relation précédente se réduit à

^(,)=^,(P),
ce qui montre que Q ne dépend que de a, tandis que û^ne dépend
que de jî. Si û est nul, on a

/Q/,(a)rfa==c;

si û n'est pas nul, il suffira de poser 0/2(0) == F^'a), Fs(a) étant
une nouvelle fonction arbitraire, pour avoir

fo/î(a)^a==F2(a).

On aura de même
f^^(p)rfp=c'

si û'== o, et

yo^o^i^^dî),
en posant Q'îpaO) = ̂ (p) sl ^ n'est pas nul. On obtiendra
de même la valeur de y sans aucun signe de quadrature en rem-
plaçant, s'il est nécessaire, les fonctions arbitraires/< (a) et (p< (S)
par deux nouvelles fonctions arbitraires F^ (a) et ̂  (p).

En remplaçant maintenant 9< et Og par leurs valeurs dans rinté-
grale qui donne ^, on a une expression de même forme que les
précédentes, où l'on pourra considérer F2(a) et ^(p) comme
données, Fi (a) e t < Ï > i ( a ) comme des fonctions arbitraires, et le
même procédé permettra de se débarrasser du signe de quadra-
ture.

Remarquons que la même méthode permet de trouver, sans au-
cun signe de quadrature, les formules qui résolvent le problème
de la déformation infiniment petite pour la surface représentée
par les équations (i), lorsque l'équation (2) est intégrable par la
méthode de Laplace.

2. Lorsque Féqualion (a) se réduit à l 'équation élémentaire

<^0
^==0'
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les formules (i) deviennent

j a-= ftfs-Af3+f(AA -AA)^-f(w'3 -<p3<p',)rfp,

( 5 ) / r == «P3/1 -/3 ?i +f(ftA -fif't ) <<" -f( ?3 «Pi - <?! Y, ) <<?,

f 5 = y,/, -/, y, -t-f(ftA -A/"i ) ̂  -/(?' "s - W\ ) d^

f^if'iifï étant des fonctions arbitraires de a, et <»), tpa, ify des
fonctions arbitraires de p. Pour faire disparaître les quadratures,
remarquons que l'on a

f(fîA -AA ) </a =/î/3 - ̂ ff^A d^

f(Af't -/./3) </" ̂ /i/3 - ̂ ff,A d^

f(ftA -/2/'i ) rf" = ̂ /«/'t ̂  -/«A ;
si l'on pose

f(^ Fl(a) /^^ F3(a)

^^^Tîo' ^^W
il ne reste plus qu'un signe de quadrature dans l'intégrale

rv\ (a) d r1^'0'!//»
Jj^^tT^a-J^'

que l'on peut encore écrire

j'i(«) << r1'"3^^ fp ^^ rf ^ ' rf r^'o'n ^
y»(«) 3a [7Ç(a)J -7 Fl(a) ̂  }7ï(ï) ̂  [7îIa)J i rfa'

et il suffira de poser

î7d^[^]î <.>
pour n'avoir plus aucune quadrature. Il restera trois fonctions
arbitraires /2(a), F3(a), ^(a). On opérera de la même façon
pour faire disparaître les autres quadratures.

Prenons, par exemple,

QI= -f'W^<P'(P), 02==a-p, 6i==-i;
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on trouve pour coordonnées d'un point de la surface correspon-
dante

.r=a-+-p,
^/'(ûO+^p),
^=(a~P)[/'(a)4-(p'(p)]~2/(a)+2o(p).

Toutes ces surfaces satisfont à l'équation aux dérivées partielles

rt — s2 •+-1 = o ;

les lignes asymplotiques de chacun des systèmes se projettent
sur le plan des xy suivant des courbes égales qui se déduisent de
l'une d'elles par une translation.

3. On peut ratlacher aux considérations précédentes la solu-
tion d'un problème relatif aux lignes asymptotiques d'une surface
réglée, dont M. Kœnigs a déjà donné une solution élégante ( f ) .
Supposons que la surface représentée par les formules (i) soit une
surface réglée, et que les courbes a = const. soient précisément
les génératrices de cette surface. On déduit de ces formules

^ _ 61 àz 62
p~~àx-~^ ^^r"""^

de sorte que 9i , Os, 9.^ sont proportionnels aux cosinus directeurs
de la normale à la surface. Lorsque le point («r,y, z) décrit une
génératrice, celte normale reste parallèle à un plan fixe, et l'on a
entre 9 < , 9g, 9s une relation de la forme

(6) A 61-h B62-+•063=0,

les coefficients A, B, C ne dépendant que de la variable a. Il ré-
sulte d^ne proposition générale que j'ai démontrée récem-
ment (2) que l'équation (2) est nécessairement du premier ou du
second rang. Laissant de côté le cas où l'équation (2) est du pre-
mier rang, hypothèse qui ne donne que des surfaces réglées à
plan directeur, je considère une équation du second rang de la

(*) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. CVI; 1888, p. 5i-54.
( a ) Sur les équations linéaires et la méthode de Laplace (Comptes rendus

de l'Académie des Sciences, séance du 27 janvier 1896).
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forme (a); en choisissant convenablement les variables a et [3,
on peut supposer que cette équation a été ramenée à la forme ca-
nonique

(7) àï6 = -a8
àa.à^ ~ (a-p)i'

dont l'intégrale générale est

(8) o=,^^)_^_^,

II résulte ^aussi de la proposition que je viens de rappeler que
6(, 9a> 83 s'obtiendront en prenant la fonction arbitraire «((à) = o.
On aura donc

2/1 (1) -/i(a), 0,= 2/2(«)

a-P -/,(a), 63= a/3(a)
a-P -/''î(«),

/n/2?/3 étant des fonctions arbitraires. Les formules (i) de-
viennent, toutes réductions faites,

(10)

= 2!/î4^f3A +/(/./S -/^3) ̂ ,
.y === 2

y = a ̂ ^/; + y</;/-, -y-,̂  ) ̂ ,

= ̂ -îf^fl ̂ fw, -/î/,)rf,;-S = 2

on reconnaît immédiatement, sur ces formules, que la surface est
réglée et que les courbes a = const. sont les génératrices. Pour
faire disparaître les quadratures, remarquons qu'on a, en inté-
grant par parties,

f(Afl -AA ) ̂  = 2/2^ -/'./a ~ 2y>^ ^a,

/(/3/î -/S/i ) ̂  =/i/'3 - Vl/S -^^ffifï d^

f(Afï -fïA ) ̂  = v,/, -/,/, - ̂ ff,fïd^

et tout se réduit à mettre les fondions arbitraires/i (a), /2(a),
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/3(a) sous une forme telle que les trois quadratures

/A/ï^ ffif'ï^ J/i/î^a

puissent être effectuées. On y arrive comme il suit : écrivons

^'m ^-m-
F, (a) et Fa (a) étant deux nouvelles fonctions arbitraires; il vient
alors

j'ftf", d» = F,(a), y/,/'î(a)rfa = F,(a),

Cf /--//, n"^ dî rî i //,
jf^^^Jf^d.AfW^

ou, en intégrant encore une fois par parties,

/\c ^ j Fl(a) d2 /F^ /l^ / ^ F î ^3 / F î M ,y/>/?^=^^(^)-yF,(")^[^^(^)j^
et il suffira de poser

"<->ï[A^)H.<-
pour n^avoir plus aucun signe de quadrature. Les fonctions arbi-
traîres qui figurent dans les nouvelles formules sont

^i(a), ¥,(^ /3(a).

4. Si la surface (S) est du second degré, Inéquation (2) est en-
core du rang deux, sauf dans le cas du paraboloïde, que nous
laisserons de côté, et les trois intégrales particulières 9,, 82, 9,,
doivent vérifier deux relations de la forme

(il)
A (a )0 i +- B (0)62 -+- G (0 )63 = o,
Ai(p)Oi-hBi(p)e.2-4-Ci(p)e3=o.

L'équation (2) ayant été mise sous la forme normale

<^e _ — 2 0
ïo"^ "" (a-pi)^
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on obtiendra trois intégrales 8 < , 62, 83 satisfaisant à des relations
de la forme (i i) en prenant, dans la formule qui donne Pintégrale
générale,

/i(a) =0ia2 -+- ïbiot -4- Ci, 9i(P)= o,
/a(a) = û^a2-^ 2630 -+-Cg, <p2(P)==o,
/3(a) == 03a2 4- 2630 -4- C3, ^3 ( ? ) = 0,

a< , 03, as, • . ., C3 étant des constantes. On trouve ainsi

(ii)

^ Oiap -^ifa-h P)-4-ci
^ a — P

020^-^^(04- (3) -4-C2
Og == 2 ————————————Q———————- ?

a — P
_ a^-^b^(QL-}- p)-t- C3°3-'2——orrp——•

On obtiendrait les mêmes expressions d e 6 < , 62, 63 en prenant

/i= o, 9 i = = — C a i p 2 - + . ^ ^ ^ p ^ ^ ^
/2=0, <?2=—(<22p2-+-262P-^C2) ,

/3==0, (p3===—(a3p24-263p t-+-C3).

Les trois intégrales particulières 6 < , 62, 63 vérifient donc les
deux relations

Oi, aia2-»- %6ia -4- Ci, ai a-1-61

62, ag a2-^ î^g01 -<- <l2î 02 a-+-^2 == o,
QS» 03 a2-»- 2630 -i- C3, 030-4-63

Oi, aip2.4_^ip_^ci, aip-+-6i

62, ^P2^-^^? -+- C2, 02? 4-62

03, a3P2-^-263P+C3, 03? -1-63

on en conclut aisément que le plan représenté par Pune ou l'autre
de ces éqpations reste tangent à un cône du second degré, comme
cela doit être.

Les formules (10) deviennent, en négligeant une constante que
Fon peut toujours ajouter à a*, y, z,

(0263 - 03 62)ap+a2c3^aic2 (a+?)+6203-0263

(i3)

x ==4

^=4

z == 4

a-p

(0361 - Oi63)a? -+- ̂ ^7^^ (a -+- ?) + 6301-^1

a-^l

(0162 •--o^ap-^2^1 ( a -+- ? ) -4- 6i Cg — ci 63

a^p--
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Les formules qui définissent une surface (Si) correspondant à
la surface du second degré par orthogonalité des éléments de-
viennent de même, après réduction,

^ ^ 4(ai3-i-^i)F(«)—4(atg-4-6t)0(p)—2[^ap-^6i(a-4-p)-4-Ci]fFYa)—^rp)]
a-?

^,x , ^ 4(a,p-4-62)F(a)-~4(^g-^^2)^(p)—2[a^3-^-^(«^3)-^-C2][F?(a)-^(P)]
a— p 9

^ 4(^P+63)F(a)—4(^a-t-63)»(3)—2[a3gP-t-^3(g-^P)+C3l[F^)---^(P)]^1=
a--?

F(a) et ^(P) étant deux fonctions arbitraires.


