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SUR LES EQUATIONS HOMOGENES;

Par M. E. LiNpeLOF.

Je considére I'équation linéaire

. o o » of _
(I) .\f——Yg—d—i;-‘\"xla—; -+...+ ‘\”4.1 0Zni =0

ou X, ..., X, sont des fonctions homogeénes du méme degré m.
Cette équation admet n — 1 intégrales distinctes qui sont homo-
génes du degré zéro. En effet, cette condition se traduit par la
formule

o of I _
(‘2) Af—z‘i;);—l+r,m+...+z‘,,+,m_o

Or on trouve
AXS)—=X(AS)=(m—1XSf,

relation qui exprime que les équations (1) et (2) forment un sys-
téme complet. Elles admettent par conséquent n — 1 intégrales
communes distinctes

‘?l(-z'la ce s Tnt)s ‘?2(3'17 ce oy Tpty ), ---7?11-1(1'11 ce s Tnt+ )

qui sont précisément les intégrales homogénes du degré zéro de
I'équation (1).

En écrivant que les équations (1) et (2) sont vérifiées pour
J = =i, et en portant dans la premiére desidentités ainsi obtenues
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la valeur de -

- fournie par la seconde, on trouve

z'n+l
\ 0% . x Jdo;
<\1——' —2 e <-\n-——ﬁ—xn+1>—,—"' =0
T4t Zn+1 ory
(z:: 1,2y couy — 1),
Faisons ici la substitution
£rq .y Tn
i —— = )3 - = ¥n-
T 1 ! O ’ T p+y Ju

En posant

xl‘(‘z‘h .- ?‘Tll+l)_“'rn+l 'l'(,}/l- "')‘}'ll) (I::I,‘)., N e )

(?,4.(.2'1, vy Tpyy) = q’/.‘(.)'h . --3}'1;) (k=1,9,.. oy — 1),
et supprimant le facteur 7', I'identité précédente deviendra

. . . oY,
(,;) 5(\1_71 /Hl).)/ -+ . +(\11_,V11Yn+l)tT‘,I=0

| Y n

' (E=1,2, ..., n—1).
Cela posé, j'établis entre y,, ..., 17, les n — 1 relations suivantes
("‘) dfl:Cls qlg:cz, ey "'fll—l:C/l—l’

en désignant par C,, C,, ..., G,_, des constantes arbitraires. Il
s'ensuit par différentiation

o ob; .

—{-’J—'-d‘y —l—»j:—dyz—x— ﬁ—(ﬁtb'”:o (E=1,2, ..., —1),
et en rapprochant ces formules aux formules (3), on en conclut
que les variables y, ..., y,, liées par les relations (4), vérifient
les équations différentielles

dyy _ (1;}’2 d}’:: _
Yl-'.,VIYIl+l \’z——}q Y1 }’n n+l’

ou bien, en introduisant une variable auxiliaire ¢,

. dy; .
(5) —df—Yi—innH (i=1,2,...,n).
Les relations (4) nous donnent ainsi la solution générale du

systéme (5), et nous pouvons par suite énoncer le théoréme sui-
vant :
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L’intégration du systéme (3) revient & la recherche des inté-
grales homogénes du degré zéro de ’équation (1).

Ce résultat est la généralisation d’un théoréme sur les équations
différentielles a deux variables, énoncé par M. Darboux (*).

Comme application de ce qui précéde, je considére le systéme
des équations différentielles

dyi +
T :(ai,yl + .o+ QinYa ai,ll+l)
6 i / . +
* ( —Yi(@n1a Y1+ oo @uagnYn + Aner,ner)

(i=1,2,..., 1),

qui est analogue a I’équation de Jacobi. L’équation (1) devient
dans ce cas

\9f

(a,y,:vl—l—. e o (l""+l.’l/‘,,+1)0—‘;“ “+ e
. 1
(7) of

+(Ap11Ty + .o+ At p41 Tpt) —— = 0,
OF yp-1

en sorte qu'on est ramené a intégration d’un systéme linéaire a
n -+ 1 variables.

Considérons 1'équation en A

ay— X\ (23} a1 n+1 |
(127 Qyy— )\ R Ay n+1
(8) ’ =o,
Api1,1 Ap+1,2 oo Uprin+1— X

dont nous désignerons les racines par i, ka, ..., hyyy. Dans le cas
ou ces racines sont distinctes, on pourra déterminer n -+t fonc-
tions linéaires

w; =by w1+ bpnZy 4. .4 bi pr1 Tn (t=1,2,...,n+1),

telles qu’en les choisissant pour nouvelles variables I'équation (7)
prenne la forme

N I of N
MUy = 4+ Aally s +.oot+AppilUlpsg s—— =0
1 ‘0ll.1 2 2()ug n+1%n+1 0“n+l )

qui s’intégre immédiatement. Pour intégrales homogénes du de-

() Mémoire sur les équations différentielles algebriques du premier ordre
et du premier degré, Bulletin des Sciences math. et astr., année 188, p. 7o.
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gré zéro, on pourra choisir les suivantes

[¢)|\=._)‘: lt?-;s“)\l u?\Jx_)d’ u:'.)x—" 4 u?i("')-z u)‘r—)‘a,

) W) P WP W) VR §
PRI e N 3 e T A

?

et 'intégrale générale de I’équation proposée s’obtient, par suite,
en égalant ces expressions & des constantes arbitraires, aprés y
avoir rétabli les variables primitives a la place des u.

Plagons-nous maintenant dans le cas ot les racines de (8) ne
sont pas distinctes. Pour fixer les idées, nous supposons n = 4,
M= ha= A\, hy==hy = h; = . Alors ’équation () pourra étre
réduite a laforme

of of of
)Jh;‘ +(mu.+)xu,)du -+ 4113-0

+ (Bus+ nu, ) f +({u3+ou.+uu )dﬁlf—' =o,

les u désignant des fonctions linéaires et homogénes des z. Cette
équation admet les intégrales suivantes

uw

1, o u| u, B
o= — — =logu,, Oy = —~» 3= — — = logus,,
u A : A u
1 uy 3 M
by a
u; 0
P = — — (]Of'ua - —]0"u3 -+ —@— log2u;.
Uy ] ot 2.

D’autre part la condition

J 9 0 0 9
ll'5£+l_dl{; +u3517j;, +""T£ —+—u;,;l‘lf—;=o

2 of of B 1t of
3 Jen “+ (A — ®)o 2d"2 + = u. du;, -+ m Je

équation d’ott 'on tire immédiatement les trois intégrales sui-
vantes qui seront homogénes du degré zéro :

23 U Uy
Y1=Bor—aga+ 5ologe, =P = —a s
3 Uy Uz
h—n 1 h—u us i,
dr= 01— =logy, = g—>
a A %y w,
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La solution générale du systéme proposé nous sera donc donnée
par les équations

‘!’1= Ch ‘«'{2‘-—’- Ci, '-Pa= Ca»

ot il faudra rétablir les variables primitives.



