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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR DEUX CLASSES DE SURFACES ANALOGUES AUX SURFACES
TÉTRAÉDRALES;

Par M. L. RAFFY.

On appelle surfaces tétraédrales les surfaces représentées en
coordonnées cartésiennes par les formules

x = A(M-—a) w ( ^ - -CT) w ,
y == B ( u — b )//l (v — b y11,

5 == G ( M — c y» (r — c )^,

dans lesquelles « et v désignent deux paramètres variables, les
autres lettres des constantes. Il est bien connu que les courbes
u == const. et les courbes ^== const. tracent sur ces surfaces un
réseau conjugué.

I.

1. Je considère les surfaces représentées par les formules plus
générales

(i) ^==Ui(M)Vi(p), y=Vî(u)\^), z==V,(u)\,(v),

les fonctions U / e t V/étant telles que les courbes u= const. et
les courbes v = const. forment un réseau conjugué.

Je vais déterminer toutes les surfaces ainsi définies et je mon-
trerai que, pour chacune d'elles, les ligues asymptotiques sont
déterminées par deux quadratures.



2. Une surface étant rapportée à des coordonnées curvilignes
M, V, pour que les courbes coordonnées forment un réseau con-
jugué, il faut et il suffit, comme on sait, que le déterminant

D'= y uv y a Yv
^UV ^\L ^

soit identiquement nul. Si nous désignons les dérivées par des
accents, cette condition deviendra, pour les surfaces considérées,

W D'==
V\\\ U^Vi UiV,
u^v; u,\, u,v,
UsV, UaV., U3V'3

Débarrassons-nous d'abord d'un cas particulier, celui où l'une
des six dérivées qui figurent dans cette équation se réduirait à
zéro. Soit, par exemple, Ug = o. Si l'on écarte l'hypothèse
U^V^ == o, qui ne donnerait que le plan, il reste

UiU,(V,Vî-ViV,)=o.

Si l'on égale à zéro l'une des fonctions V, on trouve un plan ;
si l 'une des dérivées U,, Ug est nulle, la surface est un cylindre.

La supposition
Xî
V,

YI

conduit anx surfaces

(3) ^=UiV,, ^==U,V,, z=\,

qui sont bien connues. Peterson a donné dès 1866, dans le Journal
de la Société mathématique de Moscou, des déformations à un
paramètre pour toutes ces surfaces. Plus récemment, M. Jamet
{Annales de l'École Normale supérieure, année 1887) a étudié
des surfaces qui ne diffèrent de celles-là que par une transforma-
tion projective et montré que leurs lignes asjmptotiques sont dé-
terminées par deux quadratures. En effet, les équations (3)
peuvent être remplacées par les suivantes

(4) y „^=uî f(^
?(."/



d'où l'on déduit, pour les asjmptoliques, l'équation différentielle

f"^}
f(^

dzî— ?'(«)
<c(u) du1 == o.

3. Nous pouvons maintenant supposer qu'aucune des six déri-
vées U,, ..., Vg ne se réduit à zéro, ce qui permet d'écrire ainsi
l'équation du problème

(6)

v^
v,
Xi
V'î
y,
v,

u,
u,
Us
u,
u.->
U'a

Le premier membre de cette équation est une somme de trois
termes de la forme UV. En le différentiant deux fois par rapport
à u^ on obtient deux équations qui, jointes à la première, per-
mettent d^liminer les trois fonctions V. On arrive ainsi à la rela-
tion qui exprime que les trois fonctions U sont solutions d'une
même équation différentielle linéaire, homogène et du second
ordre. On a donc nécessairement

-^==rt,/(M)-4-a/o(M) ( 1 = 1 , 2 , 3 )

et, pour les mêmes raisons,

(8)
V,.^=6,/(P)-+-p,),(p) ( t = 1,2,3),

les lettres a et 6, a et p désignant des constantes, les symboles/,
y, / et À des fonctions arbitraires.

Diaprés cela, trois cas peuvent se présenter et trois seulement :
1° les trois fonctions (^) sont proportionnelles entre elles, ainsi
que les trois fonctions (8); 2° les trois fonctions (7) sont propor-
tionnelles entre elles, mais les trois fonctions (8) ne le sont point;
3° ni les fonctions (j), ni les fonctions (8) ne sont proportion-
nelles entre elles.
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4. Premier cas, — Nous supposons qu^on ai t à ta fois

(9)

(10)

Ui Us U.3 U
^l^==^2^--m3^ = çp,

Vi Vs V., V
^ 1 ^ = ̂ ^= ̂  =^

les lettres m et n désignant des constantes, U une fonction de u,
et V une fonction de v. De ces relations on déduit, en négligeant
des facteurs de proportionnalité qui sont sans influence,

x == U'^iV^i, y == U'^V»^ z == Ll^aV^.

A la vérité, les exposants m et n ne sont pas entièrement arbi-
traires, car la substitution des expressions (9) et (10) dansFéqua-
tiçn (6) conduit à une relation quadratique et homogène entre
les inverses de ces exposants. Mais, comme il existe toujours
trois nombres a, [3, y satisfaisant aux relations

ami 4- ?mî -4- -(m^ = o,

a ni -4- pna -l-T^3 = o»

les surfaces que nous venons d^obtenir auront pour équation

x^-y^ 2'Y = const.

Ainsi, elles rentrent visiblement dans le type (4) précédem-
ment obtenu, ce qui nous dispense d'insister davantage.

3. Second cas.

(9) ^i jy ̂ ^ iv =^3

Nous supposons qu^on ait encore

U,
U3

U.

mais ai^aucun des rapports des trois fonctions (8), prises deux à
deux, ne soit constant.

En vertu de l'hypothèse actuelle et des formules générales (<S),
l'équation (6) devient

mi

i —
m^
i

ffi:\

bi

l>î

<•;>

l ( v )

l ( v )

/ ( .-)

-^-M^)

-+-M^)

- 4 -?3X( r )
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C'est là une relation linéaire et homogène à coefficients con-
stants entre les deux fonctions l{v) et \ (^). Puisque l^ur rapport
n'est pas constant, il faut que le coefficient de l{v) et celui
de ^(^) soient séparément nuls; d'où

i -I- birni

• ^ '•
i .

I -— 6>3
^3

==°1

1 -ï- P,
Wl

1 Q

1 ^ ^

i Q

I m; P3

== 0.

Ces équations donnent

b
^^m;-^0'bt

Pi

Wl

^1.

-+^, bî == — + c,
7/12 ?

P-^-ï. ^-^-^^- Y îm\ ' ' ' m^

les lettres 6, c, ?, y désignant des arbitraires (1). Il vient alors

Vi ;/ ^ ^ / x bl(v)-+-^\(v)^=,Z(,)+^(P)4-———^————-

ce qu'on peut écrire

Ï-w^,
en représentant par A ( ( ^ ) et ' / ( v ) deux nouvelles fondions arbi-
traires. On déduit de là

7H { ̂rfv!
Vi"• w[".^]

Mais on peut prendre pour variable le rapport y^ ; A, qui, en
vertu de notre hypothèse, ne se réduit certainement pas à une
"constante; si nous Rappelons encore ^, nous trouverons

(10) Vi= e
f8^

J P-+-/W ï

*) Nous n'écartons ainsi que la solution m, == m, •= m^ qui conduirait à( l )
des cônes.



Les expressions des fondions Va et Va ne différeront de celle-là
que par l'indice de m et, comme les relations (9) donnent

U i = U ^ , Us^U^ , I J3=U^3,

nous obtenons finalement les formules

g{v}dvg{wfii' (• S^}dv^f'/"te J
/'OM^ÎJ P4-/"i "V ^7(n) x^u^^e J tf•+•m^ y == u"1^ •'^-^"i, z^u^^e J v^-m

qui dépendent d'une seule fonction arbitraire g{v) et de trois
constantes arbitraires m^ m^^ 7713; car nous avons pu, sans res-
treindre la généralité, remplacer U par la variable u.

Les surfaces que nous venons d'obtenir n^ont pas encore été
signalées, que je sache.

Proposons-nous d'obtenir leurs lignes asymptotiques. A cet
effet, nous formerons les deux déterminants

D
^U9 ^It ^V

y a* Yn Yv

Z",,ï Z'. Z'

w
X yï X^ Xy

y"^ Va y'v
Z " ï Z',. Z'.,

Le calcul, effectué au moyen des formules (i i), donne

_ m\ m^m^xYz ^(v^ v^ ,D=—————-—-————-——-———- 7 m^m^m^—ma),u 3 { v - } - m ï ) { v - i - mî){v^-/n3)^ ï z v 2 / '

n^ ^1^2^3^g^2(^)[^^(^)-^-^] V m m / m m -»
D =~«(.+m02(^m,)^(^/n3)22^wl7?^i(/7^1-~w2)•

Comme le déterminant D' est nu l , les courbes coordonnées
étant conjuguées, l'équation différentielle des asymptotiques

Ddu2 •+- D''dv2 -=. o( 12 )

se réduit ici à

du2 ^ { v } \ v , s r ( v ) - \dv2

u2 (v -+- m\)(v -r- mî){v -+- m^)

On voit qu'elle est de la forme

¥ ( u ) du2 — ^ ( v ) dv2 == o.

En conséquence, les lignes cisymptotiques des surfaces (i i)
sont déterminées par deux quadratures.
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6. Troisième cas, — Nous supposons que les fonctions (J/; U,
ne sont point proportionnelles entre elles, non plus que les fonc-
tions \i \ V,-. Par suite, les fonctions f{u) et y(/<), qui figurent
dans les formules ('j) ne sont pas dans un rapport constant, non
plus que les fonctions l(v) et ^(()) des formules (8). Or, si Ton
substitue les expressions (7) et (8) dans l'équation (6), on trouve

i & i / (P)4-p i>v(P) aif(u)-^-a^(u)
i b.î l(v)-}-Ç.î\(v) a^f(u) -h a.i^(u)
l À3/(^)4- ?^(^) «3/(^)-+-a3<?(M)

Le premier membre de cette identité étant linéaire et homo-
gène en f(u) et y(^), il faut que le coefficient def(u) et celui
de <?(«) soient nuls, sans quoi le rapport /: y serait constant.
Mais chacun de ces coefficients est lui-même linéaire et homo-
gène en l{v) et y ((>); il doit donc, pour que le rapporty; 5^ ne se
réduise pas à une constante, être identiquement nul. En d'autres
termes, on doit supposer nuls les quatre déterminants en lesquels
se décompose le précédent. Si l'on n'écrit, pour abréger, qu'une
ligne de chacun d'eux, on aura les quatre équations

( 1 1 i ^ bi |) ==o, Jl i a, p, H ==0, (
} ( II i a, p, H ==o, H i a, bi H =o. ) 4/

1 1 est aisé de voir qu'on satisfait de la manière la plus générale
possible aux équations (i3) en prenant

(i-S)'
ai == a -s- à7i^ bi = b -+- b'ki ( i = i, 2, 3 ),
a, = a -+- a'x/, p, == p -r- p'K/ (i = i, ï, 3),

toutes les lettres nouvelles désignant des constantes arbitraires.
Si l'on substitue ces expressions des douze paramètres a/, &/, a/, jî/
dans les équations ( i4)» on trouve

04/
a y II i ^ x, 1 1 =0,
a' b' 1 1 i •/./ ki 1 1 = o,

Si le déterminant qui figure dans ces deux équations n'est pas
nul, on devra supposer soit a1 = o et o^==o, ce qui entraînerait
l'identité des trois fonctions U/: U/, soit a'== o et ^==0. Dans
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ce dernier cas, les relations (i3y donnent

a,i = a -+- a' Â"(, bi = 6(4- 6' À'/,

a,=a, ?<•=?;

les formules (7) et (8) deviennent

-^ =(a-+-rt^)/(M)-r-a(p(M),

^=:(6-4-67c, ) / (^)+pX(P) .

On en dédui t

d\]i du
U( ~~ <v (u ) -+-a? (M ) -+- '̂ ̂ y( ̂  )

rfV/ _ _______d^________
~\~i -" 6Z(^) -hpX(^)-h k i b ' \ { v ) '

Comme on a nécessairement ici a1 V -^é o, on pourra écrire

d\h _ ______i______ du
U, ~~ af{u)-+-^(u) , ^ a'f(u)'1

———oTOQ——+Â(

^ _ ______i______ </p
"v7 ~ 'bT(v)-}- p X ( ^ ) , " STî ")'

^(.) +ni

II suffira, dès lors, de prendre comme nouvelles variables

'-. ^f(u)-^-a^(u) ,__ bl[v)-^- y>.(v)
11 ~ ' a ' f ( u ) ? p - Î T ^ ) ?

pour trouver

d\^ _ F(t0_rf^ ^V/ _ G(v')dv'
\ j i ~ u'-^-Ai ? V/ """ v' -+- ki

et, finalement, en supprimant les accents,

, r¥(u^du r G ( v } d v
( 1 J ) ^--J-^TT^J -^-^ï

ainsi que deux formules analogues avec Â'a et /i3 pour logy
et log^.

Egalons ina iu lenan t à zéro le dé le rminan t f i ^ / - Toutes les
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solutions de Féqualion ainsi obtenue

II i ki Y.! \\ = o

sont représentées parles formules

ki == m -4- nri. Y., == {JL -h v r^ ( i == i, 2, 3 )

(Ton l'on déduit, en vertu des relations ( i3Y,

ai == a -h ma -+- na y/, bi == ^ -4- wô' -t- 716' /•(,
a/= 0-1-^-4-va'r/, ?/= ?-h ^^+vp'/'<.

Par suite les expressions (7) et (8) deviennent

— == (a -+- ma')f(u) 4- (a + (xa') ©(? / - ) -+- n[na'f(u) + va'c?((^)].
^i

^ =(&-+- 7^') ^ ( ^ ^ 4- (? + ̂ ')X(P) -+- /•/[^' ̂ ( ^ ) -+- ̂ ^(^)1.

En répétant le raisonnement qui vient d'être fait, on arrivera
exactement aux mêmes conclusions que dans l'hypothèse précé-
dente. En résumé, dans le troisième cas, on n'obtient pas d'autres
surfaces que celles qnisont représentées par les formules

(16)

r \]du r \dvlog x == / ——— -+- ( ——— ?J u-+- a J v -}-a
, r vdu r v^r
^y-j-^-^jv^b9

, /• \3ciu r \dvlo" z == ( ——— -h / ——— ?
J U-+- C J V -t- C

où U et V sont deux fonctions arbitraires, l 'une de u^ l 'autre de (^
a, &, c trois constantes quelconques.

M. Sophus Lie, qui a le premier considéré ces surfaces, a
'indiqué (Comptes rendus de U Académie des Sciences^ t. CXIV,
p. 335) qu'on peut déterminer leurs lignes asymplotiques. Pour
le vérifier, il suffît de calculer, au moyen des formules (16), les
fonctions D et D". On trouve ainsi

D = o U(^~^) p._, V(V-i)
k (u -h a)(u 4- b)(u-{- c)1 ^ [v-^~ a ) ( v - ^ - b } ( v - ^ - c ) 9
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le facteur commun p représentant Pexpression

______xyz\]\(u — pp ï.ab(a — b)______
(i^4- a ) ( u - { - b)(u-\- c)(v 4- a)(v •+• b){v 4- c) *

On voit que Inéquation (12) des asjmptotiques est de la forme

F( u) du2— <î* (P) rfp2 == o,

ce qui démontre le théorème.

7. Remarque. — II peut être avantageux, dans certains cas, de
faire disparaître le signe d^intégration à la fois des trois fonctions

r¥(u)du r¥(u}du r¥(u}dif.
J M 4- a ? J u-\- b f J u 4—c

II suffit à cet effet de poser

¥(u) = (u -+- a) (u -+- b) (u -+- c) ̂ '(u)

et d^intégrer par parties; on trouve ainsi

f —————— = (M + 6)(M+ C)^^)---^^-»- ^ + C) 9'(M) -4- 2<p(M),

la fonction f{u) étant laissée arbitraire.

Cette remarque permet d'éliminer les paramètres u et v entre
les relations ( i l ) qui définissent les surfaces trouvées au n° 5, et
que l'on peut, en remplaçant m,, ma, m^ par a, 6, c, écrire de la
façon suivante :

i
\O^X{l = logM 4- P 2 ^— Î V f D ' -4- 29 -4- (b 4- C)^^— 2(?') 4- ^C^,

1

]ogy^ == log^ -r- ( ;2^— 2^(p' -l- i cp -+- ( c -h a)(Po" — 2? /)•+- ̂ ^ï
i

lûg 5e = logM 4- P2^" — 2^Cp' -h 20 4- (04- 6)(^0" — 2 C') 4- ab^ .

Le sjmbole y désigne une fonction arbitraire de v, dont les dé-
rivées sont représentées par y'et <p". Des équations ci-dessus, on
déduit, par des combinaisons évidentes,

b— <• c — a n — h

\o^x a y b z~~ == 0" 2 b c ( b—c),
log^-y-^^- b ̂  ( v ^ " — tî.^')^a(bî—cî).
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Comme (^'—2^ est une fonction de ^/, nous éliminerons v
en écrivant

fi—c c—a a—h

(il)' X n y b Z r == <t» ( xh-cyc~a ̂ -^ ),

le symbole 0 désignant une fonction arbitraire de son argument.
Nous avons donc ce théorème : Les lignes asymptotiques des
surfaces que représente l'équation (i i)' peuvent être déter-
minées par deux quadratures, quelles que soient /es indéter-
minées a, b, c, et la fonction arbitraire 0.

II.

8. Les surfaces (4) que nous avons obtenues tout d'abord^0 2)
sont des transformées homographiques de celles que représente
Inéquation

(17) / ^ (L ,M)=/ , (N ,P) ,

où L ,M, N, P sont quatre fonctions linéaires d e x , y , ̂ ;/n/a des
fonctions homogènes et du même degré de leurs arguments res-
pectifs. M. Jamet (/oc. cit.) a fait connaître une propriété carac-
téristique des surfaces (17) : Tous les plans tangents menés aux
divers points d'une section faite par un plan contenant la
droite N == o, P = Q, coupent en un même point la droite
L = o , M = o .

Pour les transformées homographiques que nous avons consi-
dérées et qu^on peut représenter par l'équation

(i7Y
/(-P)G-)'./'•

celle propriété s^énonce ainsi : Les plans tangents menés aux
divers points d'une section faite par un plan contenant l'axe
des x enveloppent un cylindre dont les génératrices sont pa-
rallèles au plan des y z .

Il n'est pas sans intérêt de rechercher toutes les surfaces qui
possèdent la propriété réciproque : Les courbes de contact des
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cylindres circonscrits parallèlement à un plan fixe sont des
courbes planes dont les plans passent par une droite fixe,

9. A cet effet, déterminons d'abord toutes les surfaces telles
que les courbes de contact des cylindres circonscrits parallèle-
ment au plan des yz soient des courbes planes.

Toute surface, pouvant être considérée comme l'enveloppe des
cylindres qui lui sont circonscrits parallèlement au plan des yz^
peut être représentée par Inéquation

(18) z-h-ay==/(;r,a)

qui est celle d'un pareil cjlindre et par l'équation dérivée

(19) y==fa(^^)'

Les courbes de contact des cylindres sont les courbes a == const.
Écrivons que leur torsion est nulle. Il faut et il suffit pour cela
qu'on ait, pour toute valeur de a,

X' X" X "

y' y " y ' " ==o,
z' z" z"

les dérivées étant prises par rapport à x. Cette équation se réduit à

y » z " 1 — z " y " ' == o

et montre que le rapport z11 : y " est une fonction de a. Nous
poserons <- [̂ -;-̂ ..

Mais, comme les équations de la surface donnent

il vient

ou encore

y'^ = Fax9- ? ^ == /î« — ^"a^ î

A

/ // _ _'*_ fin
A'3 — A'*' a•!cîf

^-ï-
On déduit de là d'abord

/;.'=AX',
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X désignant une fonction arbitraire de x\ puis

/= AX -4- At*r-(- As,

les lettres A, A», As désignant trois fonctions arbitraires de a.
Les solutions qu'on obtiendrait en supposant nulle soit la dé-
rivée z " , soit la dérivée y, rentrent dans celle-là. Ainsi, les sur-
faces cherchées sont les enveloppes des cylindres (1)

(20) z -+- ay -=. AX 4- \^x -4- Ag.

Effectivement, on obtient les caractéristiques de ces cylindres en
adjoignant à cette équation l'équation dérivée

(21 ) y=\!\+^\x-+-k\,

et il est visible que ces courbes sont situées dans le plan variable

(î-î) A^ •4-.(A'a — A)^ -r- (AA', — A'Ai )x -+- AA; — A'A, = o.

Nous allons maintenant exprimer que ce plan passe par une
droite fixe. Il y a deux cas à distinguer suivant que la dérivée A'
est nulle ou différente de zéro.

10. Premier cas. — Soit A' == o ; par suite, A = const. == m.
Le plan de la courbe de contact du cylindre circonscrit a pour
équation

(a* Y ^=Ai.r4-A2;

il ne peut contenir d'autre droite fixe, située à distance finie,
qu'une parallèle à l'axe des z. Celle droite étant prise pour axe
des z, on aura Ag == o; c'est-à-dire que Aa est une constante. En
la négligeant, ce qui est permis, on obtient les surfaces enve-
loppes des cylindres

(23) z -+- ay ==/(.z-, a) == m\ -4- A^,

pour lesquels X e tA< sont deux fonctions arbitraires.

(*) Si l'on suppose A, proportionnel à A, on obtient une classe remarquable
de surfaces, dont chacune admet une sérié de déformations dépendant d'un pa-
ramètre arbitraire, et dans lesquelles le réseau des courbes x ̂  const., a = const.,
reste conjugué. Voir le travail de M. Goursat, Sur un problème relatif à la
déformation des surfaces (A m encan Journal of Mat hematics, t. XIV).



Si le plan de la courbe de contact contient une droite fixe
rejetée à l ' infini, il est nécessairement parallèle aa plan y==o.
Alors A', == o; soit A, == const. == /?; les cylindres cherchés ont
pour équation

(a4) 5-4-rty ==/(;r,^) ==/?îX-4-/ i .y-4-Ag.

H. Second cas. — Soit A.'-^.o. Si la droite fixe est rejetée à
l'infini, les plans des courbes de contact sont parallèles à un plan
fixe, qu'on peut prendre pour plan des xy. Alors on a

A'a — A == o, A'Ai — AAj = o,

ce qiri donne, avec deux constantes arbitraires m et /?,

A == ma, Ai == mm/.

On arrive ainsi aux cylindres

(•25) z -\-ay ==/(.y, a) == ma(X -h n) -+- As.

Si la droite fixe, située à distance finie, n'est parallèle aux
génératrices d'aucun des cylindres circonscrits, on peut la prendre
pour axe des x\ d'où les deux relations

A A ^ — A ' A i = = o , A A g — A ' A 2 = = o ,

qui expriment que les fonctions A, et As ne dînèrent de A que
par des facteurs constants. Dès lors, la fonction f{x^ a) se réduit
au produit de A par une fonction de x. Or, si l'on a

('26) z -+- ay = A/(.r),

il en résulte

(27) 7==A7Ï;y),

d^où par division
z A- 4- a == —.
y A'

Ainsi, a est une fonction du rapport z \y. Il en est de même de
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A' et l'équation (217) prend la forme

(„>• , - -C"»œ
strictement équivalente à celle des surfaces (17)'.

Supposons enfin que la droite fixe, située à dislance finie, soit
parallèle aux génératrices de Fun des cylindres circonscrits; nous
la prendrons pour axe des y. Écrivons que le plan variable (22)
contient cet axe. Nous aurons

A'a—A==o, A A g — A ' A 2 = o ,

d'où par intégration
A == ma. A 2= mna,

m et n étant deux constantes. Donc, les surfaces correspondantes
sont les enveloppes des cylindres

(•28) z -\-ay =/(.r, a) == maX-{- Aid-,

car on peut supprimer la constante n qui s'ajouterait à la fonction
arbitraire X.

12. Si l'on rapproche les cinq résultats que nous venons d'ob-
tenir, on arrive à la conclusion suivante :

Les surfaces que leurs cylindres circonscrits parallèlement
a un plan fixe touchent suivant des courbes planes dont les
plans passent par une droite fixe sont les enveloppes des cy-
lindres ayant pour équation

(18) ^-+-^.r=/(^.û0,
où la fonction f admet l'une des deux formes suivantes :

(29)
( / ( . r ,a )=A(a)X(;y) ,
) / (^,û)== (ma^-n)\(x)-^(px-^q).^(a\

les deux fonctions A, X étant arbitraires ainsi que les quatre
constantes m, /î,/?, y.

Nous allons voir que les lignes asymptotiques de chacune de
ces surfaces sont déterminées par deux quadratures.
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En effet, les courbes x = const., a ==; const. formant un réseau
conjugué, l'équation différentielle des asymptoliques est

Ddxî-hî)'fda^=o.

Un calcul facile montre que, pour les surfaces enveloppes des
cylindres

z 4- ay == f(x, a),

cette équation se réduit à

/;..^î-./;,^aî=o,

et il est visible que, quand la fonction/admet Fune ou l'autre des
formes (29), cette équation rentre dans le type

V(x) dx^— 4*(a) da^ = o,

ce qui démontre la propriété énoncée.

13. Voici, pour terminer, une propriété caractéristique des
surfaces (17), étroitement liée à celle qu'a démontrée M. Jamet
et que nous avons rappelée au n° 8. Je dis que ces surfaces pré-
sentent un réseau conjugué formé de deux familles de courbes
planes, dont les plans passent par deux droites fixes.

Soient en effet (D,) et (Da) les deux droites L == M == o et
N = P = o. Menons un plan par (D< ) et un plan par (Da). Ces
plans déterminent dans la surface des sections (C<) et (Ça). Con-
sidérons les plans tangents menés à la surface le long de (Ça) :
ils enveloppent, d'après la proposition de M. Jamet, un cône dont
le sommet est en un certain point S< de la droite (D<). En un
point M commun à ( C < ) et à (Ça), la tangente à (Ça), courbe de
contact du cône (S,), a pour conjuguée la génératrice MS, de ce
cône, qui est tangente à la courbe (C,). Ainsi les sections telles
que (C<) et les sections telles que (Ça) forment un réseau con-
jugué.

Pour établir que cette propriété caractérise les surfaces consi-
dérées, on peut montrer qu'elle entraîne la proposition de
M. Jamet. A cet effet, supposons qu'il existe un réseau conjugué
formé de deux familles de courbes planes dont les plans passent
pour les courbes d'une famille, par une droite (D,), pour celles

xxiv. a
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de l'autre famille, par une droite (Da). Considérons une section
plane (C<) dont le plan passe par (D<) . Soit M un point de (Ci).
Celle des courbes conjuguées de Fautre famille qui passe par M
est, d'après un théorème de M. Kœnigs, la courbe de contact
du cône circonscrit qui a pour sommet le point Si, où la tan-
gente en M à la section (Ci) rencontre la droite (D<). Mais,
par hjpothèse, cette courbe (Ça) est plane et son plan passe
par (Da). Donc les plans tangents menés le long de la section
plane (Ça), dont le plan contient (Da), vont tous passer au
point S< de la droite (Di) : c'est la proposition de M. Jamçt.

On peut aussi établir celte réciproque par un calcul direct.
Prenons pour plan des xy un plan parallèle aux deux droites fixes,
également distant de chacune d'elles; pour axe des -s, une droite
qui les rencontre. Deux plans, passant respectivement par ces
deux droites, seront représentés par les équations

(3o) v=u(z+c), y=v(z—c),

où c est une constante. Pour qu'un point de la droite ainsi définie
engendre une surface dont les sections planes u = const. et
v = const. forment un réseau conjugué, il faut et il suffit que z
soit une fonction de u et ^, telle que le déterminant D' soit iden-
tiquement nul. On a ainsi l'équation

UZ^v -4- Zv ^u •+• z "+• c "̂

VZ'uv •+- S'u vz'u. vzfv •+• z — c

zu,v zu siv

qui se réduit à
(JSÏ^Ct)^"^—ÏZ^u^v=01

ce qui n'est autre chose que le développement de la condition

^ , z — c-—— log ——— = o.àuàv ° z -h c

En conséquence, l'intégrale générale est

=^z-—c r(u
(3i) z -+- c 9(^)

avec deux fonctions arbitraires. Mais si l'on tient compte des équa-
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tions (3o), cette relation prend la forme

(,-<,)ç(^)=(^c)/(^),
qui rentre visiblement dans le type (17). La propriété est donc
caractéristique de cette classe de surfaces.


