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~ MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR DEUX CLASSES DE SURFACES ANALOGUES AUX SURFACES
TETRAEDRALES; -

Par M. L. Rarry.

On appelle surfaces tétraédrales les surfaces représentées en
coordonnées cartésiennes par les formules

r=A(u—a)n(v—a)mn,
y= B(u-—b)"‘(v— b)ym,
z3=C(u—c)m(¢v—c)m,

dans lesquelles w« et ¢ désignent deux paramétres variables, les
autres lettres des constantes. Il est bien connu que les courbes
1 = const. el les courbes ¢ = const. tracent sur ces surfaces un
réseau conjugué.

1. Je considére les surlaces représentées par les formules plus
générales

(1) x=U;(u)V,(v), ¥ = Us(u) Viy(v), 3 =Us(u)Va(v),

les fonctions U; et V; élant telles que les courbes « = const. et
les courbes ¢ = const. forment un réseau conjugué.

Je vais déterminer toutes les surfaces ainsi définies et je mon-
trerai que, pour chacune d’elles, les lignes asymptotiques sont
déterminées par deux quadratures.
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2. Une surface étant rapportée & des coordonnées curvilignes

u, v, pour que les courbes coordonnées forment un réseau con-
jugué, il faat et il suffit, comme on sait, que le déterminant

" ’ !

xl‘v ‘1"”: m"

! ” ’ ’
D'=| yu Yu Yo

" ’ ’
4 3 -
uv uw Vy

soit identiquement nul. Si nous désignons les dérivées par des
accents, cette condition deviendra, pour les surfaces considérées,

UV, UV, UV,
(2) D'=| UV, UyV, U,V, |=o0.
UsVy ULV, UpV;

Débarrassons-nous d'abord d’un cas particulier, celui ou I'une
des six dérivées qui figurent dans cette équation se réduirait a
zéro. Soit, par exemple, U, =o0. Si I'on écarte I'hypothése
U‘,V’a = 0, qui ne donnerait que le plan, il reste

U U, (V, V=V, V) = o.

Si 'on égale a zéro I'une des fonctions V, on trouve un plan;
si I'une des dérivées U, U, est nulle, la surface est un cylindre.
La supposition

a_ VY,
v, ~ V,
conduil aux surfaces
(3) z=UVy, y=UV,, 2=V,

qui sont bien connues. Peterson a donné dés 1866, dans le Journal
de la Société mathématique de Moscou, des déformations a un
paramétre pour toutes ces surfaces. Plus récemment, M. Jamet
(Annales de I'Ecole Normale supérieure, année 1887) a étudié
des surfaces qui ne difféerent de celles-la que par une transforma-
tion projective et montré que leurs lignes asymptoliques sont dé-
terminées par deux quadratures. En effet, les équations (3)
peuvent étre remplacées par les suivantes
Y f(5)

4 = =
(4) z u, x ?(u)’
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d’oti on déduit, pour les asymptotiques, 'équation différentielle

f”(’z) dzz_ (?,(u)
f(2) o(u)

du? = o.

3. Nous pouvons maintenant supposer qu’aucune des six déri-
vées U}, ..., V; ne se réduil a zéro, ce qui permet d’écrire ainsi
I'équation du probléme

N
11 Ull

Vg l]z _

(6) 1 —z U’; = 0.
AN
v, T,

Le premier membre de cette équation est une somme de trois
termes de la forme UV. En le différentiant deux fois par rapport
a u, on obtient deux équations qui, jointes & la premiére, per-
mettent d’éliminer les trois fonctions V. On arrive ainsi a la rela-
tion qui exprime que les trois fonctions U sont-solutions d’une
méme équation différentielle linéaire, homogéne et du second
ordre. On a donc nécessairement

) U= auf () + aig(w) (i=1,2,3)

et, pour les mémes raisons,

W= 8,100+ B2) (i=1,2,3)

(8)
les lettres @ et b, « et 3 désignant des constantes, les symboles f,
o, L et X des fonctions arbitraires.

D’aprés cela, trois cas peuvent se présenter et trois seulement :
1° les trois fonctions (5) sont proportionnelles entre elles, ainsi
que les trois fonctions (8); 2° les trois fonctions (7) sont propor-
tionnelles entre elles, mais les trois fonctions (8) ne le sont point;
3¢ ni les fonctions (7), ni les fonctions (8) ne sont proportion-
nelles entre elles.
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4. Premier cas. — Nous supposons qu’on ait a la fois

Uy_ Uy U, _ U
(9) R TR TR |l 11

Vi _ VsV, V¥
(10) R A i 1A

les lettres m et n désignant des constantes, U une fonction de «,
et V une fonction de ¢. De ces relations on déduit, en négligeant
des facteurs de proportionnalité qui sont sans influence,

T = Um, Vn,’ y= Um,Vn,’ 3z = Um, \’n,.

A la vérité, les exposants m et n ne sont pas enliérement arbi-
traires, car la substitution des expressions (g) et (10) dans I'équa-
tign (6) conduit a une relation quadratique et homogéne entre
les inverses de ces exposants. Mais, comme il existe toujours
trois nombres «, 3, v satisfaisant aux relations

amy + Bmy + ymy = o,

any +Bny +yny =o,
les surfaces que nous venons d’obtenir auront pour équation
z*yB zY = const.

Ainsi, elles rentrent visiblement dans le type (4) précédem-
ment obtenu, ce qui nous dispense d'insister davantage.

3. Second cas. — Nous supposons qu’on ait encére
Ul U? UJ
my — = My — = M3
(9) 'O 2 U, 7y,

mais qu’aucun des rapports des trois fonctions (8), prises deux a
deux, ne soit constant.

En vertu de I’hypothése actuelle et des formules générales (8),
I'équation (6) devient

Ut — bil(v)+Bi(v)
1

1 — bal(v)+Bad(e) | =o0.
2

Uo— by l(e)+B3h(r)
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(’est la une relation linéaire et homogeéne a coefficients con-
stants entre les deux fonctions /(¢) et A (v). Puisque leur rapport
n’est pas constant, il faut que le coefficient de /(v) et celui
de X (v) soient séparément nuls; d’ous

I 1
Il _ b1 1 — ﬂ]
my my
1 1
1 — by| =o0 T — = o.
my 2 ’ me B
1 1
1 -—— b | —
m; 3 ms Bs

Ces équations donnent

by = — +c¢ by = — +c¢ b3= —+c¢
! m,+ ! 2 m,+ ? 8 m3+ !
e I N A

my ’ my ’ my ’

les lettres b, ¢, B3, y désignant des arbitraires ('). Il vient alors

\A

A =cl(v) +-«()\(o)+ M,
1

my
ce qu’on peut écrire
A\ Y.(9)
v, = YO + 5

en représenlant par ¢ (¢) et 7. () deux nouvelles fonciions arbi-
traires. On déduit de 1a

dV, m; dy

Vi T 07T
o =
41(0)[ 1 Y(v)
Mais on peut prendre pour variable le rapport ¥ : ¢, qui, en
vertu de notre hypothése, ne se réduil certainement pas a une
‘constante; si nous 'appelons encore ¢, nous trouverons

m '!{V)dv
(10) Vi=e 'J v+m,

(*) Nous n’écartons ainsi que la solution m, = m,="m, qui conduirait &
des cones.
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Les expressions des fonctions V, et V; ne différeront de celle-1a
que par P'indice de m et, comme les relations (9) donnent

U1 = Um,’ Uz _ Um,, U3 —_ Um,,
nous obtenons finalement les formules

m fgwldv ‘/'glv)d-' n.z gloyde
(l l) = uMe 1 Yty , y= uMse *J vrmy , Z3 = uMse 3 v+m,,

qui dépendent d’une seule fonction arbitraire g(¢) et de Lrois
conslantes arbitraires m,, ma, m3; car nous avons pu, sans res-
treindre la généralité, remplacer U par la variable w.

Les surfaces que nous venons d’obtenir n’ont pas encore été
signalées, que je sache.

Proposons-nous d’obtenir leurs lignes asymptotiques. A cet
effet, nous formerons les deux déterminants

" ’ ' " ' ’

Tys Ty Ty | Zer Xy Xy

” ' ’ " " ’ ’

D= Yur Yu Yo |» D" = Yor Y Yo
Zis B, Z, a0 3, 2,

Le calcul, effectué au moyen des formules (11), donne

_ mymamyzyz £ (v)
T w3 (v 4 my ) (v 4 mg ) (v + mg)

T L T O {CE] | J p—

w(v—+ my)2(0—+ my)2(v -+ m3)?

mymy(my— my),

Comme le déterminant D’ est nul, les courbes coordonnées
étant conjuguées, I'équation difféventielle des asymptotiques

(12) Ddu? +~ D"dv: =0

se réduit ici a

du? g0 vg(v)+ 1] de? .
u? (¢ +my)(¢+my) (v + mg)

On voit qu’elle est de la forme
F(u)dur — o(v)de? = o.

En conséquence, les lignes asymptotiques des surfaces (11)
sont déterminées par deux quadratures.



— 8 —

6. Troisiéme cas. — Nous supposons que les fonctions U;: U;
ne sont point proportionnelles entre elles, non plus que les fonc~
tions V; : V. Par suite, les fonctions f(u«) et ¢ (), qui figurent
dans les formules () ne sont pas dans un rapport constant, non
plus que les fonctions /(¢) et A(¢) des formules (8). Or, si I'on
substitue les expressions (7) et (8) dans I’équation (6), on trouve

1 b l(v)+Bir(v) aif(u)+aip(u)
1 b2 l(0)+ B2A(v) asf(u)+aryo(u) | =o.
1 by liv)+ Bsh(v) azf(u)-+asp(u)

Le premier membre de cette identité étant linéaire et homo-
géne en f(u) et o(u), il faut que le coefficient de f(u) et celui
de ©(u) soient nuls, sans quoi le rapport f:9 serait conslant.
Mais chacun de ces coefficients est lui-méme linéaire et homo-
géne en [(v) et 9(¢); il doit donc, pour que le rapport f£: X ne se
réduise pas & une constante, éire identiquement nul. En d’autres
termes, on doit supposer nuls les quatre déterminants en lesquels
se décompose le précédent. Si I'on n’écrit, pour abréger, qu'une
ligne de chacun d’eux, on aura les quatre équations

{1 a bl =o, It a Bl =o,)

3 .
%) (e o Bl =0, 11 2 b;f =o.)

(14}
11 est aisé de voir qu’on satisfait de la maniére la plus générale
possible aux équations (13) en prenant

W ai=a-+ak, bi=b+bk (t=1,2,3),
U .

% =2+ a'%, Bi=B -+ Bw (i=1,2,3),
toutes les lettres nouvelles désignant des constantes arbitraires.
Si I'on substitue ces expressions des douze paramétres a;, b;, #;, B
dans les équations (14), on trouve

af il vk %l =o,

a'd | 1 % ki)l =o,

Si le déterminant qui figure dans ces deux équations n’est pas
nul, on devra supposer soit @'=o0 et &' = o, ce qui entrainerait
I'identité des trois fonctions U;: U}, soit ' = o0 et &' = 0. Dans
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ce dernier cas, les relations (13)' donnent

a,~=a+a'k,-, bi=bi+ b'/\‘,',

a =a, B:=8;

les formules (7) et (8) deviennent
U_'i =(a+ak;)f(u)+ag(u),

ot = (b + k) 1(0) + BA().

On en déduit

U; du
U T af(u)+ ag(u) + kidf(u)’
dV;_ dy .
VT bl(v)+ BA(9) + ki 6N (v)

Comme on a nécessairement ici /4’54 o, on pourra écrire

dUi___ 1 du
U~ afw)+ag(u) o alf(u)
o« f(w) ki
dv; 1 dv
70 bl(v) + BA(») bX(v)’
) Tk

Il suffira, dés lors, de prendre comme nouvelles variables

. af(u)+ao(u) . bl(v)+ 3);(9
W=, = 2T
b')(v)

a'f(u)

',)Olll‘ trouver

dU;  F(u')du dV; _ G(v')dv

= — — —_—

U;: w + kg Vi~ v+ k;

et, finalement, en supprimant les accents,

015 lox _fF(u)du /‘G(v)dv
>) 8% vty ) o=k’

ainsi que deux formules analogues avec ks et Ay pour logy
etlog s

Egalons maintenant & zéro le déterminant (14). Toutes les
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solutions de I'équation ainsi obtenue
1 &k =xll=o

sont représentées par les formules
ki=m+ nr;, %= W@+ VI, (¢=1,2,3)

d’ott 'on déduit, en vertu des relations (13Y,

bi= b + mb' + nb'r;,

Bi= B+ '+ vp'ru

a; = a+ ma' + na'ry,

a;= o+ pa' +va'r;,

Par suite les expressions (7) et (8) deviennent

% =(a+ma') f(u)+ (2 + pa')o(u)+ ri{na'f(w) + va' o (u)].

V; ’ ' ’ ’
Vi- =(b4+mb)l(¢v)+ (B4 pp )N (v)+ ri[nd I(v)+v3'X(v)]

t

En répétant le raisonnement qui vient d’étre fait, on arrivera
exactement aux mémes conclusions que dans I’hypothése précé-
dente. En résumé, dans le troisieme cas, on n’obtient pas d’autres
surfaces que celles qui sont représentées par les formules

fUdu
logz =
u+a

dev
-+ ’
v+a

. Udu "~ Vdy
(16) logy —fu+ b v+b’
__ (" Udu Vdyo
“7) u+c /v +c

ot U et V sont deux fonctions arbitraires, I'une de «, 'autre de ¢,
a, b, c trois constantes quelconques.

M. Sophus Lie, qui a le premier considéré ces surfaces, a
‘indiqué (Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. CXIV,
p- 335) qu'on peut déterminer leurs lignes asymptotiques. Pour
le vérifier, il suffit de calculer, au moyen des formules (16), les
fonctions D et D”. On trouve ainsi

U(U—1) y
*Gr s hiare)

. V(V—1)
TP T a)(v+b)v+ec)
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le facteur commun p représentant I'expression

zyzUV(u — o) Xab(a— b)
(w+a)(u+b)(u+c)(v+ra)(v+b)(v+c)

On voit que I'équation (12) des asymptotiques est de la forme
F(u)du?— & (v)dvt=o,
ce qui démontre le théoréme.

7. Remarque. — 11 peut étre avantageux, dans certains cas, de
faire disparaitre le signe d’intégration a la fois des trois fonctions

F(u)du F(u)du F(u)du
w+a f ub U A=c

11 suffit a cet effet de poser
F(u)=(u+a)(u+b)(u+c)e"(u)

et d’intégrer par parties; on trouve ainsi

fFu(QZE =(u+b)(u+c)o"(u)—(2u+b+c)o'(u)+20(u),

la fonclion ¢ (u) étant laissée arbitraire.

Cetle remarque permet d’éliminer les paramélres u et ¢ entre
les relations (11) qui définissent les surfaces trouvées au n° 5, et
q )
que Pon peut, en remplagant m,, m,, m, par a, b, ¢, écrire de la
facon suivante :

1

logze = logu + 920" — 209" + 20+ (b+ ) (ve" —2¢") +bcy’,
1

logy?t =logu -+ v?¢" — 200’ + 2¢ + (¢ +a)(ve' — 29')+cay’,
1

log ¢ = logu + ¢?¢" — 209’ + 20 + (a+ b)(ve" — 2¢') +aby’.
Le symbole © désigne une fonction arbitraive de ¢, dont les dé-

rivées sont représentées par ¢' et ¢’. Des équations ci-dessus, on
déduit, par des combinaisons évidentes,

b—¢ c—a a—10b
logz « y ¢ 5 ¢ =0¢"2bc(b—c),

logab-cye—aga-b = (¢z’ —ag') Sa(b?—c?).
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b4

Comme ¢9” — 2¢' est une foncuion de ¢’, nous éliminerons ¢
en écrivant

(x1) zT},_a-z‘? — fb(xb—t‘}/c—a;a—b)’

le symbole ® désignant une fonclion arbitraire de son argument.
Nous avons donc ce théoréme : Les lignes asymptotiques des
surfaces que représente l’équation (11) peuvent étre déter-
minées par deux quadratures, quelles que soient les indéter-
minées a, b, ¢, et la fonction arbitraire ®.

II.

8. Les surfaces (4) que nous avons obtenues tout d’abord (n°® 2)
sont des transformées homographiques de celles que représente
I’équation

(l7) fi(L’I\I)'—'—fi(N’P)y

ou L, M, N, P sont quatre fonctions linéaires de z, y, 5; fi, f» des
fonctions homogénes et du méme degré de leurs arguments res-
pectifs. M. Jamet (loc. cit.) a fait connaitre une propriélé carac-
téristique des surfaces (17) : Tous les plans tangents menés aux
divers points d’une section faite par un plan contenant la
droite N=o0, P=o0, coupent en un méme point la droite
L=o,M=o0.

Pour les transformées homographiques que nous avons consi-
dérées et qu'on peut représenter par I’équation

(17 ~=%,

celle propriété ‘s’énonce ainsi : Les plans tangents menés aux
divers points d’une section faite par un plan contenant l’axe
des x enveloppent un cylindre dont les génératrices sont pa-
ralléles au plan des y s.

Il n’est pas sans intérét de rechercher toutes les surfaces qui
possédent la propri¢té réciproque : Les courbes de contact des
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cylindres circonscrits parallélement & un plan fize sont des
courbes planes dont les plans passent par une droite fixe.

9. A cet effet, déterminons d’abord toutes les surfaces telles
que les courbes de contact des cylindres circonscrits paralléle-
ment au plan des ys soient des courbes planes.

Toute surface, pouvant étre considérée comme 'enveloppe des
cylindres qui lui sont circonscrils parallélement au plan des yz,
peut étre représentée par ’équation

(18) z+ay = f(x,a)
qui est celle d’un pareil cylindre et par équation dérivée
(19) _}’=f:‘(.l‘,(l)

Les courbes de contact des cylindres sont les courbes a = const.
Ecrivons que leur torsion est nulle. Il faut et il suffit pour cela
qu’on ait, pour toute valeur de a,

=0,

les dérivées étant prises par rapport a z. Celte équation se réduit a
‘yﬂzlll —_ zl"yﬂl = 0

et montre que le rapport z”: " est une fonction de a. Nous
poserons

" A(a) "

B3 = A,(a)—a- Yxre

Mais, comme les équations de la surface donnent

.}’Z" = :;,4'37 'ZZ" =f.;,’ —a ;:’.l")
il vient
"o A "

f.!" - —1_\—' ax?

ou encore
’
.2; log f", = A.
da °VF A

"On déduit de 1a d’abord

fri= AX",
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X désignant une fonction arbitraire de z; puis
f= AX + Al.Z‘—'l'— Az,

les lettres A, A, A, désignant trois fouctions arbitraires de a.
Les solutions qu’on obtiendrait en supposant nulle soit la dé-
rivée 2’, soit la dérivée »”, rentrent dans celle-la. Ainsi, les sur-
Saces cherchées sont les enveloppes des cylindres (V)

(20) z+ay=AX+ Az + A,.

LEffectivement, on obtient les caractérktiques de ces cylindres en
adjoignant a cetle équation I’équation dérivée

(21) y=A'X+Alz+ A,

et il est visible que ces courbes sont situées dans le plan variable
(23) A'z4+(A'a—A)y+ (AL, —A'A)2+ AL, —A'A,=o.

Nous allons maintenant exprimer que ce plan passe par unc
droite fixe. Il y a deux cas a distinguer suivant que la dérivée A’
est nulle ou différente de zéro.

10. Premier cas. — Soit A’ = o; par suite, A = const. = m.
Le plan de la courbe de contact du cylindre circonscrit a pour
équation
(21) y=Ar+A,;

il ne peut contenir d’autre droile fixe, située a distance finie,
qu'une paralléle a ’'axe des 5. Cette droite étant prise pour axe
des 5, on aura A, = 0; c’est-d-dire que A, est une constante. En
la négligeant, ce qui est permis, on obtient les surfaces enve-

loppes des cylindres
(23) z+ay=f(z,a)=mX + Az,

pour lesquels X et A, sont deux fonctions arbitraires.

(*) Si ’on suppose A, proportionnel 4 A, on obtient une classe remarquable
de surfaces, dont chacune admet une séri¢ de déformations dépendant d’un pa-
ramétre arbitraire, et dans lesquelles le réseau des courbes 2 == const., a = const.,
reste conjugué. Voir le travail de M. Goursat, Sur un probléme relatif a la
déformation des surfaces (American Journal of Mathematics, t. XIV). |
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Si le plan de la courbe de contact contient une droite fixe
rejetée a l'infini, il est nécessaircment paralléle au plan y = o.
Alors A’ = o; soit A, = const. = n; les cylindres cherchés ont
pour équation

(24) s+ay=f(r,a)=mX +nx+ A,.

11. Second cas. — Soit A';£ 0. Si la droite fixe est rejetée a
Uinfini, les plans des courbes de contact sont paralléles i un plan
fixe, qu'on peut prendre pour plan des zy. Alors on a

ANa—A=o, A'Aj—AA| =0,
ce qui donne, avec deux constanles arbitraires m et n,
A = ma, Ay = mna.
On arrive ainsi aux cylindres
(25)  s+ay=[f(x,a)=ma(X+n)—+ A,.

Si la droite fixe, située a distance finie, n’est paralléle aux
génératrices d’aucun des cylindres circonscrits, on peut la prendre
pour axe des x; d’ott les deux relations

AA|—A'A=o, AA;—A'Ay= o,

qui expriment que les fonctions A, et A, ne diflérent de A que
par des facteurs constants. Dés lors, la fonction f(z, a) se réduit
au produit de A par une fonction de z. Or, si I'on a

(26) z+ay = A f(z),

il en résulte

(27) y=Aflz),
d’ou par division
3 _A
; +a= 1—\—"

Ainsi, « est une fonction du rapport z:y. Il en est de méme de
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A’ et I'équation (27) prend la forme

’

(27) y=L2
+G)

strictement équivalente a celle des surfaces (17)'.

Supposons enfin que la droite fixe, située a distance finie, soit
paralléle aux génératrices de 'un des cylindres circonscrits; nous
la prendrons pour axe des y. Ecrivons que le plan variable (22)
contient cetaxe. Nous aurons

Ala—A=o, AA— ANy =,
d’ot par intégration
P g
A = ma, Ay = mna,

m et n étant deux constantes. Donc, les surfaces correspondantes
sont les enveloppes des cylindres

(28) s+ay =f(x,a)=maX + Az,

car on peut supprimer la constante n qui s’ajouterait a la fonction
arbitraire X.

12. Silon rapproche les cinq résultats que nous venons d’ob-
tenir, on arrive a la conclusion suivante :

Les surfaces que leurs cylindres circonscrits parallélement
@ un plan fize touchent suivant des courbes planes dont les
plans passent par une droite fixe sont les enveloppes des cy-
lindres ayant pour équation

(18) s+ay=f(r a),
ot la fonction f admet Uune des deux formes suivantes :

| f(z, a) = A(a) X (),

(29) )f(x.a)z(ma—l-n)X(x)—i—(px—e—q)A(a),

les deux fonctions A, X étant arbitraires ainsi que les quatre
constantes m, n, p, q.

Nous allons voir que les lignes asymptotiques de chacune de
ces surfaces sont déterminées par deux quadratures.
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En effet, les courbes £ = const., @ = const. formant un réseau
conjugué, I'équation différentielle des asymptotiques est

D dz*+ D’da® = o.

Un calcul facile montre que, pour les surfaces enveloppes des
cylindres

z+ay = f(x, a),
cette équation se réduit a
f_:-a dx’—-f,:'a dat= o,

et il est visible que, quand la fonction f admet I'une ou I'autre des
formes (29), cette équation rentre dans le type

F(z)dz*— ®(a)dat=o,

ce qui démontre la propriété énoncée.

13. Voici, pour terminer, une propriété caractéristique des
surfaces (17), étroitement liée a celle qu’a démontrée M. Jamet
et que nous avons rappelée au n° 8. Je dis que ces surfaces pré-
sentent un réseau conjugué formé de deux familles de courbes
planes, dont les plans passent par deux droites fizes.

Soient en effet (D,) et (D,) les deux droitess L—=M =o et
N =P =o0. Menons un plan par (D.) et un plan par (D,). Ces
plans déterminent dans la surface des sections (C,) et (C,). Con-
sidérons les plans tangents menés & la surface le long de (C,) :
ils enveloppent, d’aprés la proposition de M. Jamet, un céne dont
le sommet est en un certain point S, de la droite (Dy). En un
point M commun & (C,) et & (C,), la tangente a (C,), courbe de
contact du cone (S,), a pour conjuguée la génératrice MS, de ce
cbne, qui est tangente a la courbe (C,). Ainsi les sections telles
que (C,) et les sections telles que (C,) forment un réseau con-
jugué.

Pour établir que cette propriété caractérise les surfaces consi-
dérées, on peut montrer qu’elle entraine la proposition de
M. Jamet. A cet effet, supposons qu’il existe un réseau conjugué
formé de deux familles de courbes planes dont les plans passent,
pour les courbes d’une famille, par une droite (D,), pour celles
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de l'autre famille, par une droite (D,). Considérons une section
plane (C,) dont le plan passe par (D). Soit M un point de (C,).
Celle des courbes conjuguées de I'autre famille qui passe par M
est, d’aprés un théoréme de M. Kcenigs, la courbe de contact
du coéne circonscrit qui a pour sommet le point S,, ot la tan-
gente en M a la section (C,) rencontre la droite (D,). Mais,
par hypothése, cette courbe (C,) est plane et son plan passe
par (D;). Donc les plans tangents menés le long de la section
plane (C;), dont le plan contient (D,), vont tous passer au
point S, de la droite (D,) : c’est la proposition de M. Jamet.

On peut aussi établir cette réciproque par un calcul direct.
Prenons pour plan des zy un plan paralléle aux deux droites fixes,
également distant de chacune d’elles; pour axe des z, une droite
qui les rencontre. Deux plans, passant respectivement par ces
deux droites, seront représentés par les équations

(30) r=u(z+c), y=v(s—c),

ou ¢ est une constante. Pour qu’un point de la droite ainsi définie
engendre une surface dont les sections planes u = const. et
¢ = const. forment un réseau conjugué, il faut et il suffit que 5
soit une fonction de u et v, telle que le déterminant D’ soit iden-
tiquement nul. On a ainsi I’équation

Uy, 42, us,-+s-+c usz,
71 A 4 vi,+3—c | =o,

Zup zy 3,
qui se réduit &
(22— c?) 3}, — 233, 3,= 0,
ce qui n’est autre chose que le développement de la condition

02 o z—c_o
dude Bzxec " ”

En conséquence, l'intégrale générale est

z—c _ f(u)

z+c  o(v)

»

(31)

avec deux fonctions arbitraires. Mais si I’on tient compte des équa-
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tions (30), cette relation prend la forme

(s=0e(755) =+ ar(:2)s

5—cC Z+C

qui rentre visiblement dans le type (17). La propriété est donc
caractéristique de cette classe de surfaces.



