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SUR CERTAINES ÉQUATIONS QU'ON INTÈGRE EN LES DIFFÉRENTIANT;

Par M. L. RAFFY.

1. Étant donnée une équation du premier ordre

(i) y=y(-y^)»

son intégration revient, comme on sait, à celle de Inéquation dé-
rivée

(.) ^=^+^^.v / ' àx àp dx

Si l'on connaît, en effet, l'intégrale générale

(3) F(x,p,C)=o

de cette dernière, il suffit, pour avoir celle de l'équation (i), d'éli-
miner/? entre les équations (i) et (3). On a pu ainsi intégrer les
équations dîtes de Lagrange

y=yf(p)-^^(P)j

dont un cas particulier est l'équation de Clairauloù/Qo) =p.
Euler (1) a cherché quelle doit être la fonction y (a?,/?) pour

que l'équation dérivée (2) soit d'une forme qui permette de l'inté-
grer, en particulier pour qu'elle soit homogène ou linéaire. Mais
ses solutions, plus intuitives que raisonnées, sont loin d'être
complètes. Voici, par exemple, le raisonnement qu'il a dû esquis-
ser à propos de l'équation (2) sapposée linéaire, mais qu'il sup-
prime.

Si l'équation (2) est linéaire, son intégrale générale est de la
forme

(3/ s'=CPf(p)-+-mt(p).

On aura donc
y == j p dx =px — f x dp,

( ') Institutiones Calcul! integralis, t. I, Sect. III, n0' 695 à la fin.
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ou bien

y==p(CP'-^T3')—{CP^T3),

ou, en tirant G de l'intégrale (3)',

P\ p^^jsP'(/-;)-y--x ( p P 1 / p'

11 semble d'après cela, comme l'affirme Euler, que l'équation
de départ doive définir y comme fonction linéaire de x à coeffi-
cients arbitraires en p\ en d'autres termes, que ce soit une équa-
tion de Lagrange.

Cette conclusion implique essentiellement que l'équation (2)
n'ait pas d'autres solutions que celles que fournit la formule (3)',
et, comme une équation linéaire n'a pas de solutions singulières,
cela revient à supposer que l'équation (2) ne se décompose pas
en deux autres dont l'une serait une équation linéaire. Or, soit
l'équation

( 'Y y = ^ p a ' - ^ a ' ï ^ ( p ) .

En la différenliant, on trouve

x F^)^"1"^^)-4-1 ==°

Elle conduit donc à une équation linéaire, bien que y ne soit
pas une fonction linéaire de x. On trouvera plus loin'des exemples
plus généraux où pareil fait se produit. Il y a donc lieu de re-
prendre la question par un procédé propre à la résoudre complè-
tement.

2. Voici comment nous énoncerons le problème :

Déterminer le second membre de V équation

W y=?(^/?)'
de manière que ^équation dérivée

, . àv> àv> dp(2) ^ = = - • - 4 - ^ - ^
àx ôp dx

assigne à -j- une forme analytique don née à l^ avance F(.r,/?).
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Comme l'équation (2) donne

dp _ p — ^
dx-—^(4) ^=—— î £
dx ^p

et que nous supposons

(5) S=^'^'

on voit que la solution dépend de l'équation aux dérivées partielles

(o î^^i-p-
En traitant le problème de cette façon, nous n'excluons pas la

possibilité de Inexistence d'un facteur commun aux deux termes

de la fraction (4) qui représente -f-f de sorte que notre équa-
tion (2) pourra se décomposer.

Nous avons maintenant à intégrer l'équation (6) q^ii revient au
système

(7)
dx _ dp dff
i ~ <K.y,/?) ~~ ~p '

En égalant les deux premiers rapports, nous retrouvons l'équa-
tion (5) qui est supposée intégrable. Soit

(8) ^P)==^

son intégrale générale résolue par rapport à la constante. D'après
la théorie connue, l'expression générale de y sera de la forme

<p(.y,/?)=F[^(.r,7?)]-+- C p d x ,

où p devra être tiré de l'équation ^== a et où l'on devra, l'inté-
gration faite, remplacer a par ^(^î/?); le symbole F désigne une
fonction arbitraire de y.

La solution la plus générale de notre problème comporte donc
une fonction arbitraire, en outre de celles qu'on peut avoir intro-
duites par avance dans l'intégrale (8) qu'on se donne.

Quant à l'équation différentielle proposée, elle a pour intégrale
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générale
^=F(a)4-fp(;r,a)<^,

/? étant tiré de la relation ^(.z*, p ) == a.
Nous allons faire quelques applications de ces principes.

3. Cherchons d'abord quelle doit être la forme la plus générale
de l'équation ( i ) pour que dans l'équation dérivée (2) il y ait
séparation des variables p et x : P', si l'on désigne par P une
fonction de p seulement et par P' sa dérivée.

Posons x .== Pt et écrivons la relation entre £ et/?, qui est par
hypothèse de la forme

(9) T(Q-hCT(/?)=a.

D'après ce qui précède, nous devons prendre

y(.r,/?)=F(T-t-w)-t- A?rfa?=F(T-t-OT)-4-/?.r— Çp'tdp.

On sait que t doit être tiré de l'équation T 4- rs == a et qu'après
l'intégration a devra être remplacé par T + ny.

Pour mettre le résultat sous forme entièrement explicite, nous
restreindrons sa généralité (qui restera fort grande encore) en
supposant Ta r===P ; en même temps, remplaçons T par une dé-
rivée ï7. L'équation (9) équivaut alors à ^ dt-\- P ' d p == o, et
il vient

y^J^^FCT^P)-^^-*- A^^^F^+P^Tw.-h'c^—T;

d'où l'on tire, en chassant la variable auxiliaire t, une classe
étendue d'équations répondant à la question :

(,0) y=F^^^P(^^^^.-(^-.(f).

On peut se donner arbitrairement les trois fonctions P, T et F.
En differentiant, on trouve

(p+F^^+rfP)^

ce qui vérifie notre analyse et met en évidence un facteur condui-
sant à une solution singulière.
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Signalons, en passant, Fhypothès.e où la fonction F serait pro-
portionnelle à son argument; elle donne Inéquation

y=^w-h/nP-4-<j, ^p^,

analogue à celle de Clairaut, mais plus générale, et dans laquelle
rentre, entre autres, l'équation différentielle des coniques homo-
focales.

4. Le type (10) contient en particulier toutes les équations dont
la différentiation conduit à une équation homogène entre xet p .
En effet, dans une telle équation, il y a séparation des variables
p et x : p

dp __dt__ (i-^.
~p^At)-t~ ' \ pr

d où 1 intégrale
l o g / ? — l o g T = = — l o g a , ^ = = 0 .

Nous devons donc prendre pour les fonctions P, ro et T précé-
demment introduites les expressions suivantes

P==JD, TO=—lûgJO, T==logT.

Nous trouvons ainsi

©(a7,/?)=F^ - ^ p x — Ç t p d p =F^^-h/?a?- ̂  Cttd^.

Pour arriver à une forme entièrement explicite, il convient
de poser

T(0=/e^(7),
ce qui donne

ç(a7, p ) == F (^ ̂ -px - -^ftydt

=F(^)^^^(^<),

ou, en chassant a et a*,
/ ^ v(^'\ p^W<F(^)=F^^4^-

Ainsi, toutes les équations dont la différentiation conduit à
une équation homogène entre x et p sont contenues dans le
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type

-^K- .̂ (-/-)•
oà 9 désigne une fonction arbitraire de <, et F une fonction
arbitraire de son argument. Les accents indiquent des dérivées.

Si l'on supprime la fonction F, le second membre se réduit à
une fonction homogène et du second degré de x et de/?, quel-
conque d'ailleurs, ce qui est la solution d'Euler (foc. cit.). On
voit que cette solution n'est pas la seule. On en obtient une
autre, particulière aussi, mais d'une généralité non moindre, en
prenant

0 = = — 1 , (Â==consl.),
t — h

ce qui conduit à l'équation
hpî

y=/(^—^P)-4- -f-^

dont l'intégrale générale est

/-A.)-^';

la fonction f reste entièrement arbitraire.
Signalons en passant une équation analogue aux précédentes :

px , ,y^-^ -+-?/»(^^),

le symbole <p^ désignant une fonction homogène et du degré n
en x et p. Si on Fécrit

y=^+^T«), (<=^),

la differentiation conduit à celle-ci

/^~T^^ Î+T^1-——0 '/i--2 ' dt^ - ̂  a

qui est linéaire par rapport à p^9. L'hypothèse n == 2 ramène
naturellement-aune équation homogène entre x et p.

S. Cherchons maintenant de quelle forme doit être l'équation ( i)
pour que son équation dérivée soit linéaire en p.
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La relation entre p et x est, par hypothèse,

p=^\x)^V(x).

Nous devons, d'après la théorie générale, prendre

9(^^)=F(^)+^Ar==F(^l)-haX4-^

d'où, en chassant a, on déduit l'équation

(ia) y=F(p^l)^p^^x^^
sur laquelle nous n'insisterons pas, parce qu'il suffit de prendre
comme variable X et de poser z =y — ç pour la réduire à

dz (dz\dz (dz\
^^dSi^Vdi)^^dK^W

ce qui est une équation de Clairaut.

6. Nous formerons enfin les équations dont la différentiation
conduit à une équation linéaire en x^ la variable étant p.

La relation entre x eip est ici

^==aP^)-^(/Q;

on devra donc prendre

9(â7,^)==F(î-^rof)4-y^(aP^^)^

== F (^p^) + ̂ PP'- P) -+-/^- w,

d'où, en chassant a, on déduit la forme générale des équations
cherchées :

(i3) IX—V51\ ( P\SF^V5'\ / P\ Pw'—ttrP'y = F (^ -F- ̂  + ̂  ̂  - y ) -+- P'

Une transformation analogue à celle de Legendre les ramène à
l'équation de Clairaut. Posons en effet z=y—px-{-rs et pre-
nons pour variable, non pas/?, mais P; nous trouverons

dz _ i dz _ x— m'
d ? ^ ¥ l d p ' " ^ ~ P ~ 9
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de sorte que l'équation précédente devient

^ p d z (dz\
z ~ ~ p d P + F t { d p ) 9

Néanmoins elle mérite d'être étudiée. Occupons-nous d'abord
de son intégration. En la différentiant, on trouve

F'—pr^—TO') p"
- ^ [ d p — ^ - ^ ^ - ^ ^ ^

\d{x-j3') P" -ï
L dp "-p^-Oj-o,

équation qui se décompose en deux. Le premier facteur, égalé à
zéro, fournit une solution singulière. Le second donne une équa-
tion linéaire dont l'intégrale générale est bien

a^aP'O^-^CT'Oo).

Celle de la proposée résultera donc de l'élimination de p entre
cette dernière équation et la proposée elle-même.

7. Deux cas particuliers doivent être remarqués. Soît d'abord
rs == o. Il vient ainsi

W ^-;)^F(^),

équation qu'on intègre en lui adjoignant la relation

œ
p=a.

Soit maintenant P ==/? $ on a ainsi l'équation

(l5) ^=jOTO'—TO4-F(a-—CT')

qu'on intègre en lui adjoignant la relation

x — vs' = a.

Or, celle dernière donne pour p une fonction de a? — a, de sorte
que l'intégrale générale de ( i5) est de la forme

^=/(.r-a)+F(a).

De là résulte l'existence d'une infinité d'équations du type (ï 5)
qu'on intègre en y remplaçant la dérivée p par une constante
arbitraire. Supposons, en effet, les fonctions F et rs telles que
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l'on ait identiquement

(16) j^(/>)--nyCp)=F(^).

L'équation (i5) s'écrira

(17) y===F(^)-4-F(a•-CT')==o(a- ,7?)

et son intégrale générale sera

y== F(;y-a)-+-F(a)= <p(a1, G).

L'équation de Clairaut n'est donc pas la seule, comme on l'a cru,
qui possède la propriété précitée.

Pour former toutes les équations qui en jouissent et qui ren-
trent dans le type actuel, nous avons à résoudre l'équation (16),
qui est une équation de Clairaut. Si l'on prend pour rs son intégrale
générale

T ÎT==C /?——F(C) ,

CT' se réduira à une constante et l'équation (i5) ne sera plus une
équation différentielle. Il faut donc recourir à la solution singu-
lière qui, ici comme dans quelques autres cas, est la véritable,
et poser p = V (rs'). Nous arrivons ainsi à ce théorème :

Toute équation de la forme

(17)' y == ^WP)} ̂  ̂  - ̂ )L
dans laquelle les fonctions F et ^ sont liées par la relation

p==¥'Wp^

a pour intégrale générale

j .==F(.r-C)+F(C),

c'est-à-dire que, pour l'intégrer, il suffit d'y remplacer/? par une
constante arbitraire.

Pour établir directement ce résultat, différentions la proposée,
ce qui donne

^=F,(^^)+[FW-F,(^^g.
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En vertu de l'identité 7? === F7^), celle équation se réduit à

(„-„,)(,-g)-.
son intégrale générale est x — ^ = G et il n'y a qu^à remplacer ^
par a * — C dans Inéquation (i7/ pour avoir son intégrale déjà
écrite.

On voit que l'une des fonctions F et ^ est arbitraire. Si l'on se
donne F, on déterminera ^ par l'inversion de l'équation /?==F'(^).
Si l'on se donne ^, on tirera F', puis on aura F par une quadra-
ture. Voici quelques exemples de ces deux procédés.

8. Exemples. — Donnons-nous d'abord F. Soit en premier
lieu F(«) = e". Nous aurons successivement

ftX

p=e1^ <]/=log/?; y=P-^—==t?(^p)-

On vérifie aisément que l'intégrale générale esly = ̂ (^ C).
Soit, en second lieu, F(^) == log^. Il viendra

P ^ y ^ = = ^ ' ^=log^-4-log^—^=(p(^/?) .

L'intégrale générale est toujours y === <p(a?, C).
Dans ces deux exemples, l'équation différentielle est algébrique

et du second degré en p . Il est facile d'en former d'autres où elle

sera de degré plus élevé. Soit en effet F(^) •=-=. ——-^——• Nous au-
rons successivement

pm i r m-»-1 / ly"^"!
p=a^^, ^ ^ a 9 •r== (m-^î)a [p m -4-\a•r-JDW7 J=<?(^P)•

Si m est l'inverse d'un entier positif n, l'équation différentielle
sera du degré n2. Son intégrale générale est toujours^ == ©(a?, C).

Donnons-nous maintenant A. Soit, par exemple,

^(p) = — arc tangjo.

L'équation p == F^^) donne F/(^) == — tang^, d'où l'on déduit
en intégrant F ( / < ) = = = log ces u.



On arrive ainsi à l'équation différentielle

, cosa*—osina* , .y =10^ —^-pi— = ç^)»
dont l'intégrale générale est y == <p(*z', C).

9. On pourrait se proposer de former toutes les équations dif-
férentielles du premier ordre dont on obtient V intégrale en y
remplaçant la dérivée par une constante arbitraire. Comme il
est toujours facile de reconnaître si une équation différentielle
donnée appartient à cette catégorie, le problème n'offre guère
qu'un intérêt de curiosité. Nous allons le ramener à la résolution
d^une équation fonctionnelle, d'espèce encore innommée, je crois,
qui en montrera rindétermination.

Parlons de l'équation finie •

(18) ^==^(a-,C);

on en déduit, par différentiatipn,

(19) ^=y^(^C);
or, en éliminant C, on trouve par hypothèse

(20) .r==<?(.^)-
De là résulte que, si l'on éliminer entre les équations (19) et
(20), on doit retrouver la précédente ( 18). Ainsi l'on a identi-
quement

y[^,<^(;r,C)]==<p(.y,C).

D'une manière plus précise, la fonction y pouvant n'être pas uni-
forme, nous dirons que si, dans l'une des déterminations <p(^)jo)
de la fonction cherchée, on remplace p par la dérivée partielle
ïx^fP) ^e ^tte même détermination, on doit retrouver l'une
des déterminations de o(.r,/?).

C'est là une condition nécessaire, imposée à la fonction y. Il
est aisé de voir qu'elle est suffisante. Soit, en effet, une fonction
<P(.r,jo) telle qu'on ait identiquement

(ai) <p[>,?a;(^jo)]===y(a',/?).
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En différentiant l'équation y == y(^/?)î on trouve

, , dp
P-^^pf^

Je dis que l'intégrale générale de cette dernière équation est

^==9^,0)

ou que l'on a identiquement

^(x, G) == ̂ [x, <^(.r,C)] + ̂ [x, ̂ (x, G)] 9^(^ G).

Or c'est là précisément ce qu'on obtient en différentiant par rap-
port à x l'identité (21) et remplaçant/? par C.

Cela posé, Fintégrale de réqualionj^== <p(.21,/?) est

y=<p[^<p^(^C)] ,
ou bien y == <p(*y, C), en vertu de la même identité.

D'après ce qui précède, nous connaissons une solution de
Péquation fonctionnelle (21), savoir

9(^)=F[<Hj.)]+F[rr-^)],

les deux fonctions F et A n'étant assujetties qu'à la relation
"=FW")].

Pour vérifier directement cette solution, formons l'expression

^x^^^\^{x^}\\^\x-^\x-^'\\.

Or les opérations F' et A sont inverses l'une de l'autre ; de Inéqua-
tion ^^F^P) on tire par hypothèse ^===i j / ( ^ ) , ou encore
v == ^[F'^)]. Diaprés cela l'expression ci-dessus n'est autre que

F(a7--<{/)4-F[.y-~(.r—^)] = ¥(x— <{/) 4- F(<j/).

Nous retrouvons donc ^{x,p) comme nous l'avionsannoncé.
Si cette solution n'est pas la seule qui vérifie Inéquation fonc-

tionnelle ci-dessus, il est peu probable qu'il en existe une plus
simple parmi celles qui présentent la même généralité*


