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SUR L’EQUATION D’EULER
ET SUR LES LIGNES DE COURBURE DE L’ELLIPSOIDE;

Par M. Pavr Apam.

L’équation d'Euler s’est présentée dans diverses questions de
Géométric qui ont permis d’en donner des solutions géomé-
triques.

Lagrange, par exemple, a intégré cette équation en partant du
triangle sphérique; Jacobi, par la considération d’un systéme de
deux cercles, en a fait connaitre la solution sous une forme trigo-
nométrique trés simple; plus récemment, M. Darboux (') a ob-
tenu une forme géométrique nouvelle pour 'intégrale de I'équa-
tion d’Euler en prenant une famille d’ovales de Descartes ayant
les trois mémes foyers; M. Darboux a donné en méme temps une
nouvelle méthode trés ingénieuse pour l'intégration de cette
équation différentielle par I'analyse.

Je vais indiquer, dans cette Note, un autre procédé d’intégra-
tion géométrique de 1'équation d’Euler par leslignes de courbure
de Pellipsoide, et faire connaitre une propriété remarquable des
lignes de courbure d’une famille d’ellipsoides convenablement
choisie.

En prenant, pour les coordonnées curvilignes d’une surface
réelle, les paramétres imaginaires conjugués a et 3 des généra-
trices rectilignes de la sphére, dans la représentation sphérique
faite 4 la maniére de Gauss, cette surface a pour équation tan-
gentielle

(2+B)X+i(B—a)Y+ (aB—1)Z+E=0o,
£ désignant une certaine fonction de o et de {3, et ses lignes de
courbure sont définies par ’équation différentielle

P8 v = V2 e,

AR = 2

(1) Ja2 9p?
S’il s’agit de 'ellipsoide

x2 oy a2
a—2'+b'—2+c—2—1=(),

(1) Note sur une classe de courbes du quatriéme ordre et sur l’addition
des fonctions elliptiques (Annales de I’Ecole Normale, 1+ série, t. IV ; 1867).
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la fonction £ et les coordonnées z, y, 5 de la surface se calculent,
en fonction de a et de 8, au moyen des ¢quations

a+f_i(B—a)_ af—1 ——t

x N d
) a? b2 c?
et 1l vient
5 §=vVa(a+Bp—02(B—a)+ciaf—1),
2) 4 2 (8 — )2 ch(afb—1)2
S PRV EL e

En faisant I'hypothése habituelle @ > 0> ¢, el en posant

a?(b?— c?) + b2(a%—c?)
c2(ar— b?)

(3) = m?,

m? étant une quantité supérieure a 'unité, ainsi qu’il est facile
de s’en assuver, on trouve, d’aprés I'équation (1), que les lignes
de courbure de Iellipsoide sont définies, dans le systéme (a, 3),
par 'équation

da ds

Var—omrai+1  YBr—amiBi41

(€3]

Appelons ; et & les deux racines réelles et positives du trinome
12— am?2t + 1, j élant la plus grande, de sorte que

j=m‘l+;/m'*-|, k=m2—y/m*—T;

il suffit de poser
a=avk, B=yvk

I3

pour ramener I'équation (4) a la forme que lui a donnée Euler

dx _ dy .
Vi—z2)(1—A2z?)  yu—y2)a—A2y?)

(%)

D’aprés cela, si 'on posséde, sous forme finie, entre z et ¥
I'équation des lignes de courbure de Dellipsoide, cette équation
sera l'intégrale de (3).

Or les lignes de courbure de 'ellipsoide sont situées sur les
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surfaces homofocales

22 y2 22
@) TR Taxi T
en vertu des relations (2), a et 3 doivent donc vérifier, le long
de ces lignes de courbure, I'équation

ar(a+B)  b2B—a)  c2(af—1)1
AN T T oar " Texx T

(6)

0,
de sorte que l'intégrale de I’équation (5) d’Euler revét la forme
nouvelle suivante :

a’k(z+y)2 bk(y—axp  chkzy—1)t
at+i  brxx  axk O °

(7) ,
) désignant la constante arbitraire.

Ce résaltat (7) appelle de suite une remarque qui nous per-
mettra tout a ’heure d’énoncer un théoréme : (7) est I'intégrale
de I'équation d’Euler en donnant a a*, b*, c? des valeurs assu-
Jetties & la seule condition (3), laquelle s’écrit, en introduisant
k ala place de m,

a?(b2—c?)+ b2 (a*—c?) k241
c*(at— b2) Y

ou encore

(—k2_ (K Gk

a? b2 c?

(8) =0;

I’équation () doit donc pouvoir étre mise sous forme d’une con-
stante arbitraire égalée & une fonction ne dépendant que de z,
y et k. Le calcul montre en effel que 'expression

1 [2(126?0’
)

ci(ai — 52 X +c?(a?+ b’)]

(qui n’est autre qu'une constante arbitraire) tirée de (7) ne con-
tient que z, y et A.

De méme que ’équation (7), 'équation (6) ne contient au fond
que a, B3, k et une constante arbitraire ., lorsque a2, b% et c? sont
liés par la relation (8); cela veut dire que l’équation (6) constitue
toujours la méme relation cntre « et 8 lorsque a2, b2 ct ¢? varient
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en satisfaisant a (8), oi A est regardé comme une conslante.

Géométriquement, ce fait se traduit de la maniére suivante :
les plans tangents aux ellipsoides dont les axes sont liés par la
relation (8), o & est une constante, sont paralléles quand on se
déplace le long des lignes de courbure qui correspondent sur ces
surfaces & une méme valear de .

On peut supposer que le grand axe 2a soit le méme pour tous
ces ellipsoides; alors la relation (8) montre que si b décroit de a
a zéro, il en est de méme de ¢, de sorte qu’on obtient une famille
d’ellipsoides intérieurs les uns aux autres, partant de la sphére
de rayon a pour se réduire a leur grand axe commun :

Sur ces ellipsoides, les lignes de courbure se correspondent
avec parallélisme des plans tangents.

Ce résultat est remarquable, car, si 'on se propose de chercher
directement s’1] existe une telle famille d’ellipsoides, les équations
du probléme ne montrent pas immédiatement la possibilité d’une
solulion.

Tous les résultats ci-dessus s’étendent évidemment aux deux
hyperboloides.

Les deux paraboloides permettent aussi d’obtenir une forme
nouvelle pour 'intégrale de ’équation d’Euler.



