
BULLETIN DE LA S. M. F.

GENTY
Mémoire sur les surfaces gauches rationnelles
Bulletin de la S. M. F., tome 19 (1891), p. 70-93
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1891__19__70_1>

© Bulletin de la S. M. F., 1891, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1891__19__70_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


- 70 —

MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Mémoire sur les surfaces gauches rationnelles ;

par M. GENTY.

1. Les équations d'une droite, en coordonnées rectangulaires,
étant

^ — ^i _ y — Y i ^ ^ — ^ i
// \ <•' w

la droite est entièrement déterminée par les six quantités

Ïl. i', W.

Ï == wy\ — ^i< "̂  = u^i — "'^i, ç = c^i — /v.
que nous appellerons les coordonnées homogènes de la droite et
qui sont liées entre elles par la relation identique

<i, u^-{- vr^ -+- w Ç == o.

Dans une Note insérée aux Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, '^ série, t . Vî, p. 4°^ n0"^ ^vons déjà donné la définition
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de ces coordonnées el nous en avons f a i t une application à Pelade
du complexe de Reye; le but du présent Mémoire est de montrer
combien leur emploi facilite Pétude des surfaces gauches ra-
tionnelles.

Mais, avant d'aborder cette étude, nous allons rappeler quelques
formules de la Note précitée et en donner quelques autres qui se-
ront utiles par la suite.

2. La plus courte distance de deux droites, (< / . . . ) et (^i ...), a
pour expression

^ S(^I-hMiQ

V/S(wi— Viw)2

où l'on a posé

S(MÇi-h ̂ l0= t^l-t- Pï)i4- W^i-r- U^ -1- V^ 4- Wi î ,

S((Wi — ^i w)2 ==(vwi — ^i w)2-^-^^ — Wi M)2 4-( i^i— «i^)2.

Si les deux droites sont infiniment voisines et si l'on pose

Ui = U -r- ûfa, t'i == ^ 4- ^(, . . . ,

il vient
, , . ^dud^
(•2) Q = ^ . -^—^^/2 ( ^ c?w — w ̂  )2

si ds est l'angle infiniment petit des deux droites, on a

. , _ v/^( v dw — w dv^
v / c & ~~ (^2 _4- (;2 4- (̂ ,.2

La condition pour que les deux droites se rencontrent devient

(4) S^^=o,

et leur point d^interseclion a pour coordonnées

,^ ,._^-^ ;^-g^ ;^_^^
(5) ly- Sç^ ' y - ^du ' ^- ^du '

La perpendiculaire commune aux deux droites a pour coor-
données

/ ( v dw — w dv ) S ( v dw — w dv )2,
( w du — u dw) S ( v dw — w dv )2,

, (udv—vdu)^(vdw—w dv)2.
( 6 ) /v l P(u'Ludu—duî.u2)— (î(u^di^—du^udu),

P(vî.udu — dv 2 M2)— ^v^di^—dv^udu\
\ P ( w S u da — dw S a2 ) — Q ( w S du^ — dw S n du).



en posa ni

( • ; ) P ==
d\ rfr, dt
ft (' (F

<Yf/ c/p (^(ï'
, Q--

\ ^ ;

// v \v
du dv di\'

La droite (// ...) cl la perpendiculaire commune a celle droile
el à la droile infiniment voisine sonidans un plan qui a pour équa-
tion

( <S ) ( ux -+- vy -4- w z ) X il du — ( x du 4- y dv 4- s dw )^ u2 == Q.

el leur poinide renconire a pour coordonnées

_ P/( — Q du -r-( v dw -— w û?c ) S$ du( G) ) «y ==- —————————-——————-—-————— j . • • .1 ( v dw — w dv )2

3. Soient mainlenani //, r, ... des fondions enlières d'ordre n
d^une variable arbitraire f, de la forme

u == uo -+- cii 14- aï t 1 -i-... 4- an l'1.
v == bo -h ai t -4-... -h bu t11.

(10)

Ç == ao 4- ai / 4- a^ ^'2 -h. . . -+- a,^ ///,

la droile (u^ ...) décrit une surface gauche.
L'idenlilé ( i ) monirc d'ailleurs qu^on a entre les coefdcieni^

des expressions (10) les 27 /4 -1 équalions de condilion

( 1 1 )

t S 00^0== o.
1 5(<7u3tl-+- </l3îo)== 0.

^an1n=- 0.

La surface gauche esl d^ordrc // . En etiet, son inlerseclion avec
le plan

A x -\- Ky -+- C ̂  -r- D == o

est represenlée par les équalions

/ . ^ . B ; - G ^ - D ^( 1 •2 ) X --= -.—————,-————^— 7 • ' • .A // -»- B (/'-+- L (ï'

c^esl donc une courbe unicursale d'ordre //.
Nous appellerons surface gauche d^ordre /?, ou, i)our abréger.

surface C/?, toute surface réglée dont les génératrices ont pour



coordonnées des fonctions entières d'ordre n d'une variable arbi-
traire /.

Nombre des conditions nécessaires pour déterminer
une surface C,t.

4. Les expressions des coordonnées de Fune quelconque de ses
génératrices contiennent ( ) / î+6 coefficients indéterminés, liés
entre eux par les 2^4-1 relations (i i).

D'un autre côté, on peut remplacer t par une autre variable T,
qu i lu i soit liée par une équation de la forme

at^ -h bt -\- ci 4- d = o,

et Pon peut disposer des coefficients arbitraires a, &, c cl cl pour
déterminer à volonté quatre des coefficients des expressions ( i ï ) .
11 ne reste donc que

6 n -h 6 — ( -2 n 4- f ) — 4 = 4 ̂  -+- i

coefficients indéterminés ; tel est par suite le nombre des conditions
nécessaires pour déterminer une surface C^.

Ce qui précède montre d'ailleurs qu'on peut choisir à volonté
les valeurs de la variable auxquelles correspondent trois généra-
trices de la surface.

Une génératrice donnée de la surface gauche équivaut évidem-
ment à trois conditions

Une directrice rectiligne donnée équivaut à n -\- i conditions.
En effet, si ? / i , . . . sont les coordonnées de cette directrice, on
aura, quel que soit f,

^(l^l-h Ml0== 0,

ce qui fournit les n -+- i conditions

( i3) ^ ( a o ^ i + K i a o ) = o , . . . .

Si la directrice rectiligne n'est pas donnée, ses coordonnées dé-
pendent de quatre coefficients qu'on pourra éliminer, pour n >> 3,
entre les n + i équations qui précèdent, et il restera n — 3 équa-
tions de condit ion entre les coefficients de la surface gauche;
3/z 4- 4 conditions nouvelles suffiront pour la déterminer.

Pour n ==. 3, on a quatre équations de condition qui permettent
de déterminer les coordonnées de la directrice. Ces quatre équa-



lions représentent des complexes linéaires ayant deux droites
communes. Donc une surface €3 a en générai deux directrices rec-
tilignes.

Enfin, pour n === a, les équations ( i3) sont au nombre de trois
et ne suffisent pas pour déterminer u^ ç',, .... Ainsi une surface
réglée du deuxième ordre a un nombre infini de directrices recti-
1 igné s.

Revenons au cas général, et supposons que la directrice rectl-
ligne donnée soit l 'axe des x. On aura !; •=== o pour toute valeur de t^
d'où

^ ^-^o(^), ^^(^

A chaque valeur de / correspond une génératrice rencontrant la
directrice en un point dont l'abscisse est y(^) . Et réciproquement,
par un point situé sur l'axe des x à la distance p de l'origine
passent toutes les génératrices correspondant aux valeurs de t
fournies par l 'équation

^(Q=p.
Si donc la directrice donnée est une droite simple de la surface,

on a nécessairement
at + b

-^--ct^-d'

et, par suite, le rapport anharmonique des points de rencontre de
la directrice avec quatre génératrices quelconques de la surface est
égal à celui des valeurs de t auxquelles ces génératrices corres-
pondent.

On a d'ailleurs pour les coordonnées ^, ... des expressions de
la forme

u == /i(^), v = (et -h o?)/2(Q, w == (et -+- d)fs (0,
^ == o, ï^ - (at + &)/3(0, ; == (at 4- 6)/2 (0,

ou f^ et/;} sont des fonctions d'ordre n — i au plus.
Si l'axe des x était une directrice double, 'on trouverait de

même, pour les coordonnée's d'une génératrice, les expressions
suivantes :

u = Fi(^), c = (^+ et +/)/2(<), w = (c/f-^el ^-f)fs(t),
? = = o , r,=-(at^bt-hc}/3(0' î ==- (^2 + bt -+- c)f^(t).

/a ^.A étant d'ordre n — 2, et ainsi de suite.
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On reconnaît facilement d'ailleurs que, quel que soit l'ordre de
multiplicité de la directrice, les expressions de u^ ... contiennent
réellement în coefficients indéterminés.

Si la directrice rectiligne est située tou t entière à l ' infini, la
surface a un plan directeur.

On a, dans ce cas, //, = r, == (F, == o, et les équations ( i3)
deviennent

^ a o ^ i = = o , . . . ,

En éliminant ^, y,, et Ci entre ces équations, il restera n—i
relations indépendantes entre les coefficients de la surface gauche.
Par conséquent, le nombre des conditions nécessaires pour déter-
miner une surface C,^ à plan directeur est égal à

4 n -hi — ( n — i) == '\n +2.

On verrait d'ailleurs très simplement que, si le plan directeur
est le plan desy^, et si la droite située à l'infini dans ce plan est
une droite multiple d'ordre/? de la surface, les coordonnées de G,/
ont des expressions de la forme

u==o, ,-=-/(^(^), ^y^)^(^
^ = Fi(Q,. T, --=/i(0cp(^ î =/i(0<KO<

F étant au plus d'ordre /z, y et '} d'ordre /?, et/et/, d'ordre n —p
par rapport à t.

Si enfin une surface C,z a deux directrices rectilignes, l'une Ox^
l'autre située à l'infini dans le plan des yz^ et telles que la pre-
mière soit sur la surface une droite multiple d'ordre/?, et la seconde
une droite multiple d'ordre q, les coordonnées d'une génératrice
de la surface auront des expressions de la forme

u=o, ^=/(09(^), ^=f(t)^(t),
$ = o , ^=-f,(t)^(t), 'î==A(t)^(t),

y et A sont des fonctions d'ordre y;/ct/i des fonctions d'ordre/?,
et l'on a, comme cela doit être,

p-^-q= n.

î). Comme application, cherchons les équations d'une surface
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réglée du second ordre déterminée par trois de ses génératrices
(^n • • • ) , Os, ...), (^3, ...).

On aura évidemment pour «, ... des expressions de la forme

_ ai Ut a^ u^ 03 ^3
"-r^Ti "h r=~r^î~T^

t \ - ) lîî h étant les valeurs de la variable choisies à volonté qui
correspondent aux trois génératrices données; nous détermine-
rons les coefficients ci^ a^, a^ en exprimant que la condition (i)
est satisfaite pour toute valeur de t.

Cette condition étant déjà remplie pour trois valeurs de la
variable, il suffit d^exprimcr quelle Pest encore pour deux autres
valeurs quelconques, par exemple pour / === o et t = <x.

On obtient ainsi les deux équations

( i 4 )

ou Fon a posé

^^J^^^o.ai a^ a:i '

A_ B , c _
ai bi (?i

À==:S(^3-4-M3^),

B=S(^1-+-^3),

C=S(^^,+^Si).

Des équations (i4) on tlre

À B C
ci\ \ fï-> \ a-t == ———— '. ———— \ ———; '

h— h h— fi ti—t^

On a donc enfin

\iii B u^ G Us
n = ( f 2 — h ) ( t — f i ) ~^ (t3-ti)(t—f2~) + (tï-h)(t-h}'

Pour t^ == oc, < 2 = = = o et ^3==! , les expressions de u, ... pren-
nent la forme plus simple

, B^2 Cus
(i5) u == \ui— —— 4- ̂ -? • • • •

Les résultats qui précèdent permettent d^obtenir très simple-
ment les conditions qui expriment que quatre droites ne se ren-
contrant pas deux à deux sont situées sur un même hjperboloïde.

Soient (^, . . .), ( n . ^ . . .), (^3 . . .) et (^-, . . .) les quatre droites
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données, et posons dès maintenant

^(^4+^l) = 1 ,̂ ^(^4-t-^2) = K: S(M3^-+- ^3)= F;

. (^('3, W/,)= Ui, (^3, F i , W 4 ) = Us, ( M I , ^ , t^)^ U'3,

(^1,^2,^3)= U4.

Les équations (i5) représentant les coordonnées d'une généra-
trice quelconque de l'hyperboloïde déterminé par les trois pre-
mières droites, on devra pouvoir poser

(!())

( • 7 )

s et t étant deux ce

su^—

sv^ —

sw\ —
\

cS.Ç^4 —

sr^-

5^4, — ^x»,i i

Defficients inconnus.

AM,

A^,

A £A £ i

= Ar, i~-

- A Y

Bz^
? 4-

Bc,
^ '

BW2

t '

B-<2 .̂

BÇ, ,

CM,
t - i '
Cci
t - t '
Cu's
f - i '

CE,
( — i '
Cr,3
/ - l '
Cî,,
< - I 7

Or on a

^U4== M i U i - t - ^ 2 ^2 + MaUa.
^4^4== PiUl-( -^2 Uî- i -^3^3»

W4U4 == Wl Ul 4-^2^24- Ws Ua.

En comparant ces équations avec les équations (16), il vient

A Ui B U2 CU2
U"41

(18) Ui
^

Us

^S ( t - l )

et, si Fon élimine s et ^ entre ces équations, on a

(19) A U 2 U 3 + B U 3 U i - 4 - C U i U 2 = = o :

c'est l'une des conditions cherchées.
Si maintenant nous additionnons les équations (16) et (17)

après avoir multiplié les trois premières par ^, T( , , ^ et les trois
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autres par u^ ( ' 4 , n'i respectivement, il vient

• s ' / ( / — i ) D == BC;

remplaçant dans cette équation si et t — i par leurs valeurs tirées
des équations (18) , et tenant compte de Inéquation (19), on a

AlL^LJ3-+-DUiL\=o .

On trouverait de même

B U a L j - t - EL'2L\== o,
. CUi l^ -hFUsU^o .

Les trois équations qui précèdent se réduise» l d^ailleurs à deux
en vertu de l'identité

A U 2 l J 3 + B U 3 U i - + - C U i U 2 = n i J i U ^ + E U , l i , + F U 3 U 4 .

6. Cherchons encore l'expression générale d^ine cubique réglée
dont on donne quatre génératrices.

Soient o^ o, i et T les valeurs de la variable qui correspondent
aux quatre génératrices données. On aura pour u^ . .. des expres-
sions de la forme

ôi/î cu^ du,,
(20) u= a ?/i-+- -j- -+- j-^ -+- 7-̂ -:» • • • •

Ces équations renferment quatre coefficients indéterminés;
mais il existe entre eux trois relations que nous, obtiendrons en
exprimant que l'équation (i)est satisfaite identiquement. Or cette
équation est du sixième ordre et elle est déjà satisfaite par les
quatre valeurs oo, o, i et T de la variable; pour qu'elle soit iden-
tique, il suffit qu'elle le soit encore pour trois autres valeurs de la
variable.

Mais, si Féquation (i) est satisfaite identiquement, il en sera de
même de sa dérivée

(ai) S^Ç'-h u'^) =- o

et réciproquement ; si Inéquation (21) est identique, l'expression S u^
sera constante et, comme elle est nulle pour quatre valeurs de /,
elle sera identiquement nulle. En exprimant que Inéquation (ai)
est satisfaite pour les valeurs co, o et i de la variable, nous obte-
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lions sans peine les conditions suivantes :

, 6 G 4 - c B + ^ D =o ,
\ , dE

, . ' C\ -4- —- == 0.
(^) < T

1 , i ^F
F &A-4- ——— == o.
\ 1 — T

Si l'on ajoute ces équat ions après les avoir mu l t i p l i ée s respecti-
vement par A, B et C, il vient

( 2 3 ) A D T 2 _ ( \ D 4 - B E — C F ) T 4 - B I î = = o .

Il est facile d'interpréter cette équation. En effet, T est le rap-
port anharmonique des quatre valeurs oo, o, i et T de la variable.
D'ailleurs la surface cherchée a deux directrices rectilignes, qui
sont les droites A et A', rencontrant les quatre droites données;
l'une est une directrice simple, l 'autre une directrice double.
Or nous avons vu que, lorsqu'une surface C,^ a une directrice
simple, le rapport anharmonique des points où quatre génératrices
rencontrent cette directrice est égal à celui des valeurs de t aux-
quelles elles correspondent. L'équation (a3) a donc pour racines
les rapports anharmoniques des points où les quatre droites don-
nées sont rencontrées para e t A ^ respectivement. Si l'on adopte la
valeur T, A sera la directrice simple de la surface et A'la directrice
double, et inversement.

Si deux des droites données se rencontrent, la directrice double
est déterminée et l'équation (a3) se réduit au premier degré.

Dans le cas général, les équations (22) montrent qu'on peut
prendre

E Fo?= — A, c == - i b ==

et les expressions des coordonnées prennent la forme

Fuq Eus Au^
u = au^ ~TZ^ 4- T(7=~o - i~=V

où l'on doit remplacer T par l'une des racines de l'équation (28),
elles ne renferment plus qu'un seul coefficient arbitraire a.

Remarquons encore que, si l'équation (a3) a ses deux racines
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égales, c'esl-ù-dire si l'on a

A-2D2+ B2E2-+- G 2 ? ^ — aBGEF — aGAFD — >.ABDE =-- o.

il n'y aura qu'une droite A rencontrant les quatre droites données
et, dans ce cas, l 'une quelconque des quatre droites est tangente à
l'hypcrboloïde déterminé par les trois autres.

La condition qui précède peut encore s'écrire sous la forme bien
connue

o G B D
G o A E
B A o F ~ °'
D E F o

7. Courbe double d'une surface G,/. — Nous avons vu que la
section plane d'une surface C/z est une courbe unicursale d'ordre

n, ayant par suite '——M——— / points doubles. La surface a donc

une courbe double d'ordre '———-'———)-, dont nous allons cher-
2

cher les équations.
Soient (î/y...), (^...)deux génératrices qui se rencontrent, s et t

les valeurs correspondantes de la variable. On a

W) S(^,^-+- llf^}==0.

Le premier membre de cette équation, ainsi que sa dérivée par
rapport à t, s'annule pour < = = , ? ; en supprimant ce facteur, Yé-
quation n'est plus que d'ordre n — 2 par rapport à t et s, ce qui
montre qu'une génératrice d'une surface C^ en rencontre n — 2
autres.

La courbe double a d'ailleurs pour équations

-r — r^~y^^ ^ -- ̂ —^ „ _ ̂ is—^t
x- -Lu^t 9 / - S^,^ ? '- ^u^t '

s et t étant deux variables arbitraires liées entre elles par l'équa-
tion

^(lh^t-+- M/^) _
(t-s)^ -°-

On démontrerait sans difficulté que l'ordre de cette courbe est
i • , i < (n — i ) ( / î — 9,) , . . \bien égal a ———-————-• (A. suivre.)
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8. Génératrices singulières d'une surface C/^. — Nous avons
trouvé pour Pexpression de lu plus courte distance de deux droites
infiniment voisines

•̂ i du d\
\/^(v dw — w dv)1

Si ces deux droites son'1 les génératrices d'une surrace C^, il
vient

^ ^T
^^(vir'—wv')2

Les génératrices singulières de la surfîice sont donc fournies par
Inéquation

(a5) SM^=O.

Cette équation est d'ordre ^.(n—2); on a, en effet,

S^=o,
2(^$+^)=o

et, par suite,
^(nu— tu') ( /?. /— /$')= f2 2 u'^.

Or le premier membre de celte équation est d'ordre a(/i — ï),
donc 5^'ç' e^t d'ordre 2(/î — 2); tel est, par suite, le nombre des
génératrices singulières de la surface.

Si Inéquation (a5) est satisfaite identiquement, la surface C,< est
développable. Cette équation étant d^ordre 2(/î — 2), la condition
d'identité fournit 2/3? — 3 relations, en sorte qu^il faut

4/i+i — ( ?- n — 3 ) == 'A ( n -h- a )

conditions pour déterminer une surface développable rationnelle
d^ ordre /i.

9. Point centrale ligne de striction, plan central et para-
mètre de distribution des plans tangents d'une surface C,/. —
En appliquant au cas de deux génératrices infiniment voisines de
la surface C,̂  les formules du § 2, et en posant

? y Y
t '( ';

a v ir
n! v w 1

p2 == S ( v «/ — w v )3,
X I X .



— 8^ —
on a pour les coordonnées du point central de Ja généralricc

/ __ Pu — Q u'-\-[vw'— wv'}^u'
r~———^———?

^26) ' - ^v-Qv'-^iwu'-uw'^n' ^

f Pw—^w'-^Çuv'—vu'^^u1

\ z=——————————pi————————-•

Le numérateur et le dénominateur des expressions (26) sont
d'ordre 4( / î — 1); tel est, par suite, l'ordre de la l igne de striction
de la surface C,,. Ces expressions peuvent, d'ailleurs, se metire sous
la forme

"ws"^ • • • •
et il est facile de voir que Je poini, qui a pour coordonnées

„ (r^-W)
x ~ ~ ^u' f

est le point de contact de la génératrice (u) avec le plan mené par
cette ligne et l'origine, c'est-à-dire le point correspondant de la
courbe de contact avec G,/ du cône circonscrit à cette surface et
ayant son sommet à l'origine. Cette courbe est donc unicursale et
d'ordre a(/i — i).

Dans le cas d'une génératrice singulic-re, on a

2^=o,

et le point central se confond avec le point d'intersection de cette
génératrice et de la génératrice infiniment voisine.

Si la surface C,i a un plan directeur, quel que soit d'ailleurs
l'ordre de multiplicité de la directrice située dans ce plan, l'ordre
de la ligne de striction diminue de moitié.

On a en effet, dans ce cas, le plan directeur étant le plan des y^,

u=o, p=:-/(^(^ ^=y(^(^
S=F, vi=/i(0?(0, ç=/i(Q<KO,

où î? et A sont des fonctions d'ordre y..f et f^ des fonctions d'ordre
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n—y. en t y et l'on trouve aisément pour les coordonnées du
point central

— vlu ~ ¥lt''~ff^^'~~^'^}
x ~ ~ / K ? ^ - ? ^ ) ?

— _ _ F ^ — F ^
, ^"'/W-?^/

— F 'w— Ft^
3- PW-.-c?7^

le dénominateur et les numérateurs de ces expressions ne sont
plus que dWdre a( /z — I)-

Ainsi la ligne de striction d'un paraboloïde hyperbolique pour
Pun des systèmes de génératrices est une conique : la forme même
des expressions de x,y et z montre que cette conique est une para-
bole.

Le plan central relatif à la génératrice (u . . .) a pour équation

( -28 ) ( nx -h vy 4- wz ) 2 uu' — ( u x + v'y -+- w' z ) ̂  u2 = Q ;

il enveloppe une développable dont la classe est égale à 'in — 2.
Enfin le paramètre de distribution des plans tangents le long

de la génératrice (// . . .) a pour expression

, ^ / S^Sa'Ç'
(^9) ^==——^T—-

Comme exemple, cherchons le paramètre de distribution des
plans tangents le long de la génératrice (^2 , . .) de l'hjperboloïde
représenté par les équations ( i5) du § S, et, pour simplifier, sup-
posons que le centre de la surface soit a l'origine, ce qui entraîne

Sî^Ç.3==;SM3^,

S^3Çi-= S^i $3,

Sî^^- S^i.
On a alors

lt = \t(t —l)Ui— B(f —l)U2 4-C^3,

^ = A ( a ^ — i ) u i ~ B u ^ -1-0^3,

et pour / == o
u —= u^f v == ^2, w == w.j
<//== C //,} — A MI — B u<î, ...
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On tire de là
^^2^ MJ-+- V^-\- ^j,

S^'=—ABC,

vw' — v 1 w — A (w2^ i— Vî^i) -+-0(^2^3—^3(^2)

=• 2(^3^2+ ̂ 2+ W 3 Ç 2 ) ( ^ l W 2 — ^2 ̂ 1 )

4-9.(l^2-+- ^ir,2-+- ^lÇ2)(t'2^3— ^3^2)

= î^r^lO^^-" ^3^2)4- M3(^1^2— ^2 ̂ 1 )|

^(^^-^^X^l^—^^l)^ ^^^.
en posant

d'où

on a donc enfin

ÎAi «2 «3

A == ^i ^2 (>3

| W^ Wï W^

pî=4A2($|4-r ,J+Ç|) ;

/ = — ABC ^1+^1+^1 „ _^
l~ 4^ SI+^l+Çj "2^'

en appelant V le volume du parallélépipède déterminé parles trois
droites (^4 , . .), (^ • • •) et (^3 . . .) et p la distance de Porigine
à la génératrice («2 • • •)• On sait d^ailleurs que le parallélépipède
construit sur trois génératrices quelconques d'un hyperboloïde a un
volume constant (1). Donc, si k est le paramètre de distribution
des plans tangents pour une génératrice quelconque d\in hyper-
boloïde, p la dislance du centre à cette génératrice, le produit /CQ2

est constant.

10. Plan tangent, paraboloïde des normales. — Un point
quelconque d'une surface gauche G// ayant pour coordonnées

v Ç — wr.
x^ ^ +suï ^=-"5 z ^ f " î

ces équations seront celles de la surface gauche elle-même, si l'on
y regarde s et t comme deux variables indépendantes. Les quantités

-,-? —' et -,- seront proportionnelles aux cosinus directeurs d'une

tangente à la surface et le plan tangent en un point quelconque
sera ainsi complètement déterminé.

( 1 ) Ce théorème n'était pas connu quand nous l'avons énoncé dans les Nou-
velles Annales, 3e série, t. IV, p. '?48.



Soit Faxe des z une génératrice delà surface, on a pour les coor-
données de celle droile

u = v = o, w = i, Ç == r, = ^ = o.

La condition S(^ç'-t- «'S) == o donne alors î^== o, et les coor-
données de la génératrice infiniment voisine sont

u'dt, v'dt, i+w'dt, ^'dt, r^'dt, o.

Ceci posé, le plan z==s mené par un point A de l'axe des z
parallèlement au plan des yz rencontre cette génératrice infini-
ment voisine en un point B ayant pour coordonnées

— r'-+- su' , ^-h sv9 ,y == ——i——— dt y == -z——y—- dt, z = s.
\^-wdt ' v ï+w'dt '

La normale à la surface gauche au point A est perpendiculaire
à Oz et à AB; donc ses cosinus directeurs sont proportionnels aux
quantités S;'-4- sv'\ ̂ — su' et o, et elle a elle-même pour coordon-
nées

u^ = y -+- sv'^ vu == r/ — su\ WN = o,

ÇN== sîu'— ST^' ^=sy-{-sîvf^ SN==O.

Si dans ces équations on regarde t comme une constante, s va-
riant seul, elles représentent le paraboloïde des normales le long
de la génératrice Oz.

Dans rhypothèse actuelle, on a

P=^V—(/Ç^ Q=0, S^==0, p2=^2-h(^;

on a alors pour les coordonnées du point central de Oz
(u'r^' — v'^)u

x == o, y = o, z == / - •
/M2-^2

Si donc on suppose en outre que le point central a été pris pour
origine, on a

(3o) ^r/— v'^== o;

on a alors pour le paramètre de distribution des plans tangents

h^ ̂ -^r/^ V^^^71.
M'2-f-^2 ^2-4-^2

Si d'ailleurs nous appelons 0 l^angle de la normale au point A
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avec la normale a l'origine, nous aurons

cos6 == —— J^L"4" ̂ ) "i" ̂ (v/--^) ^ v/j72'̂ "^
VÎ72-»- ̂ '2 /(S'-+- ̂ t^2-^ ( r/- 5^)2 ^2_^^/2+^(^2^_^y

efc par suite
t/U^ -+- V'2 <tango = ̂  v—^^- = 5

l/Î^.L-y^ À:

comme cela doit être.
Cherchons enfin le paramètre de distribution des plans tangents

le long de la génératrice (^ ...) du paraboloïde des normales.
Si nous désignons par des accents les dérivées prises par rapport

à 5, nous aurons

UK == S' -+- AT', v^ = y/ -— su', wy = o,
^ = 521^— 5y/, y^= ̂ ^+ 52^ ^•==o,
u^ == v', r^ = — u\ w^ == o,

^=îsu'—r^ r^==^-}-^sv', ^^ o,

X U^ --= Ç'2 _+. y^2 _^ ,2 ( ̂ '2 ^_ ^2 ̂

S^^=(^r+^r/),
7?2=:(^^^+p fr/)2,

et par suite

k = ^-^-^^^^(^-i-^2) _ ^-4-y/2 _ .̂
M'^+ v'r,' ~ cos2Q(u'y-+• v1^') ~ ïos20 '

expression bien connue.

H. Hyperboloïde oscillateur. — Nous avons trouvé au § 5
pour les coordonnées d'un hjperboloïde déterminé par trois de
ses génératrices (^ ...), (^2. . . ) , (u^ ...) des expressions de la
forme

u = Aul____ + ___ B^ . C^3
(Ti-T^XT-T,) (T3-TO(T^TT) " t -(T,-T2)(T-T3)? • • • •

Si nous supposons que les trois droites données soient trois
génératrices infiniment voisines de la surface gauche C,,, nous ob-
tiendrons riryperboloïde oscillateur de cette surface.

Posons donc

Ti=/-^, T,^f. T3-<4-o^.
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On aura
n ^î

Ul •==•11 — U Qf -+- ;( —— > • • • >
'i

«2= ^ ^ . • • .

U^ -^ U-\- U'^t -\- U" —— y . . . .

Si d'ailleurs on tient compte de l'équation ^u^ == o cl de celles
qu'on en déduit par des dérivations successives, on trouve, par des
calculs faciles,

A = = — 8<22^— Ô^S(M'Ç/'-t-^0-o^['2S(^r-^-uwÇ')+32^n+•••

B=-4^2S^-2^S(MT+^Ï)+...
0

(:==.- o^S^— O^S(M/^-+-^/^)-o^[•2S(M'r+^ffS/)-^-3S^n+•••

et l'on obtient, pour les coordonnées de Phyperboloïde oscillateur
des expressions de la forme

^==X?<-4- ï ( J i (T- O^-h-s^T—O^", ...,

À, UL et v ayant les valeurs suivantes :

). == 42^^- a(T — os(^r-+- ̂ T)-HT - Q^IA"^
(JL== aSîA '^— ( T — t)'L(u'y-^u^'\
v = S^Ç'.

Si a, p et y sont les coordonnées du centre de Phyperboloïdc
osculateur, on trouve

MS(^- u'y)-^uf^(uy-u'^)+u^(u"i-^')
(3i) a ==————————————————g————————————————» • • • \

en désignant par S le déterminant

u v w

U' V' W' •

u" v" w"

Le dénominateur et les numérateurs des expressions (3i) sont
dWdre 3(n— 2). Donc le lieu des centres des hyperboloïdes os-
culateurs d'une surface gauche rationnelle dWdre n est une courbe
gauche unicursale d'ordre 3(/i — 2).

Les génératrices de la surface gauche pour lesquelles Phyper-
boloïde oscillateur se transforme en paraboloïde sont données par
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1 équation
S ==o;

elles sont donc au nombre de 3(/< — 2). Si celle équation est
satisfaite identiquement, la surface est à plan directeur.

12. Surfaces développable s. — Nous avons vu que la surface
réglée est développable si l'on a, pour toute valeur de /,

(3î) ^u'^'==o.

Il est facile de voir, d'après cela, qu'il n'y a pas de surface déve-
loppable non conique de degré inférieur à 4*

Si l'on prend, en effet, les dérivées successives de l'équation

S^=o,
il vient

^(u^ -^ «0=0,
ï.(uy -H^-r--2l^)==0,

s(i<r+ ̂  +3^+3^0=0.
Mais si l'on prend la dérivée par rapport à t de l'équation (Sa), il
vient

2(MT-+-MÏ)==o.
On a dès lors

/ 2^=o,
\ S«+^)=o,

/ i 2(^+^)==o,

( s^r-^-^^o.
Ceci posé, soient (us...), (ai...) deux génératrices d'une sur-

face réglée; la condition pour qu'elles se rencontrent est

(34) S(M,^+^,)==O.

Or le premier membre de cette équation et ses trois premières
dérivées s'annulent pour t == s, en vertu des équations (33). Donc,
si u... sont d'ordre inférieur à 4? l'équation (4) est satisfaite
identiquement, ce qui montre que deux génératrices quelconques
de la surface réglée se rencontrent : cette surface est donc un plan
ou un cône.

12. Soient maintenant (u...) les coordonnées d'une génératrice
quelconque d'une surface développable G,/.
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Le poini de l'arête de rcbroussemeni situe sur cette génératrice
a pour coordonnées (27)

(35) -^fef. • • • •

Le plan tangent le long de celte génératrice a de même pour équa-
tion

(36) {vw'— v w')x -+-(wu'— wv u)y -}-(uv'— utv)z = Sf^Ç.

II est facile de voir que les numérateurs et le dénominateur des
expressions (35) ont un facteur commun, et qu'il en est de même
des deux membres de l'équation (36).

Considérons, en effet, les valeurs de t pour lesquelles on a
Sf/Ç == o, sans qu'on ait en même temps

( 87 ) u : v : w == u' : v' : w'.

Des équations
S M S = = O , SM^==O

on tire
S : r, : t ==((?(»/— v' w) : (vpu'— w'u) \ (uv'— u' v).

Des équations
£ ^ M = O , £^==0

on lire de même

^ \ y : Ç'==((?«/— v ' w ) ' , ( w u ' — w'u) :(uv'— u'v)== ? :T, : Ç.

Donc les valeurs de t considérées annulent les numérateurs des
expressions (35).

On verrait de même que les valeurs de (qui annulent S^Ç, sans
qu'on ait en même temps

(38) s:-^=r:r/.T,
annulent le premier membre de l'équation (36).

Or les valeurs de ( pour lesquelles les équations (3y) sont satis-
faites correspondent aux points de l'arête de rebroussement situés
à l'infini. De même les valeurs de t qui satisfont aux équations (38)
correspondent aux plans tangents delà surface C,< qui passent par
l'origine. Si donc nous appelons m l'ordre de l'arête de rebrousse-
ment et c la classe de la surface développable, les numérateurs et
les dénominateurs des expressions (35) ont un facteur commun
d'ordre c, et les deux termes de l'équation (36) un facteur com-
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mun d'ordre m. D'ailleurs S^/ç est d^ordrc 2(/? — i ) ; donc on a

(89) c -+- m == i(n — i).

Soit maintenant /• ]e nombre des points slationnaires de Farcie
de rebroussement et s le nombre de ses plans stationnaires.

On obtiendra le nombre des points stalionnaires en exprimant
que trois génératrices infiniment voisines de la surface passent par
un même point, ce qui donne

(4o) (S,r/, 0=o.

On obtiendra les plans osculateurs stationnaires en exprimant
que trois génératrices infiniment voisines delà surface sont situées
dans un même plan, sans passer par le même point, ce qui donne

(40 (M, v\ ^)=o.

Les équations (4o) e t (4 i ) sont d'ordre î{n — 2) en t; mais des
solutions de Inéquation (4o) il faut retrancher celles des équa-
tions (38), qui sont évidemment étrangères.

De même, des solutions de Inéquation ( 4 Q ? 1! î^1 retrancher
celles de Péquation (37).

D^ailleurs ces solutions étrangères sont racines doubles des équa-
tions (4o) et (4i)? car elles annulent les dérivées des premiers
membres de ces équations. On a donc enfin

(4-?0
( /' == 3 ( n — ï ) — a c ;
( s == 3(n—-2)—im.

Des équations (3g) et (4a) on déduit facilement

/• == 'im — n — 2,
s = ic — n — '2,

et comme ces nombres /' et s ne peuvent être négatifs, on a néces-
sairement

_ ^ - + - 2 _ n-\-i
m5———^ c^~^~9

^ •&

13. Les résultats qui précèdent nous permettent dnétablir trè?
simplement la classification bien connue des surfaces développables
rationnelles,-qui comprennent, ainsi que l'a démontré M. Schwarz,
toutes celles des sept premiers ordres.
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Dévcloppable du quatrième ordre : n = f\. On a

m 4- c = 6,

et les inégalités du § 12 démontrent qu'on doit prendre

m ===3, c=3,
d'où

r = s = o.

Ainsi la développable du quatrième ordre est de la troisième
classe et son arête de rebroussement est une cubique gauche qui
n'a ni point de rebroussement, ni plan stationnaire.

Développable du cinquième ordre : / ? = = = 5. On a

et les inégalités

obligent à prendre

d'où

m -+- c == 8,

m5iï C57i

m == c= 4,

r = s == i.

La développable du cinquième ordre est donc de la quatrième
classe et elle a pour arête de rebroussement une quartique gauche
ayant un point de rebroussement et un plan stationnaire.

Développable du sixième ordre : n == 6. On a

/?i-t-c==io, w ^ 4 ? < î ^ 4 -

II y a trois cas à considérer :

i° m = 4? c = 6,

d'où
r=o, s ==4.

La développable est de la sixième classe et elle est osculatrice
à une quartique gauche unicursale ayant quatre plans stationnaires
et pas de point de rebroussement.

ï° m = 5, c = 5,

d'où
r == s = 2.

La développable est de la cinquième classe et elle a pour arêle
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de rebroussement une qu in tique ayant deux points de rebrousse-
ment el deux plans stalionnaires.

3° m ==6, c = 4 ,

d'où
r==4, 5=0.

Ce cas est réciproque du premier; la développable est de la qua-
trième classe et elle a pour arête de rebrou ssement une sextique
gauche ayant quatre points de rebroussement et pas de plan sta-
tionnaire.

Dévcloppables du septième ordre : n = 7. On a

m -+- c = 12,

q q
m ̂  -, c =- v •

' 2 2

On obtient trois surfaces distinctes :

d'où
/ • = = ! , 5=5 .

La développable est de la septième classe el elle est osculalrice
à une quintique gauche ayant un point de rebroussement et cinq
plans stationnaires.

2° m == 6, c == 6,

d'où
r=s== 3.

La développable est de la sixième classe ; son arête de rebrousse-
ment est une sextique gauche ayant trois points de rebroussement
et trois plans stalionnaires.

3° m == 7, c == 5,

d'où
r == 5, s === i.

Ce cas est corrélatif du premier.
La développable est de la cinquième classe; son arête de re-

broussement est une courbe du septième ordre ayant cinq points
de rebroussement et un seul plan stationnaire.
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14. Nous ne pousserons pas plus loin celte énuméralion et nous
nous bornerons à montrer comment les résultats qui précèdent
permettent encore de déterminer un maximum pour le nombre des
points de rebroussement d'une courbe gauche unicursalc.

On a
r == im — n — 2,

d'où

n == 9. m — -À — r, c == % ( n — i) — m = 3 m — G — •27'.

Or on a
_ n -4- '2c- ———,2

ou, en remplaçant c et n par leurs valeurs,

6m — 12 — l\r^im — /',
d'où

^ 4 m — 1 2
r <——3——'

On obtient donc une valeur maximum de /' en prenant le plus

grand entier contenu dans"—„—-«Ainsi une cubique gauche n'a<j
pas de point de rebroussement, une quartique gauche en a un au
plus, une quintique gauche deux au plus, etc.


