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Note sur Uintégration des équations aux dérivées partielles
du second ordre;

par F. Gomes Terxeira.

1. Je vais considérer DI'équation aux dérivées partielles du
second ordre

(i) Hr+2Ks+Lt+M~+ N(rt —s2)=o,

ou H, K, L, M, N représentent des fonctions de z, v, z, p, ¢, et
ou I'on pose, suivant I'usage,
03 . 03 023 023 023

P=9% 15 "T& Ty ‘T

M. Imschenetsky a fait voir, dans son Etude sur les méthodes
d’intégration des équations aux dérivées partielles du second
ordre (pages 130 et 131 de la traduction par M. J. Hoiiel), que
cette équation peut étre transformée dans une équation linéaire,
quand on connait une intégrale primitive particuliére avec trois
constantes arbitraires. Ensuite, en se basant sur les importantes
recherches sur la théorie des intégrales des équations aux dérivées
partielles publiées par Ampére dans les Cahiers XVII et XVIII
da Journal de I Ecole Polytechnique,il fait voir que cette équa-
tion se simplifie considérablement quand cette intégrale satisfait
a un ou aux deux systémes d’équations de la caractéristique, aux-
quels Monge et Ampére raménent le probléme de I'intégration
de (1).

Comme la théorie d’Ampére, qui ne se préle pas aisément a une
exposition succincte, ne se trouve pas dans les Traités systéma-
tiques de Calcul intégral, je crois qu’il ne sera pas inutile de voir
comme on obtient les mémes résultats par des considérations di-
rectes. C’est le but que nous nous proposons dans cette Note.

2. Soit
(2) z=w(x,y,2,B,7)

une intégrale particuliére de (1) avec lrois constantes arbitraires
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@, 3, 1. Nous avons I'identité

2 2 2 2 2 / 02 27
O e L ‘37‘;’ + M+ N, [‘;—;; ot~ () | =
ou Hy, K,, L,, M,, N, représentent des forictions de w, z, y,
v Jdw
oz’ oy’

M. Imschenetsky considére ensuite a, 3, n comme variables et
introduit en (1), au lieu de la variable dépendante z, la variable 4
déterminée par (2) et, au lieu des variables indépendantes z et y,
les variables a et 3 déterminées par les équations

t)w ow dn Jw Jdw Jn
(4) T BT

Pour obtenir I'équation dans laquelle se transforme de cette
maniére I’équation proposée, on tire de (2)

ow _ Ow
ar q = B—_}’,

. v dp  9p d7) op  op dn\ 03
"= Gar (7+@ “+Cm oq 98 ) o’
_ 0w dp . Op on ()1 (r)p dp dv\ 08
S =ozay + (5; 90 a2 0B 53{0;%)«))7’
_ 0w dq | 0q om dg | 9dq oy dB

L= o (ﬂﬂa ) *(ap on B

ensuite on substitue dans les expressions précédentes de r, s, ¢ les

0z 08 dx 0B ,
valeurs de ' 30’ 3 oy que L'on tire des équations du premier

degré qui resultent de la différentiation des deux équations (4),
par rapport & z et a y; et enfin on substitue les valeurs qui résul-
tent pour r, s, ¢ dans 'équation (1). On trouve de cette manicre,
ayant égard a (3), 'équation suivante :

927

0y _
(5) R()—az' .Zsbz—dg—l—T)Bz—FU—(),

3 Al . ()'f
ou R, S, T, U sont des fonctions de «, 3, 7, — o pdo..m-(, par
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les formules suivantes :

—R=+ (H+Ne (B2 + '-’ﬂ>2

o8~ dn 9B
e (523 (-
-+ L+(’\'r;)<0q'+%‘ 3%)
S=- (H+ Nty <"$’; ‘%%)("Lgﬁdl%gﬁ)
vl (8o ) (393
(-2 (222
cen (e 28) (28
—T=+ (II+Nt,)<£—Z—;1+l-;%l 3%)
+ 2(K — Nsy) <"1" + "d’;‘ 32) (";;‘ + ‘f};‘ 32)
+ (L +Nr,)(dq'+‘?’; ‘;2)
Foee o[ (223 (528
<dp1 dpt ()7)) <dq1 L% dq1 dn)]
98 " g 8) (%2 T g da
a5 ()]
| oa duon oa | onF \oa
+28 (5 Gaon 3+ on 51 e 94 58)
+ [ e 5 ()]

ou je pose, pour abréger,

_ Jw _ 0w . Jw _ 0w . _ 0w
Pr= 9z’ 91—-;};7 r=a Sa—w’ I—J‘}‘/T

3. Cela posé, j'entre dans le sujet de cette Note, c’est-a-dire, je
vais considérer le cas oli 'on obtient1’intégrale (2) aumoyen d’une
ou de deux intégrales intermédiaires particuliéres de (1), avec une
constante arbitraire chacune.
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Soit
(6) Sy, %p,q)=a
une intégrale intermédiaire de (1) avec une constante arbitraire o.
On sait que la fonction f(z, ¥, 3, p, ¢) satisfait aux équations qui

résultent de I'élimination de deux des quantités r, s, ¢ entre (1) et
les équations suivantes

f S S

() d p+‘—r+b§$=0,
7
f o o,
d}’ dzq-l_;];s-'-g—q-t_o

et que ces équations sont (')

P= H(f qﬂf)‘?f_'_ﬂ"f("f pdz>

oq op
o (G i) om () N (e ) =
o-n(g) o ()
N (G d) G (foer ) e

Soit maintenant ’équation (2) une intégrale particuliére de (6)
que I'on peut obtenir, comme on sait, par laméthode de.Lagrange
et Charpit. La valeur qu’il donne pour z satisfait aux équations
précédentes, et par conséquent satisfait aussi a I’équalion sui-
vante

(8) (H+Nt)(g'§>’ 2 (K — Ns)f f+(L_,_N)<f>’=O

qui résulte de I’élimination de

f f oI of
dans la seconde au moyen des équations (7).
Mais, en différentiant (6) par rapport a f3 et considérant z, p, ¢
comme des fonctions de 3 déterminées par (2), on trouve

t’f((’w ow 0n>+ of (dp1+0p1 dn>+ of (99s . 99 on)=0

9w \o§ " 99 9B dps \ 0B ~ om 0B 991 \ 3 97, 9B

(') C. Jorpax, Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique, t. 111, p. 365.
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ou, en vertu des équations (4),

Of (9pr | 9pyon) | of <0q:+0q. dn>=o

o (98 * an 38) *og: (98 + n 8
En substituant maintenant dans I'expression de R la quantité
9Py, 9p1 9
98 " on OB

par sa valeur donnée par cette équation, on trouve

dq: | 9q,
_+ .
(%

Y

\ 2
/] 0 2
~R=2F T [(H1+N1t) (g;)

()

—a(Ki— Nesi) o of "/ - Ly Ner) (;;1)’]

Donc, en vertu de la formule (8), nous avons R = o, et I'équa-
tion (5) prend la forme simplifiée suivante :
027 o2y

deﬁ Td§2+U_0

4. Soient maintenant

(9) f("%)ﬂ’w[h q)=a, F(%}G%Pﬂ)'—“@

deux intégrales intermédiaires particuliéres de (1) avec deux con-
stantes arbitraires a ct 3. Si chacune d’ellessatisfait 2 un des deux
systémes d’équations différentielles ordinaires, auxquels la méthode
de Monge raméne le probléme de I'intégration de I’équation (1),
ou i un des deux systémes d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre auxquels la méthode de Boole raméne le méme pro-
bléme, on sait que les valeurs de p et g données par les équations
(9) rendent
dz=pdr +qdy

intégrable. De cette intégration résulte ’équation (2).

Dans ce cas, on voit, comme dans le cas antérieur, que
R =o. Ensuite, en éliminant dans l’expression de T la quan-
tité

opi, ps
9% on 0%
XVIL 9
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aumoycn de I'équation
oF /dpy  dp, Iy, JOF (dqy. 0q, dr,
0P1< T on 9a) T oq; \9a +7)7f£>—
ct ayant ¢égard i I'équation qui résulte du changement dans (8)
de f en F, on voit aussi que T =o.
L’équation (5) prend donc la forme suivante :

0%y

28 oo %08

+U=o.

5. Soit mainlenant
— HL+MN=o0

ce qui arrive quand les deux systémes d’équations de la caracté-

ristique coincident, et soit encore

(6) S(®y,%,p,9)=2

une intégrale particuliére de (1) avec nne constante arbitraire «
En différentiant cette équation par rapport & « et a 8, considé-

rant 5, p, ¢ comme des fonctions de a et $ déterminées par (2)et
ayant égard a (4), on trouve

of (9p1 | 9py On Of (9g1 . 9q: on
+ == -+

+
dpr \03 " 0q 98/ g1 \98 T oy B
of [ops | Opy d’l) of (_o_ﬂ 991 07])
@:(’5?*6?62 T 9gi\9x T on Ga

En substituant ensuite dans I'expression de S les valeurs que
ces équations donnent pour

91, %P1 90 Opy , Ipy O

98 7 on 0B’ oa or, da’
on trouve
044 o dn) <dq, 9q1 iq_
S <3;+dr,da 5B_+dn Jf
. ()
0]71

-

— 2(Ky — Nysy) "f\"f+(L,+N.r,) N
9ps 0q4 9p1

dqy . 0q1 Oy
<W+W 9B

)

) :
-+ [.—(H]—FN]t‘);”' -+ (K‘_le‘)é}Tf]],



— 131 —
et par conséquent, en vertu de (8),
(221 20)
— 98 dn 03 of Ny Y
5= (d_f_)’ [—'(H1+N111)b‘(ﬁ+(K1—N131) @:]
d])‘
Mais I’équation (8) donne

of K—Ns+y/(K—Nsp—(H+Ne)(L+Nr) o
dq H-+ N¢

9p
K—Ns=+ /KT —HL+ NN of
= H-+N¢ ()p
_K—Nsof
H+Nt op’

Donc nous avons S = o, et ’équation (5) prend la forme

iy _
Td‘gz-i—U o.



