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Détermination des nombres de Bernoulli ; par M. DE PRESLE.

(Séance du 6 juin 1886.)

1. Exposé de la question. — Les nombres de Bernoulli B sont
définis par la relation

x ex-^-\ x^ x^ , , _ x^
— ——————— ——I == BI ———— —— Bq -—————————— — — . . . — — ( — — l ) " B» ——————————————— -+-
i e^—\ ^.a 'i.î.S^ v / n 1.1...(in) ~ " "

La valeur de cot*r est
.e^'+icot.r = i -—:——e2^__i

et, en développant le second membre à l'aide de la relation précé-
dente,

i -, ^x - s4^3 . , _ ^n^n-i
COtV= - -BI ——— -1-B2————Q-7 — . . . — ( — I ) " B , , — — — — — — - — — — - ±...;

x 1 . 2 1 . 2 . 3 . 4 i.2. ..{in)
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si nous désignons par Cn le coefficient de ^2/z"-1, nous aurons

F —( T\» ^ p p» / ^ i.2...(an)^
^-(-I) T^T^a/T)^ Bn=:(-ï)n——^——C,,.

L^expression de la tangente se déduit de celle de la cotangente
par la relation

tang.r = cotre — icotix ;

on aura donc, pour le coefficient En de x^"^ dans tangue,

En=—(^-ï)Cn,

et, par suite,

•̂ -'-•'S -̂.. B.'t-)".̂ '̂'.,

si donc nous connaissions le développement de tang^, nous dé-
duirions de la dernière égalité la valeur de B^.

2. Développement de la tangente en série entière. — Nous
allons d'abord nous proposer la détermination des dérivées succes-
sives de tang x. Soit

^(x) = a^cos-2"^;
nous aurons

ïf' (a?) == inon. cos-^-1-1^ sina",
vf"(x) = în(in + i)<^/i cos-î^-^-^.rsin2^ + 2/ia,, cos-2".^

ou bien
^ " ( x ) = 271(2^ 4- i)<^/t cos"2^-1"1^ — 47l2<z/l cos—27^.

La dérivée de tang x étant cos~2 x, de la valeur de ^'{x)^ on dé-
duira les expressions successives des dérivées impaires de tang.r :

DI tang.2* =: i cos-2^,
Da tangrc = i .a.Scos-4.^ — i .22. i2. cos-2.?",
Dstanga? == i .a.S.^.^.cos-6^—I.2.3.22(I2+a2) cos-4^

+I24. I4 . COS-2^,

D7tanga" == i .î.3.^.5.6^cos^x — i . î .S.^.ô.^Çi2-}- a2-}- 32) cos-6^
4-I.2.3.•Î4(I44- 24+1222)cOS-4 .y— I .2 6 . ! 6 COS-2.^,

Datanga? == i.î.S^.S.G^.S.QCos-10^
— 1.2.3.4.5.6.7.^(i2^- '^-l-S2-^2)^^-8^
4-I.2.3.4.5.24(I4-^-24+34+I222+2232-^-32I2)COS-6^

— 1 .2.3.26(I6-^- 26+ I'^2 + I 2 2 4 ) COS"4.^' 4- 1 .28 . I8 COS-2^.
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Désignons par S^^2)7' la somme des produits obtenus en pre-

nant les nombres i2, a2, 32 , . . . , q2 et, en formant avec eux tous les
produits possibles de degré 27' avec répétition, nous apercevons la
loi de formation suivante :

Da/t+i tanga? == 1.2. ..(in -h^cos-2^14-1^
--I.2...(2/l—-I)22Sî(.52) l COS-2^

-+- 1 .2. . .(2/1 — 3)2^S?-1 (-S2)2 COS-2^-1^ —. . .

-{-(—ï)Pî.lî...['2(n—p)-}-î]^PSf{-P-ï(zî)Pcos-î{n-P+l)y
4-(—I)P-^-l.I.2...[2(7^—7?)—I].22(io+l)Sî-^(<S2)^- l- lCOS-2( / t--P).»±:....

Supposons cette loi vraie pour Daw+i tang.r, elle le sera encore
pour Da/î+a tangue ; en effet :

Dans Da^4.3 tang^?, le coefficient de cos"2^"^"1^ sera
(—I)/ ?-^12(^—/?)[2(/^—/?)-^-I] .I .2. . . [2(n—/?)—l]22^^Sî-^(<S2)P+l

— (-ï)P^(n —p •+- l)2 1.2. . .[2(/l —/?)-+- l]22^ S?-P+1 S(<S2)^

ou bien
(_I)/.+l.I.a...[2(/l—p)+I]22^-^-^[Sî--P(^2)/?+ l

-+-(,î—^-4-l)2Sy-P+l(^2)P]

ou encore
(—I)^-HI.2. . . l2[( / t -T-I)——/?]—Ij2 2^- (- l )Sî+ l-^(^ 2)P+ l ,

car on a
S^z^V^S^W-^q^S^W-^

la loi est donc générale.

3. Expression des nombres de JBernoulli. — Dans l'expres-
sion de Da/^i tang^z* supposons x nul; nous avons

I .2. . . (27l-r- ï) —I.2 . . . (2 /^—I)2 2 SÏ( -S 2 ) 1 +. . .

+(_I)P+l.I.2...[2(/l—7?)—I]22(^ l )Sï-/ ï(^2)P-H.

Cette expression, divisée par i .2. . .(2^-+-1), est le coefficient
de ^2/2+1 dans le développement de tang.r; nous avons donc

E,,==i——-22———s^^2)1^...2/1(2/1-»-!) v /
o2(p4-l)

-l-/'__1^+1 ______________-___________________— ç:)n~P(z^}P^-+' ..
" < I; 2( / l -^)[2(/ l -^)-r- lJ . . . (2/ l+l) < v / -

-H-J^
2^____

[. -2 . . .(2/l-r-l)
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et, par suite,

p ,-(-I).-M ^—(^)r ^2 g^
/l ^ ^ (^-i)a-^L 2^1(271+1) l{ )

o2(p+l)
-^—lV/4-1——————————————____________________ §/l-p/-2\p4-l-4-

v 1/ 2(^-7?)[2(7l+/?)-r-I]...(2/^+I)st v / ——"

<>2/t 1
.(—l)/t-———2_______ .

v / 1 . 2 . . . ( 2 7 l 4 - l ) J


