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Détermination des nombres de Bernoulli; par M. pe PresLe,

(Séance du 6 juin 1886.)

1. Exposé de la question. — Les nombres de Bernoulli B sont
définis par la relation

n
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et, en développant le second membre a I'aide de la relation précé-
dente,
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si nous désignons par G, le coefficient de 22#~!, nous aurons

a2n

B,=(—1)" r.2...(2n) Chp.

921

Co=(=1)" 1.2...(2n) Ba,

L’expression de la tangente se déduit de celle de la cotangente

par la relation
tang.z‘ = cotxr — 200(.2.2‘;

on aura donc, pour le coefficient E, de z27~!, dans tangz,
Ep=—(2n—1)C,
et, par suite,

1.2...(2n) o |
(227 —1)22n "

n
B., B,= (_ l)"‘H

si donc nous connaissions le développement de tangz, nous dé-
- duirions de la derniére égalité la valeur de B,.

2. Développement de la tangente en série entiére. — Nous
allons d’abord nous proposer la détermination des dérivées succes-
sives de tang z. Soit

9(x) = a,cos—2nx;
nous aurons
¢' (x) = 2na, cos—@r+g sinz,

9" (z) = 2n(2n +1)a, cos— 2+ xsin?x + 2na, cos—22x

ou bien

9"(z)=2n(2n +1)a, cos—2n+z — fna, cos—2x.

La dérivée de tang x étant cos—2z, de lavaleur de ¢’ (), on dé-
duira les expressions successives des dérivées impaires de tangz :

D, tangx = 1cos2x,

D;tangr =1.2.3cos~*x —1.22.1%2. cos—2z,

Dstangz = 1.2.3.4.5.cos—¢2 —1.2.3.22(12+ 22) cos—*x
~+ 12%. 1%, cos—?z,

D;tangz =1.2.3.4.5.6.7cos7 82 —1.2.3.4.5.22(12+ 22+ 32) cos—fx»
+1.2.3.24(1%+ 2k 4+ 1222) cos—*x —1.28.18 cos2z,

Dy tangz =1.2.3.4.5.6.7.8.9cos 10
—1.2.3.4.5.6.7.22(12+ 22+ 32+ 42) cos—8z
+1.2.3.4.5. 24 (144 2k 4 344122242232+ 3212) cos b
—1.2.3.28(16+ 25+1“2?+l‘2z‘)cos-‘x+1.23. 18 cos—2z.
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Désignons par S9(32)" la somme des produits obtenus en pre-
nant les nombres 12, 22, 32,. .., g% et, en formant avec eux tous les
produits possibles de degré 2 r avec répétition, nous apercevons la
loi de formation suivante :

Diapvg tangzr =1.2...(2n +1) cos—2n+ti g
—1.2...(2n —1)22 8} (352)! cos—22x
“+1.2...(2n —3)2:S%1(52)2 cos—2n—gp —. .,
+(—=nPt1.2...[2(n—p)-+1]22P S}P-1 (52)Pcos—2n—p+ g

“+ (=P 1. [2(n — p)—1].22PH) SFP(g2)PHcosn—Plz +. ...

Supposons cette loi vraie pour Dy, tangz, elle le sera encore
pour Dy, tangz ; ‘en effet :
Dans Dy, 5 tangz, le coefficient de cos~2(n—P+!) g sera

(—np+Hia(n— p)[2(n—p)+1].1.2...[2(n — p) — 1]22P+1) §2-P(52)p+1
—(—I)P22(ﬁ—p+ 1)?r1.2...[2(n — p) +1]22P S}-PHI S(2)p
ou bien ‘
(—np+tra..  [2(n—p) 1] 2P+ [SE-P(52)P+1
+(n— p -+ 1P (31)p]
ou encore

(—1)p+ir.a.. .{2[(n +1)—pl— I: 22(p+1) SAHI-P( 52 )p+1,

car on a ,
S7(z2)r= ST~ (2% + q2SY(at)—1;

la loi est donc générale.

3. Expression des nombres de Bernoulli. — Dans l'expres-
sion de D,,,, tangz supposons x nul; nous avons

1.2...(2n + 1') —1.2...(2n —1)22 S} (22) 4. ..
+ (—np+Ha.a. . [2(n— p)—1] 22+ SE-P (52)p+1,

Cette expression, divisée par 1.2...(2n —+ 1), est le coefficient
de 27+ dans le développement de tangz; nous avons donc

22

Ep=1— — 2
" an(2n—+1)

St(z2)+...

+(—1)P+t i _ St-P(a2)p+iE...
2(n—p)[2(n—p)+1]...(2n+1)""

22n

+(_1)nl.2...(2n+l)
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et, par suite,

_ 1.2...(2n) 22
By=(—r1)r+t (ath—1) 218 [x— 2n(zn_H)S',‘(ax’)’-f—...
_ . . 22(p+1) _
(= 2(r—p)[2(rn+p)+1]...(2n +1)S"l P(am)prtE...

22n
=0 1.2.. .(2n+l)].



