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Sur les nombres pseudo-symétriques; par M. EMILE LEMOTME,
ancien élève de l'École Polytechnique.

(Séance du 7 novembre 188}.)

Dans ce qui suit, nous désignerons toujours par x la base du
système de numération.

Nous dirons qu'un nombre de 2/1 chiffres est parisy me trique si
les chiffres à égale distance des extrêmes sont égaux. Exemple :

2552.

Qu'un nombre de 2/1+1 chiffres est imparisymétrique, quel
que soit le chiffre du milieu, si les chiffres à égale distance des
extrêmes sont égaux. Exemple :

2565%.
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Nous appellerons pseudo- parisométrique un nombre de

2/1 chiffres, tel que la somme de deux chiffres à égale distance
des extrêmes soit constante ou nulle; la valeur de la constante se
nomme Y échelle.

Nous appellerons pseudo-imparis f métrique un nombre de
2/Î-+-I chiffres, tel que la somme de deux chiffres à égale dis-
tance des extrêmes soit constante ou nulle, et que le chiffre du
milieu soit nul ou égal à la moitié de la constante (si celle-ci est
paire); la valeur de la constante se nomme V échelle.

Exemples :
807004600302, 73

sont pseudo-parisymétriques à échelle i o ;

6o3i475o2, 603107502

sont pseudo-imparisymétriques à échelle 8.
Nous désignerons par A, B, G, ... des nombres quelconques

(le premier chiffre à gauche notant jamais zéro), et par a, &, c, ...
ces mêmes nombres, lus de droite à gauche.

Exemples : si
A = 5382, B == r56o,

on aura
a = i835, b = 65i.

Nous désignerons respectivement par Na, NA, Ne, ... les sommes
A -4- a, B -+- 6, C -4- c, ....

Rappelons encore le théorème suivant, que nous avons dé-
montré au congrès de Blois :

La condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait
No=^N&, A et B étant des nombres d'un même nombre de
chiffres, est que la somme de deux chiffres à égale distance
des extrêmes dans A soit égale à la somme des chiffres corres-
pondants dans B.

Nous déduirons de ce théorème la proposition suivante, très
facile à démontrer :

THÉORÈME I. — Si A, B, C, ... sont des nombres pseudo-sy-
métriques de même échelle, d'un même nombre de chiffres, et
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où les zéros, s9 il y en a, occupent le même rang, on aura

N a = = N & = = N , = = . . . ;

et, réciproquement, si lès zéros ^occupent pas le même rang
dans tous ces nombres, Naj N^ Ne, ... seront différents.

Exemples :
804905 6o85o7
5og4o8 705806
i3i43i3 i3i43i3

500309208006 4°°5o38o6oo7
600802903005 70o6o83o5oo4
1IOII12IIIOII IIOIII2IIIOII

On conclut de là que, pour trouver le nombre Pn de valeurs dif-
férentes que peut prendre la somme Na si A prend toutes les va-
leurs qui en feront un nombre pseudo-symétrique de n chiffres
et d'échelle p , il suffit de compter, dans un nombre pseudo-symé-
trique de n chiffres, de combien de façons différentes peuvent être
placés les zéros, les chiffres significatifs étant indifférents.

Comme il s'agit de nombres pseudo-symétriques où, par con-
séquent, les zéros sont toujours deux à deux à égale distance des
extrêmes, il suffira, si n = 2 m, de chercher de combien de façons
différentes des zéros peuvent entrer dans un nombre de m chiffres,
dont le dernier chiffre à droite n'est pas nul.

Si n == aw 4- i et l'échelle impaire, le chiffre du milieu étant
toujours nul, on trouvera le même nombre.

Si l'échelle est paire, le chiffre du milieu pouvant être soit zéro,
soit la moitié de l'échelle, on trouve un nombre double.

PHOBLEMB I. — A étant un nombre pseudo-symétrique de
n chiffres et d'échelle /?, trouver le nombrePn de valeurs diffé-
rentes que peut prendre la somme Na

1° p == a/y-h^, 7l=2W.

A est un nombre pseudo-parisy m étriqué de aw chiffres. Il n'y a
qu^une valeur pour N^, si A ne contient pas de zéro.

Soit N,, N3, N3, • • ., Nm-i le nombre des valeurs de N^, si A
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contient a, 4? 6, . .. a (m — i) zéros; on aura évidemment

N, ^- ^-J..i
( /n — i ) ( m — i )N,=

N - ( ^ — ^ ( ^ — ^ X ^ — ^ )i'1 3 — — T ) — — — — — — — — — — 7
T . t).. 3

et

oa
P,, = i + Ni 4- N2 -+• . . .

m — i (m—i)(m — 2) m — iP//=i-+-
1 1.9.

OH

?„= a^-i =2 2 ~ l

Si n == im + i, le nombre A sera pseudo-imparisymétrique et
1-1-1

?„ aura la même valeur a^"1 === 2 2 que précédemment, puisque
le chiffre du milieu est toujours zéro

2° p = ïp\ n = im.

On a encore
^-i

P,, = 2^-1 = 22 ;

mais^ si /? == 2 w -+- i, on a
n — 1

P^ = 27» == 2"̂ ~,

car le chiffre du milieu de A peut être soit o, soit p ' .

THÉORÈME II. — Tout nombre par isométrique de a A? chiffres
est de la forme A -h a, A ayant in chiffres.

Démonstration très simple. — Exemple :

5670110765
provient de

A = 5070010060 53700ioo3o
a == 0600100705 o3ooioo735^

5670 î10763 567011076^»
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De même :

THÉORÈME III. — Tout nombre imparisy métrique de 2/14- i
chiffres, et dont te chiffre du milieu est pair ou nul, est de la
forme A + a, A ayant 2^1+1 chiffres,

THÉOKÈME IV. — Si A est un nombre pseudo-parisymétrique
d7 échelle p <; *r, Na ^< M/I nombre parisy métrique du même
nombre de chiffres et dont tous les chiffres sont p ou o.

Exemple :
5o8io4
4oi8o5

9°99°9

Soit maintenant A un nombre pseudo-parisymétrique de
^n chiffres, dont Péchelle/? est x ou plus grande que x.

Soit a le premier chiffre à gauche de A.
Soit y! le premier chiffre à droite de A.
On a

a4-a'=7?,

mais
p > x et p < i x — i ;

donc Na aura 2^+1 chiffres, et son premier chiffre à gauche sera
l'unité.

Pour que Na soit symétrique, il faut que le dernier chiffre à
droite soit aussi l'unité, ce qui, puisque/? ^> x^ exige/? == x 4- i ;
pour toute autre valeur de /?, parmi celles plus grandes que x ou
pour celle égale à x^ No ne pourra donc pas être symétrique.

Je dis que si p = x 4- i, N^ est effectivement symétrique.
Soit

A = a\ Os ... dj o/-n ay-n ... OE/» CL'n ... âty+2 ^y+i ^j - • • ^î a\

un nombre pseudo-parisymétrique, tel que, a^ et a^ représentant
deux chiffres quelconques à égale distance des extrêmes, on ait

dk + a/. = .r -hï ou a/, -+- a^ == o

pour toute valeur de k
Comme a^ + a\ == x + i, N^ a M n -\- i chiffres, puisque le der-

nier chiffre à gauche de A n'est jamais zéro.
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Pour que Na soit imparisymétrique, il faut que, dans l'addition

faite en commençant par la droite comme à l'ordinaire, le chiffre
provenant de aj+ aj (en tenant compte de la retenue s'il y en a)
soit égal au chiffre provenant (sur la gauche) de Faddition de
o/_< +.0^ (en tenant compte de la retenue s'il y a lieu)

a = a\ a\... ay_i a'j a'j^ ... a'^ a,, ... 0/4-1 aj a, -i ... 02 ai
A = ai 03 ... ay-i a, ay-n ... a^ a^ ... 0^4., ay' a^_i ... a, a'i

i

Première
Deuxième
Troisième
Quatriènu

hypothèse......
hypothèse.....

î hypothèse.....

f^
... o ...

<Tl

,

N.

II n'y a que quatre hypothèses possibles :

i° âj -+- a'j = x -i- i et ay_i 4- o/-i == .r 4-1,

il y a retenue des deux côtés, et les deux chiffres sont des 2 ;

2° Cbj -\- a'j === 0 et CTy_i + Oy-i == 0,

les deux chiffres sont des o ;

3° dj -+- a'j == œ-\- i et ay_i + a/-i == o,

les deux chiffres sont des i ;

4° ay -+- ay = o et ay.^ -+- ay_i == x -\- i,

les deux chiffres sont des i.
Le chiffre du milieu provient de l'addition

... an, a'n. ...

... a'n an ...

Première hypothèse.... a,, -+- a'n = .r -+-1 ... 2 ...
Seconde hypothèse..... a» •+- a'^ == o ... o ...

On voit donc que les chiffres à égale distance des extrêmes sont
égaux, que leur valeur est o, i ou a ;

Que le chiffre du milieu ne peut être que 2 ou o.
En continuant la discussion de la même manière, on verrait que,

dans Na, un o ne pourra avoir à sa droite (et par suite à sa gauche,
puisque Na est symétrique) un nombre impair de i consécutifs;
que jamais un o et un 2 ne pourront se trouver à côté l'un de
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Pautre; que un 2 ne peut avoir à sa droite (et par suite à sa gauche)
un nombre pair de ï consécutifs.

On a donc le théorème suivant :

THÉORÈME V. — Si A est un nombre pseudo-parisymétrique
de 2/1 chiffres et d'échelle x +1, N^ sera un nombre impari-
symétrique de 2/î +1 chiffres, qui ne pourront être que o, i
ou 2, les chiffres extrêmes seront ï, le chiffre du milieu ne
sera jamais i ; un o ne pourra jamais avoir à sa droite ou à
sa gauche un nombre impair de i consécutifs ; jamais un o et
un 2 ne pourront se trouver l'un près de l'autre; un 2 ne peut
avoir à sa droite ou à sa gauche un nombre pair de i consé-
cutifs; si l'échelle est x ou ;> x 4- i, Na ne peut être symé-
trique.

On démontre d'une façon tout à fait semblable les deux théo-
rèmes suivants, qui sont analogues aux théorèmes IV et V.

THÉOHÈMB VI. — Si A est un nombre pseudo-imparisymé-
trique ( 2 / 1 — i chiffres) dont l'échelle p est plus petite que la
base x, 'Na est un nombre imparisy métrique ( 2 / 1 — 1 chiffres),
dont les chiffres sont p ou o.

THÉORÈME VII. — Si A est un nombre pseudo-imparisy mé-
trique (2 /1—i chiffres) dont l'échelle est x-\-\, Na est un
nombre parisymetrique de in chiffres, qui ne pourront être
que o, i ou 2 ; les chiffres extrêmes seront i ; les deux chiffres
du milieu seront deux i ou deux o si x est pair, deux o, deux i
ou deux 2 si x est impair, un o ne pourra jamais avoir à sa
droite {ou à sa gauche) un nombre impair de i consécutifs;
jamais un o et un 2 ne pourront se trouver l'un près de U autre;
un 2 ne peut avoir à sa droite (ou à sa gauche) un nombre
pair de i consécutifs; si l } échelle est x ou "> x 4- î ? Na ne peut
êtrç symétrique

Remarque l. — Soit A un nombre pseùdo-parisymétrique de
2 n chiffres ; nous avons démontré que N^ == A + a sera un nombre
iœparisymétrique de 2/1 +1 chiffres, dont le chiffre du milieu est
a ou o, et par suite, d'après le théorème III, il sera aussi de la
forme B 4- è, B étant un nombre de in + î chiffres.

XII. 1 I
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Remarque I I . — Soit A un nombre pseudo-imparisymétrique

de in — i chiffres ; nous avons démontré que N<, = A -4- a sera un
nombre parisymétrique de in chiffres, et par suite, d'après le
théorème II, il sera de la forme B + 6, B étant un nombre de
in chiffres. Donc, en général :

THÉORÈME VIII. — Si A. est pseudo-symétrique de n chiffres,
N<, = A +a sera aussi de la forme B + 6, B ayant n 4-1 chiffres;
dans ce cas, nous dirons que le nombre N^ est doublement de
la forme N.

Nous pourrions, dans ces recherches, employer une méthode
un peu différente que nous allons indiquer sommairement.

Supposons A pseudo-symétrique d'échelle x -|- i ; puisque N^,
d'après le théorème I, ne dépend que de la place des o dans A, il
n'y a pas à distinguer entre eux les chiffres significatifs, et nous
désignerons par / et /' deux chiffres quelconques à égale distance

des extrêmes et tels que / -4- V = x + i (si x est impair, le chiffre

du milieu pourra ê t r e———)•

Cela posé, A^se composera de droite à gauche (ou de gauche à
droite, puisqu'il est pseudo-symétrique) :

D^un groupe de p chiffres / (p étant au moins i),
» q » o (q peut être zéro),
» r » l (r » ),
» s )'> o (s » ),

P f!

A == / . . . / o ... o / . . . / o . . . o / —.—.—.— r o... o v ... r o . . . o r . . . r
a = /'... v o . . . o r . . . r o . . . o r—.—.—.— i o . . . o i ... i o... o i ... /

p q r s s r q p

Na = 1 '2.. .2 1 0. . .0 1 2. . .2 I 0...0 I V—.—.—.— I 0...0 ï 2 . . .2 1 0...0 I 2 . . .2 I

On voit immédiatement que A 4-a commence et finit par ï ;
qu'il a un chiffre de plus que A, etc., et l'on pourrait démontrer
les théorèmes V et VII.

THÉORÈME IX. — Si un nombre M de n + ï chiffres est
doublement de la forme N, c'est-à-dire si ce nombre est la
somme d^un nombre A de n chiffres et de ce nombre renversé,
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et en même temps la somme d'un nombre B de n + i chiffres
et de ce nombre renversé, et si de plus B est tel que la somme
de deux chiffres à égale distance des extrêmes soit plus petite
que *r, A sera un nombre pseudo-symétrique à échelle x 4- i.

Remarquons cTabord que A << x" : donc A -h a << a X'1 y donc le
premier chiffre à gauche de M est i .

Posons les additions de A + A et de B 4- b, et remarquons en-
core que l'addition B 4- b montre que M est un nombre symé-
trique, puisque, k étant quelconque, /^-t-^,/,.^est plus petit que x\
on a

A == On-\ (t.i-î ^n-3 an-k ...... ^4 0^ €1^ Ct^ OQ

0, == CTO a\ ^2 ^3 ...... fin-^ att-'^ ^/î-3 ^ft-î ^n-i

M = A -4- a = i 'A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a i
i i

B == bn, bn-i bn-z b,,-^ .................. by b<î bi b^
b = bo bi 63 bs .................. 6^-3 6//-2 bn-i : 6/1

M = = B 4 - & = i î . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a i
i i

M étant symétrique, puisque le premier chiffre à gauche de
A. 4- a est i, le chiffre des unités de M est aussi i, ce qui donne

b/t ===!,' 60 == o et ^o -l- ci/i—i == x -\- i \

en effet, a,» -h â^-i est i ou ^*-(-i, puisque le dernier chiffre à
droite de A == a est i ; or il ne peut être i , car A+a Saurait
pas alors un chiffre de plus que A. Dans A -h a, le deuxième chiffre
à gauche est donc 2 ou i , suivant qu^il y a une retenue venant de
l'addition précédente ou qu'il n'y en a pas.

S'il est 2, le deuxième chiffre à droite de M est aussi a, puisque
M est symétrique, alors le deuxième chiffre à droite de l'addition
A 4- a montre que ai 4- ân-î est x +• i ou i ; mais ce ne peut être i,
puisque, sur la gauche^ la colonne où se trouve a^ + a^_^ a donné
par hypothèse une retenue dans a^ + On-î == x + i et, s'il est i,
le deuxième chiffre à droite de M est aussi i ; alors l'addition du
deuxième chiffre à droite, dans A + a, montre que a^ + a,^\ == ô
ou x\ ce ne peut être :r, puisqu'il n'y a pas de retenue (à gauche)
dans la colonne de A + a où se trouve a< + On-\ : donc

Oi + ût/t-l == 0.
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Examinons le cas où le deuxième chiffre est un 2, puis le cas

où c'est un i ;
1° Supposons qu'il y ait un 2 pour deuxième chiffre à droite et

par suite, à gauche; nous venons de voir que, alors,
a! + c^n-î == .r -(- i ;

donc le troisième chiffre à gauche et, par suite, à droite de A -j- a
est encore un 2 ou un i ; un 2, s'il a une retenue venant de l'ad-
dition partielle de la troisième colonne à gauche, a/i-s 4-^2. Ce
qui exige a,^ + 03 == x + i, puisque le troisième chiffre à droite
de A + a est 2, qu'il y a une retenue et que a,,_3 + 02 ne peut
être l'unité, puisqu'une retenue provient de l'addition partielle de
la troisième colonne à gauche. 2° Supposons un i pour troisième
chiffre, il n'y a pas alors de retenue, etc.

Rien n'est plus facile que de continuer ainsi la démonstration,
mais elle est longue à développer complètement; nous nous bor-
nerons, pour abréger, à cette indication de la méthode.

J'avais d'abord cru avoir démontré la proposition plus générale
suivante :

Tout nombre qui est doublement de la forme N, c'est-à-dire
qui est de la forme A + a, A ayant n chiffres, et de la forme
B + 6, B ayant n -+- i chiffres, est tel que A est pseudo-symé-
trique d'échelle x -4-1.

Je remercie M. le sous-intendant militaire Delannoy, qui m'a
montré que je faisais une hypothèse implicite (&A 4-&/»-A<^)»
laquelle restreignait la généralité du théorème, et m'a donné
l'exemple suivant :

Si A == ^3oo534, si B === 104000710^ on a

A - t - a = = B - h 6 = islooiiii ,

et A n'est pas pseudo-symétrique d'échelle .r4-i. C'est d'après
cela que j'ai rectifié la démonstration et l'énoncé précédents.

Remarque. — Ce qui précède est vrai, quelle que soit la base x
du système de numération, excepté dans le cas du système bi-
naire, puisque nous avons supposé l'existence du caractère 2,
Pour le système binaire, une élude toute différente doit être faite.

On a donc le théorème suivant :
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THÉORÈME X. — Le nombre de nombres de n -4- i cliiffres,
qui sont doublement de la forme N, c'est-à-dire le nombre
de nombres de n + i chiffres, qui sont à la fois de la forme
A -4- a, A ayant n chiffres et de la forme B + b, B ayant n 4- i
chiffres est le même y quelle que soit la base x du système de
numération, lorsque cette base est plus grande que a et que
i^on suppose que, dans B, la somme de deux chiffres à égale
distance des extrêmes est plus petite que x.

Cela résulte immédiate ment de ce qui précède.

Ce nombre est égal au nombre de nombres pseudo-symé-
triques de n chiffres d'échelle x + i {ou plus généralement
d! échelle de même parité que x -}- i).

Car il est évident qu'il y a autant de nombres pseudo-symé-
triques de n chiffres d'échelle p que de nombres pseudo-symé-
triques de n chiffres d'échelle y/, quels que soient p et p ' , pourvu
que p d p ' soient de même parité; d'après le problème I, si p est
impair et p ' pair, il y a deux fois plus de nombres pseudo-symé-
triques d'échelle/?7 que de nombres pseudo-symétriques d'échelle/?.

En résumé :

Le nombre de ces nombres de n -4- i chiffres qui sont dou-
blement de la forme N, c'est-à-dire le nombre de nombres de
n -+- i chiures, qui sont à la fois de la forme A -+- a, A ayant

'n chiffres, et de la forme B+6, B ayant 71-4-1 chiffres, en
supposant que, dans B, la somme de deux chiffres à égale
distance des extrêmes est plus petite que x, est :

n

Si x est pair et n == 2 //i, i^ ' == a2 ;
n— i

Si x est pair et n == im -h i, a^"* = '2 î ;
n

Si x est impair et n = ̂ m, a7""1 == a2 ;
n — 1

Si x est impair et n == i m + i, <lm= i 2 .

Ces résultats ne s'appliquent pas au système binaire qu'il faut
étudier à part pour la recherche des nombres qui sont doublement
de la forme N, car nous nous sommes servis du caractère 2, qui
manque dans le système binaire. Je n'ai pas encore traité ce pro-
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blême, j'ai seulement vérifié qu'il n'y a pas de nombres double-
ment de la forme N avant

9 6 3 8 1
1001 = 1 10 -h 01 1= 1000 -+- 0001 ;

qu'il n'y a pas de nombre de cinq chiffres qui soit doublement de
la forme N; que

45 30 .15 36 9
101101 = l Ï I I O - h O I I I I = 100100 X OOlOOl

est le seul nombre de six chiffres qui soit doublement de la forme N ;
qu'il n'y a pas de nombre de sept chiffres qui soit doublement de
la forme N; enfin que

loonool, l o i ino i , loolooloor, I O O I O T I O J O O I , ...

sont doublement de la forme N, et que tous ces nombres sont
symétriques.

Signalons encore l'intéressante question suivante :

A quel caractère reconnaît-on, dans la base *r, quun nombre
donné est de la forme N, et, s'il est de la forme N, trouver la
valeur A?

J'ai déterminé, dans une Communication faite cette année au
Congrès de l'Association française, à Blois, combien la somme
A. 4- a prenait de valeurs différentes lorsque A a n chiffres. Si l'on
se propose la question suivante : Combien la somme A 4- a
prend-elle de valeurs différentes quand A varie de i à x^
La question se complique,, parce qu'il faut ne compter qu'une fois
les nombres qui sont doublement de la forme N, puisqu'on les ren-
contre comme somme A -(- a, A ayant n chiffres, et comme somme
A -t- a, A ayant n + i chiffres. Nous rencontrerons d'abord, ainsi
que nous venons de le voir, tous les nombres qui proviennent des
nombres pseudo-symétriques d'échelle x + i dont cette Note donne
le nombre, mais nous avons vu qu'il y en a encore d'autres; je
n'ai pu trouver encore la loi de leur formation ni par suite essayer
de les compter : c'est peut-être assez difficile.

La première fois que je me suis occupé de théorèmes où il s'agit
de nombres et de ces nombres renversés, c'est au Congrès de
Rouen, en i883. Le général Parmentier a eu la bonté de me si-
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gnaler, il y a quelques jours, dans le Mémoire relatif à celle Com-
munication, une faute de calcul qui a donné lieu à une restriction
inutile dans un des théorèmes énoncés; je saisis cette occasion de
rectifier ce théorème :

La condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait
K + R'== k •+ k\ si K- et K/ ont un nombre pair de chiffres^ est
que la somme de deux chiffres de même rang dans R et dans K/
soit égale à la somme de leurs associés, c''est-à-dire des chiffres
à égale distance des extrêmes dans K et dans K/ que les chiffres
considérés; s'ils ont un nombre impair de chiffres^ il faut
de plus que le chiffre du milieu soit commun.

Cette restriction n'est nullement nécessaire; les chiffres du
milieu de K et de K' peuvent, au contraire, être absolument
quelconques.

L'erreur, qu'il eût été facile de reconnaître a priori sur des
nombres, a été causée par cela que, dans l'équation (4) (loc. cit.)^
j'ai oublié d'écrire le terme ic^a^, et dans l'équation (5) le
terme ïonan. La solution du problème qui suit ce théorème subit
une légère modification trop facile à apercevoir pour qu'il y ait à
insister ici sur ce point.


