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Mémoire sur les surfaces développables formées par la réfrac-
tion d'un faisceau de rayons lumineux parallèles sur une
courbe donnée; par M. LUCIE» LÉVY.

(Séance du 2 novembre i883.)

Le problème ( * ) que nous nous proposons de résoudre a pour
objet de grouper les rayons réfractés de manière à former des sur-
faces développables.

Soient
M un point de la courbe donnée;
MT la tangente en ce point;
MN une normale ;
Ml le rayon incident qui est parallèle à une direction fixe;
MR le rayon réfracté dans le plan NMI.

On doit avoir

(i) s inNMI=7is inNMR,

n étant Findice de réfraction.
Je vais d^abord transformer cette relation.

( ' ) C'est à M. Ossian Bonnet qu'on doit la première idée de généraliser ainsi
le problème des développées; mais réminent géomètre s'est contenté de signaler
ce fait que le problème se résolvait par des quadratures, et n'a, pas publié ses
travaux sur ce sujet.
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Appelons co Pangle dièdre dû plan NMI et du plan TMI; le
trièdre MTIN donne la relation

cosNMT = o = cosNMI cosTMI -+- sinNiVH sinTMI cosœ.

De même le trièdre MR1T donne

cos RMT == cosRMI cosTMI-+- sinRMI s inTMI costo;

d^où, en éliminant coso) entre les deux équations précédentes,

cos RMT sin NMI = cos TMI ( cos RMI sin NMI — cos NMI sin RMI )
==—cosTMIsinRMN

ou, en vertu de l'équation (i),

(2) cosRMT ==—-!. cosTMI.n

L'angle RMT ne dépend donc pas de la normale MN : il ne
dépend que de l'arc de courbe s et des cosinus directeurs de la
direction fixer. Nous poserons d'une manière générale

(3) cos RMT = X ,

5. étant une fonction donnée de s. Il suffira, pour revenir au pro-
blème proposé, de prendre

(4) X ==—-'. cosTMI.n

Cela posé, appelons

rt, 6, c les cosinus des angles que fait la tangente MT avec trois
axes de coordonnées rectangulaires ;

a\ b\ c1 les cosinus directeurs de la normale;
rt% 6", c" ceux qui déterminent l'axe du plan oscillateur;
•^Oî^ 'o» ^QÎ les coordonnées du point M.
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L'équation du plan oscillateur de la courbe en M sera

a\x—XQ\-^b"(y—yQ}^-c(z—z^ == o,

celle du plan mené par MT perpendiculairement au plan oscilla-
teur

a ' ( x — x o ) - r - b ' ( y — y Q } - ^ c ' ( z — Z Q } ==: o;

par conséquent, l'équation d'un plan qui fait avec le plan oscil-
lateur l'angle y sera

a " ( x — X o ) - ^ b " ( y — y o ) - { - c (z — Zo)

— tangc?[a'(;r—;ro) -i-^ ( J — Jo ) + c ' { z — z^}} = o.

Nous poserons

(5) tan^ = /.

Si / est fonction de s, le plan dont nous venons d'écrire l'équation
enveloppera une surface, et cette surface sera une des dévelop-
pables que nous étudions si la caractéristique du plan fait avec la
tangente MT un angle 0 satisfaisant à l'équation (3), c'est-à-dire
tel que

(6) c o s 6 = X .

Les équations d'une parallèle à cette caractéristique seront

( a " — a ' l } x - ^ ( b " — b ' l ) y ^ - { c " — c ' l ) z = o,

^ ( a ^ — a ' l } à ( h " — h ' l ) à(c — c' / )
——-——— x -h ———,——- y -\- ——-—— z =-= o.

as as ~ as

iNous les écrirons
:r y z

.=J=^

en posant

«^'-y^0'-^ -(c'-c'i) ')(b'-b'l\
OS OS

n / „ / / x à(a"—a'l} „ f ) ( c " — c ' l )?=(c-cl)———^——-(a-a'l)——^—',

, „ , , , à ( b ' — b ' l ) , . „ f)(a'—a'f)••' -(n-a') —„— -(v'- v i ) -—,,— •
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Pour calculer a, nous emploierons les formules de M. Serret

ôc' c c"
~às =— R~" T'

àc" c'
~às == T'

H étant le rayon de courbure, T le rayon de torsion de la courbe
au point M.

Il vient alors
7 II î 1 1\ / cl 1 e 1 e ,^i\^(b-bl\^^l-s.+l^-c1^s)

, , , / b ' , b ,b' ,,àl\
-^--' '^(T-^R^T-^)

OU
h"cl-blcll b'c-bc» . , „ , ,, ,. aia=———^———-^——^- / - ( ^ - b c ) ^

b ' c — b c ' b ' c " - b " c ' ^
~ — — K — — T — — î

ou, en vertu de relations bien connues entre les neuf cosinus,

î -h /2 , l ai „ l'îa=-a-p--^+a^-a ^

on aura de même
r , I+^ 2 , , l , ai ,„ l2

d = - b ——— + b' .- -4- b — + 6- ,' 1 R c^5 R

î -+- l2 , l ai ,l2
^-c-^—+c ^ + c ^ + c ^

or l'équation (6) peut s'écrire

aï-^- b^-\- CY _ .
V/a2+[^+'Y2" -Â

ou
(aa+6pd-CY) 2=X2(a2-4-p 2 -^Y 2 ) .

Les formules précédentes donnent immédiatement

7 0 ^ '-^-^^a+6? -cY=^ -—^—,

q^s^.^/^.L^y^^14-^).
• • \().? T / • RS
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L'équation du problème est donc enfin

,ài i-^\» r^t_^_) . (ai i-t-^\'i
^--r-^^L—R.—4-^--!-;]

OU
, . <)/ 1 + ^2 UL , /———,-
(7) T.-—r-=Ï1^1^1^as T ~~ R

X
en posant

<•> -'T?^'
Remarquons pour les applications ultérieures que Pon a

(8 bis) (JL== cotRM^.

Faisons dans l'équation (7)
/ \ , it^ ^rrr^
d'où

^ _ a(i-h^) ^
^ - (1—^)2 as'

. , ., (i+^)2
l-h/2=

^-^)2

II vient, après une suppression du facteur 1^ dont il sera
tenu compte ultérieurement,

, . àt i+<1 pi .
(Io) ^--rr-ïï^0'
Nous sommes ainsi ramenés à résoudre une équation de Riccali.

Jusqu'ici les axes de coordonnées et la fonction \ ou, ce qui
revient au même, la fonction y. sont restés arbitraires. Revenant
au problème primitif, nous prendrons, comme dans l'équation (4),

\ =_ 1 costal.
n

De plus, l'axe des z sera parallèle aux rayons incidents, de sorte
que nous aurons

(A==—
\/n^—c^
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Cela posé, on vérifie aisément que l'équation (10) admet les

deux solutions suivantes :*
c'-4-v/n2—^

<î==-

c -h y i — n *

C' -\- i/7l2 — C2

^ — i / I — T l 2

En effet, on a

^i
as

àc'
^às

àc
as i (c»+ /r~^) - ̂  (/nrr-c-i-4-. c<)^

( c '+^ l—/ l2^

or les formules de M. Serret donnent

donc

î
as

( c - c"
R - ^ T "

àc
as ~

àc'
as ~~

àc"
as "'

ce' \
H^n»—'c»^

c'
R'

c
~R

c'
T^

(c-4-

^
T'

^1—71^4- ^(^^—C^-hC')

(c^/rr",^)2

En portant dans l'équation (10) cette valeur ainsi que celles de

y. et de t^ puis chassant le dénominateur (c"+V1 — /l:t)2î ^ vient

c"1 ce^c'1 c ^/i — n^ c^ v/i — /i2 ce' ̂ i — /i3* c1 ^/7i2 — c2

^"^ Rv/7i»—c2 'AK

[—/i2

T Rv/7i»^~c2

C' i//l2 — C2 7l2 — C2c'2 ^^i — ̂  '
""ÎT

c'2

ÎT~ 2ÏT aT •2T

I — — T l ^ / ^ — C 2 ) ,,(— c'c"— c'V/^—c3»— c' ^
R/n»—c*

et ron voit que tous les termes se détruisent deux à deux. De
même, en changeant y / i — n 1 en — y / i
solution de l'équation (10).

n2, on voit que (^ est
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Cela pose, effectuons dans l'équation (10) la substitution

t-ti

d'où
/ - / , u ( t j - t , ) ^t — t^-\- ————— ;

or
. 9.(c'-+- ^rf^—c2} v / j—^2 ^i/i— n2

t ' I — tî — ———————————-—:————————— ^ ————————————
^-t-^-i //Ï2-^_^

Donc
. . 9. U
/=<!-+-

i — ^ ^n2—c2—c'
. ;/.^ M ____ à^^—c^—c')

(H ^ ^ _^ a y/i —"^2 i — ?/ ^YÎ— ^2 ~ ( ^
^ ^ ' /^2-=r72- c' OS ~ f - / / (^2_^_"7)2 '

Portons ces valeurs dans l'équation (10), en tenant compte de ce
que t^ est une solution : il vient

f)(^n^—c^—c1)à . u

a y / i — / i 2 \—u. ïu\/i— n^ as^^
^n^-c^-c' ^ ï — u (^^—c^—c'Y

( 1 0 ; _ _L f 4 ut\ \/i—n2 _____4 ̂ 2 /i— /i2
i îT [ i - // /,,î -ci_ ^ "" (/^"-^-c^^r-^

y. lu
^ Ï——U ^2_c2__c

l » • - /Donnons à toutes les fractions le dénominateur (i — u)2 et
écrivons seulement le coefficient de u2

.> /T~7,i ^(//^——C2-^) ^i/r^2(^2_c2_ c/)

<Àv """r————————

a y/7^- n2 a ;JL y / i— n2 ( \/n^ — c2 — c')
T——^————————H————————•

Si l'on remplace dans l'expression précédente / < et a par leurs

valeurs, g par ^ et ^- par — ^ - ̂ , on voit qu'eMe est identi-

quement nulle.
L'équation (n) peut donc s'écrire, en supprimant le fac-
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teur
^^—C^—C')(î— M}2

au /i — tî
~às ~~ îT

On tire de là

• f'-r2^u==CeJ aT ,

G étant une constante arbitraire.
Nous avons donc enfin

t_t f—^.
(12) t t - = C e J <T .

t—— Î2

L'équation précédente ne contient plus qu'une seule quadrature à
effectuer.

Le calcul que nous venons de faire repose sur ce que l'on connaît
deux solutions de l'équation de Riccati : il est donc en défaut
lorsque ^ === t^ c'est-à-dire lorsque

Dans ce cas, on ne connaît que la solution

c''-+- y i —• c2
^=-———^———.

Je vais montrer que la résolution de l'équation de Riccati peut
encore, dans ce cas, se ramener à une quadrature unique.

Faisons dans l'équation ( 10 )

^<,+^.
Elle devient

au / tt a \ i ,
^+^+^.+^=0;

d'où l'on tire

...-/(^-[c-^yVt^)"^],
La quadrature f (^ -+- 7-) ds peut être effectuée. En effet, rem-

, — c . , c' +i/ i — c2 c"plaçons pi par . et ^ par— ———„—— ===— ——===——.r a / i—c 2 c /i—cî.-.^
xi. i3
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l'intégrale devient

,R/i- c2 /T^c2--^/

or les formules de M. Serret donnent

c" ds c ds , ,-r—TT-^-
L'intégrale prend donc la forme

r r — c d s / i i \ de' "]
J l K ^ v / i — c 2 / i—c2-_c^ ^ / i_c2—c ' J

/^ cdc , ,
I ————— -4- 6fc'-4-^C'

/l/ cc'^ , A i 1 v^ i—cs
= ( ( —————^ -+- de'} —— = » v ———

J \R/1—C2 ^ / i — c 2 _ c ' ^/ / i — c 2 — C '

Cette dernière intégrale est égale à

-—log(/I—c â--c ' ) ;
on a donc

^ = = ( * / l _ _ c 2 _ _ c ' ) f c -^(^7^_..)(c-;^
î j T ^i^c2_c7

II ne reste plus, comme nous l'avons annoncé, qu^une quadrature
à effectuer.

Le cas des courbes planes mérite une mention spéciale, parce
que les variables se séparent immédiatement dans l'équation (10).

Si, en effet, on fait dans cette équation — == o, elle devient

àt (x
- ^ K ^ 0 -

d'où
r-^

(i3) f=CeJ u

Si l'on pose t === tang 2? y sera l'angle du plan de la courbe et du

plan tangent à la développable.
Pour deux solutions différentes correspondant aux valeurs c'
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et c" de la constante, nous mirons

tan^ _ .
^ ~" ^ '

lan^ -L-

d^où cet énoncé :

Étant données deux surfaces développables répondant à la
question et leurs plans tangents en un même point M de la
courbe réfringente, les tangentes trigonométriques des moitiés
des angles que font ces plans tangents avec le plan de la
courbe ont un rapport constant lorsque le point M parcourt
'la courbe réfringente.

Exemple. — Supposons que la courbe donnée soit une circon-
férence de rayon R. En prenant pour axes deux diamètres rectan-
gulaires de la circonférence et pour axe des z Paxe du cercle, nous
aurons

a7==Rcos(t), dx =—Rsin(orf(o,
y == R sîn t»>, dy = R cos to </co,

ds = R û?to.

Il faut encore pour appliquer la formule (i3), calculer c, c^est-
à-dire le cosinus de l'angle que fait la tangente au cercle avec la
direction des rayons incidents. Supposons que le plan des zx
soit parallèle aux rayons incidents et que ceux-ci fassent avec
Faxe Ox Fangle a, nous aurons

àxc = cos a — = — cos a sîn (»),os
c cos a sin o>

fn1—cos^asin1^
cos a sinco

//i1 — cos1 a -+- cos2 a cos2 (o

/ p. ds F cos a sin <xï dtù__
^ J //i2 — cos2 a -t- cos2 a cos2 <o

= — log ( cos a cos a) •+- ^/^-r- cos'a-t- cos2 a cos2^).

Portant cette valeur dans Inéquation (i 3), nous obtenons

(t> Ct == tang " = — — — — ' — — — — .9' cos a cosio -+- yn1—cos2 a -+• cos2 a cos2^
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Celle formule permettra d'étudier lu var ia t ion de l 'angle ^ le
long de la circonférence.

Remarque 7. — II nous reste à indiquer comment ont été
obtenues les deux solutions particulières de l'équation (10). C'est
M. Darboux qui m'a suggéré l'idée de cette intéressante application
du théorème de Malus. On sait que les rayons réfractés seront nor-
maux à une surface; les développables que nous venons d'étudier
couperont donc cette surface suivant ses lignes de courbure. Nous
allons déterminer deux lignes de courbure particulières; ce seront
les sections de la surface par un plan P perpendiculaire aux rayons
incidents.

Soient

1M un rayon incident;
1 sa trace sur le plan P;
M le point où il rencontre la courbe réfringente;
MR un rayon réfracté.

Nous appellerons R le point où ce rayon perce la surface nor-
male que nous étudions : Malus a démontré qu'on peut obtenir
cette surface en prenant MR de telle sorte qu;1

Ml == n- x MR.

Cela posé pour tous les points R communs à la surface et au
plan P, on aura la relation précédente, c'est-à-dire que la normale
à la surface fait avec la normale au plan un angle constant : donc,
d'après le théorème de Lancret, la section de la surface par le
plan est une ligne de courbure. En prenant, au lieu de l'angle con-
stant considéré ci-dessus, son supplément, on aura une deuxième
ligne de courbure.

Remarque I I . — Dans le cas où / î = i , les deux lignes de
courbure considérées ci-dessus se confondent. La développable
particulière qui nous a permis dans ce cas de réduire l'équa-
tion (10) est le cylindre qui a pour directrice la courbe donnée
et pour génératrices des parallèles à la direction des ravons
incidents.

Remarque I I I . — Tous les rayons réfractés au même p o i n t M
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de la courbe réfringente détermineront sur la surface normale une
ligne de courbure circulaire, puisqu'il faudra porter sur chacun la

même longueur M R = = — M l . La surface normale aura donc un

système de lignes de courbure circulaires. Cela posé/on sait que
le rapport anharmonique de quatre solutions d'une équation de
Riccati est constant : on aura donc, entre quatre solutions de
l'équation (10), la relation

^:^l=eonst.
ts — tî t^ — t.î

ou, en se rappelant la signification géométrique de la lettre

/=tangî,

. î?3 — tt»i . V»,— (S,
sm-1-——•- sin—î——Ll

a 2
= const.

. î?3 — ÎS<» . ©4 — Ç2,sin ———i- sm -î——'—
2 2

Or les quatre plans tangents aux développables qui correspondent
aux angles y,, ya» ?3î y.i passent par la tangente MT, c'est-à-dire
par l'axe de la ligne de courbure circulaire : l'équation précédente
exprime donc un théorème de Géométrie déjà connu, mais dont
nous ne connaissons pas de démonstration aussi simple que la
précédente, à savoir que : Sur toute sur/ace enveloppe de
sphères, quatre lignes de courbure non circulaires prises à
volonté déterminent sur les lignes de courbure circulaires
quatre points dont le rapport anharmonique est constant. La
méthode que nous avons employée est d'ailleurs indépendante du
problème particulier que nous avons en vue, puisque l'équation de
Riccati a été obtenue en laissant la fonction \ entièrement arbi-
traire.

Généralisation du problème — Autres cas d'intégration
de U équation (10).

Nous reprendrons l'équation (7) et l'équation (10)

(7) ^-1-^=^^,

. àt t^ ^ i
10; ^ "" îÏ ~~~ K / — JÏ =0?
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et nous chercherons s'il existe d'autres cas d'intégration. Mais
remarquons d'abord que dans le passage de la première de ces

équations à la deuxième nous avons supprimé un facteur ^_ *

t = ^— i ou, ce qui revient au même, /== ^— i est une solution
singulière de l'équation (7). Ainsi, quelle que soit la loi suivant
laquelle on fasse succéder des droites issues d'une courbe gauche
donnée, on formera une surface développable en prenant celles
qui sont dans les plans tangents au cercle imaginaire de l'infini, et
alors toutes ces droites issues d'un même point de la courbe coïn-
cideront entre elles et en particulier avec la normale à la courbe
située dans le plan tangent considéré.

On voit ensuite que t == i ou / == oo n'est solution qu'autant
T>

que y. = — 7?; mais alors t == i est aussi solution de l'équation (10)

et la suppression du facteur -^—— n'a supprimé aucune solution.

L'équation (10) nous donnera immédiatement l'enveloppe des
plans menés par la tangente qui font un angle constant co avec le
plan osculateur de la courbe. Dans ce cas, on a

àt (p^=o, ^=tang^,

d'où
R ^-4-î R
T 'it ~ Tsino

et, à cause de l'équation (8 bis)^
i

( i4 ) t a n g R M T = — s i n c p — -
T

On a donc ce théorème :

Si l'on trace sur une surface développable une courbe dont
les plans oscillateurs fassent avec les plans tangents de la sur-
face un angle constante les tangentes à la courbe font avec les
génératrices de la surface des angles dont la tangente tri go-
nométrique a pour valeur le rapport de la courbure de la
courbe à sa torsion multiplié par le sinus de l'angle constant.

Mais la réciproque de ce théorème n'est pas vraie. On voit seu-
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lement qae l'équation (10) pourra encore être intégrée par une
seule quadrature dans le cas où la loi de succession des rayons
issus de la courbe sera celle indiquée (i4)* Supposons, en effet,

R
^^Tsïn^

y étant une constante.
L'équation (10) devient

àt /s t

ou

ou

as aT Tsincp aT

àt __ ds
" , î î ~ ~ T
tî— -—— 4-1sintp

dt ds

(•——î)('- -î)""
d'où

' (?
t—COt-1- fd.'i
____l.-^cotTJY=C6 ^ T

t — tang -t.

Cette équation ne donnera t == const. que si la constante C est
nulle ou infinie.


