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par Weizhe Zheng

Résumé. — On étudie le comportement des faisceaux l-adiques entiers sur les schémas

de type fini sur un corps local par les six opérations et le foncteur des cycles proches.

Abstract (On the cohomology of integral l-adic sheaves over local fields)

We study the behavior of integral l-adic sheaves on schemes of finite type over a

local field under the six operations and the nearby cycle functor.

1. Introduction

Soient R un anneau de valuation discrète hensélien excellent de corps résiduel
fini de caractéristique p, K son corps des fractions. Un tel corps sera appelé
corps local. Soit η = SpecK.

Soit X un schéma de type fini sur η. On désigne par |X| l’ensemble de ses
points fermés. Pour x ∈ |X|, le corps résiduel κ(x) de X en x est une extension
finie de K. On note Rx son anneau des entiers, x0 le point fermé de Spec Rx.
Soient x̄ un point géométrique de X au-dessus de x de corps résiduel κ(x̄) une
clôture séparable de κ(x), Rx̄ la normalisation de Rx dans κ(x̄), x̄0 le point

Texte reçu le 12 mars 2007, révisé le 4 septembre 2007

Weizhe Zheng, Université Paris-Sud 11, Mathématiques, Bât. 425, 91405 Orsay Cedex,

France. • E-mail : weizhe.zheng@math.u-psud.fr

Classification mathématique par sujets (2000). — 14F20, 14G20, 11G25, 14D05.

Mots clefs. — Intégralité, cohomologie l-adique, cycles proches.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/2008/465/$ 5.00
© Société Mathématique de France



466 ZHENG (W.)

fermé de Spec Rx̄. Soit Fx ∈ Gal(κ(x̄0)/κ(x0)) le Frobenius géométrique qui
envoie a sur a

1/q, où q = �κ(x0).

Fixons un nombre premier l �= p. On désigne par Ql une clôture algébrique
de Ql. Soit F un Ql-faisceau sur X. D’après le théorème de monodromie locale,
les valeurs propres d’un relèvement Φx ∈ Gal(κ(x̄)/κ(x)) de Fx agissant sur Fx̄

sont bien définies à multiplication près par des racines de l’unité [5, 1.7.4].

Rappelons qu’on dit que F est entier [7, 0.1] si les valeurs propres de Φx

sont des entiers algébriques pour tout x ∈ |X|. Cette intégralité est stable par
image directe à support propre [ibid., 0.2]. La démonstration utilise l’analogue
de ce résultat sur un corps fini [22, XXI 5.2.2].

L’objet de cet article est d’étudier, plus généralement, le comportement de
l’intégralité par les foncteurs usuels : les six opérations et le foncteur des cycles
proches. De façon plus précise, on examine le comportement par ces foncteurs
de la divisibilité des valeurs propres des Φx par des puissances de q. On introduit
pour cela une mesure de la q-divisibilité inspirée des « jauges » de Mazur-Ogus.
On prouve notamment les résultats espérés dans [13, 5.5].

Dans un travail ultérieur [19], on examine le comportement de la rationalité
et de l’indépendance de l par les mêmes opérations.

Les résultats concernant les six opérations sont exposés au § 2. Au § 3 on
traite le cas crucial de Rj∗F , pour l’inclusion j : U → X du complémentaire
d’un diviseur à croisements normaux D dans un schéma X lisse sur η et d’un
faisceau F lisse sur U et modérément ramifié le long de D. Les démonstrations
des résultats du § 2 sont données au § 4. L’ingrédient essentiel est un théorème
de de Jong, grâce auquel on se réduit au cas traité au § 3 par les techniques
usuelles de descente cohomologique. Le résultat principal du § 5 est la stabilité
de l’intégralité par le foncteur des cycles proches RΨ. À nouveau, l’ingrédient
clé est un théorème de de Jong, qui permet de se ramener au cas d’un couple
strictement semi-stable et d’un faisceau lisse sur le complémentaire du diviseur
D réunion de la fibre spéciale et des composantes horizontales et modérément
ramifié le long de D. L’étude de ce cas, plus délicate qu’on ne pouvait s’y
attendre, repose sur une compatibilité technique (5.6 (ii)) généralisant [11, 1.5
(a)]. Au § 6 on généralise la notion d’intégralité aux champs algébriques.

Je remercie chaleureusement L. Illusie pour m’avoir suggéré ce sujet, pour
son aide à la composition de cet article, et pour sa lecture minutieuse des
diverses versions du manuscrit. Je suis reconnaissant à G. Laumon pour une
simplification de la démonstration de 5.6 (ii). Je remercie également O. Gabber,
F. Orgogozo et le rapporteur pour leurs remarques et suggestions.
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2. Intégralité et six opérations

On conserve les notations du § 1. On désigne par Q la clôture algébrique
de Q dans C. Pour r ∈ Q, on note q

r l’unique élément de Q ∩ R>0 vérifiant
(q

r
)
b

= q
a, où a, b ∈ Z sont tel que r =

a

b
, b �= 0. Soit X un schéma de type

fini sur η.

Définition 2.1. — Fixons un plongement ι : Q → Ql. On dit qu’un Ql-
faisceau F sur X est r-entier (resp. r-entier inverse) si pour tout point fermé
x de X, et toute valeur propre α de Φx agissant sur Fx̄, α/ι(q

r
) (resp. ι(q

r
)/α)

est entier sur Z, où q = �κ(x0). Cette définition ne dépend pas des choix de
Φx et de ι. On dit que F est entier (resp. entier inverse) s’il est 0-entier (resp.
0-entier inverse).

Les Ql-faisceaux entiers (resp. r-entiers, resp. entiers inverses, resp. r-entiers
inverses) sur X forment une sous-catégorie épaisse [9, 1.11] de Modc(X, Ql),
notée Modc(X, Ql)ent

(resp. Modc(X, Ql)r-ent, resp. Modc(X, Ql)ent−1 , resp. Modc(X, Ql)r-ent−1).

Soient K
� une extension finie de K, Z un schéma de type fini sur K

�, G ∈
Modc(Z, Ql). Alors G est r-entier (resp. r-entier inverse) relativement à K

� si
et seulement s’il est r-entier (resp. r-entier inverse) relativement à K.

Rappelons que pour les schémas X séparés de type fini sur un schéma S

régulier de dimension ≤ 1, et en particulier sur η, on dispose, par [6, § 6],
d’une catégorie triangulée D

b

c
(X, Ql) et d’un formalisme de six opérations :

Rf∗, Rf!, f
∗, Rf

!, ⊗, RHom. La catégorie D
b

c
(X, Ql) est la 2-limite inductive

des catégories D
b

c
(X,Eλ), où Eλ parcourt les extensions finies de Ql contenues

dans Ql. Si Oλ est l’anneau des entiers de Eλ, D
b

c
(X,Eλ) est déduite de la

catégorie D
b

c
(X,Oλ) définie dans [ibid.] par extension des scalaires de Oλ à Eλ.

Le formalisme construit dans [ibid.] pour D
b

c
(−,Oλ) se transpose trivialement.

Ce formalisme a un sens pour les schémas de type fini sur S (pas nécessai-
rement séparés), et ce n’est que pour certaines opérations (Rf! et Rf

!) qu’on a
besoin d’une hypothèse de séparation sur les morphismes. Pour un formalisme
sans hypothèse de séparation, voir l’appendice (§ 6).

La définition qui suit est inspirée de la notion des « jauges » de Mazur-Ogus
[2, 8.7].

Définition 2.2. — Soit � : Z → Q une fonction. On dit qu’un objet K ∈
D

b

c
(X, Ql) est entier (resp. �-entier, resp. entier inverse, resp. �-entier inverse)

si pour tout i ∈ Z, Hi
(K) est entier (resp. �(i)-entier, resp. entier inverse, resp.

�(i)-entier inverse).
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On désigne la sous-catégorie pleine de D
b

c
(X, Ql) formée des objets entiers

(resp. �-entiers, resp. entiers inverses, resp. �-entiers inverses) par

D
b

c
(X, Ql)ent (resp. D

b

c
(X, Ql)�-ent, resp. D

b

c
(X, Ql)ent−1 , resp. D

b

c
(X, Ql)�-ent−1).

Lorsque � est constant, D
b

c
(X, Ql)�-ent et D

b

c
(X, Ql)�-ent−1 sont des sous-

catégories triangulées. On abrège parfois D
b

c
(X, Ql) en D

b

c
(X).

On note I la fonction d’inclusion de Z dans Q.

2.3. — Soient r, r1, r2 ∈ Q.
Pour F ∈ Modc(X, Ql)r1-ent, G ∈ Modc(X, Ql)r2-ent, on a

F ⊗ G ∈ Modc(X, Ql)(r1+r2)-ent.

Pour K ∈ D
b

c
(X, Ql)(rI+r1)-ent, L ∈ D

b

c
(X, Ql)(rI+r2)-ent, on a

K ⊗ L ∈ D
b

c
(X, Ql)(rI+r1+r2)-ent.

De même pour « entier inverse ».
Pour F ∈ Modc(X, Ql)r1-ent−1 lisse, G ∈ Modc(X, Ql)r2-ent, on a

Hom(F ,G) ∈ Modc(X, Ql)(r2−r1)-ent.

Pour F ∈ Modc(X, Ql)r1-ent lisse, G ∈ Modc(X, Ql)r2-ent−1 , on a

Hom(F ,G) ∈ Modc(X, Ql)(r2−r1)-ent−1 .

Soit f : X → Y un morphisme de schémas de type fini sur η. Alors f
∗

préserve les complexes �-entiers (resp. �-entiers inverses).

Théorème 2.4. — Soient f : X → Y un morphisme séparé de schémas de

type fini sur η, F un Ql-faisceau entier (resp. entier inverse) sur X. Alors pour

tout point fermé y de Y , (Rf!F)y est entier et (I − n)-entier (resp. I-entier

inverse et n-entier inverse), où n = dim(f
−1

(y)). En particulier, Rf! induit

D
b

c
(X)ent → D

b

c
(Y )ent,(2.4.1)

D
b

c
(X)I-ent → D

b

c
(Y )(I−dr)-ent,(2.4.2)

D
b

c
(X)I-ent−1 → D

b

c
(Y )I-ent−1 ,(2.4.3)

D
b

c
(X)ent−1 → D

b

c
(Y )dr-ent−1 ,(2.4.4)

où dr = maxy∈|Y | dim f
−1

(y) est la dimension relative.

Le cas « entier » ((2.4.1) et (2.4.2)) de 2.4 est un théorème de Deligne-Esnault
[7, 0.2].
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Théorème 2.5. — Soient f : X → Y un morphisme séparé de schémas de

type fini sur η, dX = dim X. Alors Rf∗ induit

D
b

c
(X)ent → D

b

c
(Y )ent,(2.5.1)

D
b

c
(X)I-ent → D

b

c
(Y )(I−dX)-ent,(2.5.2)

D
b

c
(X)I-ent−1 → D

b

c
(Y )I-ent−1 ,(2.5.3)

D
b

c
(X)ent−1 → D

b

c
(Y )dX-ent−1 .(2.5.4)

Sans hypothèse de séparation de f , (2.5.1), (2.5.3) et (2.5.4) sont encore vrais.

L’hypothèse de séparation est également superflue pour (2.5.2). On peut
l’éliminer ou bien en étudiant la q-divisibilité en dehors d’un sous-schéma de
dimension fixée, ou bien en utilisant une théorie de Rf! sans hypothèse de
séparation (voir 6.5).

Théorème 2.6. — Soient f : X → Y un morphisme séparé de schémas de

type fini sur η, dY = dim Y , dr = maxy∈|Y | dim f
−1

(y). Alors Rf
!
induit

D
b

c
(Y )ent → D

b

c
(X)−dr-ent,(2.6.1)

D
b

c
(Y )I-ent → D

b

c
(X)(I−dY )-ent,(2.6.2)

D
b

c
(Y )I-ent−1 → D

b

c
(X)(I+dr)-ent−1 ,(2.6.3)

D
b

c
(Y )ent−1 → D

b

c
(X)dY -ent−1 .(2.6.4)

Soient X un schéma de type fini sur η, aX : X → η. Rappelons que Ra
!
X

Ql

est globalement défini (pas de problème dans le cas séparé, dans le cas général
par [1, 3.2.4]). On pose DX = RHom(−, Ra

!
X

Ql).

Théorème 2.7. — Soient X un schéma de type fini sur η, dX = dimX. Alors

DX induit

D
b

c
(X)

◦

ent−1 → D
b

c
(X)−dX-ent,(2.7.1)

D
b

c
(X)

◦

I-ent−1 → D
b

c
(X)I-ent,(2.7.2)

D
b

c
(X)

◦

I-ent → D
b

c
(X)(I+dX)-ent−1 ,(2.7.3)

D
b

c
(X)

◦

ent → D
b

c
(X)ent−1 .(2.7.4)

De plus, pour K ∈ Modc(X, Ql)ent−1 , Ha
(DK) est (a + 1)-entier, −dX ≤ a ≤

−1.
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Théorème 2.8. — Soient X un schéma de type fini sur η, dX = dimX. Alors

RHomX(−,−) induit

D
b

c
(X)

◦

ent−1 ×D
b

c
(X)ent → D

b

c
(X)ent,(2.8.1)

D
b

c
(X)

◦

I-ent−1 ×D
b

c
(X)I-ent → D

b

c
(X)(I−dX)-ent,(2.8.2)

D
b

c
(X)

◦

I-ent ×D
b

c
(X)I-ent−1 → D

b

c
(X)I-ent−1 ,(2.8.3)

D
b

c
(X)

◦

ent−1 ×D
b

c
(X)ent−1 → D

b

c
(X)dX-ent−1 .(2.8.4)

3. Diviseurs à croisements normaux

Proposition 3.1. — Soient g : X → Y un morphisme fini de schémas de

type fini sur η, L ∈ D
b

c
(X, Ql). Alors g∗L est �-entier (resp. �-entier inverse)

si et seulement si L l’est.

Démonstration. — On peut supposer que Y est réduit à un seul point y, X est
réduit à un seul point x et L = F ∈ Modc(X, Ql). Soient Gy = Gal(κ(ȳ)/κ(y)),
Gx = Gal(κ(x̄)/κ(x)). Le faisceau F correspond à une représentation ρ : Gx →
GLQl

(Fx̄). Soient K
� une extension finie quasi-galoisienne (i. e., normale) de

κ(y) contenant κ(x), x
�

= SpecK
�. Pour s ∈ Gy, soit Fs le faisceau sur x

�

correspondant à la représentation

Gal(κ(x�)/K
�
) → GLQl

(Fx̄)

h �→ ρ(s
−1

hs).

Ce faisceau ne dépend, à isomorphisme près, que de l’image de s dans Gy/Gx.
D’après la formule de Mackey ([18, 7.3]), on a (g∗F)x� �

�
s
Fs, où s parcourt

un système de représentants de Gy/Gx. Donc

g∗F est �(0)-entier ⇔ (g∗F)x� est �(0)-entier
⇔ les Fs sont �(0)-entiers ⇔ F est �(0)-entier.

De même pour le cas entier inverse.

Soient, en 3.2 et 3.3, K un corps quelconque, η = Spec K.

On va utiliser le cas spécial suivant du théorème de pureté de Gabber [8].

Proposition 3.2. — Soient n un entier inversible sur η, Λ = Z/nZ. Soit

i : Y → X une immersion fermée de schémas réguliers de type fini sur η

purement de codimension c. Alors Ri
!
Λ � Λ(−c)[−2c].
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Gabber a remarqué que ce résultat découle facilement du théorème de pu-
reté relative [21, XVI 3.7]. En effet, i provient par changement de base d’une
immersion fermée i1 : X1 → Y1 de schémas de type fini sur K1, où K1 est un
sous-corps de K, extension de type fini d’un corps premier K0. Alors Spec K1

est le point générique d’un schéma S1 intègre de type fini sur K0. Quitte à
remplacer S1 par un ouvert, on peut supposer que i1 est la fibre générique
d’une immersion fermée i2 : Y2 → X2 de schémas de type fini sur S1. Comme
X1 (resp. Y1) est un schéma régulier ([10, 6.5.2 (i)]) et que X2 (resp. Y2) est
de type fini sur K0, donc en particulier, excellent, quitte à remplacer X2 et Y2

par des voisinages ouverts de leurs fibres génériques, on peut supposer que X2

et Y2 sont réguliers (donc lisses sur K0) et i2 est purement de codimension c.
D’après le théorème de pureté relative, Ri

!
2Λ � Λ(−c)[−2c]. On conclut par

passage à la limite.
Le lemme suivant est décalqué de [22, XXI 5.2.1].

Lemme 3.3. — Soient X un schéma de type fini sur η, aX : X → η, l un

nombre premier inversible sur η, G ∈ Modc(X, Ql).

(i) Il existe une partie fermée Y de dimension 0 de X telle que aX∗G →
aY ∗(G|Y ) soit injectif, où aY : Y → η.

(ii) Si X est séparé de dimension n, et si U est un ouvert de X dont le

complémentaire Z est de dimension < n, alors il existe une partie fermée Y

de U de dimension 0 et une flèche surjective aY ∗(G|Y )(−n) → R
2n

aX!G, où

aY : Y → η.

Démonstration. — (i) est évident.
(ii) Quitte à remplacer X par Xred et à rétrécir U , on peut supposer U

régulier purement de dimension n et G|U lisse. Puisque dim Z < n, on a

0 = R
2n−1

aZ!(G|Z) → R
2n

aU !(G|U)
∼−→ R

2n
aX!G → R

2n
aZ!(G|Z) = 0,

où aZ : Z → η. Donc on peut supposer X = U . Appliquant (i) à Ǧ =

Hom(G, Ql), on trouve une partie fermée Y de U de dimension 0 telle que
aU∗Ǧ → aY ∗(Ǧ|Y ) soit injectif, donc Dη(aY ∗(Ǧ|Y )) → Dη(aU∗Ǧ) surjectif. Par
le théorème de pureté 3.2, on a

Dη(aY ∗(Ǧ|Y )) � aY ∗(DY (Ǧ|Y )) � aY ∗(G|Y ),

Par ailleurs, on a

Dη(aU∗Ǧ) = H0
(DηRaU∗Ǧ) � H0

(RaU !DU Ǧ)

� H0
(RaU !G(n)[2n]) = R

2n
aU !G(n).

D’où le résultat.

On reprend les notations du § 1.
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Corollaire 3.4. — Soient X un schéma de type fini sur η, aX : X → η,

G ∈ Modc(X, Ql) entier (resp. entier inverse).

(i) aX∗G est entier (resp. entier inverse).

(ii) Si X est séparé de dimension n, alors aX!G est entier (resp. entier

inverse), R
2n

aX!G est n-entier (resp. n-entier inverse).

La proposition suivante est décalqué de [22, XXI 5.3 (a)].

Proposition 3.5. — Soient j : X �→ Y une immersion ouverte de schémas

de type fini sur η de dimension 1, G ∈ Modc(X, Ql) entier. Alors j∗G est entier.

Démonstration. — On se ramène au cas Y affine, puis Y projectif.
Définissons H par la suite exacte courte

0 → j!G → j∗G → H → 0,

d’où la suite exacte
aX∗G → aY ∗H → R

1
aX!G,

où aX : X → η, aY : Y → η. D’après 3.4 (i), aX∗G est entier. D’après le
théorème de Deligne-Esnault (2.4.1), R

1
aX!G est entier. Donc aY ∗H l’est aussi.

Mais H est à supports dans une partie fermée de dimension 0 de Y , donc H
est entier.

Proposition 3.6. — Soient X un schéma régulier de type fini sur η de di-

mension 1, D un diviseur positif régulier. Posons U = X−D, j : U �→ X. Soit

G un Ql-faisceau lisse sur U , entier, modérément ramifié sur X. Alors Rj∗G
est I-entier.

Démonstration. — La question est locale sur X. Soit x ∈ |D|. Montrons que
(Rj∗G)x est I-entier.

On a G � (GO ⊗O E) ⊗E Ql, où E est un corps extension finie de Ql,
O son anneau des entiers, GO un O-faisceau lisse (constructible) sur U . En
vertu du lemme d’Abhyankar [20, XIII 5.2], il existe, au voisinage de x, un
revêtement fini g : ‹X → X de la forme ‹X = X[T ]/(T

n − t) où t est une
équation locale de x, n est un entier premier à l’exposant caractéristique de K,
tel que (g|U)

∗
(GO⊗O (O/l

2O)) se prolonge en un faisceau localement constant
sur ‹X. Comme G est facteur direct de (g|U)∗(g|U)

∗G, on est ramené à montrer
le lemme pour le faisceau (g|U)∗(g|U)

∗G. Comme g
−1

(D)red est un diviseur
régulier, on peut alors se ramener à montrer le lemme pour un faisceau G tel
que GO⊗O (O/l

2O) se prolonge en un faisceau localement constant sur X, puis
au cas GO ⊗O (O/l

2O) constant par la formule de projection.
Soient X(x) le hensélisé de X en x, U(x) = X(x) ×X U , j(x) : U(x) �→ X(x),

H = G|U(x). Alors H � (HO⊗OE)⊗E Ql, avec HO⊗O (O/l
2O) constant. On a
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(Rj(x)∗H)x = (Rj∗G)x ∈ D
b

c
(x, Ql). D’après 3.5, (j(x)∗H)x = (j∗G)x est entier.

Il reste à montrer que (R
1
j(x)∗H)x est 1-entier.

On a une suite exacte de groupes

1 → Ẑ�(1) → G → Gal(κ(x̄)/κ(x)) → 1,

où Ẑ�(1) =
�

p� �=car(K) Zp�(1), G = π
mod
1 (U(x)). Le faisceau H correspond à une

représentation l-adique de G. D’après le théorème de monodromie locale, la res-
triction de cette représentation à Ẑ�(1) est quasi-unipotente, donc unipotente.
On obtient une filtration M finie, croissante de H, telle que chaque gr

M

a
H se

prolonge en un Ql-faisceau lisse Ga sur X(x).
Montrons que (R

1
j(x)∗Ma)x est 1-entier par récurrence sur a, ce qui achèvera

la démonstration de la proposition. L’assertion est claire pour a � 0. Supposons
l’assertion établie pour a− 1. La suite exacte courte

0 → Ma−1 → Ma → Ga|U(x) → 0

donne le triangle distingué

Rj(x)∗Ma−1 → Rj(x)∗Ma → Rj(x)∗(Ga|U(x)) → .

D’après une formule de projection, Rj(x)∗(Ga|U(x)) � Rj(x)∗Ql ⊗ Ga. On a

(R
q
j(x)∗Ql)x =

�
Ql(−q) si q = 0, 1,
0 sinon.

Donc on a la suite exacte

(j(x)∗Ma)x → (Ga)x → (R
1
j(x)∗Ma−1)x → (R

1
j(x)∗Ma)x → (Ga)x(−1).

Ici (j(x)∗Ma)x est un sous-faisceau de (j(x)∗H)x, donc entier. Par hypothèse de
récurrence, (R

1
j(x)∗Ma−1)x est 1-entier. Donc (Ga)x est entier, (Ga)x(−1) est

1-entier. On en déduit que (R
1
j(x)∗Ma)x est 1-entier.

Le lemme suivant est une variante de [22, XXI 5.6.2].

Lemme 3.7. — Soient X un schéma noethérien régulier, D =
�

i∈I
Di un

diviseur strictement à croisements normaux de X avec (Di)i∈I une famille finie

de diviseurs réguliers, U = X − D, n un entier inversible sur X, Λ = Z/nZ,

G ∈ Modc(U,Λ) localement constant, modérément ramifié sur X.

(i) Soient i ∈ I, U(i) = X − �
h∈I−{i} Dh, Di,U(i)

= Di ×X U(i), d’où un

diagramme à carré cartésien

Di,U(i)

� �
j
�

(i)
��

ι
�
i

��

Di

ιi

��

U
� � j

(i)
�� U(i)

� �
j(i)

�� X
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Alors le morphisme de changement de base

(3.7.1) ι
∗

i
Rj(i)∗(Rj

(i)
∗ G) → Rj

�

(i)∗ι
�∗

i
(Rj

(i)
∗ G)

est un isomorphisme et les faisceaux

ι
�∗

i
R

q
j
(i)
∗ G, q ∈ Z,

sont localement constants, modérément ramifiés sur Di.

(ii) Soit f : Y → X un morphisme de schémas réguliers noethériens. Suppo-

sons que f
−1

(D) soit un diviseur à croisements normaux et que (f
−1

(Di))i∈I

soit une famille de diviseurs réguliers. Considérons le carré cartésien :

YU

� � jY
��

fU

��

Y

f

��

U
� � j

�� X

Alors le morphisme de changement de base f
∗
Rj∗G → RjY ∗f

∗

U
G est un iso-

morphisme.

Démonstration. — La question est locale sur X. Soit x un point de X. En
vertu du lemme d’Abhyankar, il existe, au voisinage de x, un revêtement fini
g : ‹X → X de la forme ‹X = X[T1, . . . , Tr]/(T

n1
1 −t1, . . . , T

nr
r
−tr) où les ti sont

des équations locales des composantes de D passant par x, et ni des entiers
premiers à l’exposant caractéristique de κ(x), tel que (g|U)

∗G se prolonge en un
faisceau localement constant sur ‹X. Comme G s’injecte dans (g|U)∗(g|U)

∗G et
le quotient G1 est modérément ramifié sur X, on peut itérer cette construction.
Pour tout N ≥ 1, on obtient, quitte à rétrécir X, une résolution

G → (g|U)∗(g|U)
∗G → (g1|U)∗(g1|U)

∗G1 → · · · → (gN |U)∗(gN |U)
∗GN .

Donc on est ramené à montrer le lemme pour le faisceau (g|U)∗(g|U)
∗G. Comme

g
−1

(D)red =
�

i∈I
g
−1

(Di)red est un diviseur à croisements normaux avec
(g
−1

(Di)red)i∈I une famille de diviseurs réguliers, on peut alors se ramener à
montrer le lemme pour un faisceau G qui se prolonge en un faisceau localement
constant sur X, puis au cas G = ΛU par la formule de projection.

Le point (ii) résulte alors de [8, § 8] et de la fonctorialité des classes des
diviseurs [4, Th. finitude, 2.1.1].

Pour (i), notons que Di,U(i)
est un diviseur régulier de U(i), de complémen-

taire U . Pour tout q,

ι
�∗

i
R

q
j
(i)
∗ ΛU �






ΛDi,U(i)
si q = 0,

ΛDi,U(i)
(−1) si q = 1,

0 sinon.
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est localement constant, modérément ramifié sur Di. On a donc un triangle
distingué

ι
�

i∗ΛDi,U(i)
(−1)[−2] → ΛU(i)

→ Rj
(i)
∗ ΛU → .

Le morphisme (3.7.1) est un isomorphisme car le morphisme de changement de
base ι

∗
i
Rj(i)∗ → Rj

�

(i)∗ι
�∗
i

induit des isomorphismes sur ΛU(i)
en vertu de (ii) et

trivialement sur ι
�
i∗

ΛDi,U(i)
.

La proposition suivante est décalquée de [22, XXI 5.6.1].

Proposition 3.8. — Soient X un schéma de type fini sur η, D un diviseur à

croisements normaux. Posons U = X −D, j : U �→ X. Soit G un Ql-faisceau

lisse sur U , entier, modérément ramifié sur X. Alors Rj∗G est I-entier.

Démonstration. — Le problème étant local pour la topologie étale au voisinage
d’un point fermé de D, on peut supposer D strictement à croisements normaux.
Comme Reg(X) est un ouvert de X contenant D, on peut supposer X régulier.

On pose D =
�

i∈I
Di avec (Di)i∈I une famille finie de diviseurs réguliers.

On fait une récurrence sur n = �I. Le cas n = 0 est trivial. Pour n > 0, on
choisit i ∈ I et applique 3.7 (i), dont on conserve les notations. Pour tout
x ∈

���Di,U(i)

���, il existe un sous-schéma régulier de U(i) de dimension 1 tel que

son intersection avec Di,U(i)
soit le schéma x. Donc Rj

(i)
∗ G est I-entier, d’après

3.7 (ii) et 3.6. Notons que
�

h∈I−{i} Dh ∩ Di est un diviseur à croisements
normaux de Di de complémentaire Di,U(i)

, et pour tout q, ι
�∗
i

R
q
j
(i)
∗ G est un

Ql-faisceaux lisse sur Di,U(i)
, modérément ramifié sur Di en vertu de 3.7 (i).

Donc ι
∗
i
Rj∗G � Rj

�

(i)∗ι
�∗
i

Rj
(i)
∗ G est I-entier, d’après l’hypothèse de récurrence.

Comme i est arbitraire, on en conclut que Rj∗G est I-entier.

4. Démonstration de 2.4 à 2.8

La proposition suivante est une variante de [17, 2.6].

Proposition 4.1. — Soient F un corps, X un schéma séparé de type fini sur

Spec F , U une partie ouverte de X.

(i) Il existe un morphisme r0 : X
�
0 → X propre surjectif avec X

�
0 régulier et

un sous-schéma ouvert fermé W0 de X
�
0 contenant r

−1
0 (U) tels que r

−1
0 (U) soit

le complémentaire d’un diviseur strictement à croisements normaux dans W0.

(ii) Pour tout n ≥ 0, il existe une extension finie radicielle F
�
de F et un

hyperrecouvrement propre n-tronqué s-scindé r• : X
�
• → XF � tels que X

�
m

soit

lisse sur Spec F
�

et que r
−1
m

(UF �) soit le complémentaire d’un diviseur stric-

tement à croisements normaux relativement à Spec F
�

dans un sous-schéma

ouvert fermé de X
�
m

, 0 ≤ m ≤ n.
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Démonstration. — (i) Au cas où X est intègre et U �= ∅, il existe un morphisme
r0 : X

�
0 → X propre surjectif avec X

�
0 intègre et régulier tel que r

−1
0 (U) soit le

complémentaire d’un diviseur strictement à croisements normaux, en vertu de
[14, 4.1]. On prend W0 = X

�
0.

Le cas où X est intègre et U = ∅ en résulte : appliquer le cas précédent à
X et la partie ouverte X pour obtenir r0, et puis prendre W0 = ∅.

Dans le cas général, soient Xα les schémas réduits associés aux composantes
irréductibles de X, a :

�
Xα → X le morphisme canonique. Alors a est fini

et surjectif. Pour chaque α, appliquons (i) à Xα et U ×X Xα, on obtient φα :

(Xα)
�
0 → Xα propre surjectif avec (Xα)

�
0 régulier et un sous-schéma ouvert

fermé Wα de (Xα)
�
0 contenant l’image inverse Uα de U tels que Uα soit le

complémentaire dans Wα d’un diviseur strictement à croisements normaux.
Posons X

�
0 =

�
(Xα)

�
0, r0 = a ◦�

φα, W0 =
�

Wα. Alors r0 et W0 satisfont
aux conditions de (i).

(ii) Cas F parfait. On fait une récurrence sur n. Lorsque n = 0, (ii) dégé-
nère en (i). Supposons donné un hyperrecouvrement n-tronqué r• : X

�
• → X

vérifiant les conditions de (ii). On applique (i) au X-schéma (cosq
n
X
�
•)n+1 et

l’image inverse de U . On obtient β : N → (cosq
n
X
�
•)n+1 propre surjectif avec

N lisse sur Spec F et un sous-schéma ouvert fermé W de N tels que l’image
inverse de U dans N soit le complémentaire d’un diviseur strictement à croi-
sements normaux relativement à Spec F dans W . L’hyperrecouvrement propre
(n + 1)-tronqué s-scindé associé au triplet (X

�
•, N, β) [21, Vbis 5.1.3] vérifie les

conditions de (ii) pour n + 1.
Cas général. On prend une clôture parfaite F de F et applique (ii) à F , X

F

et U
F
. L’hyperrecouvrement tronqué et les diviseurs strictement à croisements

normaux obtenus se descendent à une sous-extension finie F
� de F .

4.2. — Démonstration de (2.5.1). — Il faut montrer que pour un Ql-faisceau
constructible G sur X, entier, Rf∗G est entier.

On fait une récurrence sur d = dim X. Le cas d ≤ 0 est trivial.

Soit d ≥ 1. Choisissons un ouvert affine U
j

�→ X tel que G|U soit lisse et que
son complémentaire Z

i

�→ X soit de dimension < d. Le triangle distingué

i∗Ri
!G → G → Rj∗j

∗G →

induit le triangle distingué

R(fi)∗Ri
!G → Rf∗G → R(fj)∗j

∗G → .

Compte tenu de l’hypothèse de récurrence, il suffit de voir que Rj∗j
∗G et

R(fj)∗j
∗G sont entiers. Il suffit donc de vérifier le théorème sous l’hypothèse

additionnelle que X est séparé et G lisse.
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On a G � (GO ⊗O E) ⊗E Ql avec GO lisse. Soit p : X
� → X un revêtement

étale surjectif qui trivialise GO ⊗O (O/m), où m est l’idéal maximal de O. Le
faisceau G est facteur direct de p∗p

∗G, de sorte qu’il suffit de voir l’intégralité de
R(fp)∗p

∗G. Donc il suffit de vérifier le théorème sous l’hypothèse additionnelle
que X est séparé et

4.2.1 G � (GO ⊗O E)⊗E Ql avec GO ⊗O (O/m) constant.

On factorise f en X
j

�→ Z
g−→ Y , où j est une immersion ouverte, g est un

morphisme propre. Comme Rg∗ préserve l’intégralité en vertu du théorème de
Deligne-Esnault (2.4.1), il suffit de prouver l’intégralité de Rj∗G. On est donc
ramené à démontrer (2.5.1) pour j et G. Pour cela, on peut supposer Z affine,
donc séparé.

Soit i ≥ 0. On applique 4.1 (ii) à j et n = i + 1. Quitte à changer les
notations, on peut supposer que l’extension radicielle de loc. cit. est triviale.
On obtient un carré cartésien (de schémas simpliciaux (i + 1)-tronqués)

X
�
•

� � j
�
•
��

s•

��

Z
�
•

r•

��

X
� � j

�� Z

où r• est un hyperrecouvrement propre (i+1)-tronqué s-scindé, Z
�
m

lisse sur η,
j
�
m

une immersion ouverte faisant de X
�
m

le complémentaire d’un diviseur à
croisements normaux relativement à η dans une partie ouverte fermée de Z

�
m

,
0 ≤ m ≤ i + 1. D’après la descente cohomologique,

τ≤iRj∗G � τ≤iRj∗Rs•∗s
∗

•G = τ≤iRr•∗Rj
�

•∗
s
∗

•G.

Comme Rr•∗ préserve l’intégralité (2.4.1), il suffit de voir l’intégralité des
Rj

�
m∗s

∗
m
G, 0 ≤ m ≤ i. Or s

∗
m
G satisfait encore à 4.2.1, donc est modérément

ramifié sur Z
�
m

. Il suffit alors d’appliquer 3.8.

Proposition 4.3. — Soient X un schéma régulier séparé de type fini sur η,

purement de dimension 1, aX : X → η, G un Ql-faisceau lisse sur X, entier

inverse. Alors R
1
aX!G est 1-entier inverse.

Démonstration. — On peut supposer que G � (GO⊗OE)⊗E Ql, avec GO lisse.
Pour p : X

� → X un revêtement étale surjectif qui trivialise GO ⊗O (O/m), G
est un facteur direct de p∗p

∗G. Ceci permet de supposer GO ⊗O O/m constant.
On a

Dη(R
1
aX!G) � H−1

(DηRaX!G) � H−1
(RaX∗Ǧ(1)[2]) = R

1
aX∗Ǧ(1).
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Soit j : X �→ P une compactification régulière de X. De aX = aP ◦ j on déduit
une suite spectrale

E
pq

2 = R
p
aP∗R

q
j∗Ǧ ⇒ R

p+q
aX∗(Ǧ).

D’après 3.8 et 3.4, R
0
aP∗R

1
j∗Ǧ est entier. D’autre part, R

1
aP∗R

0
j∗Ǧ est un

quotient de R
1
aP∗j!Ǧ, donc entier en vertu de 2.4. Donc R

1
aX∗Ǧ est entier,

R
1
aX!G est 1-entier inverse.

Démonstration de 2.4. — Comme on a déjà remarqué, le cas « entier » ((2.4.1)
et (2.4.2)) de 2.4 est démontré dans [7, 0.2]. Supposons maintenant F entier
inverse. On peut supposer Y = η, f = aX .

Traitons d’abord le cas X = A1
η
. Soient j : U �→ X un ouvert dense tel que

F|U soit lisse, i : Z �→ X le fermé complémentaire. La suite exacte

0 → j!j
∗F → F → i∗i

∗F → 0

donne le triangle distingué

RaU !(F|U) → RaX!F → RaZ!(F|Z) → .

D’après 3.4, RaZ!(F|Z) est entier inverse, R
0
aU !(F|U) est entier inverse,

R
2
aU !(F|U) est 1-entier inverse. D’après 4.3, R

1
aU !(F|U) est 1-entier inverse.

Donc RaX!F est I-entier inverse et 1-entier inverse.
Pour le cas général, procédons par récurrence sur n. Le cas n ≤ 0 est trivial.

Soit n ≥ 1. D’après le lemme de normalisation, il existe j : U �→ X un ouvert
dense de X et un morphisme f : U → Y = A1

η
à fibres de dimension ≤ n − 1.

Soit i : Z �→ X le complémentaire de U . Alors Z est de dimension ≤ n− 1. La
suite exacte

0 → j!j
∗F → F → i∗i

∗F → 0

donne le triangle distingué

RaU !(F|U) → RaX!F → RaZ!(F|Z) → .

Par l’hypothèse de récurrence, RaZ!(F|Z) est I-entier inverse et (n− 1)-entier
inverse. Il suffit donc de vérifier la proposition pour F|U . Ceci résulte de la
suite spectrale

E
pq

2 = R
p
aY !R

q
f!(F|U) ⇒ R

p+q
aU!(F|U),

de l’hypothèse de récurrence appliquée aux fibres de f et du cas d’une droite
affine déjà traité.

La proposition suivante est un analogue de 3.6.

Proposition 4.4. — Soient X un schéma régulier de type fini sur η de di-

mension 1, D un diviseur positif régulier. Posons U = X−D, j : U �→ X. Soit

G un Ql-faisceau lisse sur U , entier inverse, modérément ramifié sur X. Alors

Rj∗G est I-entier inverse.
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Démonstration. — Comme Ǧ est lisse, modérément ramifié sur X, entier, Rj∗Ǧ
est I-entier en vertu de 3.8. Soit i : D �→ X. D’après la dualité locale en dimen-
sion 1, i

∗
R

1
j∗G � (i

∗
j∗Ǧ)

∨
(−1) est 1-entier inverse, i

∗
j∗G � (i

∗
R

1
j∗Ǧ)

∨
(−1)

est entier inverse.

La proposition suivante est un analogue de 3.8.

Proposition 4.5. — Soient X un schéma de type fini sur η, D un diviseur à

croisements normaux. Posons U = X −D, j : U �→ X. Soit G un Ql-faisceau

lisse sur U , entier inverse, modérément ramifié sur X. Alors Rj∗G est I-entier

inverse.

On déduit 4.5 de 4.4 de la même manière qu’on a déduit 3.8 de 3.6.
On déduit (2.5.3) de 4.5 de la même manière qu’on a déduit (2.5.1) de 3.8

en 4.2.

Remarque 4.6. — L’assertion (2.6.1) (resp. (2.6.3)) pour f une immersion
fermée découle de ce qui précède. En effet, soient j : Y − X �→ Y l’ouvert
complémentaire, K ∈ D

b

c
(Y, Ql) entier (resp. I-entier inverse). On a le triangle

distingué
Rf

!
K → f

∗
K → f

∗
Rj∗j

∗
K → .

En appliquant (2.5.1) (resp. (2.5.3)) à j, on obtient que f
∗
Rj∗j

∗
K est entier

(resp. I-entier inverse), donc f
∗
Rj∗j

∗
K[−1] l’est aussi (resp. (I − 1)-entier

inverse). Or f
∗
K est entier (resp. I-entier inverse). On en conclut que Rf

!
K

l’est aussi. Cette démonstration donne un peu plus dans le cas entier inverse :
pour K ∈ Modc(Y, Ql)ent−1 , R

a
f

!
K est (a− 1)-entier inverse, a ≥ 1.

4.7. — Démonstration de 2.7. — On peut supposer X réduit. On fait une ré-
currence sur dX . Le cas dX ≤ 0 est trivial. Pour dX ≥ 1, il suffit de montrer
que pour K ∈ Modc(X, Ql) entier (resp. entier inverse), DK est entier inverse
et (I + dX)-entier inverse (resp. I-entier et −dX -entier et Ha

(DK) est (a + 1)-
entier, −dX ≤ a ≤ −1). Prenons un ouvert j : U �→ X régulier purement de
dimension dX tel que le complémentaire i : V �→ X soit de dimension < dX et
que K|U soit lisse. Alors D(j

∗
K) � (j

∗
K)

∨
(dX)[2dX ].

On a le triangle distingué

(4.7.1) i∗D(i
∗
K) → DK → Rj∗D(j

∗
K) → .

D’après (2.5.3) (resp. (2.5.1)), Rj∗D(j
∗
K) est (I + dX)-entier inverse (resp.

−dX -entier). D’après l’hypothèse de récurrence, i∗D(i
∗
K) l’est aussi. Donc

DK est (I + dX)-entier inverse (resp. −dX -entier).
On a le triangle distingué

j!D(j
∗
K) → DK → i∗D(Ri

!
K) → .
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Le terme j!D(j
∗
K) ∈ D

[−2dX ,−2dX ] est entier inverse (resp. I-entier). D’après
4.6, Ri

!
K est entier (resp. R

0
i
!
K est entier inverse et R

a
i
!
K est (a− 1)-entier

inverse, a ≥ 1). D’après l’hypothèse de récurrence, D(Ri
!
K) est entier inverse

(resp. H0
(D(Ri

!
K)) est entier et Ha

(D(Ri
!
K)) est (a + 1)-entier, a ≤ −1, en

vertu de la suite spectrale

E
pq

2 = Hp
(D(R

−q
i
!
K)) ⇒ Hp+q

(DRi
!
K)).

Donc DK est entier inverse (resp. I-entier et Ha
(DK) est (a+1)-entier, −dX ≤

a ≤ −1).

Démonstration de 2.5. — Les assertions (2.5.1) et (2.5.3) sont déjà démontrées
en 4.2 et 4.5. Si f est séparé, alors (2.5.2) et (2.5.4) découlent de 2.4 et 2.7 :
Rf∗ � DY Rf!DX induit

D
b

c
(X)I-ent

DX−−→ D
b

c
(X)

◦

(I+dX)-ent−1

Rf!−−→ D
b

c
(Y )

◦

(I+dX)-ent−1
DY−−→ D

b

c
(Y )(I−dX)-ent,

D
b

c
(X)ent−1

DX−−→ D
b

c
(X)

◦

−dX -ent
Rf!−−→ D

b

c
(Y )

◦

−dX -ent
DY−−→ D

b

c
(Y )dX -ent−1 .

Il reste à montrer (2.5.4) sans supposer f séparé. Pour cela, prenons un re-
couvrement ouvert affine W → X. Soit g• : cosq0(W/X)• → X. Alors Rf∗ �
Rf∗Rg•∗g

∗
• , et il suffit d’appliquer le résultat du cas séparé.

Remarque. — Les assertions (2.6.2) et (2.6.4) découlent de 2.7 : Rf
! �

DXf
∗
DY induit

D
b

c
(Y )I-ent

DY−−→ D
b

c
(Y )

◦

(I+dY )-ent−1

f
∗

−→ D
b

c
(X)

◦

(I+dY )-ent−1
DX−−→ D

b

c
(X)(I−dY )-ent,

D
b

c
(Y )ent−1

DY−−→ D
b

c
(Y )

◦

−dY -ent
f
∗

−→ D
b

c
(X)

◦

−dY -ent
DX−−→ D

b

c
(X)dY -ent−1 .

Dans le cas f quasi-fini, on peut améliorer (2.5.2) comme suit.

Proposition 4.8. — Soit f : X → Y un morphisme quasi-fini séparé de sché-

mas de type fini sur η avec dX = dim X ≥ 1. Alors Rf∗ envoie D
b

c
(X, Ql)I-ent

dans D
b

c
(Y, Ql)(I+1−dX)-ent.

Démonstration. — Par le théorème principal de Zariski, on peut supposer que
f est une immersion ouverte dominante. Soit K ∈ Modc(X, Ql) entier. On a le
triangle distingué

i∗Ri
!
f!K → f!K → Rf∗K →,

où i : Y − X �→ Y est le fermé complémentaire. Il suffit donc d’appliquer
(2.6.2).

La proposition suivante généralise [7, 0.4].
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Proposition 4.9. — Soient i : X �→ Y une immersion de schémas de type

fini sur η avec Y régulier, dY = dim Y , dc = codim(X,Y ), G ∈ Modc(Y, Ql)

entier (resp. entier inverse) lisse. Soit � : Z → Q une fonction vérifiant

�(a) =






dc si 2dc ≤ a < dc + dY ,

a + 1− dY si dc + dY ≤ a < 2dY ,

dY si a = 2dY .

Alors Ri
!G est �-entier (resp. (I − dc)-entier inverse).

Démonstration. — On va montrer que pour toute partie fermée W de X, Ri
!
W
G

est �-entier (resp. (I−dc)-entier inverse), où iW : W �→ Y . Ici on a muni W de
la structure de schéma réduit induite. On fait une récurrence noethérienne. Le
cas W = ∅ est trivial. Pour W �= ∅, on prend un ouvert régulier irréductible
j : U �→ W . Soit iZ : Z �→ W son complémentaire. On a le triangle distingué

iZ∗Ri
!
Z
Ri

!
W
G → Ri

!
W
G → Rj∗j

∗
Ri

!
W
G → .

D’après 3.2, j
∗
Ri

!
W
G = R(iW j)

!G � G(−d)[−2d], où d = codim(U, Y ) ≥ dc. Si
dU = dim U = 0, alors Rj∗j

∗
Ri

!
W
G est �-entier car �(2d) ≤ d ; si dU ≥ 1, alors

d’après (2.5.1) et 4.8, Rj∗j
∗
Ri

!
W
G est d-entier et (I +1−d−dU )-entier, donc �-

entier, compte tenu du fait que d+dU ≤ dY . (Resp. d’après (2.5.3), Rj∗j
∗
Ri

!
W
G

est (I − d)-entier inverse, donc (I − dc)-entier inverse.) D’après l’hypothèse de
récurrence, Ri

!
Z
Ri

!
W
G = R(iW iZ)

!G est �-entier (resp. (I − dc)-entier inverse).
Donc Ri

!
W
G l’est aussi.

4.10. — Démonstration de 2.6. — Les assertions (2.6.2) et (2.6.4) sont trai-
tées plus haut. Pour le reste, on fait une récurrence sur dY . Le cas dY < 0 est
clair. Pour dY ≥ 0, on peut supposer Y réduit. Soit G ∈ Modc(Y, Ql) entier
(resp. entier inverse). Il existe un ouvert régulier U de Y de complémentaire W

de dimension ≤ dY − 1 tel que G|U soit lisse. On considère le diagramme à
carrés cartésiens

XU

fU

��

� � j
�

�� X

f

��

XW

fW

��

� �i
�

��

U
� � j

�� Y W�
�i

��

On a le triangle distingué

(4.10.1) i
�

∗Rf
!
W

Ri
!G → Rf

!G → Rj
�

∗Rf
!
U

j
∗G → .

D’après 4.6, Ri
!G est entier (resp. I-entier inverse), donc Rf

!
W

Ri
!G est −dr-

entier (resp. (I + dr)-entier inverse) en vertu de l’hypothèse de récurrence. Il
reste à considérer Rf

!
U

(G|U).
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Il suffit de montrer que pour Y régulier et G ∈ Modc(Y, Ql) entier (resp.
entier inverse) lisse, Rf

!G est −dr-entier (resp. (I + dr)-entier inverse). Le
problème étant local sur Y , on peut supposer Y irréductible et que f se factorise
en X

iX
�→ An

Y

p−→ Y , où iX est une immersion fermée. An

Y
est irréductible [10,

4.5.8], donc biéquidimensionnel [10, 5.2.1], donc codim(X, An

Y
) = n+dY −dX ≥

n − dr, car dX ≤ dY + dr. Il suffit donc d’appliquer 4.9 à iX et Rp
!G[−2n] =

p
∗G(n).

4.11. — Démonstration de 2.8. — Les assertions (2.8.2) et (2.8.4) découlent
de 2.7 :

RHomX(−,−) � DX(−⊗DX−)

induit

D
b

c
(X)

◦

I-ent−1 ×D
b

c
(X)I-ent

(id,DX)−−−−−→D
b

c
(X)

◦

I-ent−1 ×D
b

c
(X)

◦

(I+dX)-ent−1

⊗−→ D
b

c
(X)

◦

(I+dX)-ent−1
DX−−→ D

b

c
(X)(I−dX)-ent,

D
b

c
(X)

◦

ent ×D
b

c
(X)ent−1

(id,DX)−−−−−→D
b

c
(X)

◦

ent ×D
b

c
(X)

◦

−dX -ent

⊗−→ D
b

c
(X)

◦

−dX -ent
DX−−→ D

b

c
(X)dX -ent−1 .

Pour le reste, il suffit de montrer que pour K, L ∈ Modc(X, Ql), K entier
inverse, L entier (resp. K entier, L entier inverse), RHom(K, L) est entier
(resp. I-entier inverse). Par dévissage de K, on se ramène à supposer K de la
forme j!G, où j : Y �→ X une immersion, G ∈ Modc(Y, Ql) entier inverse (resp.
entier) lisse. Alors

RHomX(j!G, L) � Rj∗RHomY (G, Rj
!
L).

Il suffit d’appliquer (2.6.1) et (2.5.1) (resp. (2.6.3) et (2.5.3)).

5. Variantes et cycles proches

Variante 5.1. — Soient k un corps fini, l un nombre premier �= car(k). Soit
X un schéma de type fini sur k. Soit r ∈ Q. On fixe un plongement ι : Q → Ql.
On dit qu’un Ql-faisceau F est r-entier (resp. r-entier inverse) si pour tout
point géométrique x̄ au-dessus d’un point fermé x de X, et toute valeur propre
α du Frobenius géométrique Fx ∈ Gal(κ(x̄)/κ(x)) agissant sur Fx̄, α/ι(q

r
)

(resp. ι(q
r
)/α) est entier sur Z, où q = �κ(x). Cette définition ne dépend pas

du choix de ι. On définit l’intégralité pour K ∈ D
b

c
(X, Ql) de manière analogue

à 2.2.
On a des résultats similaires pour les diverses opérations : 2.4 à 2.8, 3.8, 4.8,

4.9. Le cas entier de l’analogue de 2.4 est un théorème de Deligne [22, XXI
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5.2.2]. Les démonstrations des autres résultats sont similaires à celles données
aux §§ 3 et 4.

Variante 5.2. — Soient R un anneau de valuation discrète hensélien ex-
cellent de corps résiduel fini k = Fpν , K son corps des fractions, S = SpecR,
η = SpecK, s = Spec k. Soit X un schéma de type fini sur s. On a un topos
X×s η [22, XIII 1.2.4]. Rappelons qu’un faisceau d’ensembles sur X×s η est un
faisceau sur Xs̄ muni d’une action continue [ibid., 1.1.2] de Gal(K/K), com-
patible à l’action de Gal(K/K) sur Xs̄ (via Gal(K/K) → Gal(k̄/k)). Fixons
un nombre premier l �= p. Soit F ∈ Modc(X ×s η, Ql). Pour x ∈ X, soit
Φx ∈ Gal(k̄/κ(x)) ×Gal(k̄/k) Gal(K/K) un relèvement du Frobenius géomé-
trique Fx ∈ Gal(k̄/κ(x)). D’après le théorème de monodromie locale, les valeurs
propres de Φx agissant sur Fx̄ sont bien définies à multiplication près par des
racines de l’unité. Soit r ∈ Q. On fixe ι : Q → Ql. On dit que F est r-entier

(resp. r-entier inverse) si pour tout x ∈ |X| et toute valeur propre α de Φx

agissant sur Fx̄, α/ι(q
r
) (resp. ι(q

r
)/α) est entier sur Z, où q = �κ(x). Cette

définition ne dépend pas des choix de Φx et de ι. On définit l’intégralité pour
K ∈ D

b

c
(X ×s η, Ql) de manière analogue à 2.2.

Toute section continue σ de Gal(K/K) → Gal(k̄/k) induit un foncteur exact

σ
∗

: D
b

c
(X ×s η, Ql) → D

b

c
(X, Ql).

Un complexe K ∈ D
b

c
(X ×s η, Ql) est �-entier (resp. �-entier inverse) si et

seulement si σ
∗
K l’est. Comme σ

∗ commute aux six opérations et à la dualité,
on déduit de 5.1 des résultats similaires pour ces opérations : 2.4 à 2.8, 3.8, 4.8,
4.9.

Soient S, η, s, l comme dans 5.2. Le résultat principal de ce § est le suivant.

Théorème 5.3. — Soit X un schéma de type fini sur S. Le foncteur des cycles

proches

RΨX : D
b

c
(Xη, Ql) → D

b

c
(Xs ×s η, Ql)

induit

D
b

c
(Xη, Ql)ent → D

b

c
(Xs ×s η, Ql)ent,

D
b

c
(Xη, Ql)I-ent−1 → D

b

c
(Xs ×s η, Ql)I-ent−1 .

5.4. — Soient S = Spec R un trait hensélien quelconque, η son point générique,
s son point fermé. On va garder ces notations jusqu’en 5.7.
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Définition 5.5. — (a) Soient X un S-schéma de type fini, Z une partie fer-
mée contenant Xs. On dit que le couple (X, Z) est semi-stable si, localement
pour la topologie étale, il est de la forme

(SpecR[t1, . . . , tn]/(t1 . . . tr − π), Z),

où π est une uniformisante de R, Z est défini par l’idéal (t1 . . . ts), 1 ≤ r ≤ s ≤
n. Le couple est dit strictement semi-stable s’il est semi-stable et si Z est la
somme d’une famille finie de diviseurs réguliers de X.

(b) Soit X un S-schéma de type fini. On dit que X est strictement semi-

stable si (X,Xs) est un couple strictement semi-stable.

Soit (X,Z) un couple strictement semi-stable avec Z =
�

i∈I
Di,

(Di)i∈I une famille finie de diviseurs réguliers. Alors Xs =
�

i∈I−J
Di, où

J = {i ∈ I |Di �⊂ Xs }. Soit H =
�

j∈J
Dj la réunion des composantes

horizontales. Alors Z = Xs ∪H.

Nous établirons d’abord 5.3 dans le cas semi-stable. Nous aurons besoin pour
cela des points (ii) et (iii) du lemme suivant (la partie (i) est utilisée dans la
preuve de (ii)) :

Lemme 5.6. — Soient (X,Z) un couple strictement semi-stable sur S, Z =�
i∈I

Di avec (Di)i∈I une famille finie de diviseurs réguliers, J comme plus

haut, U = X − Z, u l’inclusion U �→ Xη, Λ = Z/l
νZ avec l inversible sur S,

G ∈ Modc(U,Λ) localement constant, modérément ramifié sur X.

(i) Soient i ∈ J , U(i) = X − �
h∈I−{i} Dh, Di,U(i)

= Di ×X U(i), d’où un

diagramme à carrés cartésiens

Di,U(i)

� �
j
�

(i)
��

ι
�
i

��

(Di)η

� � ��

(ιi)η

��

Di

ιi

��

(Di)s
��

(ιi)s

��

U
� � j

(i)
��

u

��U(i)
� �

j(i)
�� Xη

� � �� X Xs
��

Alors la flèche

(5.6.1) α : (ιi)
∗

s
RΨXRj(i)∗(Rj

(i)
∗ G) → RΨDiRj

�

(i)∗ι
�

i

∗
(Rj

(i)
∗ G)

composée de (ιi)
∗
s
RΨX(Ru∗G) → RΨDi(ιi)

∗
η
(Ru∗G) [22, XIII (2.1.7.2)] et du

changement de base RΨDi(ιi)
∗
η
Rj(i)∗(Rj

(i)
∗ G) → RΨDiRj

�

(i)∗ι
�
i

∗
(Rj

(i)
∗ G) est un

isomorphisme.
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(ii) Soient i ∈ I − J , U(i), Di,U(i)
comme plus haut, d’où un diagramme à

carrés cartésiens

U
� � ��
� �

u

��

U(i)� �

��

Di,U(i)
��

� �

j
�

(i)
��

Di

(ιi)s

��

Xη

� � �� X Xs
��

Alors RΨU(i)
G � ΨU(i)

G ∈ Modc(Di,U(i)
×s η,Λ) est lisse, modérément ramifié

sur Di, et le morphisme

(5.6.2) β : (ιi)
∗

s
RΨXRu∗G → Rj

�

(i)∗RΨU(i)
G

déduit de RΨXRu∗G → (ιi)s∗Rj
�

(i)∗RΨU(i)
G [22, XIII (2.1.7.1)] est un isomor-

phisme.

(iii) Supposons que J = ∅. Soit f : Y → X un morphisme de schémas tel

que Y soit un S-schéma strictement semi-stable avec (f
−1

(Di))i∈I une famille

de diviseurs réguliers de Y . Alors le morphisme

(5.6.3) γ : f
∗

s
RΨXG → RΨY f

∗

η
G

[22, XIII (2.1.7.2)] est un isomorphisme.

Le point (ii) est une généralisation partielle de [11, 1.5 (a)].

Démonstration. — On remplace tout d’abord le premier énoncé de (ii) par
l’assertion que les faisceaux R

q
ΨU(i)

G, q ∈ Z sont lisses, modérément ramifiés
sur Di. L’annulation des cycles proches supérieures résultera de (iii).

La question est locale sur X. Soit y un point de Xs. On peut supposer que
y ∈ Dj pour tout j ∈ I. Soit π une uniformisante de R. Il existe un ouvert
de X contenant y, lisse sur

Spec R[tj ]j∈I

�Ñ
�

j∈I−J

tj − π

é

avec tj définissant Dj . En vertu du lemme d’Abhyankar, il existe, au voisinage
de y, un revêtement fini g : ‹X = X[Tj ]j∈I/(T

n

j
− tj)j∈I → X où n est un

entier premier à l’exposant caractéristique de s, tel que (g|U)
∗G se prolonge

en un Λ-module localement constant constructible sur ‹X. Comme G s’injecte
dans (g|U)∗(g|U)

∗G et le quotient G1 est modérément ramifié sur X, on peut
itérer cette construction. Pour tout N ≥ 1, on obtient, quitte à rétrécir X, une
résolution

G → (g|U)∗(g|U)
∗G → (g1|U)∗(g1|U)

∗G1 → · · · → (gN |U)∗(gN |U)
∗GN .

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



486 ZHENG (W.)

Donc on est ramené à montrer le lemme pour le faisceau (g|U)∗(g|U)
∗G.

Soient R1 l’anneau obtenu en adjoignant à R les n-ièmes racines de l’unité,
R
�

= R1[Π]/(Π
n − π), S

�
= SpecR

�. Comme RΨ commute au changement
de traits S

� → S [4, Th. finitude, 3.7], il suffit de montrer le lemme pour
((g|U)∗(g|U)

∗G)S� � (gS� |US�)∗(gS� |US�)
∗GS� . Or XS� =

�
ζ
Xζ , où Xζ est lisse

sur

Spec R[Tj ]j∈J

�Ñ
�

j∈I−J

Tj − ζ ·Π

é
,

ζ parcourt les n-ièmes racines de l’unité. Donc (XS� , g
−1
S� (ZS�)red) est un couple

strictement semi-stable avec (g
−1
S� (Di,S�)red)i∈I une famille de diviseurs régu-

liers.
On peut alors se ramener à montrer le lemme pour un faisceau G qui se

prolonge en un Λ-module localement constant constructible sur X, puis au cas
G = ΛU par la formule de projection.

L’assertion (iii) découle alors de la fonctorialité de [12, 3.3]. Plus précisément,
on a les diagrammes commutatifs

∧q
f
∗
s
R

1
ΨXΛXη

∼
��

∧qH1
γ

��

f
∗
s
R

q
ΨXΛXη

Hq
γ

��

∧q
R

1
ΨY f

∗
η
ΛXη

∼
�� R

q
ΨY f

∗
η
ΛXη

et

0 �� f
∗
s
ΛXs(−1) ��

�
��

f
∗
s
ι
∗

X
R

1
jX∗ΛXη

��

3.7(ii)�
��

f
∗
s
R

1
ΨXΛXη

H1
γ

��

�� 0

0 �� ΛYs(−1) �� ι
∗

Y
R

1
jY ∗f

∗
η
ΛXη

�� R
1
ΨY f

∗
η
ΛXη

�� 0

où jX : Xη �→ X, jY : Yη �→ Y , ιX : Xs → X, ιY : Ys → Y . Les lignes du
deuxième diagramme sont des suites exactes courtes et le carré à gauche est
donné par le diagramme commutatif

f
∗
s
ΛXs(−1)

d
��

�
��

f
∗
s

�
i∈I

ΛXi(−1)
c

∼
��

�
��

f
∗
s
i
∗

X
R

1
jX∗ΛXη

��

ΛYs(−1)
d

��
�

i∈I
ΛYi(−1)

∼
c
�� i
∗

Y
R

1
jY ∗f

∗
η
ΛXη

où les flèches marquées d sont des diagonales et celles marquées c sont induites
par les classes des diviseurs réguliers.

(i) Il s’agit de montrer l’assertion suivante :

tome 136 – 2008 – no 3



FAISCEAUX l-ADIQUES ENTIERS SUR LES CORPS LOCAUX 487

(A) Le morphisme de foncteurs

(5.6.4) (ιi)
∗

s
RΨXRj(i)∗ → RΨDiRj

�

(i)∗ι
�

i

∗

induit un isomorphisme sur Rj
(i)
∗ ΛU .

On a un triangle distingué

(ι
�

i
)∗ΛDi,U(i)

(−1)[−2] → ΛU(i)
→ Rj

(i)
∗ ΛU → .

Comme (5.6.4) induit trivialement un isomorphisme sur le premier terme, (A)
équivaut à

(B) Le morphisme (5.6.4)ΛU(i)

(5.6.5) (ιi)
∗

s
RΨXRj(i)∗ΛU(i)

→ RΨDiRj
�

(i)∗ΛDi,U(i)

est un isomorphisme.

On montre ces énoncés par récurrence sur �J ≥ 1. Le cas �J = 0 est vide.

Dans le cas général, on montre d’abord que pour tout j ∈ J − {i},
(5.6.5)|(Dij)s est un isomorphisme, où Dij = Di ∩ Dj . Soit U(ij) =

X −�
h∈I−{i,j} Dh. On considère le diagramme commutatif

Di,U(i)

� � j
�
1

��

ι
�
i

��

Di,U(ij)

� �
j2,i

�� (Di)η

� � �� Di

ιi

��

Dij,U(ij)

��✉✉✉✉✉✉✉✉✉

��

� � j
�
2

��

��
✤

✤

✤ (Dij)η

� � ��

��

��①①①①①①①①

��
✤

✤

✤ Dij

ιi,j

��

ιj,i

����������

ιij

��
❃❃
❃❃
❃❃
❃❃

U(i)
� � j1

�� U(ij)
� � j2

�� Xη

� � �� X

Dj,U(ij)

��✉
✉
✉
✉
✉
� �

j2,j
�� (Dj)η

��①
①
①
①
①
� � �� Dj

ιj

����������

D’après [21, XII 4.4 (i)], le composé

(ιij)
∗

s
RΨXR(j2j1)∗ΛU(i)

→(ιj,i)
∗

s
RΨDiR(j2,ij

�

1)∗ΛDi,U(i)
(5.6.5)|(Dij)s

∼−→RΨDij Rj
�

2∗((Rj
�

1∗ΛDi,U(i)
)|Dij,U(ij)

) hypothèse de récurrence (A)
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est égal au composé

(ιij)
∗

s
RΨXR(j2j1)∗ΛU(i)

∼−→(ιi,j)
∗

s
RΨDj R(j2,j)∗((Rj1∗ΛU(i)

)|Dj,U(ij)
) hypothèse de récurrence (A)

→RΨDij Rj
�

2∗((Rj1∗ΛU(i)
)|Dij,U(ij)

) (∗)
∼−→RΨDij Rj

�

2∗((Rj
�

1∗ΛDi,U(i)
)|Dij,U(ij)

) 3.7 (ii)

où (∗) est un morphisme de type (5.6.4) appliqué à (Rj1∗ΛU(i)
)|Dj,U(ij)

. On a
le triangle distingué

ΛDj,U(ij)
(−1)[−2] → ΛDj,U(ij)

→ (Rj1∗ΛU(i)
)|Dj,U(ij)

→ .

Donc l’hypothèse de récurrence (B) implique que (∗) est un isomorphisme. Il
en résulte que (5.6.5)|(Dij)s est un isomorphisme.

Il reste à montrer que (5.6.5)|(Vi)s est un isomorphisme, où

Vi = X −
�

h∈J−{i}

Dh.

Comme (Vi)η = U(i), j(i),Vi
= idU(i)

, ceci découle de (iii).

(ii) Comme U(i) est lisse sur S, RΨU(i)
ΛU � ΛDi,U(i)

, donc est modérément
ramifié sur Di.

Pour montrer que β est un isomorphisme, traitons d’abord deux cas spé-
ciaux : (a) �J = 0 ; (b) �(I − J) = �J = 1.

Dans le cas (a), on a U = Xη, jη = idXη . On pose D = Di, E =
�

j∈I−{i} Dj ,
D
∗

= D −D ∩ E = Di,U(i)
, d’où un diagramme commutatif

U
� � j

(i)
�� X − E� �

j(i)

��

D
∗

ι
�
i
��

� �

j
�

(i)
��

D

ιi

��✇ ✇
✇ ✇
✇ ✇
✇ ✇
✇ ✇

(ιi)s

��

Xη

� � j
�� X Xs
��
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On a le carré commutatif

∧q
(ιi)

∗
s
R

1
ΨXΛU

∼
��

∧qH1
β

��

(ιi)
∗
s
R

q
ΨXΛU

Hq
β

��

∧q
R

1
j
�

(i)∗RΨU(i)
ΛU

�� R
q
j
�

(i)∗RΨU(i)
ΛU

∧q
R

1
j
�

(i)∗ΛD∗

�
��

∼
�� R

q
j
�

(i)∗ΛD∗

�
��

Donc il suffit de montrer que H1
β est un isomorphisme.

On a le diagramme commutatif

ι
∗
i
Rj∗ΛU

p1
�� (ιi)

∗
s
RΨXΛU

β

��

ι
∗
i
Rj(i)∗ΛX−E

�b1
��

r1
��
ι
∗
i
Rj(i)∗Rj

(i)
∗ ΛU

b2
��

Rj
�

(i)∗ι
�
∗

i
ΛX−E

r2
��

∼
��

Rj
�

(i)∗ι
�
∗

i
Rj

(i)
∗ ΛU

p2
�� Rj

�

(i)∗RΨX−EΛU

où b1, b2 sont des changements de base, r1, r2 sont induits par l’adjonction
ΛX−E → Rj

(i)
∗ ΛU . La flèche b1 est un isomorphisme en vertu de 3.7 (ii). Le

composé p2r2 est induit de l’isomorphisme ΛD∗
∼−→ RΨX−EΛU , donc est un

isomorphisme. On a

H1
ι
∗

i
Rj(i)∗ΛX−E =

�

j∈I−{i}

(ιj,i)∗ΛDij ,

H1
ι
∗

i
Rj∗ΛU = ΛD ⊕

�

j∈I−{i}

(ιj,i)∗ΛDij ,

H1
(ιi)

∗
s
RΨXΛU est le quotient de ΛD⊕

�
j∈I−{i}(ιj,i)∗ΛDij par ΛDi inclus dia-

gonalement, H1
r1 est l’inclusion dans le second membre, H1

p1 est la projection.
Donc H1

(p1r1) est un isomorphisme. Il s’en suit que H1
β est un isomorphisme.

D’où (a).
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Dans le cas (b), on a Di = Xs, (ιi)s = idXs , H = Dj où j est l’élément de
J . On pose V = U(i) = X −H, d’où un diagramme à carrés cartésiens

U� �

u

��

� � �� V � �

v

��

Vs� �

vs

��

iV
��

Xη

� � �� X Xs

i
��

Hη

��⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤
� � �� H

h

��⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧
Hs

��⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥
��

On a le triangle distingué

i
∗
Rv∗ΛV

β
�

−→ RΨXRu∗ΛU → RΦXRv∗ΛV → .

On a

R
q
v∗ΛV =






ΛX si q = 0,
h∗ΛH(−1) si q = 1,
0 sinon.

Donc RΦXR
q
v∗ΛV = 0, pour tout q. Donc RΦXRv∗ΛV = 0, β

� est un isomor-
phisme. Par ailleurs, on a le diagramme commutatif

i
∗
Rv∗ΛV

β
�

��

�3.7 (ii)
��

RΨXRu∗ΛU

β

��

Rvs∗i
∗

V
ΛV

∼
�� Rvs∗RΨV ΛU

Donc β est un isomorphisme. D’où (b).

Pour le cas général, procédons par récurrence sur �J . Le cas �J = 0 est le
cas (a) traité plus haut. Supposons �J ≥ 1. Prenons j ∈ J , d’où un diagramme
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commutatif

U
� � ��
� �

j
(j)

��

U(i)� �

��

Di,U(i)
��

� �

j1
��

U(j)� �

� � �� U(ij)� �
Di,U(ij)

��
� �

j2

��

Dj,U(j)� �

u
�

(j)

��

� � ��

ι
�
j

��①①①①①①①①

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤ Dj,U(ij)� �

��

��✈✈✈✈✈✈✈✈✈

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤ Dij,U(ij)

��

ι
�
j,i

�����������

� �

j
�
2

��

Di

(ιi)s

��

Dij

(ιi,j)s

��

ιj,i

�������������

Xη

� � �� X Xs
��          

(Dj)η

(ιj)η

��✇
✇
✇
✇
✇
� � �� Dj

ιj

��✈
✈
✈
✈
✈

(Dj)s
��

(ιj)s

������������

On a un diagramme commutatif dans D
b

c
(Dij ×s η,Λ)

(†)

ι
∗
j,i

(ιi)
∗
s
RΨXRu∗ΛU

β1
�� ι
∗
j,i

Rj2∗RΨU(ij)
Rj

(j)
∗ ΛU

(b)
∼ ��

chgt de base
��

ι
∗
j,i

Rj2j1∗RΨU(i)
ΛU

3.7 (i)�
��

(ιi,j)
∗
s
(ιj)

∗
s
RΨXRu∗ΛU

(i)�
��

Rj
�
2∗ι

�
j,i

∗
RΨU(ij)

Rj
(j)
∗ ΛU

(b)
∼ ��

(i)�
��

Rj
�
2∗ι

�
j,i

∗
Rj1∗RΨU(i)

ΛU

(ιi,j)
∗
s
RΨDj Ru

�

(j)∗ι
�
j

∗
Rj

(j)
∗ ΛU

β2
�� Rj

�
2∗RΨDj,U(ij)

ι
�
j

∗
Rj∗ΛU

où β|Dij est le composé des deux flèches de la première ligne de (†), β1 est
induit par une flèche de type (5.6.2) et β2 est une flèche de type (5.6.2). La
commutativité du carré à droite est claire et celle du carré à gauche se voit en
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appliquant 5.7 au carré

Dj,U(ij)
��

� �

��

U(ij)� �

��

Dj
�� X

La flèche β2 est un isomorphisme en vertu de l’hypothèse de récurrence et du
triangle distingué

ΛDj,U(j)
(−1)[−2] → ΛDj,U(j)

→ ι
�

j

∗
Rj∗ΛU → .

Donc β|Dij est un isomorphisme. Il reste à montrer que β|(Di − Dij) est un
isomorphisme, ce qui résulte de l’hypothèse de récurrence.

Lemme 5.7. — Soient

X
�

h
��

f
�

��

X

f

��

Y
�

g
�� Y

un carré commutatif de S-schémas, Λ un anneau. Alors on a un diagramme

commutatif de foncteurs D
+
(Xη,Λ) → D

+
(Y

�
s
×s η,Λ)

g
∗
s
Rfs∗RΨX

�� Rf
�
s∗h

∗
s
RΨX

����
���

���
���

�

g
∗
s
RΨY Rfη∗

��♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥

��❖❖
❖❖❖

❖❖❖
❖❖❖

❖
Rf

�
s∗RΨX�h

∗
η

RΨY �g
∗
η
Rfη∗

�� RΨY �Rf
�
η∗h

∗
η

��♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥

où les flèches horizontales sont des changements de base, les flèches montantes

sont [22, XIII (2.1.7.1)], les flèches descendantes sont [ ibid., XIII (2.1.7.2)].

Démonstration. — Soient K = κ(η), K une clôture séparable de K, η̄ =

Spec K, S le normalisé de S dans η̄. On ajoute une barre au-dessus pour le
changement de base S → S. On note i : s̄ → S, j : η̄ → S. Il suffit de montrer
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la commutativité du diagramme de foncteurs D
+
(Xη̄,Λ) → D

+
(Y

�
s̄
,Λ)

g
∗
s̄
Rfs̄∗i

∗

X
RjX∗

�� Rf
�
s̄∗h

∗
s̄
i
∗

X
RjX∗

∼
●●
●●
●●

g
∗
s̄
i
∗

Y
Rf̄∗RjX∗

��①①①①①①

∼
●●
●●
●●

Rf
�
s̄∗i

∗

X� h̄
∗
RjX∗

��
●●
●●
●●

g
∗
s̄
i
∗

Y
RjY ∗Rfη̄∗

∼ ①①①①①①

∼
●●
●●
●●
●

i
∗

Y
ḡ
∗
Rf̄∗RjX∗

�� i
∗

Y
Rf �∗h̄

∗
RjX∗

��①①①①①①

��
●●
●●
●●

Rf
�
s̄∗i

∗

X�RjX�∗h
∗
η̄

i
∗

Y � ḡ
∗
RjY ∗Rfη̄∗

∼ ①①①①①①

��
●●
●●
●●

i
∗

Y �Rf �∗RjX�∗h
∗
η̄

��①①①①①①

i
∗

Y �RjY �∗g
∗
η̄
Rfη̄∗

�� i
∗

Y �RjY �∗Rf
�
η̄∗h

∗
η̄

∼ ①①①①①①

où toutes les flèches sont des changements de base. La commutativité de la
cellule en haut (resp. en bas) résulte de [21, XII 4.4 (i)] (resp. [21, XII 4.4 (ii)]).
Les commutativités des deux autres cellules sont triviales.

Proposition 5.8. — Soient S comme dans 5.2, (X,Z) un couple semi-stable

sur S, U = X − Z, u : U → Xη, G ∈ Modc(U, Ql) entier (resp. entier inverse)

lisse, modérément ramifié sur X. Alors RΨXRu∗G est I-entier (resp. I-entier

inverse).

Démonstration. — On peut supposer que (X,Z) est un couple strictement
semi-stable sur S.

Traitons d’abord le cas particulier où Z est un diviseur régulier. Alors Z =

Xs, U = Xη, u = id, X est lisse sur S. Soit x ∈ |Xs|. Quitte à faire un
changement de traits étale, on peut supposer que X → S admet une section
σ tel que σ(s) = x. D’après 5.6 (iii), (RΨXG)x = σ

∗
s
RΨXG � RΨSσ

∗
η
G est

I-entier (resp. I-entier inverse), car RΨS s’identifie à l’identité.
Le cas général découle de 5.6 (ii), du cas spécial ci-dessus, et de la variante

5.2 de 3.8 (resp. 4.5) au-dessus de s×s η.

5.9. — Pour la démonstration de 5.3, nous aurons besoin du lemme 5.10 ci-
après, analogue de 4.1.

Soient S un trait hensélien excellent, X un S-schéma séparé de type fini,
U ⊂ Xη une partie ouverte. Pour f : S

� → S un morphisme fini de traits
et g : Y → XS� un morphisme propre de schémas, on considère la condition
suivante :

5.9.1 On a Y = Y1
�

Y2, où Y1 est strictement semi-stable sur S
�, g

−1
(U) ⊂

Y2 et (Y2, Y2 − g
−1

(U)) est un couple strictement semi-stable sur S
�.
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Lemme 5.10. — (i) Il existe un morphisme fini de traits S
� → S et un mor-

phisme propre r0 : X
�
0 → XS� de schémas vérifiant 5.9.1 (où Y = X

�
0) et tels

que (r0)η surjectif.

(ii) Pour n ≥ 0, il existe un morphisme fini de traits f : S
� → S et une

augmentation de schéma simplicial n-tronqué s-scindé r• : X
�
• → XS� tels que

pour 0 ≤ m ≤ n, f et rm vérifient 5.9.1 (où Y = X
�
m

) et que r•η soit un

hyperrecouvrement propre n-tronqué.

Démonstration. — (i) Cas X intègre et Xη géométriquement irréductible. Ré-
sulte de [14, 6.5]. Notons que l’hypothèse dans [ibid.] que S soit complet peut
être remplacée par l’excellence de S, voir [19].

Cas général. On peut supposer que les composantes irréductibles de Xη

sont géométriquement irréductibles. On fait une récurrence sur le nombre n de
composantes irréductibles de Xη.

Si n = 0, alors Xη est vide. On prend S
�
= S, X

�
0 = ∅. (i) est évident.

Pour n ≥ 1, on prend une composante irréductible U1 de Xη. Soit X1 l’adhé-
rence de U1 dans X. C’est une composante irréductible de X. Soit X2 la réunion
des autres composantes irréductibles de X. On munit X1 et X2 des structures
de schéma réduit induites. (X2)η a n−1 composantes irréductibles, qui sont géo-
métriquement irréductibles. On a un morphisme fini surjectif X1

�
X2 → X.

On applique (i) à X1 et obtient S1 → S et (X1)
�
0 → (X1)S1 . Il suffit alors

d’appliquer l’hypothèse de récurrence à (X2)S1 .
(ii) On fait une récurrence sur n. Quand n = 0, (ii) dégénère en (i). Sup-

posons donnés Sn → S et r
(n)
• : X

(n)
• → XSn vérifiant (ii). On applique (i)

au schéma (cosq
n
(X

(n)
• /XSn))n+1 sur Sn (avec U remplacé par son image

inverse) et obtient un morphisme fini de traits S
� → Sn et un morphisme

β : N → (cosq
n
((X

(n)
• )S�/XS�))n+1 propre avec βη surjectif vérifiant 5.9.1.

Alors le XS� -schéma simplicial (n + 1)-tronqué s-scindé r• : X
�
• → XS� associé

au triplet ((X
(n)
• )S� , N, β) vérifie les conditions de (ii) pour n + 1.

Démonstration de 5.3. — La démonstration est parallèle à celle de (2.5.1).
On fait une récurrence sur d = dim Xη. Le cas d < 0 est trivial.
Soit d ≥ 0. Il faut montrer que pour G ∈ Modc(Xη, Ql) entier (resp. entier

inverse), RΨXG est entier (resp. I-entier inverse).
On peut supposer Xη réduit. On peut supposer X affine, donc séparé. Choi-

sissons j : U �→ Xη ouvert régulier tel que G|U soit lisse et que son complémen-
taire Z = Xη−U soit de dimension < d. Soient Z l’adhérence de Z, i : Z �→ X.
On a le triangle distingué

RΨX iη∗Ri
!
η
G → RΨXG → RΨXRj∗j

∗G → .
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Comme RΨX iη∗Ri
!
η
� is∗RΨ

Z
Ri

!
η
G est entier (resp. I-entier inverse) en vertu

de l’hypothèse de récurrence, il suffit de voir que RΨXRj∗j
∗G est entier (resp.

I-entier inverse).
Soit H = j

∗G. H � (HO ⊗O E) ⊗E Ql avec HO lisse. Soit p : U
� → U un

revêtement étale surjectif qui trivialise HO⊗O (O/m), où m est l’idéal maximal
de O. H est facteur direct de p∗p

∗H, de sorte qu’il suffit de voir l’intégralité
(resp. la I-intégralité inverse) de RΨXR(jp)∗p

∗H. On factorise le composé

U
� jp−→ Xη �→ X en U

�
j
�

�→ X
� g−→ X où j

� est une immersion ouverte et g

propre.
RΨXR(jp)∗p

∗H � Rgs∗RΨX�Rj
�

η∗p
∗H.

Donc il suffit de vérifier que pour X un schéma séparé de type fini sur
S, j : U �→ Xη un ouvert et G ∈ Modc(U, Ql) entier (resp. entier inverse),
G � (GO ⊗O E) ⊗E Ql avec GO ⊗O (O/m) constant, on a RΨXRj∗G entier
(resp. I-entier inverse).

Soit i ≥ 0. On applique 5.10 (ii) à j et n = i + 1. On obtient un morphisme
fini de traits f : S

� → S et un carré cartésien de schémas simpliciaux (i + 1)-
tronqués s-scindés

U
�
•

� � ��

s•

��

X
�
•

r•

��

US�
� � �� XS�

où s• est un hyperrecouvrement propre (i + 1)-tronqué et rm vérifie 5.9.1,
0 ≤ m ≤ i + 1. On note des changements de base de f encore par f .

f
∗
RΨX/SRj∗G � RΨXS�/S�f

∗
Rj∗G � RΨXS�/S�RjS�∗GS� ,

donc

τ≤if
∗
RΨX/SRj∗G � τ≤iRΨXS�/S�RjS�∗Rs•∗s

∗

•GS�

= τ≤iRΨXS�/S�Rr•η∗Rj
�

•∗
s
∗

•GS� � τ≤iRr•s∗RΨRj
�

•∗
s
∗

•GS� .

Il suffit de voir que RΨX�
m/S�Rj

�
m∗s

∗
m
GS� est entier (resp. I-entier inverse),

0 ≤ m ≤ i. Il suffit alors d’appliquer 5.8 (ce qui est licite, car les s
∗
m
GS� sont

modérés).

Variante 5.11. — Soient S, η, s, l comme dans 5.2. Soient X un schéma de
type fini sur S, F ∈ Modc(X, Ql). Pour r ∈ Q, F est dit r-entier (resp. r-entier

inverse) si Fη et Fs le sont. De même pour les complexes. On prend

δ(X) = max{dim Xη + 1,dim Xs},
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DX = RHom(−, Ra
!
X

Ql(1)[2]), où aX : X → S. On a les analogues de 2.4 à
2.8, 4.8, 4.9, en remplaçant dim par δ, dr par

max
y∈|Yη|∪|Ys|

dim f
−1

(y).

On a aussi un analogue de 3.8 en ajoutant l’hypothèse que (X,D) est un couple
semi-stable sur S.

En effet, 2.4 pour S découle trivialement de 2.4 pour s et pour η. Pour
l’analogue de 3.8, soit F ∈ Modc(U, Ql) lisse, entier, modérément ramifié sur X.
D’après 3.8 pour η et 5.8, Ru∗F et RΨXRu∗F sont I-entiers, où u : U �→ Xη.
Soit I = Ker(Gal(η̄/η) → Gal(s̄/s)) le groupe d’inertie. C’est une extension de
Ẑp�(1) par un pro-p-groupe P . La suite spectrale de Hochschild-Serre donne

E
p,q

2 = Hp
(I, R

q
ΨXRu∗F) ⇒ i

∗
R

p+q
j∗F ,

où i : Xs → X. Soit R
q

t
= (R

q
ΨXRu∗F)

P . Si σ est un générateur de Ẑp�(1),
on a

E
0,q

2 = Ker(σ − 1, R
q

t
), E

1,q

2 = Coker(σ − 1, R
q

t
)(−1),

et E
p,q

2 = 0 pour p �= 0, 1. Donc Rj∗F est I-entier.
Les résultats (2.5.1) et (2.5.3) pour S découlent de ces résultats pour s et

pour η et de 5.3, en imitant les arguments dans [4, Th. finitude, 3.11, 3.12]
comme suit. Le cas spécial f = jY : Yη �→ Y résulte de 5.3 et de la suite
spectrale de Hochschild-Serre

E
p,q

2 = Hp
(I, R

q
ΨY−) ⇒ i

∗

Y
R

p+q
jY ∗−,

où iY : Ys → Y . Traitons le cas général. Soit L ∈ D
b

c
(X, Ql) entier (resp.

I-entier inverse). Soient iX : Xs → X, jX : Xη �→ X. On a les triangles
distingués

iX∗Ri
!
X

L → L → RjX∗j
∗

X
L →,

R(fiX)∗Ri
!
X

L → Rf∗L → R(fjX)∗j
∗

X
L → .

D’après le cas spécial, RjX∗j
∗

X
L est entier (resp. I-entier inverse), donc Ri

!
X

L

l’est aussi. Comme fiX = iY fs, fjX = jY fη, on conclut en appliquant (2.5.1)
(resp. (2.5.3)) pour s et pour η et le cas spécial.

Une fois (2.5.1) et (2.5.3) établis pour S, on peut refaire 4.6 à 4.9 et 4.11,
donnant la démonstration de 2.5 à 2.8, sauf (2.6.1) et (2.6.3). Les résultats
(2.6.1) et (2.6.3) pour S découlent de leurs analogues pour s et pour η, en
appliquant 4.6 pour S et (4.10.1) à U = Yη, W = Ys. Notons que (2.7.3) et
(2.7.1) pour S peuvent aussi se déduire de leurs analogues pour s et pour η, en
appliquant (4.7.1) à U = Xη, V = Xs.

tome 136 – 2008 – no 3



FAISCEAUX l-ADIQUES ENTIERS SUR LES CORPS LOCAUX 497

Variante 5.12. — On peut remplacer les faisceaux usuels partout par des
faisceaux de Weil [5, 1.1.10]. Tous les résultats et les variantes qui précèdent
restent valables.

Variante 5.13. — Soit A un sous-anneau intégralement fermé de Ql. On pose

A
−1

=

¶
α ∈ Ql

× �� α
−1 ∈ A

©
.

On fixe un plongement ι : Q → Ql. Avec les notation du § 1, pour r ∈ Q, un
Ql-faisceau F sur un schéma X de type fini sur η est dit r-A-entier (resp. r-A-
entier inverse) si pour tout x ∈ |X|, les valeurs propres de Φx sont dans ι(q

r
)A

(resp. ι(q
r
)A

−1), où q = �κ(x). Cette définition ne dépend pas des choix de Φx

et de ι. On dit que F est A-entier (resp. A-entier inverse) s’il est 0-A-entier
(resp. 0-A-entier inverse). On définit aussi la A-intégralité des complexes. Tous
les résultats et les variantes restent valables pour ces notions.

Si A est de plus complètement intégralement clos [3, V, § 1, no 4, déf. 5]
(en particulier si A est la fermeture intégrale d’un sous-anneau noethérien in-
tégralement clos de Ql [ibid., exerc. 14]), alors d’après un lemme de Fatou
[13, 8.3], F est r-A-entier si et seulement si pour tout x ∈ |X| et tout entier
n ≥ 1, Tr(Φ

n

x
,Fx̄) appartient à ι(q

nr
)A. Ce critère n’a pas d’analogue pour les

faisceaux entiers inverses.

Si on prend pour A la fermeture intégrale de Z dans Ql, on retrouve la notion
d’intégralité dans ce qui précède.

Soit T un ensemble de nombres premiers. Si on prend pour A la fermeture
intégrale de Z[1/t]t∈T dans Ql, on retrouve la notion de T -intégralité dans [22,
XXI 5] et [7].

6. Appendice : Intégralité sur les champs algébriques

Soient K un corps fini de caractéristique p ou un corps local de caractéris-
tique résiduelle p, η = SpecK, l un nombre premier �= p. Pour X un η-champ
algébrique [16, 4.1] de type fini, on note Modc(X , Ql) la catégorie des Ql-
faisceaux constructibles sur le site lisse-étale de X [ibid., 12.1 (i)]. On dispose,
par [15], d’une catégorie triangulée Dc(X , Ql) munie d’une t-structure de cœur
Modc(X , Ql). On écrira Modc(X ) pour Modc(X , Ql) et Dc(X ) pour Dc(X , Ql).
On dispose d’un formalisme de six opérations : pour f : X → Y un morphisme
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de η-champs algébriques de type fini,

DX : Dc(X )
◦ → Dc(X ),

−⊗− : D
−

c
(X )×D

−

c
(X ) → D

−

c
(X ),

RHomX (−,−) : D
−

c
(X )

◦ ×D
+
c

(X ) → D
+
c

(X ),

Rf∗ : D
+
c

(X ) → D
+
c

(Y),

Rf! : D
−

c
(X ) → D

−

c
(Y),

f
∗
, Rf

!
: Dc(Y) → Dc(X ).

Si X est un η-champ de Deligne-Mumford de type fini, Modc(X ) s’identifie à
la catégorie des Ql-faisceaux constructibles sur le site étale de X [16, 12.1 (ii)].

Définition 6.1. — Soit � : Z → Q une fonction. On dit que L ∈ Dc(X ) est
�-entier (resp. �-entier inverse) si pour tout point i : x → X avec κ(x) une
extension finie de K et tout a ∈ Z, Ha

(i
∗
L) ∈ Modc(x, Ql) est �(a)-entier (resp.

�(a)-entier inverse) (au sens de 2.1).

Si X est un schéma de type fini sur η et L ∈ D
b

c
, alors cette définition

coïncide avec 2.2.

Soit f : X → Y un morphisme de η-champs algébriques de type fini. Si M ∈
Dc(Y) est �-entier (resp. �-entier inverse), il en est de même de f

∗
M ∈ Dc(X ).

La réciproque est vraie lorsque f est surjectif. Cela donne le critère suivant :
L ∈ D

b

c
(X ) est �-entier (resp. �-entier inverse) si et seulement si pour tout (ou

pour un) morphisme surjectif g : X → X avec X un schéma de type fini sur η,
g
∗
L est �-entier (resp. �-entier inverse) (au sens de 2.2). Pour r ∈ Q, − ⊗ −

induit

D
−

c
(X )rI-ent ×D

−

c
(X )rI-ent → D

−

c
(X )rI-ent,

D
−

c
(X )rI-ent−1 ×D

−

c
(X )rI-ent−1 → D

−

c
(X )rI-ent−1 .

Pour F ,G ∈ Modc(X ) avec F lisse, si F est entier inverse (resp. entier) et G
est entier (resp. entier inverse), on a

Hom(F ,G) ∈ Modc(X )ent (resp. ∈ Modc(X )ent−1).

On suppose dorénavant que X est non vide. Rappelons qu’une présentation
P : X → X est un morphisme surjectif lisse avec X un espace algébrique. On
pose cX = minP dim P ∈ N, où P parcourt les présentations P : X → X ,
dim P = sup

x∈X
dimx P [16, p. 98], dX = dimX ∈ Z [ibid., (11.15)]. Par

définition, dX ≥ −cX . On a cX = 0 si et seulement si X est un η-champs de
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Deligne-Mumford. On pose cr = min dimP ∈ N, où le minimum est pris sur
tous les systèmes

X
P
�� X ×Y Y ��

��

X

f

��

Y
Q

�� Y
où P et Q sont des présentations et le carré est 2-cartésien, dr = dim f =

maxξ dimXξ ∈ Z, où ξ parcourt les points de Y. On a dr ≥ −cr. Rappelons
que f est dit relativement de Deligne-Mumford [ibid., 7.3.3] si pour tout schéma
affine Y et tout morphisme Y → Y, le produit fibré Y ×Y X est un η-champ
de Deligne-Mumford. On a cr = 0 si et seulement si f est un morphisme
relativement de Deligne-Mumford. On a cr ≤ cX ≤ cY + cr, dr − cY ≤ dX ≤
dY + dr.

Proposition 6.2. — Le foncteur DX induit

Dc(X )
◦

ent−1 → Dc(X )−dX -ent,

Dc(X )
◦

I-ent−1 → Dc(X )(I−cX )-ent,

Dc(X )
◦

I-ent → Dc(X )(I+dX )-ent−1 ,

Dc(X )
◦

ent → Dc(X )cX -ent−1 .

De plus, pour F ∈ Modc(X)ent−1 , Ha
(DXF) est (a−cX +1)-entier, a ≤ cX−1.

Démonstration. — On prend une présentation P : X → X purement de di-
mension cX avec X un schéma de type fini sur η. On a dim X ≤ dX + cX . Pour
L ∈ Dc(X ), P

∗
DXL � DXRP

!
L � (DXP

∗
L)(−cX )[−2cX ]. Comme l’ampli-

tude cohomologique de DX est bornée, il suffit donc d’appliquer 2.7.

Proposition 6.3. — Le foncteur Rf
!
induit

Dc(Y)ent → Dc(X )−dr-ent,

Dc(Y)I-ent → Dc(X )(I−dY−cY−cr)-ent,

Dc(Y)I-ent−1 → Dc(X )(I+dr)-ent−1 ,

Dc(Y)ent−1 → Dc(X )(dY+cY+cr)-ent−1 .

Démonstration. — Formons le diagramme à carré 2-cartésien

X
P
�� X ×Y Y

Q
�

��

fY

��

X

f

��

Y
Q

�� Y
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où Q est une présentation purement de dimension cY , P est une présentation
purement de dimension cr, Y est un schéma quasi-compact, X est un schéma
affine (donc séparé sur Y ). On a dim Y ≤ dY + cY , dim(fY ◦P ) ≤ dr + cr. Pour
L ∈ Dc(Y),

(Q
� ◦ P )

∗
Rf

!
L � P

∗
Rf

!
Y

Q
∗
L � R(fY ◦ P )

!
Q
∗
L(−cr)[−2cr].

Il suffit alors d’appliquer 2.6.

Proposition 6.4. — Le foncteur Rf∗ induit

D
+
c

(X )ent → D
+
c

(Y)ent,(6.4.1)

D
+
c

(X )I-ent−1 → D
+
c

(Y)I-ent−1 ,(6.4.2)

et Rf! induit

D
−

c
(X )I-ent → D

−

c
(Y)(I−dr)-ent,(6.4.3)

D
−

c
(X )ent−1 → D

−

c
(Y)dr-ent−1 .(6.4.4)

Si f est relativement de Deligne-Mumford, Rf∗ induit

D
+
c

(X )I-ent → D
+
c

(Y)(I−dX−cY)-ent,(6.4.5)

D
+
c

(X )ent−1 → D
+
c

(Y)(dX+cY)-ent−1 ,(6.4.6)

et Rf! induit

D
−

c
(X )ent → D

−

c
(Y)ent,(6.4.7)

D
−

c
(X )I-ent−1 → D

−

c
(Y)I-ent−1 .(6.4.8)

Démonstration. — Soit Y → Y une présentation avec Y est un schéma de type
fini sur η. Pour (6.4.1) et (6.4.2), quitte à remplacer Y par Y , on peut supposer
que Y est un schéma. On prend un hyperrecouvrement lisse P• : X• → X
où les Xn sont des schémas affines (donc séparés sur Y). Pour L ∈ D

+
c

(X ),
Rf∗

∼−→ Rf∗RP•∗P
∗
•L. Il suffit alors d’appliquer (2.5.1) et (2.5.3).

Pour les résultats concernant Rf!, on peut supposer que Y est le spectre
d’un corps. On a dX = dr. Alors (6.4.3) et (6.4.4) découlent du dernier alinéa
et de 6.2 : Rf! = DYRf∗DX induit

D
−

c
(X )I-ent

DX−−→D
+
c

(X )
◦

(I+dX )-ent−1

Rf∗−−→
Rf∗−−→ D

+
c

(Y)
◦

(I+dX )-ent−1

DY−−→ D
−

c
(Y)(I−dX )-ent,

D
−

c
(X )ent−1

DX−−→ D
+
c

(X )
◦

−dX -ent
Rf∗−−→ D

+
c

(Y)
◦

−dX -ent
DY−−→ D

−

c
(Y)dX -ent.

Pour (6.4.7) et (6.4.8), on est donc ramené au cas où X est un η-champ de
de Deligne-Mumford. On fait une récurrence sur dX . Il existe une immersion
ouverte dominante j : U �→ X et un morphisme fini étale π : U → U , où U est
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un schéma affine [16, 6.1.1]. Soient Z le fermé complémentaire de U dans X ,
i : Z → X . Pour L ∈ D

−
c

(X ), le triangle distingué

j!j
∗
L → L → i∗i

∗
L →

induit le triangle distingué

R(fj)!j
∗
L → Rf!L → R(fi)!i

∗
L → .

Comme j
∗
L est facteur direct de π∗π

∗
j
∗
L, il suffit d’appliquer (2.4.1) et (2.4.3)

à R(fjπ)!(jπ)
∗
L et l’hypothèse de récurrence à R(fi)!j

∗
L.

Enfin, (6.4.5) et (6.4.6) résultent du dernier alinéa et de 6.2 : Rf∗ �
DYRf!DX induit

D
+
c

(X )I-ent
DX−−→D

−

c
(X )

◦

(I+dX )-ent−1

Rf!−−→
Rf!−−→ D

−

c
(Y)

◦

(I+dX )-ent−1

DY−−→ D
+
c

(Y)(I−dX−cY)-ent,

D
+
c

(X )ent−1
DX−−→ D

−

c
(X )

◦

−dX -ent
Rf!−−→ D

−

c
(Y)

◦

−dX -ent
DY−−→ D

+
c

(Y)(dX+cY)-ent.

Corollaire 6.5. — L’assertion (2.5.2) est vraie sans hypothèse de sépara-

tion.

Démonstration. — C’est un cas particulier de (6.4.5).

Remarque. — (i) Le premier alinéa de la démonstration de 6.4 montre que
Rf∗ envoie Modc(X )ent−1 dans D

+
c

(Y)�-ent−1 , où

�(a) =

�
a si 0 ≤ a ≤ dX + cX + cY ,

a− E

Ä
a−dX−cY

cX+1

ä
si a ≥ dX + cX + cY .

Ici E est la fonction partie entière. Lorsque f n’est pas relativement de Deligne-
Mumford, ceci légèrement améliore (6.4.2). On peut en déduire une légère amé-
lioration de (6.4.3).

(ii) Si f est un morphisme séparé, représentable et quasi-fini [16, 3.10.1]
avec dX + cY ≥ 1, on a un analogue de 4.8 qui améliore (6.4.5) : Rf∗ envoie
D

+
c

(X )I-ent dans D
+
c

(Y)(I+1−dX−cY)-ent.

Proposition 6.6. — Le foncteur RHom(−,−) induit

D
−

c
(X )

◦

ent−1 ×D
+
c

(X )ent → D
+
c

(X )ent,

D
−

c
(X )

◦

I-ent−1 ×D
+
c

(X )I-ent → D
+
c

(X )(I−dX−cX )-ent,

D
−

c
(X )

◦

I-ent ×D
+
c

(X )I-ent−1 → D
+
c

(X )I-ent−1 ,

D
−

c
(X )

◦

ent ×D
+
c

(X )ent−1 → D
+
c

(X )(dX+cX )-ent−1 .

Démonstration. — On procède comme en 4.11.
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On peut aussi considérer l’intégralité sur les champs algébriques sur un trait
excellent de corps résiduel fini, ce qui généralise 5.11. Les résultats sont simi-
laires à ceux exposés dans ce §, avec des modifications appropriées des estima-
tions de dimension.

Les variantes 5.12 et 5.13 restent toujours valables.
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