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SUR LA COHOMOLOGIE DES FAISCEAUX [-ADIQUES
ENTIERS SUR LES CORPS LOCAUX

PAR WEIZHE ZHENG

RESUME. — On étudie le comportement des faisceaux l-adiques entiers sur les schémas
de type fini sur un corps local par les six opérations et le foncteur des cycles proches.

ABsTRACT (On the cohomology of integral l-adic sheaves over local fields)
We study the behavior of integral l-adic sheaves on schemes of finite type over a
local field under the six operations and the nearby cycle functor.

1. Introduction

Soient R un anneau de valuation discréte hensélien excellent de corps résiduel
fini de caractéristique p, K son corps des fractions. Un tel corps sera appelé
corps local. Soit n = Spec K.

Soit X un schéma de type fini sur . On désigne par | X| I’ensemble de ses
points fermés. Pour z € |X|, le corps résiduel x(z) de X en z est une extension
finie de K. On note R, son anneau des entiers, xg le point fermé de Spec R,.
Soient Z un point géométrique de X au-dessus de z de corps résiduel x(Z) une
cloture séparable de k(z), Rz la normalisation de R, dans k(Z), Zo le point
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466 ZHENG (W.)

fermé de Spec Rz. Soit F, € Gal(k(Zo)/k(zo)) le Frobenius géométrique qui
envoie a sur a'/9, ot ¢ = #x (o).

Fixons un nombre premier [ # p. On désigne par Q; une cléture algébrique
de Q. Soit F un Q;-faisceau sur X. D’aprés le théoréme de monodromie locale,
les valeurs propres d’un relévement @, € Gal(x(Z)/k(x)) de F, agissant sur F3z
sont bien définies & multiplication prés par des racines de l'unité [5, 1.7.4].

Rappelons qu’on dit que F est entier |7, 0.1] si les valeurs propres de @,
sont des entiers algébriques pour tout z € |X|. Cette intégralité est stable par
image directe a support propre [ibid., 0.2]. La démonstration utilise ’analogue
de ce résultat sur un corps fini [22, XXI 5.2.2].

L’objet de cet article est d’étudier, plus généralement, le comportement de
I'intégralité par les foncteurs usuels : les six opérations et le foncteur des cycles
proches. De fagon plus précise, on examine le comportement par ces foncteurs
de la divisibilité des valeurs propres des ®,, par des puissances de g. On introduit
pour cela une mesure de la ¢-divisibilité inspirée des « jauges » de Mazur-Ogus.
On prouve notamment les résultats espérés dans [13, 5.5].

Dans un travail ultérieur [19], on examine le comportement de la rationalité
et de I'indépendance de [ par les mémes opérations.

Les résultats concernant les six opérations sont exposés au §2. Au §3 on
traite le cas crucial de Rj,JF, pour l'inclusion j : U — X du complémentaire
d’un diviseur & croisements normaux D dans un schéma X lisse sur n et d’'un
faisceau F lisse sur U et modérément ramifié le long de D. Les démonstrations
des résultats du § 2 sont données au § 4. L’ingrédient essentiel est un théoréme
de de Jong, grace auquel on se réduit au cas traité au § 3 par les techniques
usuelles de descente cohomologique. Le résultat principal du § 5 est la stabilité
de l’intégralité par le foncteur des cycles proches R¥. A nouveau, I'ingrédient
clé est un théoréme de de Jong, qui permet de se ramener au cas d’un couple
strictement semi-stable et d’un faisceau lisse sur le complémentaire du diviseur
D réunion de la fibre spéciale et des composantes horizontales et modérément
ramifié le long de D. L’étude de ce cas, plus délicate qu’on ne pouvait s’y
attendre, repose sur une compatibilité technique (5.6 (ii)) généralisant [11, 1.5
(a)]. Au §6 on généralise la notion d’intégralité aux champs algébriques.

Je remercie chaleureusement L. Illusie pour m’avoir suggéré ce sujet, pour
son aide & la composition de cet article, et pour sa lecture minutieuse des
diverses versions du manuscrit. Je suis reconnaissant 4 G. Laumon pour une
simplification de la démonstration de 5.6 (ii). Je remercie également O. Gabber,
F. Orgogozo et le rapporteur pour leurs remarques et suggestions.

TOME 136 — 2008 — N° 3



FAISCEAUX [-ADIQUES ENTIERS SUR LES CORPS LOCAUX 467

2. Intégralité et six opérations

On conserve les notations du §1. On désigne par Q la cloture algébrique
de Q dans C. Pour r € QQ, on note ¢" 'unique élément de Q N R vérifiant
(¢") = ¢%, ot a,b € Z sont tel que r = %, b # 0. Soit X un schéma de type
fini sur 7.

DEFINITION 2.1. — Fixons un plongement ¢ : Q — Q;. On dit qu'un Q-
faisceau F sur X est r-entier (resp. r-entier inverse) si pour tout point fermé
x de X, et toute valeur propre « de @, agissant sur Fz, a/t(q") (resp. t(q") /)
est entier sur Z, ot ¢ = fk(zp). Cette définition ne dépend pas des choix de
®,, et de ¢. On dit que F est entier (resp. entier inverse) s’il est O-entier (resp.
O-entier inverse).

Les Q;-faisceaux entiers (resp. r-entiers, resp. entiers inverses, resp. r-entiers
inverses) sur X forment une sous-catégorie épaisse [9, 1.11] de Mod (X, Q;),
notée Mod (X, Q;)ent

(resp. MOdc(Xa @)r-entu reSP- MOdc(X>@)ent—17 resp. MOdC(X’ @)T—ent_l)'

Soient K’ une extension finie de K, Z un schéma de type fini sur K', G €
Mod.(Z,Q;). Alors G est r-entier (resp. r-entier inverse) relativement a K’ si
et seulement s’il est r-entier (resp. r-entier inverse) relativement a K.

Rappelons que pour les schémas X séparés de type fini sur un schéma S
régulier de dimension < 1, et en particulier sur 7, on dispose, par [6, §6],
d’une catégorie triangulée D%(X,Q;) et d'un formalisme de six opérations :
Rf., Rf, f*, Rf', ®, RHom. La catégorie D%(X, Q) est la 2-limite inductive
des catégories D8(X, E)), ott E), parcourt les extensions finies de Q; contenues
dans Q;. Si O, est 'anneau des entiers de E), D2(X, E)) est déduite de la
catégorie D%(X, 0,) définie dans [ibid.] par extension des scalaires de Oy & Ej.
Le formalisme construit dans [ibid.] pour D%(—, O,) se transpose trivialement.

Ce formalisme a un sens pour les schémas de type fini sur S (pas nécessai-
rement séparés), et ce n’est que pour certaines opérations (Rfi et Rf') qu'on a
besoin d’une hypothése de séparation sur les morphismes. Pour un formalisme
sans hypothése de séparation, voir ’appendice (§6).

La définition qui suit est inspirée de la notion des « jauges » de Mazur-Ogus
[2, 8.7].

DEFINITION 2.2. — Soit € : Z — Q une fonction. On dit qu’'un objet K €
DY(X,Q;) est entier (resp. e-entier, resp. entier inverse, resp. e-entier inverse)
si pour tout i € Z, H*(K) est entier (resp. ¢(i)-entier, resp. entier inverse, resp.
e(i)-entier inverse).
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468 ZHENG (W.)

On désigne la sous-catégorie pleine de D%(X,Q;) formée des objets entiers
(resp. e-entiers, resp. entiers inverses, resp. e-entiers inverses) par

ch)(Xv @)ent (resp. ch)(Xv @)e—enta resp. DIC)(X?@)ent_la resp. DIC)(X7@)E-ent_1)‘

Lorsque € est constant, D%(X,Q;)c.ent €t D2(X,Q)cens—1 sont des sous-
catégories triangulées. On abrége parfois Db(X,Q;) en Db(X).

On note I la fonction d’inclusion de Z dans Q.

2.3. — Soient r, 1, 72 € Q.
Pour F € Mod(X,Qt)r,-ent, G € Mode(X, Q1) ry-ent, 0n a
FRGe Modc(X,@)(ner)-ent'
Pour K € DS(X, @)(run)-ent, Le DZ(X, @)(Tl+r2)-8nt7 on a

K ® Le DS(X, @)(rl+r1+r2)—ent'

De méme pour « entier inverse ».
Pour F € Mod.(X, Q;),,-ent—1 lisse, G € Mod.(X, Q1) ry-ent, O &

HO’H’L(]‘-, g) € MOdc(X7@)(r27r1)-ent-
Pour F € Mod.(X, Q) -ent lisse, G € Mod(X, Q;)y,-cnt-1, OD &
Hom(]—', g) € MOdc(Xa @) (rg—r1)-ent—1-

Soit f : X — Y un morphisme de schémas de type fini sur 7. Alors f*
préserve les complexes e-entiers (resp. e-entiers inverses).

THEOREME 2.4. — Soient f : X — Y un morphisme séparé de schémas de
type fini surn, F un @-faisceau entier (resp. entier inverse) sur X. Alors pour
tout point ferméy de Y, (RfiF), est entier et (I — n)-entier (resp. I-entier
inverse et n-entier inverse), ot n = dim(f~*(y)). En particulier, Rf induit

(2.4.1
(2.4.2
(2.4.3
(2.4.4

Y

) DX(X)ent = D2(Y )ent,

) D2(X)1ent = D2(Y)(1-d,)-ent
) DY(X)r-ent—1 — D2(Y)-ent-1,

) DS(X)enrl — D} c(Y)a r-ent—1s

ot d = maxyc|y| dim f~!(y) est la dimension relative.

Le cas «entier » ((2.4.1) et (2.4.2)) de 2.4 est un théoréme de Deligne-Esnault
[7,0.2].

TOME 136 — 2008 — N° 3



FAISCEAUX [-ADIQUES ENTIERS SUR LES CORPS LOCAUX 469

THEOREME 2.5. — Soient f : X — Y un morphisme séparé de schémas de
type fini surm, dx = dim X. Alors Rf, induit

(2.5.1) DY(X)ent — DAY ent,
(2.5.2) D2(X)1ent = DY) (1-dx)-ent>
(2.5.3) D2(X)1-ent-1 = DY) ent15
(2.5.4) DY(X)ent— = DY )ax-ent-1-

Sans hypothese de séparation de f, (2.5.1), (2.5.3) et (2.5.4) sont encore vrais.

L’hypothése de séparation est également superflue pour (2.5.2). On peut
I’éliminer ou bien en étudiant la g-divisibilité en dehors d’un sous-schéma de
dimension fixée, ou bien en utilisant une théorie de Rf, sans hypothése de
séparation (voir 6.5).

THEOREME 2.6. — Soient f : X — Y un morphisme séparé de schémas de
type fini sur n, dy = dimY, d, = max,¢|y|dim f~'(y). Alors Rf" induit

(2.6.1
(2.6.2
(2.6.3
(2.6.4

Dlg(Y)ent — DY (X)
DY) 1-ent = DY(X)(1-dy)-ent>
DY) feent -1 — D2(X)(
DZ(Y)ent 1= Db(X)dy —ent—1-

d,-ent)

I+d,)-ent—1)

)
)
)
)

Soient X un schéma de type fini sur 7, ax : X — 7. Rappelons que Ra’X@
est globalement défini (pas de probléme dans le cas séparé, dans le cas général
par [1, 3.2.4]). On pose Dx = RHom(—, Ra’x Q).

THEOREME 2.7. — Soient X un schéma de type fini surn, dx = dim X. Alors
Dx induit

(2.7.1) Db(X)2. -1 — D%(X)_dy-ent»

(2.7.2) D5(X)5 ent-1 — D2UX) r-ent

(2.7.3) D(X)]-ent = DX (1) -ens1,

(2.7.4) De(X)guw = DX )ens-1-

De plus, pour K € Mode(X, Q))ens—1, H*(DK) est (a + 1)-entier, —dx < a <
—1.
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470 ZHENG (W.)

THEOREME 2.8. — Soient X un schéma de type fini surn, dx = dim X. Alors
RHomx(—,—) induit
(2.8.1) DZ(X)anl x DZ(X)ent - Dg(X)entv
(2~8-2) DZC)(X)(I)-enffl X DZ(X)I—ent - DZ(X)(Ifdx)-ent’
(2'8'3) DIC)(X)(I)—ent X Dz(X)I—ent*1 - Dz(X)I—entfla
(2.8.4) DY(X)2. -1 X DY X)ent—1 — D2(X) gy -ent—1-
3. Diviseurs a croisements normaux
PRrROPOSITION 3.1. — Soient g : X — Y un morphisme fini de schémas de

type fini surn, L € DY(X,Q;). Alors g.L est e-entier (resp. e-entier inverse)
st et seulement si L lest.

Démonstration. — On peut supposer que Y est réduit & un seul point y, X est
réduit 4 un seul point z et L = F € Mod.(X, Q). Soient G, = Gal(x(¥)/k(y)),
G, = Gal(k(z)/k(z)). Le faisceau F correspond a une représentation p : G, —
GL@(}}). Soient K’ une extension finie quasi-galoisienne (i. e., normale) de
k(y) contenant k(z), 2’ = Spec K'. Pour s € G,, soit F; le faisceau sur z’
correspondant & la représentation
Gal(k(2')/K') — GLg(Fz)
h— p(s~'hs).
Ce faisceau ne dépend, & isomorphisme prés, que de 'image de s dans G, /Gy.

D’aprés la formule de Mackey ([18, 7.3]), on a (g« F)z =~ @, Fs, o0l s parcourt
un systéme de représentants de G, /G,. Donc

9+ F est €(0)-entier < (g.«F ), est €(0)-entier
< les F, sont €(0)-entiers < F est €(0)-entier.

De méme pour le cas entier inverse. O]

Soient, en 3.2 et 3.3, K un corps quelconque, n = Spec K.

On va utiliser le cas spécial suivant du théoréme de pureté de Gabber [3].

PROPOSITION 3.2. — Soient n un entier inversible sur n, A = Z/nZ. Soit
i :Y — X une immersion fermée de schémas réguliers de type fini sur n
purement de codimension c. Alors Ri'A ~ A(—c)[—2c].
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Gabber a remarqué que ce résultat découle facilement du théoréme de pu-
reté relative [21, XVI 3.7]. En effet, ¢ provient par changement de base d’une
immersion fermée i; : X; — Y7 de schémas de type fini sur K, o K; est un
sous-corps de K, extension de type fini d’un corps premier K. Alors Spec K3
est le point générique d’un schéma S; intégre de type fini sur Ky. Quitte &
remplacer S; par un ouvert, on peut supposer que i; est la fibre générique
d’une immersion fermée i5 : Yo — X5 de schémas de type fini sur S;. Comme
X1 (resp. Y1) est un schéma régulier ([10, 6.5.2 (i)]) et que Xo (resp. Y2) est
de type fini sur K, donc en particulier, excellent, quitte & remplacer X5 et Y5
par des voisinages ouverts de leurs fibres génériques, on peut supposer que Xs
et Y5 sont réguliers (donc lisses sur Kj) et is est purement de codimension c.
D’aprés le théoréme de pureté relative, RibA =~ A(—c)[—2¢]. On conclut par
passage & la limite. O

Le lemme suivant est décalqué de [22, XXI 5.2.1].

LEMME 3.3. — Soient X un schéma de type fini sur n, ax : X — n, l un
nombre premier inversible sur n, G € Mod.(X, Q).

(i) Il existe une partie fermée Y de dimension 0 de X telle que ax.G —
ay«(G|Y) soit injectif, ot ay : Y — 1.

(ii) Si X est séparé de dimension n, et si U est un ouvert de X dont le
complémentaire Z est de dimension < n, alors il existe une partie fermée Y
de U de dimension 0 et une fleche surjective ay.(G|Y)(—n) — R*"ax\G, ou
ay 1Y — .

Démonstration. — (i) est évident.
(ii) Quitte & remplacer X par X,.q et & rétrécir U, on peut supposer U
régulier purement de dimension n et G|U lisse. Puisque dim Z < n, on a

0= B> 'ax(6|2) —» R (G|U) <> R axiG — R*"an(G|Z) =0,

ott az : Z — 7. Donc on peut supposer X = U. Appliquant (i) a ¢ =
Hom(G,Q;), on trouve une partie fermée Y de U de dimension 0 telle que
ay«G — ay.(G|Y) soit injectif, donc D, (ay.(G|Y)) — D,(ay.G) surjectif. Par
le théoréme de pureté 3.2, on a

Dy(ay+(GY)) = ay.(Dy (G]Y)) =~ ay.(G]Y),
Par ailleurs, on a
D, (ayG) = H*(D, Ray.G) ~ H°(Rayn DyG)
~ H°(Ray1G(n)[2n]) = R*™ayG(n).
D’otl le résultat. O

On reprend les notations du § 1.
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472 ZHENG (W.)

COROLLAIRE 3.4. — Soient X un schéma de type fini sur n, ax : X — n,
G € Mod.(X,Qy) entier (resp. entier inverse).

(i) ax+G est entier (resp. entier inverse).

(ii) St X est séparé de dimension n, alors ax\G est entier (resp. entier
inverse), R*™ax\G est n-entier (resp. n-entier inverse).

La proposition suivante est décalqué de [22, XXI 5.3 (a)].

PRrOPOSITION 3.5. — Soient j : X — Y une immersion ouverte de schémas
de type fini surn de dimension 1, G € Mod.(X, Q) entier. Alors j.G est entier.

Démonstration. — On se raméne au cas Y affine, puis Y projectif.
Définissons H par la suite exacte courte

0— 575G — 5.6 - H —0,

d’ou la suite exacte

ax+G — ay+H — R'axG,
otax : X —» n,ay : Y — n. Daprés 3.4 (i), ax«G est entier. D’apres le
théoréme de Deligne-Esnault (2.4.1), R'axG est entier. Donc ay.H I'est aussi.
Mais H est a supports dans une partie fermée de dimension 0 de Y, donc H
est entier. O

PROPOSITION 3.6. — Soient X un schéma régulier de type fini sur n de di-
mension 1, D un diviseur positif régulier. PosonsU = X — D, j: U — X. Soit
G un Q-faisceau lisse sur U, entier, modérément ramifié sur X. Alors Rj,G
est I-entier.

Démonstration. — La question est locale sur X. Soit « € |D|. Montrons que
(Rj+G), est I-entier.

On a G ~ (Go ® E) ® Q;, ot E est un corps extension finie de Qy,
O son anneau des entiers, Go un O-faisceau lisse (constructible) sur U. En
vertu du lemme d’Abhyankar [20, XIII 5.2], il existe, au voisinage de z, un
revétement fini g : X — X de la forme X = X[T]/(T™ — t) ou t est une
équation locale de x, n est un entier premier & ’exposant caractéristique de K,
tel que (g|U)*(Go ®o (O/120)) se prolonge en un faisceau localement constant
sur X. Comme G est facteur direct de (9]U)«(g9|U)*G, on est ramené & montrer
le lemme pour le faisceau (g|U)«(g|U)*G. Comme g=!(D)yeq est un diviseur
régulier, on peut alors se ramener & montrer le lemme pour un faisceau G tel
que Go ®o (O/120) se prolonge en un faisceau localement constant sur X, puis
au cas Go ®o (O/1?0) constant par la formule de projection.

Soient X () le hensélisé de X en x, U,y = X(o) Xx U, J@) : Uy = X(a)s
H = G|U(y). Alors H ~ (Ho ®0 E) ®rQ, avec Ho ®p (O/120) constant. On a
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(Rj(z)«H)z = (RjxG)s € Di(z, Q). D’aprés 3.5, (j(z)«H)z = (j+G)x est entier.
Il reste & montrer que (R'j(;).H), est 1-entier.

On a une suite exacte de groupes

1 - 7'(1) - G — Gal(k(z)/k(z)) — 1,

ou Z/(1) = [y car(r) Zw (1), G = 7% (U(,)). Le faisceau H correspond & une
représentation [-adique de G. D’aprés le théoréme de monodromie locale, la res-
triction de cette représentation a 7’ (1) est quasi-unipotente, donc unipotente.
On obtient une filtration M finie, croissante de H, telle que chaque grMH se
prolonge en un Q;-faisceau lisse G, sur X(a)-

Montrons que (R'j(;)«M,), est 1-entier par récurrence sur a, ce qui achévera
la démonstration de la proposition. L’assertion est claire pour a < 0. Supposons
I’assertion établie pour a — 1. La suite exacte courte

0— My_1 — My — GalUgzy — 0
donne le triangle distingué
Rj(z)«Ma—1 — Rjj(z)sMa — Rjj(2)(GalU(z)) — -
D’aprés une formule de projection, Rjz)x(Ga|U(z)) = Rj(2)+Qi ® Ga. On a
Qi(-q) sig=0,1,
0 sinon.

Donc on a la suite exacte
(j(ac)*Ma)m - (ga)z - (le(x)*Ma—l)x - (le(x)*Ma)z - (ga)m(_1)~
Ici (ji(z)«Ma)s est un sous-faisceau de (j(g)«H)e, donc entier. Par hypothése de

récurrence, (R'j(;)Ma—1)s est 1-entier. Donc (Go), est entier, (Gg)q(—1) est
1-entier. On en déduit que (le(z)*Ma)x est 1-entier. O

Le lemme suivant est une variante de [22, XXI 5.6.2].

LEMME 3.7. — Soient X un schéma noethérien régulier, D = > ,.; D; un
diviseur strictement & croisements normauz de X avec (D;);c1 une famille finie
de diviseurs réguliers, U = X — D, n un entier inversible sur X, A = Z/nZ,
G € Mod (U, A) localement constant, modérément ramifié sur X.

(1) Soient 1 € I, U(l) =X — UheI—{i} Dy, Di,U(i) =D; Xx U(i), d’ot un
diagramme 4 carré cartésien

-/
D (i)
iUy — D;

lL; lbi
i@ 3

U¢ Ui © X
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Alors le morphisme de changement de base
(3.7.1) i Rji(R1VG) = Rifyy.f (RiZG)
est un isomorphisme et les faisceaux
' ROG, qez,
sont localement constants, modérément ramifiés sur D;.
(ii) Soit f : Y — X un morphisme de schémas réguliers noethériens. Suppo-

sons que f~1(D) soit un diviseur & croisements normauz et que (f~(D;))icr
soit une famille de diviseurs réguliers. Considérons le carré cartésien :

v, Yy

JfU . lf
UCAX

Alors le morphisme de changement de base f*Rj.G — Rjy.f;;G est un iso-
morphisme.

Démonstration. — La question est locale sur X. Soit z un point de X. En
vertu du lemme d’Abh}@nkar, il existe, au voisinage de x, un revétement fini
g:X — X delaforme X = X[T1,...,T.] /(T —t1,..., T —t,) ot les t; sont
des équations locales des composantes de D passant par z, et n; des entiers
premiers a 'exposant caractéristique de x(x), tel que (g|U)*G se prolonge en un
faisceau localement constant sur X. Comme G s'injecte dans (910)«(g|U)*G et
le quotient G; est modérément ramifié sur X, on peut itérer cette construction.
Pour tout NV > 1, on obtient, quitte & rétrécir X, une résolution

G — @l0)«¢lU)*G = (91lU)«(1|U)*G1 — - = (gn|U) (9N [U) "GN -

Donc on est ramené & montrer le lemme pour le faisceau (g|U).(g9|U)*G. Comme
9 (D)rea = Yier 9 (Di)rea est un diviseur a croisements normaux avec
(97 1(D;)red)ier une famille de diviseurs réguliers, on peut alors se ramener &
montrer le lemme pour un faisceau G qui se prolonge en un faisceau localement
constant sur X, puis au cas G = Ay par la formule de projection.

Le point (ii) résulte alors de [8, §8] et de la fonctorialité des classes des
diviseurs [4, Th. finitude, 2.1.1].

Pour (i), notons que D; y,, est un diviseur régulier de U(;), de complémen-
taire U. Pour tout q,

‘ ADLU(“ siqg=0,
RGO Ay = { Ap,, (-1) sig=1,
0 sinon.
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est localement constant, modérément ramifié sur D;. On a donc un triangle
distingué

L;*AD“U“)(—I)[—2] — Ay, — jy)AU — .
Le morphisme (3.7.1) est un isomorphisme car le morphisme de changement de
base ¢ Rj(;)« — Rjgi)*Lg* induit des isomorphismes sur Ay, en vertu de (ii) et
trivialement sur ¢;, Ap, v, - O

La proposition suivante est décalquée de [22, XXI 5.6.1].

PROPOSITION 3.8. — Soient X un schéma de type fini surn, D un diviseur
croisements normaux. Posons U = X — D, j: U — X. Soit G un Q;-faisceau
lisse sur U, entier, modérément ramifié sur X. Alors Rj.G est I-entier.

Démonstration. — Le probléme étant local pour la topologie étale au voisinage
d’un point fermé de D, on peut supposer D strictement & croisements normaux.
Comme Reg(X) est un ouvert de X contenant D, on peut supposer X régulier.

On pose D = Y ",c; D; avec (D;);cr une famille finie de diviseurs réguliers.
On fait une récurrence sur n = #I. Le cas n = 0 est trivial. Pour n > 0, on
choisit ¢ € I et applique 3.7 (i), dont on conserve les notations. Pour tout

T € ‘DLU(“ ‘, il existe un sous-schéma régulier de U;) de dimension 1 tel que

son intersection avec D; v, soit le schéma z. Donc Rj»(f)g est I-entier, d’aprés
3.7 (ii) et 3.6. Notons que ) ,c;_g;3 Dn N D; est un diviseur a croisements

normaux de D; de complémentaire D; y, , et pour tout g, L;*qu,i")g est un
Qi-faisceaux lisse sur D; y,, modérément ramifié sur D; en vertu de 3.7 (i).
Donc ¢ Rj.G ~ Rjéi)*L;*Rjii)g est I-entier, d’aprés ’hypothése de récurrence.
Comme 1 est arbitraire, on en conclut que Rj.G est I-entier. O]

4. Démonstration de 2.4 4 2.8
La proposition suivante est une variante de [17, 2.6].

PROPOSITION 4.1. — Soient F' un corps, X un schéma séparé de type fini sur
Spec F', U une partie ouverte de X.

(i) Il existe un morphisme o : X{, — X propre surjectif avec X{, régulier et
un sous-schéma ouvert fermé Wy de X}, contenant ry*(U) tels que ry ' (U) soit
le complémentaire d’un diviseur strictement & croisements normaux dans Wy.

(ii) Pour tout m > 0, il existe une extension finie radicielle F' de F et un
hyperrecouvrement propre n-tronqué s-scindé ro : X, — Xp: tels que X/ soit
lisse sur Spec F' et que 7, (Ug/) soit le complémentaire d’un diviseur stric-
tement o croisements normauz relativement o Spec F’ dans un sous-schéma
ouvert fermé de X/, 0 <m < n.
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Démonstration. — (i) Au cas ot X est intégre et U # o, il existe un morphisme
ro : Xy — X propre surjectif avec X intégre et régulier tel que ry L(U) soit le
complémentaire d’un diviseur strictement & croisements normaux, en vertu de
[14, 4.1]. On prend Wy = X|.

Le cas ou X est intégre et U = & en résulte : appliquer le cas précédent a
X et la partie ouverte X pour obtenir rg, et puis prendre Wy = &.

Dans le cas général, soient X, les schémas réduits associés aux composantes
irréductibles de X, a : [[ Xo — X le morphisme canonique. Alors a est fini
et surjectif. Pour chaque «, appliquons (i) & X, et U xx X,, on obtient ¢, :
(Xa)y — Xo propre surjectif avec (X,)(, régulier et un sous-schéma ouvert
fermé W, de (X,){ contenant l'image inverse U, de U tels que U, soit le
complémentaire dans W, d’un diviseur strictement & croisements normaux.
Posons X = [[(Xa)b, 7o = a o [] ¢a, Wo = [ Wa. Alors 7 et W, satisfont
aux conditions de (i).

(ii) Cas F parfait. On fait une récurrence sur n. Lorsque n = 0, (ii) dégé-
nére en (i). Supposons donné un hyperrecouvrement n-tronqué re : X, — X
vérifiant les conditions de (ii). On applique (i) au X-schéma (cosq,, X, )n+1 €t
I'image inverse de U. On obtient 8 : N — (cosq,, X, )n+1 propre surjectif avec
N lisse sur Spec F' et un sous-schéma ouvert fermé W de N tels que 'image
inverse de U dans N soit le complémentaire d’un diviseur strictement a croi-
sements normaux relativement & Spec F' dans W. L’hyperrecouvrement propre
(n 4 1)-tronqué s-scindé associé au triplet (X., N, ) [21, VP 5.1.3] vérifie les
conditions de (ii) pour n + 1.

Cas général. On prend une cloture parfaite F' de F et applique (ii) a F, X+
et Uz. L’hyperrecouvrement tronqué et les diviseurs strictement & croisements
normaux obtenus se descendent & une sous-extension finie F’ de F. O

4.2. — Démonstration de (2.5.1). — 11 faut montrer que pour un Q;-faisceau
constructible G sur X, entier, Rf.G est entier.

On fait une récurrence sur d = dim X. Le cas d < 0 est trivial.
Soit d > 1. Choisissons un ouvert affine U <, X tel que G|U soit lisse et que
son complémentaire Z < X soit de dimension < d. Le triangle distingué
i.Ri'G — G — Rj.j*G —
induit le triangle distingué
R(fi).Ri'G — Rf.G — R(f4).3"G — .

Compte tenu de ’hypothése de récurrence, il suffit de voir que Rj.j*G et
R(f7)«7*G sont entiers. Il suffit donc de vérifier le théoréme sous ’hypothése
additionnelle que X est séparé et G lisse.
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Ona g~ (Go ®o E) ®p Q; avec Go lisse. Soit p : X’ — X un revétement
étale surjectif qui trivialise Go ®o (O/m), ou m est I'idéal maximal de O. Le
faisceau G est facteur direct de p,.p*G, de sorte qu’il suffit de voir 'intégralité de
R(fp)«p*G. Donc il suffit de vérifier le théoréme sous ’hypothése additionnelle
que X est séparé et

421 G~ (Go ®0 E)®r Q; avec Go ®o (O/m) constant.

On factorise f en X 4z Y, ol j est une immersion ouverte, g est un
morphisme propre. Comme Rg, préserve l'intégralité en vertu du théoréme de
Deligne-Esnault (2.4.1), il suffit de prouver l'intégralité de Rj.G. On est donc
ramené a démontrer (2.5.1) pour j et G. Pour cela, on peut supposer Z affine,
donc séparé.

Soit ¢ > 0. On applique 4.1 (ii) & j et n = ¢ + 1. Quitte & changer les
notations, on peut supposer que ’extension radicielle de loc. cit. est triviale.
On obtient un carré cartésien (de schémas simpliciaux (i + 1)-tronqués)

-/
xic I g

JS' j J

X——2Zz

ol 1 est un hyperrecouvrement propre (i+ 1)-tronqué s-scindé, Z, lisse sur 7,
jr. une immersion ouverte faisant de X/ le complémentaire d’un diviseur a
croisements normaux relativement a 7 dans une partie ouverte fermée de Z, ,
0 <m < i+ 1. D’aprés la descente cohomologique,

T<iRj.G ~ T<;Rj.RSe,5:sG = T<;Rre,Rj. 5:G.

Comme Rr,, préserve l'intégralité (2.4.1), il suffit de voir l'intégralité des
Rj!..s5.G, 0 < m < i. Or sk G satisfait encore a 4.2.1, donc est modérément
ramifié sur Z/ . Il suffit alors d’appliquer 3.8. O

PROPOSITION 4.3. — Soient X un schéma régulier séparé de type fini sur n,
purement de dimension 1, ax : X — n, G un Q;-faisceau lisse sur X, entier
inverse. Alors R'ax\G est 1-entier inverse.

Démonstration. — On peut supposer que G =~ (Go ®p F) ® Qy, avec Go lisse.
Pour p : X’ — X un revétement étale surjectif qui trivialise Go ®o (O/m), G
est un facteur direct de p.p*G. Ceci permet de supposer Go ® @/m constant.
On a

D, (R*axiG) ~ H*(D,Rax\G) ~ H ' (Rax.G(1)[2]) = R'ax.G(1).
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Soit j : X — P une compactification réguliére de X. De ax = ap oj on déduit
une suite spectrale

EP? = RPap.R1j.G = RPTax.(G).

D’aprés 3.8 et 3.4, R%apy,R'j,G est entier. D’autre part, R'ap,R°j.G est un
quotient de R'ap,jiG, donc entier en vertu de 2.4. Donc Rlax.G est entier,

R'ax G est l-entier inverse. O
Démonstration de 2./. — Comme on a déja remarqué, le cas « entier » ((2.4.1)

et (2.4.2)) de 2.4 est démontré dans [7, 0.2]. Supposons maintenant F entier
inverse. On peut supposer Y =19, f = ax.

Traitons d’abord le cas X = Avlv' Soient j : U — X un ouvert dense tel que
F|U soit lisse, i : Z — X le fermé complémentaire. La suite exacte

0= jj*F > F > i, i*F —0
donne le triangle distingué
RaU!(]:|U) — RCLX!]: — Razg(]:|Z) — .

D’aprés 3.4, Rayz(F|Z) est entier inverse, Rary(F|U) est entier inverse,
R2ay(F|U) est 1-entier inverse. D’aprés 4.3, Rlay(F|U) est 1-entier inverse.
Donc RaxF est I-entier inverse et 1-entier inverse.

Pour le cas général, procédons par récurrence sur n. Le cas n < 0 est trivial.
Soit m > 1. D’aprés le lemme de normalisation, il existe j : U < X un ouvert
dense de X et un morphisme f: U - Y = A}? a fibres de dimension < n — 1.
Soit i : Z — X le complémentaire de U. Alors Z est de dimension < n — 1. La
suite exacte

0 jj*F>F -5 i " F—0
donne le triangle distingué
Ray(F|U) — Rax\F — Raz(F|Z) — .
Par I’hypothése de récurrence, Razi(F|Z) est I-entier inverse et (n — 1)-entier

inverse. Il suffit donc de vérifier la proposition pour F|U. Ceci résulte de la
suite spectrale

E3? = RPay \Rf\(F|U) = RP™ay, (F|U),
de I'hypothése de récurrence appliquée aux fibres de f et du cas d’une droite
affine déja traité. O
La proposition suivante est un analogue de 3.6.

PROPOSITION 4.4. — Soient X un schéma régulier de type fini sur n de di-
mension 1, D un diviseur positif régulier. PosonsU = X — D, j: U — X. Soit
G un Q;-faisceau lisse sur U, entier inverse, modérément ramifié sur X. Alors
Rj.G est I-entier inverse.
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Démonstration. — Comme G est lisse, modérément ramifié sur X, entier, Rj,G
est I-entier en vertu de 3.8. Soit ¢ : D < X. D’aprés la dualité locale en dimen-
sion 1, i*R'j,G ~ (i*5,G)V(—1) est l-entier inverse, i*j,G ~ (i*R'j.G)V(-1)
est entier inverse. O

La proposition suivante est un analogue de 3.8.

PROPOSITION 4.5. — Soient X un schéma de type fini surn, D un diviseur a
croisements normauzx. Posons U = X — D, j: U — X. Soit G un Q;-faisceau
lisse sur U, entier inverse, modérément ramifié sur X. Alors Rj.G est I-entier
inverse.

On déduit 4.5 de 4.4 de la méme maniére qu’on a déduit 3.8 de 3.6.
On déduit (2.5.3) de 4.5 de la méme maniére qu’on a déduit (2.5.1) de 3.8
en 4.2.

REMARQUE 4.6. — L’assertion (2.6.1) (resp. (2.6.3)) pour f une immersion
fermée découle de ce qui précéde. En effet, soient j : ¥ — X <— Y Douvert
complémentaire, K € D5(Y, Q) entier (resp. I-entier inverse). On a le triangle
distingué
Rf'K — f'K — f*Rj.j*K — .

En appliquant (2.5.1) (resp. (2.5.3)) & j, on obtient que f*Rj.j*K est entier
(resp. I-entier inverse), donc f*Rj.j*K|[—1] l’est aussi (resp. (I — 1)-entier
inverse). Or f*K est entier (resp. I-entier inverse). On en conclut que Rf'K
I’est aussi. Cette démonstration donne un peu plus dans le cas entier inverse :
pour K € Mod (Y, Q)ent—1, R*f'K est (a — 1)-entier inverse, a > 1.

4.7. — Démonstration de 2.7. — On peut supposer X réduit. On fait une ré-
currence sur dx. Le cas dx < 0 est trivial. Pour dx > 1, il suffit de montrer
que pour K € Mod.(X,Q;) entier (resp. entier inverse), DK est entier inverse
et (I + dx)-entier inverse (resp. I-entier et —dx-entier et H*(DK) est (a + 1)-
entier, —dx < a < —1). Prenons un ouvert j : U — X régulier purement de
dimension dx tel que le complémentaire i : V — X soit de dimension < dx et
que K|U soit lisse. Alors D(5*K) ~ (j*K)V (dx)[2dx].

On a le triangle distingué
(4.7.1) i»D(i*K) — DK — Rj,D(j*K) — .
D’apres (2.5.3) (resp. (2.5.1)), Rj.D(j*K) est (I + dx)-entier inverse (resp.
—dx-entier). D’aprés ’hypothése de récurrence, i,.D(i*K) est aussi. Donc
DK est (I + dx)-entier inverse (resp. —dx-entier).

On a le triangle distingué

#D(*K) — DK — i,D(Ri'K) — .
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Le terme 5, D(j*K) € DI=2dx,=2dx] est entier inverse (resp. I-entier). D’aprés
4.6, Ri'K est entier (resp. R%'K est entier inverse et R%'K est (a — 1)-entier
inverse, a > 1). D’aprés ’hypothése de récurrence, D(Ri'K) est entier inverse
(resp. HO(D(Ri'K)) est entier et H*(D(Ri'K)) est (a + 1)-entier, a < —1, en
vertu de la suite spectrale

P4 — HP(D(R™%'K)) = HPTY(DRi'K)).
Donc DK est entier inverse (resp. I-entier et H*(DK) est (a+1)-entier, —dx <

a<-1). O
Démonstration de 2.5. — Les assertions (2.5.1) et (2.5.3) sont déja démontrées
en 4.2 et 4.5. Si f est séparé, alors (2.5.2) et (2.5.4) découlent de 2.4 et 2.7 :

Rf, ~ Dy RfiDx induit

Rf D
DS(X)I ent —> Db(X)(I+dX) ent—1 — DIC)(Y)(I+dX) ent—1 - D (Y)(I—dx)—entv

Rf
dx-ent

DX )ent+ 225 DYX)® 4 omt 25 DUY) g om 255 DEY )1

dx-ent

Il reste & montrer (2.5.4) sans supposer f séparé. Pour cela, prenons un re-
couvrement ouvert affine W — X. Soit ge : cosqq(W/X)e — X. Alors Rf, ~
Rf.Rge,9%, et il suffit d’appliquer le résultat du cas séparé. O

REMARQUE. — Les assertions (2.6.2) et (2.6.4) découlent de 2.7 : Rf'
Dxf*Dy induit

1R

fr D
DIC)(Y)I ent _> Db(Y)(I+dy) ent—1 — D (X)(I+dy) ent—1 —= ‘D (X)(I—dy)—enta

Dx

DE(Y Yent-1 25 DYY) 4y -omt 2 DYUX)® gy e 22 DYX )ty -mi1-

dy-ent dy-ent

Dans le cas f quasi-fini, on peut améliorer (2.5.2) comme suit.

PRrROPOSITION 4.8. — Soit f : X — Y un morphisme quasi-fini séparé de sché-
mas de type fini sur n avec dx = dim X > 1. Alors Rf,. envoie D’C’(X, Q1) 7-ent
dans DZC)(Y7 Ql)(l+l—dx)-ent-

Démonstration. — Par le théoréme principal de Zariski, on peut supposer que
f est une immersion ouverte dominante. Soit K € Mod.(X,Q;) entier. On a le
triangle distingué

i.Ri'fiIK — fiIK — Rf.K —,
oui:Y —X — Y est le fermé complémentaire. Il suffit donc d’appliquer
(2.6.2). O

La proposition suivante généralise [7, 0.4].
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PROPOSITION 4.9. — Soient i : X — Y une immersion de schémas de type
fini sur n avec Y régulier, dy = dimY, d. = codim(X,Y), G € Mod.(Y,Q,)
entier (resp. entier inverse) lisse. Soit € : Z — Q une fonction vérifiant

d. st 2d. <a<d.+dy,
ela) =S a+1—dy sid.+dy <a<2dy,
dy sia=2dy.

Alors Ri'G est e-entier (resp. (I — d.)-entier inverse).

Démonstration. — On va montrer que pour toute partie fermée W de X, RiIWQ
est e-entier (resp. (I — d.)-entier inverse), ot iy : W < Y. Ici on a muni W de
la structure de schéma réduit induite. On fait une récurrence noethérienne. Le
cas W = O est trivial. Pour W # &, on prend un ouvert régulier irréductible
j:U— W.Soit iz : Z — W son complémentaire. On a le triangle distingué

iz«Riy RityG — RityG — Rj.j*RilyG — .

D’aprés 3.2, j*Riy, G = R(iw3j)'G ~ G(—d)[-2d], ot d = codim(U,Y) > d,. Si
dy = dimU = 0, alors Rj*j*Rz'!WQ est e-entier car €(2d) < d; si dy > 1, alors
d’aprés (2.5.1) et 4.8, Rj.j*Riy;,G est d-entier et (I +1—d—dy)-entier, donc e-
entier, compte tenu du fait que d+dyy < dy. (Resp. d’aprés (2.5.3), Rj.j*Ril, G
est (I — d)-entier inverse, donc (I — d.)-entier inverse.) D’aprés ’hypothése de
récurrence, Ri, Ri};,G = R(iwiz)'G est e-entier (resp. (I — d.)-entier inverse).
Donc Ri!WQ I’est aussi. O

4.10. — Démonstration de 2.6. — Les assertions (2.6.2) et (2.6.4) sont trai-
tées plus haut. Pour le reste, on fait une récurrence sur dy. Le cas dy < 0 est
clair. Pour dy > 0, on peut supposer Y réduit. Soit G € Mod.(Y,Q;) entier
(resp. entier inverse). Il existe un ouvert régulier U de Y de complémentaire W
de dimension < dy — 1 tel que G|U soit lisse. On considére le diagramme &
carrés cartésiens

XUCL) X <L)XW
JfU _ lf wa
U© d Y d W
On a le triangle distingué
(4.10.1) i.RfyyRi'G — Rf'G — Rj.Rf;,j*G — .

D’aprés 4.6, Ri'G est entier (resp. I-entier inverse), donc Rf‘!,VRi!g est —d,-
entier (resp. (I + d,)-entier inverse) en vertu de I’hypothése de récurrence. Il
reste & considérer Rf};(G|U).
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Il suffit de montrer que pour Y régulier et G € Mod.(Y,Q;) entier (resp.
entier inverse) lisse, Rf'G est —d,-entier (resp. (I + d,)-entier inverse). Le
probléme étant local sur Y, on peut supposer Y irréductible et que f se factorise
en X <& AV 2, Y, ol ix est une immersion fermée. A} est irréductible [10,
4.5.8], donc biéquidimensionnel [10, 5.2.1], donc codim(X, A}) = n+dy —dx >
n —d,, car dx < dy + d,. Il suffit donc d’appliquer 4.9 & ix et Rp'G[—2n] =
p*G(n). O

4.11. — Démonstration de 2.8. — Les assertions (2.8.2) et (2.8.4) découlent
de 2.7 :

RHomx(—,—) ~Dx(— ® Dx—)
induit

(id,Dx)

Db(X)I ent—1 X D (X)I-ent Db(X)I ent—1 X D (X)(I+dx) ent—1

Dx
—_> Db(X)(I+dX) ent—1 — DIC)(X)(I—dX)—ent’

(id,Dx)

DA(X)2y X DX )eng—1 ——DE(X)2p X D”(X)

dx-ent

2, Db(Xx)° =5 DY(X) gy ent—1-

dx-ent

Pour le reste, il suffit de montrer que pour K,L € Mod.(X,Q;), K entier
inverse, L entier (resp. K entier, L entier inverse), RHom(K, L) est entier
(resp. I-entier inverse). Par dévissage de K, on se raméne a supposer K de la
forme 5 G, ot j : Y < X une immersion, G € Mod, (Y, Q;) entier inverse (resp.
entier) lisse. Alors

RHomx (G, L) ~ Rj,RHomy (G, Rj'L).
11 suffit d’appliquer (2.6.1) et (2.5.1) (resp. (2.6.3) et (2.5.3)). O

5. Variantes et cycles proches

VARIANTE 5.1. — Soient k un corps fini, ! un nombre premier # car(k). Soit
X un schéma de type fini sur k. Soit 7 € Q. On fixe un plongement ¢ : Q — Q.
On dit qu'un Q;-faisceau F est r-entier (resp. r-entier inverse) si pour tout
point géométrique Z au-dessus d’un point fermé x de X, et toute valeur propre
a du Frobenius géométrique F, € Gal(k(Z)/k(z)) agissant sur Fz, a/u(q")
(resp. t(¢")/) est entier sur Z, ot q = fx(x). Cette définition ne dépend pas
du choix de ¢. On définit I'intégralité pour K € D%(X,Q;) de maniére analogue
a 2.2,

On a des résultats similaires pour les diverses opérations : 2.4 4 2.8, 3.8, 4.8,
4.9. Le cas entier de l'analogue de 2.4 est un théoréme de Deligne [22, XXI
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5.2.2]. Les démonstrations des autres résultats sont similaires a celles données
aux §§ 3 et 4.

VARIANTE 5.2. — Soient R un anneau de valuation discréte hensélien ex-
cellent de corps résiduel fini k¥ = F,», K son corps des fractions, S = Spec R,
1n = Spec K, s = Speck. Soit X un schéma de type fini sur s. On a un topos
X Xgm [22, XIIT 1.2.4]. Rappelons qu’un faisceau d’ensembles sur X x ;7 est un
faisceau sur Xz muni d'une action continue [ibid., 1.1.2] de Gal(K/K), com-
patible & I’action de Gal(K/K) sur X5 (via Gal(K/K) — Gal(k/k)). Fixons
un nombre premier [ # p. Soit F € Mod.(X xsn,Q;). Pour x € X, soit
®, € Gal(k/k(z)) X Gal(k/k) Gal(K/K) un relévement du Frobenius géomé-
trique F,, € Gal(k/k(z)). D’aprés le théoréme de monodromie locale, les valeurs
propres de &, agissant sur F; sont bien définies & multiplication prés par des
racines de lunité. Soit 7 € Q. On fixe ¢ : Q — Q;. On dit que F est r-entier
(resp. r-entier inverse) si pour tout z € |X| et toute valeur propre o de @,
agissant sur Fz, a/i(q") (resp. t(¢")/c) est entier sur Z, ou ¢ = #k(z). Cette
définition ne dépend pas des choix de ®, et de ¢. On définit l'intégralité pour
K € D% X x,n,Q;) de maniére analogue & 2.2.

Toute section continue o de Gal(K /K) — Gal(k/k) induit un foncteur exact
o* : DX xsn,Q) — DYX, Q).

Un complexe K € DY%(X x,n,Q;) est e-entier (resp. e-entier inverse) si et
seulement si 0* K 'est. Comme ¢* commute aux six opérations et & la dualité,
on déduit de 5.1 des résultats similaires pour ces opérations : 2.4 & 2.8, 3.8, 4.8,
4.9.

Soient S, 1, s, | comme dans 5.2. Le résultat principal de ce § est le suivant.

THEOREME 5.3. — Soit X un schéma de type fini sur S. Le foncteur des cycles
proches

RUx : DS(XH’@) — DIC)(XS Xs "7»@)

induit
Dg(Xna@)ent - DIC)(XS Xs n’@)enta
Dlg(Xﬂ7 @)I—ent*l - ch)(XS Xs M, @)I-ent*1 .
5.4. — Soient S = Spec R un trait hensélien quelconque, 7 son point générique,

s son point fermé. On va garder ces notations jusqu’en 5.7.
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DEFINITION 5.5. — (a) Soient X un S-schéma de type fini, Z une partie fer-
mée contenant X;. On dit que le couple (X, Z) est semi-stable si, localement
pour la topologie étale, il est de la forme

(Spec Rt1, ... tal/(t1 .. .ty — 7), Z),

ol 7 est une uniformisante de R, Z est défini par l'idéal (¢1...¢5),1 <r <s <
n. Le couple est dit strictement semi-stable s’il est semi-stable et si Z est la
somme d’une famille finie de diviseurs réguliers de X.

(b) Soit X un S-schéma de type fini. On dit que X est strictement semi-
stable si (X, X) est un couple strictement semi-stable.

Soit (X,Z) un couple strictement semi-stable avec Z = Y ..;D;,
(D;)icr une famille finie de diviseurs réguliers. Alors X, = J;c;_s Di, ou
J = {iel|D;¢ Xs}. Soit H = |Jjc;D; la réunion des composantes
horizontales. Alors Z = X, U H.

Nous établirons d’abord 5.3 dans le cas semi-stable. Nous aurons besoin pour
cela des points (ii) et (iii) du lemme suivant (la partie (i) est utilisée dans la
preuve de (ii)) :

LEMME 5.6. — Soient (X, Z) un couple strictement semi-stable sur S, Z =

Sicr Di avec (Dj)ier une famille finie de diviseurs réguliers, J comme plus

haut, U = X — Z, u Uinclusion U — X,,, A = Z/I"Z avec | inversible sur S,

G € Mod (U, A) localement constant, modérément ramifié sur X.

(i) Soienti € J, Uy = X — Uner—gi3 Py Diu,y = Di xx Uy, d’ot un

diagramme G carrés cartésiens
4
Di O D,).C
U (Di)n

D,
0 M i) J(“)" l” l(bi)s

u
Alors la fleche
(56.1) o't (1) RYx iy (RiG) — RUp, Rjy,1i" (RjVG)

composée de (1;)s RV x(Ru.G) — RVYp,(¢;);(Ru.G) [22, XIII (2.1.7.2)] et du
changement de base RV p, (Li)f]Rj(i)*(Rjii)g) — R\IlDiRjéi)*L;*(Rjg)g) est un
isomorphisme.
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(ii) Soient i € I —J, Uy, Diy,, comme plus haut, d’ot un diagramme &
carrés cartésiens

Uc U Diy,
[
U D;
J/(Li)s
X, ¢ X X,

Alors RVy G ~ Yy G € Mode(Di,u,, Xsn,A) est lisse, modérément ramifié
sur D;, et le morphisme

(5.6.2) B: (t)sRYx Ru.G — Rj(,) Ry, G

déduit de RV x Ru,.G — (Li)s*RjEi)*R\IIU(i)g [22, XIII (2.1.7.1)] est un isomor-
phisme.

(iii) Supposons que J = @. Soit f : Y — X un morphisme de schémas tel
que Y soit un S-schéma strictement semi-stable avec (f~1(D;))icr une famille
de diviseurs réguliers de Y. Alors le morphisme

(5.6.3) i fiRUxG — RUy f1G
[22, XIIT (2.1.7.2)] est un isomorphisme.
Le point (ii) est une généralisation partielle de [11, 1.5 (a)].

Démonstration. — On remplace tout d’abord le premier énoncé de (ii) par
'assertion que les faisceaux R?VUy , G, ¢ € Z sont lisses, modérément ramifiés
sur D;. L’annulation des cycles proches supérieures résultera de (iii).

La question est locale sur X. Soit y un point de Xs. On peut supposer que
y € D; pour tout j € I. Soit m une uniformisante de R. Il existe un ouvert
de X contenant y, lisse sur

SpecR[tj]jeI/ H tj - T

jeI—J

avec t; définissant D;. En vertu du lemme d’Abhyankar, il existe, au voisinage
de y, un revétement fini g : X = X[Tjljer/(T} — tj)jer — X o n est un
entier premier & lexposant caractéristique de s, tel que (g|U)*G se prolonge
en un A-module localement constant constructible sur X. Comme G s’injecte
dans (g|U).(g|U)*G et le quotient G; est modérément ramifié sur X, on peut
itérer cette construction. Pour tout N > 1, on obtient, quitte & rétrécir X, une
résolution

G — (9lU)«(9lU)*G = (2]U)«(1|U)*G1 — -+ = (9n|U)+(9n|U) "GN -

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



486 ZHENG (W.)

Donc on est ramené & montrer le lemme pour le faisceau (g|U).(g|U)*G.
Soient R; l'anneau obtenu en adjoignant a R les n-iémes racines de l'unité,
R = RyII)/(II" — 7), S = Spec R’. Comme R¥ commute au changement
de traits S’ — S [4, Th. finitude, 3.7], il suffit de montrer le lemme pour
((9lU)«(9lU)*G) s = (95/|Us")«(95|Us')*Gs- Or X = [[¢ X¢, o X¢ est lisse

sur
SpecR[Tj]jeJ/ H Tj —CH s
jer—J
¢ parcourt les n-iémes racines de 1'unité. Donc (Xg/, g5/ (Zs/)rea) €st un couple

strictement semi-stable avec (gg,l(Di’S/)red)ie 7 une famille de diviseurs régu-
liers.

On peut alors se ramener & montrer le lemme pour un faisceau G qui se
prolonge en un A-module localement constant constructible sur X, puis au cas
G = Ay par la formule de projection.

L’assertion (iii) découle alors de la fonctorialité de [12, 3.3]. Plus précisément,

on a les diagrammes commutatifs
NfiRYW xAx, —— fiRIUxAx,
J/\quv JH‘IW’
NRYWy fiAx, ——— R¥y frAx,
et

0 —— fidx, (1) — fix RijxAx, — fiR'UxAx, ——0

J: zl.‘E.T(ii) JHW

00— Ay, (-1) —— L;‘/ley*f;AXn 1%1\113/‘]2"‘/\)(77 —0

o jx : Xy = X, jy 1Y, =Y, 1x : X = X, 1y : Ys = Y. Les lignes du
deuxiéme diagramme sont des suites exactes courtes et le carré a gauche est
donné par le diagramme commutatif

Fibx, (<1) =% £ @ier Ax (-1) S frigRlix.Ax,

Ay, (1) — % s Avi(-1) — T iy RYy. f;Ax,

ou les fleches marquées d sont des diagonales et celles marquées ¢ sont induites
par les classes des diviseurs réguliers.
(i) Il s’agit de montrer ’assertion suivante :
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(A) Le morphisme de foncteurs
(5.6.4) (ti)s R¥x Rj(iy» — RYp, Rj(;.t;
induit un isomorphisme sur Rj,gi)AU.

On a un triangle distingué

(A, (D=2 = Auyy — Ri A =

Comme (5.6.4) induit trivialement un isomorphisme sur le premier terme, (A)
équivaut a

(B) Le morphisme (5.6.4)Ay,,,
(5.6.5) (1) R x Rj(iyuhu, — RYp, Rjfy Ap, o,
est un isomorphisme.

On montre ces énoncés par récurrence sur fJ > 1. Le cas fJ = 0 est vide.

Dans le cas général, on montre d’abord que pour tout j € J — {i},
(5.6.5)|(Dsj)s est un isomorphisme, ot D;; = D; N Dj;. Soit Uyj; =
X — Uner—{i,j3 Dn- On considére le diagramme commutatif

J1 J2,i

Di,U(i)( Di,U(ij)( (Dz‘)n( D;
4 Diijuj)( | (Dij)nC |
[ [ \
J1 r Jo g
U(l)%____%U(H)C____ ___zXTIC___ -—-=X
7 / Ve - LZ,] /
- . 7
g J2,5
Dij(ij)( (Dj)ﬂc

D’apres [21, XII 4.4 (i)], le composé

(4i5)sRY x R(j2j1)«Av,,
—(45,0)sRY p, R(j2,i51)+A D, v, (5.6.5)|(Dss)s
—RYp, Rj5.(Rj1.Ap, u, )| Diju,,) hypothése de récurrence (A)
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est égal au composé

(ti3)s RY x R(j2j1)+Auy,,

= (1i,5)sRY b, R(j2,5)+ ((Rjr«Auy, )| Dju,,,) hypothése de récurrence (A)
—RYp,, Rj;,(Rj1Au ;) ) Diju,,) (%)

—RYp, Rj5,(Rj1.Ap, v, )| Dijug,) 3.7 (i)

ot (x) est un morphisme de type (5.6.4) appliqué a (Rji.Au,,)|Dj v, - On a
le triangle distingué

—1)[-2] — Ap,

5U(ij)

Divgij ( = (Rj1hv))IDju;, — -

Donc ’hypothése de récurrence (B) implique que (%) est un isomorphisme. Il
en résulte que (5.6.5)|(D;;)s est un isomorphisme.

Il reste & montrer que (5.6.5)|(V;)s est un isomorphisme, o

Vi=X— U Dy,.
heJ—{i}

Comme (Vi) = Uy, Ja),v; = idy,,,, ceci découle de (iii).

(ii) Comme Uy est lisse sur S, RVy Ay ~ Ap . donc est modérément

UG
ramifié sur D;.

Pour montrer que 8 est un isomorphisme, traitons d’abord deux cas spé-
claux : (a) §J =0; (b) (I — J) =4J = 1.

Dans le cas (a),ona U = X, j, =idx,. Onpose D = D;, E = Ujer—gy Dy
D*=D-DNE=D,y,,, dot un diagramme commutatif

59 /
U—— X —E+— D*

[f&d

J) D

s

X, ¢ X X,
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On a le carré commutatif

/\q(Li):RI\I/)(AU N—> (Li):Rq\IfoU
l/\quﬂ l’)‘(‘]ﬁ
ARVl Ry, Ay —— Rij(y Ry, Ay

NR'j(y Ap- —=—— RYj(;) Ap-

Donc il suffit de montrer que H' 53 est un isomorphisme.

On a le diagramme commutatif

URj Ay — P (1) RUx Ay

D T . (i
1 RjiyAx—E -1 L;»“Rj(i)*Rj£ Ay B

]

’ T , i .
Rjzi)*bi*AX—E — Rj(y. it Rjs Ay BECIN Rj(, RYx_pAu

?

~

ol by, by sont des changements de base, r1, 75 sont induits par I’adjonction
Ax_g — RjiZ)AU. La fleche b; est un isomorphisme en vertu de 3.7 (ii). Le
composé pory est induit de I’isomorphisme Ap« — R¥x_gAy, donc est un

isomorphisme. On a

H'RjopAx—p= €D (1.):Ap,,,
JjeI—{i}
H'G R Ay =Ap® @ (4.)Ab,,,
jer—{i}

H'(1i)s RV x Ay est le quotient de Ap® @D ;- (53 (4),)«Ap,; par Ap, inclus dia-
gonalement, H'r; est I’inclusion dans le second membre, H!p; est la projection.

Donc H!(pi71) est un isomorphisme. Il s’en suit que H! 3 est un isomorphisme.
D’ou (a).
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Dans le cas (b), on a D; = X, (1;)s = idx,, H = D, ou j est 'élément de
J. On pose V =U;) = X — H, d’oll un diagramme & carrés cartésiens

UC v w v,
u J?U \[’US
Xﬂc X : Xs
/ V /
Hﬂ( H Hs

On a le triangle distingué

#*Ru,Ay 25 RUx Ru, Ay — ROy Ru,Ay — .

On a
Ax sig=0,
R, Ay =S hAg(—1) sig=1,
0 sinon.

Donc R®x Riv,Ay = 0, pour tout q. Donc R®x Rv.Ay = 0, 8’ est un isomor-
phisme. Par ailleurs, on a le diagramme commutatif

!
i*Ru, Ay —— RV x Ru.Ay

3.7 (ii)lz lﬂ

Rus.it, Ay —— Ru, RUy Ay
Donc 3 est un isomorphisme. D’ou (b).

Pour le cas général, procédons par récurrence sur #§J. Le cas §J = 0 est le
cas (a) traité plus haut. Supposons §J > 1. Prenons j € J, d’ott un diagramme
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commutatif
U,f U(j\) Dy,
j(j) j1
Ug)© Ulig) Diu,
l,/ ) ) L, )
/ / z
Dju,C | Djuey : Dijucs) J2
| |
| |
! l Jé D;
[ [ .
| | Lji
| |
RONE | Di; (11)s
| |
+ +
. ¢ G S € A X,
A
(Lj)n/ - Lj/ d (LiJ)s /
// s g (Lj)s
(Dj)n" D; (Dj)s

On a un diagramme commutatif dans D%(D;; x 0, A)

(t)

b
¢} :(t)s R¥x Ru Ay —ﬂ> t; i Rja Ry, )R],Ej)AU % ¢ i Rj2j1,. R¥u, Au
lchgt de base :l;i.? (i)
. he (B
(¢i,5)5(2)s RY x Rus Ay Rjy, 5, R\I/UU].)Rj,EJ)AU — Rjs,t; " Rj1 Ry, Ay

%(i) %(i)

B2
(Li’j):R\I/DjR’UI G) ] R_] AUg)R‘]z*R\I/D7 Ui j R]*AU

*

ot B|D;; est le composé des deux fléches de la premiére ligne de (), f1 est
induit par une fleche de type (5.6.2) et B2 est une fleche de type (5.6.2). La
commutativité du carré a droite est claire et celle du carré & gauche se voit en
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appliquant 5.7 au carré

Dj v,y —— Ugy)

Dj—>X

La fléche (5 est un isomorphisme en vertu de ’hypothése de récurrence et du
triangle distingué

ADj,U(j) (_1)[_2] — Ap;,

K] .
g, b Rj Ay — .

Donc §|D;; est un isomorphisme. Il reste & montrer que §|(D; — D;;) est un

isomorphisme, ce qui résulte de I’hypothése de récurrence. O
LEMME 5.7. — Soient
h
X —X
T
g
Y —Y

un carré commutatif de S-schémas, A un anneau. Alors on a un diagramme
commutatif de foncteurs D (X,,A) — DT (Y. xsn,A)

g:Rfs*R\IIX — Rf;*h:R\I/X

T

/

R\I/y/g;;an* e R‘I’y/RfT/]*h:;

ot les fleches horizontales sont des changements de base, les fleches montantes
sont [22, XIII (2.1.7.1)], les fleches descendantes sont [ibid., XIII (2.1.7.2)].

Démonstration. — Soient K = k(n), K une cloture séparable de K, 7 =
Spec K, S le normalisé de S dans 7. On ajoute une barre au-dessus pour le
changement de base S — S. Onnotei: 5 — S, j: 7 — S. Il suffit de montrer
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la commutativité du diagramme de foncteurs D (X, A) — D+ (Y, A)

92 Rfsui% Rixy — RfLB5i% Rixs

Sx°78
Y

\

g5iy R *RJX* Rfge.ix _*RjX*
g;i;RjY*Rf'* Z;g Rf*RJX* — Znyl _*RjX* Rfé*l;{’RjX'*h%
13§ Rjy « R fis Z;:/’R.]T*RjX’*h%

iy Rjy gy Rfje — iy Rjy o Rf Iy
ou toutes les fleches sont des changements de base. La commutativité de la

cellule en haut (resp. en bas) résulte de [21, XII 4.4 (i)] (resp. [21, XII 4.4 (ii)]).
Les commutativités des deux autres cellules sont triviales. O

PROPOSITION 5.8. — Soient S comme dans 5.2, (X, Z) un couple semi-stable
sur S, U=X—-Z,u:U — X, G € Mod.(U,Q,) entier (resp. entier inverse)
lisse, modérément ramifié sur X. Alors RV x Ru.G est I-entier (resp. I-entier
inverse).

Démonstration. — On peut supposer que (X,Z) est un couple strictement
semi-stable sur S.

Traitons d’abord le cas particulier ou Z est un diviseur régulier. Alors Z =
X, U = X,, u = id, X est lisse sur S. Soit € |X,|. Quitte & faire un
changement de traits étale, on peut supposer que X — S admet une section
o tel que o(s) = z. D’aprés 5.6 (iii), (R¥xG), = 0;RYxG ~ R¥Ug0;G est
I-entier (resp. I-entier inverse), car RUg s’identifie a I'identiteé.

Le cas général découle de 5.6 (ii), du cas spécial ci-dessus, et de la variante
5.2 de 3.8 (resp. 4.5) au-dessus de s X 7. O

5.9. — Pour la démonstration de 5.3, nous aurons besoin du lemme 5.10 ci-
aprés, analogue de 4.1.

Soient S un trait hensélien excellent, X un S-schéma séparé de type fini,
U C X, une partie ouverte. Pour f : S’ — S un morphisme fini de traits
et g :' Y — Xg un morphisme propre de schémas, on considére la condition
suivante :

59.1 OnaY =Y;[[Ys, ou Y est strictement semi-stable sur S’, g='(U) C
Y, et (Ya,Ys — g~ 1(U)) est un couple strictement semi-stable sur S’.
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LEMME 5.10. — (i) Il existe un morphisme fini de traits S' — S et un mor-
phisme propre ro : X{ — Xg de schémas vérifiant 5.9.1 (o0 Y = X)) et tels
que (ro)y surjectif.

(ii) Pour n > 0, il existe un morphisme fini de traits f : S — S et une
augmentation de schéma simplicial n-tronqué s-scindé ro : X, — Xg' tels que
pour 0 < m < n, f et rp vérifient 5.9.1 (oa Y = X ) et que 1o, soit un
hyperrecouvrement propre n-tronqué.

Démonstration. — (i) Cas X intégre et X, géométriquement irréductible. Ré-
sulte de [14, 6.5]. Notons que I’hypothése dans [ibid.] que S soit complet peut
étre remplacée par lexcellence de S, voir [19].

Cas général. On peut supposer que les composantes irréductibles de X,
sont géométriquement irréductibles. On fait une récurrence sur le nombre n de
composantes irréductibles de X,,.

Sin =0, alors X,, est vide. On prend S’ = S, X, = @. (i) est évident.

Pour n > 1, on prend une composante irréductible U; de X,,. Soit X; I’adhé-
rence de U; dans X. C’est une composante irréductible de X . Soit X5 la réunion
des autres composantes irréductibles de X. On munit X; et X5 des structures
de schéma réduit induites. (X32), a n—1 composantes irréductibles, qui sont géo-
métriquement irréductibles. On a un morphisme fini surjectif X; [[ X2 — X.
On applique (i) & X; et obtient S; — S et (X1)f — (X1)s,. Il suffit alors
d’appliquer ’hypothése de récurrence a (Xs2)g, .

(ii) On fait une récurrence sur n. Quand n = 0, (ii) dégénére en (i). Sup-
posons donnés S, — S et rﬁ") cxM o Xg, vérifiant (ii). On applique (i)
au schéma (cosqn(XSn) /Xs,))nt+1 sur S, (avec U remplacé par son image
inverse) et obtient un morphisme fini de traits S’ — S, et un morphisme
B: N — (cosqn((XS"))S//XS/))nH propre avec 3, surjectif vérifiant 5.9.1.
Alors le Xg/-schéma simplicial (n + 1)-tronqué s-scindé r, : X, — X g/ associé
au triplet ((X{™)g:, N, B) vérifie les conditions de (i) pour n + 1. O

Démonstration de 5.3. — La démonstration est paralléle a celle de (2.5.1).
On fait une récurrence sur d = dim X,,. Le cas d < 0 est trivial.

Soit d > 0. Il faut montrer que pour G € Mod.(X,,Q;) entier (resp. entier
inverse), RU xG est entier (resp. I-entier inverse).

On peut supposer X, réduit. On peut supposer X affine, donc séparé. Choi-
sissons j : U «— X,, ouvert régulier tel que G|U soit lisse et que son complémen-
taire Z = X,, — U soit de dimension < d. Soient Z Vadhérence de Z,i: Z — X.
On a le triangle distingué

RV xiy. RiyG — RUxG — RUxRj.j*G — .
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Comme RV Xi,,*Ri!n o~ is*R\IlfRi;g est entier (resp. I-entier inverse) en vertu
de ’hypothése de récurrence, il suffit de voir que RU x Rj,j*G est entier (resp.
I-entier inverse).

Soit H = j*G. H ~ (Ho ®0 E) ®g Q; avec Hp lisse. Soit p : U’ — U un
revétement étale surjectif qui trivialise Ho ® o (O/m), ot m est I’idéal maximal
de O. 'H est facteur direct de p,p*H, de sorte qu’il suffit de voir I'intégralité
(resp. la I-intégralité inverse) de RV xR(jp)«p*H. On factorise le composé

AL X, = XenU L XS X oon j' est une immersion ouverte et g
propre.
RUxR(jp)«p"H ~ Rgs«RY x' Rj, . p"H.
Donc il suffit de vérifier que pour X un schéma séparé de type fini sur
S, j: U — X, un ouvert et G € Mod.(U,Q;) entier (resp. entier inverse),

G ~ (Go ®0 E) ®p Q; avec Go ®p (O/m) constant, on a R¥Ux Rj,.G entier
(resp. I-entier inverse).

Soit ¢ > 0. On applique 5.10 (ii) & j et n =i + 1. On obtient un morphisme
fini de traits f : S’ — S et un carré cartésien de schémas simpliciaux (¢ + 1)-
tronqués s-scindés

Ut—— X!
-
US/(—> X

oll s, est un hyperrecouvrement propre (i + 1)-tronqué et r,, vérifie 5.9.1,
0 <m < i+ 1. On note des changements de base de f encore par f.

["RYx,s5Rj.G ~ RVx_, /s f*Rj.G ~ RV, /5 RjsGs,
donc
T<if "RV x/sRj.G ~ T<iRU x_, )5 Rjs'+Rse,5,Gs
= TSZ'R\IIXS//S/Rron*Rj‘*Sth’ = TSiRTOS*R\IJRj:*S:gS"

Il suffit de voir que RV, /5 Rjp.57,Gs: est entier (resp. I-entier inverse),
0 < m < 4. Il suffit alors d’appliquer 5.8 (ce qui est licite, car les s}, Gs: sont
modérés). O

VARIANTE 5.11. — Soient S, 7, s, [ comme dans 5.2. Soient X un schéma de
type fini sur S, F € Mod (X, Q;). Pour r € Q, F est dit r-entier (resp. r-entier
inverse) si F,, et Fs le sont. De méme pour les complexes. On prend

§(X) = max{dim X, + 1,dim X, },
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Dx = RHom(—, Ra'y@;(1)[2]), ott ax : X — S. On a les analogues de 2.4 &
2.8, 4.8, 4.9, en remplagant dim par 4, d, par
max  dim f~1(y).
YE[Yy|U|Ys| W
On a aussi un analogue de 3.8 en ajoutant I’hypothése que (X, D) est un couple
semi-stable sur S.

En effet, 2.4 pour S découle trivialement de 2.4 pour s et pour 7. Pour
Panalogue de 3.8, soit F € Mod.(U, Q) lisse, entier, modérément ramifié sur X.
D’aprés 3.8 pour 1 et 5.8, Ru,F et RV x Ru,F sont I-entiers, ot u : U — X,,.
Soit I = Ker(Gal(7j/n) — Gal(§/s)) le groupe d’inertie. C’est une extension de
Zy (1) par un pro-p-groupe P. La suite spectrale de Hochschild-Serre donne

ED? = HP(I, R9W x Ru, F) = i* RPV95, F,

ott i : Xy — X. Soit R} = (R xRu,F)F. Si o est un générateur de Zp/(l),
on a

EY? =Ker(o —1,RY), E;% = Coker(c — 1, RY)(-1),
et E5'? =0 pour p # 0, 1. Donc Rj,F est I-entier.

Les résultats (2.5.1) et (2.5.3) pour S découlent de ces résultats pour s et
pour 7 et de 5.3, en imitant les arguments dans [4, Th. finitude, 3.11, 3.12]
comme suit. Le cas spécial f = jy : Y, — Y résulte de 5.3 et de la suite
spectrale de Hochschild-Serre

EY? = HP(I,R"Uy—) = i} RPT 95y, —,

ot iy : Yy — Y. Traitons le cas général. Soit L € DY(X,Q;) entier (resp.
I-entier inverse). Soient ix : X, — X, jx : X, — X. On a les triangles
distingués

ix«RixL — L = Rjx.jxL —,
R(fix)«RixL — Rf.L — R(fjx)«jxL — .

D’aprés le cas spécial, Rjx.j% L est entier (resp. I-entier inverse), donc Ri!XL
Pest aussi. Comme fix =iy fs, fix = jv fy, on conclut en appliquant (2.5.1)
(resp. (2.5.3)) pour s et pour 7 et le cas spécial.

Une fois (2.5.1) et (2.5.3) établis pour S, on peut refaire 4.6 a 4.9 et 4.11,
donnant la démonstration de 2.5 & 2.8, sauf (2.6.1) et (2.6.3). Les résultats
(2.6.1) et (2.6.3) pour S découlent de leurs analogues pour s et pour 7, en
appliquant 4.6 pour S et (4.10.1) a U = Y,, W = Y,. Notons que (2.7.3) et
(2.7.1) pour S peuvent aussi se déduire de leurs analogues pour s et pour 7, en
appliquant (4.7.1) a U = X,,, V = X,.
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VARIANTE 5.12. — On peut remplacer les faisceaux usuels partout par des
faisceaux de Weil [5, 1.1.10]. Tous les résultats et les variantes qui précédent
restent valables.

VARIANTE 5.13. — Soit A un sous-anneau intégralement fermé de Q;. On pose
A"l = {ae@x |t eA}.

On fixe un plongement ¢ : Q — Q;. Avec les notation du § 1, pour r € Q, un
Q;-faisceau F sur un schéma X de type fini sur 7, est dit r-A-entier (resp. r-A-
entier inverse) si pour tout x € | X/, les valeurs propres de &, sont dans ¢(¢")A
(resp. t(q")A™1), out ¢ = #k(z). Cette définition ne dépend pas des choix de @,
et de ¢. On dit que F est A-entier (resp. A-entier inverse) s’il est 0-A-entier
(resp. 0-A-entier inverse). On définit aussi la A-intégralité des complexes. Tous
les résultats et les variantes restent valables pour ces notions.

Si A est de plus complétement intégralement clos [3, V, §1, n°4, déf. 5]
(en particulier si A est la fermeture intégrale d’un sous-anneau noethérien in-
tégralement clos de Q; [¢bid., exerc. 14]), alors d’aprés un lemme de Fatou
[13, 8.3], F est r-A-entier si et seulement si pour tout z € |X| et tout entier
n > 1, Tr(®?, Fz) appartient a ¢(¢"")A. Ce critére n’a pas d’analogue pour les
faisceaux entiers inverses.

Si on prend pour A la fermeture intégrale de Z dans Q;, on retrouve la notion
d’intégralité dans ce qui précéde.

Soit T" un ensemble de nombres premiers. Si on prend pour A la fermeture
intégrale de Z[1/t];er dans Q;, on retrouve la notion de T-intégralité dans [22,
XXI 5] et [7].

6. Appendice : Intégralité sur les champs algébriques

Soient K un corps fini de caractéristique p ou un corps local de caractéris-
tique résiduelle p, n = Spec K, | un nombre premier # p. Pour X un n-champ
algébrique [16, 4.1] de type fini, on note Mod.(X,Q;) la catégorie des Q-
faisceaux constructibles sur le site lisse-étale de X [ibid., 12.1 (i)]. On dispose,
par [15], d’une catégorie triangulée D.(X,Q;) munie d’une t-structure de coeur
Mod.(X,Q;). On écrira Mod..(X) pour Mod, (X, Q;) et D.(X) pour D.(X,Q;).
On dispose d’un formalisme de six opérations : pour f : X — ) un morphisme
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de n-champs algébriques de type fini,

—®—: D (X) x D (X) — D (X),
RHomx(—,—): D (X)° x DI (X) — DI (X),
Rf.: DI (X) — DI(Y),

Rfi: Do (X) — D (),

Si X est un n-champ de Deligne-Mumford de type fini, Mod.(X) s’identifie &
la catégorie des Q;-faisceaux constructibles sur le site étale de X [16, 12.1 (ii)].

DEFINITION 6.1. — Soit € : Z — Q une fonction. On dit que L € D.(X) est
e-entier (resp. e-entier inverse) si pour tout point ¢ : z — X avec k(z) une
extension finie de K et tout a € Z, H*(i*L) € Mod,.(x, Q;) est €(a)-entier (resp.
€(a)-entier inverse) (au sens de 2.1).

Si X est un schéma de type fini sur n et L € D?, alors cette définition
coincide avec 2.2.

Soit f : X — Y un morphisme de n-champs algébriques de type fini. Si M €
D.(Y) est e-entier (resp. e-entier inverse), il en est de méme de f*M € D.(X).
La réciproque est vraie lorsque f est surjectif. Cela donne le critére suivant :
L € D5(X) est e-entier (resp. e-entier inverse) si et seulement si pour tout (ou
pour un) morphisme surjectif g : X — X avec X un schéma de type fini sur 7,
g*L est e-entier (resp. e-entier inverse) (au sens de 2.2). Pour r € Q, — ® —
induit

D; (X)rf—ent x D; (X)rf—ent — D7 (X)'rl—enty

c

Dy (X)rl-ent*1 X D;(X)rl-ent*1 - D;(X)Tf-entfl-

c

Pour F,G € Mod.(X) avec F lisse, si F est entier inverse (resp. entier) et G
est entier (resp. entier inverse), on a

Hom(F,G) € Modo(X)ens (resp. € Mode(X)eng-—1)-

On suppose dorénavant que X est non vide. Rappelons qu’une présentation
P : X — X est un morphisme surjectif lisse avec X un espace algébrique. On
pose cy = minpdim P € N, ot P parcourt les présentations P : X — X,
dim P = sup,cyx dim; P [16, p. 98], dx = dim&X € Z [ibid., (11.15)]. Par
définition, dy > —cx. On a cy = 0 si et seulement si X' est un n-champs de
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Deligne-Mumford. On pose ¢, = mindim P € N, ot le minimum est pris sur
tous les systémes

X%PXXJ}Y*}X

| o )

Y —)

ou P et @ sont des présentations et le carré est 2-cartésien, d, = dim f =
max¢ dim Xz € Z, ou £ parcourt les points de V. On a d, > —c,. Rappelons
que f est dit relativement de Deligne-Mumford [ibid., 7.3.3] si pour tout schéma
affine Y et tout morphisme Y — )Y, le produit fibré Y xy X est un n-champ
de Deligne-Mumford. On a ¢, = 0 si et seulement si f est un morphisme
relativement de Deligne-Mumford. On a ¢, <cx <cy + ¢, dr —cy < dx <
dy + d,.

PROPOSITION 6.2. — Le foncteur Dy induit
DC(X)znt*1 - DC(X)fdx-enty
DC(X)(;—ent*1 - DC(X)(I—CX)-en'm
DC(X)(;—ent - DC(X)(I—&-dX)—ent*la
DC(X)gnt - DC(X)CX—entfl-

De plus, pour F € Modo(X)ens-1, H*(DxF) est (a—cx+1)-entier, a < cxy—1.

Démonstration. — On prend une présentation P : X — X purement de di-
mension cy avec X un schéma de type fini sur 7. On a dim X < dy +cy. Pour
L € D.(X), P*DyL ~ DxRP'L ~ (DxP*L)(—cx)[—2cx]. Comme I’ampli-
tude cohomologique de Dx est bornée, il suffit donc d’appliquer 2.7. O

PROPOSITION 6.3. — Le foncteur Rf' induit

De(Y)ent — DC(X)—dr—enty
Dc(YV)r-ent — DC(X)(Ifdyfcych)-enta
De(Y)1-ent-1 — De(X)
De(Y)ent-1 — De(X)

(I+d,)-ent—1;

(dy+cy+cy)-ent—1-
Démonstration. — Formons le diagramme & carré 2-cartésien

P Q'

X—X¥XXyY —x

| . Jf

Y ———)
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ol () est une présentation purement de dimension cy, P est une présentation
purement de dimension ¢, Y est un schéma quasi-compact, X est un schéma
affine (donc séparé sur Y). On a dimY < dy + ¢y, dim(fy o P) < d, +¢,. Pour
L e DY),

(Q o P)*Rf'L ~ P*Rfy Q"L ~ R(fy o P)'Q"L(—c,)[2¢,].
Il suffit alors d’appliquer 2.6. O

PROPOSITION 6.4. — Le foncteur Rf, induit

(6.4.1) DF(X)ent — DF(Y)ent,
(6.4.2) DF(X)ront—1 = D (V) 1-ent-15
et Rfy induit

(6.4.3) D7 (X)r1ent — D (V)(1-d,)-ents
(6.4.4) Do (X)eni-1 = Do (V)d, -ent—1-

Si f est relativement de Deligne-Mumford, Rf. induit
(6-4-5) Dj;—(X)I-ent - D:_(y)(lfdxfcy)-entv
(6.4.6) D:—(X)enrl - Di—(y)(dx—l-cy)-ent*la
et Rfy induit

(6.4.7) D; (X)ent — D7 (Y)ents
(6.4.8) Do (X)r-ent-+ = Do (V) r-ent—1-
Démonstration. — Soit Y — ) une présentation avec Y est un schéma de type

fini sur 7. Pour (6.4.1) et (6.4.2), quitte & remplacer ) par Y, on peut supposer
que Y est un schéma. On prend un hyperrecouvrement lisse P, : Xy — X
ou les X,, sont des schémas affines (donc séparés sur V). Pour L € D} (X),
Rf. = Rf.RP,, P} L. 1l suffit alors d’appliquer (2.5.1) et (2.5.3).

Pour les résultats concernant Rfi, on peut supposer que ) est le spectre
d’un corps. On a dy = d,.. Alors (6.4.3) et (6.4.4) découlent du dernier alinéa
et de 6.2 : Rfi = DyRf.Dy induit

_ D ° Rf.
Dc (X)I-ent _X>Dc+(X)(I+dX)—ent_1 d
Rf. D+ o Dy D*
— . (y)(I-i-dx)-ent—l — L (y)(I—d;()—entv
_ D o Rf. o D _
Dc (X)ent*1 = Dj(X)—dX—ent D:r(y)—d;@—ent g Dc (y)dx-ent'

Pour (6.4.7) et (6.4.8), on est donc ramené au cas o X est un n-champ de
de Deligne-Mumford. On fait une récurrence sur dy. Il existe une immersion
ouverte dominante j : Y — X et un morphisme fini étale 7 : U — U, ou U est

TOME 136 — 2008 — N° 3



FAISCEAUX [-ADIQUES ENTIERS SUR LES CORPS LOCAUX 501

un schéma affine [16, 6.1.1]. Soient Z le fermé complémentaire de U dans X,
i:Z— X.Pour L € D (X), le triangle distingué

§15*L — L — i,i*L —
induit le triangle distingué
R(fj)j*L — RAL — R(fi)i*L — .

Comme j*L est facteur direct de m,w*j* L, il suffit d’appliquer (2.4.1) et (2.4.3)
a R(fjm)i(jm)*L et 'hypothése de récurrence & R(fi)15*L.

Enfin, (6.4.5) et (6.4.6) résultent du dernier alinéa et de 6.2 : Rf, ~
Dny!DX induit

D _ ° Rf
Dj_(X)I—ent —X)D (X)(I—i-d,y)—ent*l I
Rfi o D
— D (y)(l—}-d;g)—ent*l - Dz_(y)(l—dx—cy)—ent?
D o Rfi  — anno D
D:(X)ent_l = D (X)fdx-ent - Dc (y)fdx-ent = j(y)(dx-i-cy)-ent'
O
COROLLAIRE 6.5. — L’assertion (2.5.2) est vraie sans hypothése de sépara-
tion.
Démonstration. — C’est un cas particulier de (6.4.5). O
REMARQUE. — (i) Le premier alinéa de la démonstration de 6.4 montre que
Rf. envoie Mod.(X)epi-1 dans DF (Y)c.ens-1, OU
a si0<a<dyx+cx+cy,
6((1) = a—dx—cy .
a—E(W) sia>dx +cx +cy.

Ici E est la fonction partie entiére. Lorsque f n’est pas relativement de Deligne-
Mumford, ceci légérement améliore (6.4.2). On peut en déduire une légére amé-
lioration de (6.4.3).

(ii) Si f est un morphisme séparé, représentable et quasi-fini [16, 3.10.1]
avec dxy + ¢y > 1, on a un analogue de 4.8 qui améliore (6.4.5) : Rf. envoie
DJ(X)I—ent dans Dj(y)(l+lfd;gfcy)-ent-

PROPOSITION 6.6. — Le foncteur RHom(—, —) induit
DC_(X)ent—l X D (X)ent - D ( )en‘m
D_(X)I ent—1 X D+(X)I ent — D ( )(I—dx—cx)—ent:
Dc_ (X)I-ent X Dc (X)I—ent*1 - Dc (X)I—ent*M
D;(X)Znt X D:(X)ent*1 - Dj(X)(dX—i-cX)-ent*L

Démonstration. — On procéde comme en 4.11. O]
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On peut aussi considérer 'intégralité sur les champs algébriques sur un trait
excellent de corps résiduel fini, ce qui généralise 5.11. Les résultats sont simi-
laires & ceux exposés dans ce §, avec des modifications appropriées des estima-
tions de dimension.

Les variantes 5.12 et 5.13 restent toujours valables.
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