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Sur la réduction du nombre des périodes des intégrales abé-
tiennes et, en particulier y dans le cas des courbes du second
genre; par M. EMILE PICARD.

(Séance du 17 novembre 1882.)

1. Étant donnée une relation algébrique du genre p
/(.r,y)=o,

considérons une intégrale abélienne de première espèce corres-
pondante
/ ^ f 'Ft^y)^(I) ^ fy^y) 9

on sait que cette intégrale a en général ip périodes, mais il peut y
avoir une réduction et le nombre des périodes peut notamment se
réduire à deux. On voit immédiatement dans ce cas que Inéquation

r^'^VÇx.y^dx
^L,yo) ty^y)

== z — ZQ,

définit une fonction x de ^, qui est racine d'une équation algé-
brique dont les coefficients sont des fonctions uniformes double-
ment périodiques dez. Soient en effet co et<o'les périodes de Pinté-
grale, et désignons par^(^) une fonction doublement périodique
aux mêmes périodes ; on aura

,, . , / r ( 3 c ) y ) ¥dx \
(2) \(z-z^)=\[ i -jr- ;

W^o.^» ^ y /
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/* (r' r) y ^y

or, pour une valeur donnée à x et y, Fintégrale ^ —/•— n^a
^(^yo) ^ y

qu'une valeur, abstraction faite des multiples de (oeto/; on en dé-
duit de suite que le second membre de l'équation (2) est une fonc-
tion rationnelle de x et y : donc

^-^o)==P(^7).

P étant rationnel, et par conséquent x, est bienracine d'une équa-
tion algébrique à coefficients uniformes doublement périodiques.

Supposons maintenant, d\me manière plus générale, que, parmi
les intégrales abéliennes relatives à l'équation donnée, il y en
ait q

Çx^x^^ ÇxV^y^dx ^ Fy(.r, y)dx
J^ f'^y) ' J^ f'y^y) î " l î ^ f,^y) 9

ayant seulement 2 q périodes distinctes, et cela, de telle manière
que

ûi^i, QI^S, . . . ? ^2,2(7»

^l? ^îî • • • » ^îqî

ûyl, Q^2» • • • ï û<^2<p

désignant ces 2 q systèmes de périodes correspondantes, tout autre
système de périodes correspondantes soit de la forme

WiQi ï 4- m^Qi 2-4-...+ WiyQ22y»
Wi Û2 1 + ̂ 2 ûz^-t-• • •-^ Wgy Û22y,

• • • • • • • • . . • • • • • • • • . • • . • • • • • • . . ,

WiQ^i-4- m^Qqî-}-. . .+ mzqQq^q,

où mi, /ns) • - • ï ^îy sont, bien entendu, des entiers. Considérons
alors les équations

r^v^dx r^^^idx r^^Y^dx
/ '^7—4-/ '"T7""^"*'^/ -T—^^I+ÀI,

^(^yo) ^y ^o.yo) -'y ^(^Vo) • /^
/•^^^^FÎ^ r^^Y^dx r^^Vîdx
^ ~4^~+/ -7——+•••+/ ——,——=M2+À2,

^(•ï-o, ro) -/ y ^o, ro) •/ y "^o, ro) •/ y

.,(^,r,)F ^ -(^y. p ^ ^(7.^) ? ̂
/ -T--^/ -7—+-•••+/ -^—=^/+^/,

^(^yo) • / r ^^ro) ^y ^(-ro.ro) ^y
où les h sont des constantes.
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On sait que, dans le cas cTun système abélien, c'est-à-dire quand
q ===p, toute fonction symétrique de x^, c^a» • • • ? «^ ^s^ une fonc-
tion uniforme de u^ u^ ..., «y. Il n'en est plus ainsi quand q
est différent de p , mais nous allons voir que x\, x ^ ^ . . . , .2^ sont
encore racines d'équations algébriques dont les coefficients sont
fonctions uniformes de u\, u^,...^ Uq avec 2 q systèmes de pé-
riodes; déplus, ces fonctions périodiques pourront s'exprimer à
l'aide des fonctions 6 de q variables indépendantes.

2. Rappelons tout d'abord que, entre les périodes des deux in-
tégrales quelconques de première espèce u et v, correspondant à
une même relation f{x^ y ) = o de genre p^ périodes que nous
désignerons par

tril, (02, .. ., 0)27»,

£l, £3, ..., ^îpi

il existe une relation de la forme
i= î p k = î p

V Y Cik^i^k=0\

i=l k = 1

les c représentent des entiers et l'on a de plus

Cfci = — Cik et Ça = 0

(voir, par exemple, BRIOT, Théorie des fonctions abéliennes,
p. 53).

On sait de plus que le déterminant | Cik\i qui est manifestement
un déterminant gauche, est égal à l'unité.

Supposons maintenant que u et v désignent deux des q inté-
grales admettant seulement 2 q systèmes de périodes : on peut ex-
primer toutes les périodes (o par des expressions linéaires à coeffi-
cients entiers de ces 2 q périodes; désignons ces dernières, afin de
ne pas multiplier les notations, par les mêmes lettres o), aucune
confusion n'étant possible,

(Jùl, 0)2, . . ., t02<7?

et l'on a de même, pour la seconde intégrale, les périodes

£l, £3? • • • » ^«y

Entre les co et les s existera une relation, et il est clair que cette



relation aura la même forme que plus haut : ce sera

et Fon aura

i== 2<7 Âr=2<7

,̂ ^. Cik^i^-k= 0,

i = l ^=1

Cki == — Cfk et C// = 0;

seulement le déterminant gauche |c^| ne sera plus nécessairement
égal à F unité.

Désignons sa valeur par n2 (le déterminant étant, comme on
sait, un carré parfait).

On a donc
C Ci2 Ci3 . . . Ci^y

C21 0 <?23 . . . C2,2<y

A = 7l2 == ^ Cgg o . . . C3,2y

1 ,̂1

Considérons les termes de la première ligne ; soit a, leur plus grand
commun diviseur.

Nous poserons (s)\ === o^ <0i et en même temps s\ === a< £1, les autres
périodes restant les mêmes; la relation entre les nouvelles périodes
aura toujours des coefficients entiers et le déterminant des coeffi-

cients Ai aura pour valeur-^ et dans A, les éléments de la pre-04
mière ligne et de la première colonne seront premiers entre eux.
On peut donc, par une transformation du premier ordre effectuée
sur les périodes

t(/i, 0)2, 0)3, ..., 0)2<p

^lî ^-2) ^ • • • î ^2qî

amener le tableau des coefficients dans la relation entre les pé-
riodes à avoir la forme

(3)

0

— î
0

0

0

I

0

0

0

0

0

0

0

0?21

<^2//,2l

0

0

Û?12

0

d»
dîî

. . . 0

... 0

. . . diîq-z

* • •

. . . 0



On le montrera en suivant la même voie que M. Briot ( Théorie
des fonctions abéliennes, p. 56) : la valeur du déterminant ne
change pas par une transformation du premier ordre sur les pé-

riodes : sa valeur est donc encore ̂ . En définitive, c'est par une

transformation d'ordre ai effectuée sur les périodes primitives coete,
c'est-à-dire en remplaçant les (o par

QI = On 0)1+012 (*)2-4-...4-ai2y(02<7,

Û2 == CT2i(Oi-t-CT22 œ2-t-...-}-a2,2<7t*>2<7,

Û2<7 = dq i (Oi-4- CTy 2 t02 -h . . . + Ctq^q (î y,

les a étant des entiers convenables dont le déterminant est égal
à ai, que nous amenons la relation entre les périodes à avoir la
forme

i= 2 < 7 — 2 A = 2 < 7 — 2

Ql^—^l-^ ^ ^ ^0/4-2^+2=0.

On continuera ce raisonnement de proche en proche et l'on éta-
blira delà sorte que, par une série de transformations successives
d'ordre a^ , 03, • • •, a^, le déterminant des coefficients peut être
ramené à la forme canonique

0 1 o o
- 1 0 0 0

0 0 0 1

o o — i o
o o

o o . .
Par conséquent, en effectuant sur les périodes primitives (o et e

une transformation d'ordre a<, ocg , . . . , a^, la relation entre les nou-
velles périodes û et £ a la forme

QiC2— QzCi-^Qs^—^Cs-+-...•+• Q^-iCîq— QîyCîy-i = o.

Il est facile d'évaluer le produit a,, aa, . . . , a^. On voit, en effet,
qu'en effectuant sur les (o une transformation quelconque, le nou-
veau déterminant des lettres c est égal au déterminant primitif divisé
par le carré du déterminant de la transformation. Or le nouveau
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déterminant est égal à Funité. On a donc

n^
a î a l . . . a ?

et, par suite, le degré de la transformation est précisément égala n.

3. Ceci posé, envisageons le nouveau tableau de périodes que
nous désignerons par

, QH Qi, ..., Qi,2<y,

•^2,1 ^2,2 • « • » Û22<7»(4)

û î Q^2 • • • » ^q .2*7?

ou l'on a, entre les termes de ligne quelconque a et (3, la relation

^l0^— ̂ sûa.i -+-.. ••+• Q«.2y-iÛp.2<7— ̂ y2?^-! = o-

On pourra, d'après ces relations, former à Paide des fonctions 0
un système de q fonctions

Fi(Mi, Ma, ..., Uq\ .... Fy(^i, U^ ..., My),

indépendantes entre elles et admettant le système de périodes re-
présenté par le tableau (4). Considérons maintenant les équations

¥i(Ut^-ki, M24-Ag, ..., Uq-^-hq)

/i=<7 .̂ »=<7 ^ t=y ^.^

- ^ (v f 1 ^ , ^Fd^ ..., v / " 1 ^
\,—^. ^t/., ^l

=IMVf\a,, ^f^d^ ..., Vr'^A\,—^. /-f^, ^ ,̂ y
(5)

Fy(^l+^l» M2+^2î ...» Uq-^-hq}

(i^ ^ ^ r x iy( s / ^al? • • • î s / ^i»
\,——^o ^ ,̂ /

^FJ > / ^, ..., > / ^
^ V^^O ^•^0

où l'on a posé

- Vidx , Y^dT _, VqdO!
^1=-7——? 0?{A2=——,-? • • • 5 C?(Ay= --77—*

•'y / y J y

Pour des valeurs données à x^ x^ ..., ^*y, les intégrales figii-
rant dans les seconds membres de ces équations auront seulement
un nombre limité de valeurs, abstraction faite de multiples des
périodes (4)» On en conclut de suite que ces seconds membres
sont des fonctions algébriques de x^ x^ ..., Xq^ et réciproque-
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ment x^x^ ..., Xq sont des fonctions algébriques de Fi, Fa, ...,Fy,
comme nous voulions l'établir.

La démonstration précédente suppose essentiellement que le dé-
terminant formé avec les c n'est pas nul. Nous allons montrer
maintenant que cette circonstance ne peut se présenter; nous nous
appuierons sur cette remarque fondamentale due à Riemann,
qu'en posant

(x),==A/-hB,V^7,

les (o représentent les ip périodes d'une intégrale quelconque de
première espèce.

La somme
k= 2p i = 2p

V V CfhAfBk
A = i i=i

est certainement différente de zéro.
Ceci posé, plaçons-nous d'abord, pour plus de clarté, dans le cas

simple où l'on aurait q == 2 ; on a alors le système des périodes pour
les intégrales u et ^,

(Ol, (Oa, C03» ^î

£!» ^2i ^-Sî ^f

et soit
0

Cîi

^31

C4i

Cl2

0

C32

C42

Ci3

<'23

0

^3

en
C24

^34

0

ou
Ci7c=— C/,/.

le déterminant des c.
D'après la remarque précédemment faite, tous les c ne peuvent

être nuls. Il peut arriver que tous les termes de la première et de la
troisième ligne soient nuls ; alors la relation entre les périodes se
réduira à

(02t»>4— ^4^2 == 0.

Si nous laissons ce cas de côté, nous pouvons supposer que tous
les termes de la première ligne ne sont pas nuls. Alors, en répé-
tant le raisonnement fait plus haut, par une transformation conve-
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nable d'ordre a, nous amènerons le déterminant à la forme

0 1 0 0
1 0 0 0

o o o CL
o o a o

mais le déterminant étant nul, après comme avant cette transfor-
mation, a sera nécessairement nul, et la relation entre les périodes
transformées

ûi, Ug, Û3, Û4,

<L/i, Cî, £3, C^

se réduit à
QlC2-Q2<î:i==0,

relation qui a la même forme que dans le cas considéré d'abord.
Si, au lieu de partir des deux intégrales u et v, nous étions par-

tis des deux intégrales

i r=Ma-+-N^ V'=M^-t-N^, ( M î V — M ' N ^ o )

nous aurions eu le tableau des périodes

Û,, Û,, G,, û,,

Cj, C-g, 03, ^/4,

avec la relation
Q\C,-^C\ =o,

et l'on sait qu'en posant

Û^A'.+B^V^T,

la somme A^Bg—A^B', n'est pas nulle. Mais nous pouvons évi-
demment choisir M et N de manière que Q\ soit nul et par consé-
quent A', et Bp et alors l'expression précédente serait nulle, ce qui
nous amène à une contradiction.

La même démonstration est applicable dans le cas où q est
quelconque. Les périodes étant, pour le système d'intégrales u^
u^f..., Uq^

t^ll» ^12» • • • î t0l,2y»

<*>11» «»îl> • • • » ^27,

Q^-^ô, ==0,

^qlî ^yîî ..., t0y2<7,
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on établira que, si le déterminant des c figurant dans la relation

k =2<7 f = 2 < 7

^ ^ Cik^i «V=0

^=1 t==l

est nul, on peut, par une transformation de degré convenable, rem-
placer le système des périodes par le suivant :

QH, Qi2, . . . , ûl,27,

^21» ^22, . . ., °2,2ç»

^<7,lï ^'7,2? • • 'î ^qîqf

et entre les périodes correspondant à deux lignes quelconques de
rang a et j3, on aura

^.1^.2-^,2^,1+^3^

—û,^3-4-...-4--û^27--l Q^—Q^ Q^^==o,

où /' est moindre que y.
De plus, puisque r est moindre que y, on peut, en considérant,

au lieu de u^ u ^ , ' . . , Uq, des combinaisons linéaires de ces inté-
grales, supposer, en gardant les mêmes notations, que

^o,^0» ^^o» • • • » ^2^_i==o.

Mais nous savons que, en posant

^a^A.+B,/^

la somme

AiB2—A2Bi-l-A3B4—AtB3+...4-A2/<-iB2,.--A2rB2,.-i

n'est pas nulle, ce qui nous amène encore à une contradiction,
puisque, ici,

AI==O, BI = 0, Â3== 0, B3 = 0, . . . , A27--1 = 0, B2r-l==0.

4. Nous allons nous borner dans ce qui va suivre au cas où la
courbe considérée est du second genre, en la prenant immédiate-
ment, comme il est permis, sous la forme

(6) .y^ ̂ (x)=œ(^x)(l—k^x')(l—^x)(,î—m<ix).

Nous nous proposons de traiter le problème suivant :

Trouver les expressions générales dek2, l2 et /n2, telles qi^il
xi. 3
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existe une intégrale de première, espèce correspondant à la
courbe précédente, ayant seulement deux périodes,

Admettons donc que l'on puisse trouver un polynôme du premier
degré f{x), de manière que l'intégrale

Ç^f^dx
J^ v^Ï^)'

ait seulement deux périodes.
Désignons par P(^) et Q(*r) deux intégrales normales de pre-

mière espèce correspondant à la relation (6).
On aura comme tableau des périodes de ces intégrales

(-) P ' G' H>
( / ) ( , o H G

On a d'ailleurs

/:Ç(_^=AP(.)+BQ(.).
J /1<W

A et Bêlant deux constantes convenables. Ses périodes sont donc
B, A, AG'+BH, AH4-BG,

et elles doivent, par hypothèse, se réduire à deux. Par suite, on
doit avoir

m B 4- n A -}-p (AG'4- BH) + q'(Aîî -4- BG) = o,
m'B 4- n ' A +jr/(AG'+ BH)-h ^(AH + BG) = o,

les m, n ^ p , q étant des entiers, et l'on suppose, bien entendu, que
l'on n'a pas

m __ n _ p __ q
m' n' p' ~ q '

Ces équations peuvent s'écrire

A ( n - { - p G ' -}-yH) -4-B(/n +joH-t -yG) == o,
A(nf-{-plGf-{- y'H)4-B(w'4-//n-4-^G)^o,

d'où, par suite,

/ o == nm''— mn' -^-)pm' — p' m) G'

( 8 ) ^ -\-(qm'— q1 m -+- np'— n'p)H

( ^-(nyf-n'q)G-^(qpl-pqt)(H•2-GGf).

Telle est donc la relation qui doit exister entre les quantités G,
G' et II.
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0. Transformons tout d'abord ce premier résultat. Une trans-
formation du premier degré substitue aux intégrales normales
PW et Q(^) deux nouvelles intégrales pour lesquelles on a le
tableau de périodes

o i G, H,,

i o Hi Gi,

et l'on a, comme on sait [voir HERMITE, Sur la transformation
des fonctions abé Hennés (Comptes rendus de l'Académie des
Sciences y i855)],

GI = ^6)^l_^(^)3lG+^(^)o3H4-(^)o2G^(^)23(H2-- GG')

(^)ol-^-(a6;3lG4-2(a6)o3H+(a6)o2G /+(a^)23(H2—GG')?

HI = (^)oi+(^)3iG+[(a^)o3+(a^JH+(^)o,G-4-(a^,(H2^ GG-)
(^)ol4-(CT6)3lG-+-2(a6)o3H-^(a6)o2G /+(a^)23(H2—GG /)———?

G\ = <ac)ol-^-(ac)3lG-^-2(^c)o3H-^-(ac)o3G^-+-(ac)23(H2^- GG')
(ab )oi+(^)o3G+2(a6)<,3H4-(a6)o2G'+(a6)23(H2-GG' ) '

où l'on a posé, d'une manière générale,

{ad)ij = a,idj— ajd/.

Les a, b, c, d sont des entiers vérifiant les relations

<W3-r- boCs— Cobs— doas == a^d^ ^c,— c^— d^a^ i,
aoû?i+ 6o<?i— Cobt— doâi = o,

(9) ^ «Oâ?2-+-^oC2—Co62—â?oŒ2=0,

Oi û?3 4- 61 03 — Ci 63 — < î 03 = 0,

«2 û?3 -+- bt €3 — C2 ̂ 3 — û?2 <^3 = 0,

système qui a fait l'objet des recherches de M. Hermite (voir loc
cit.).

Cela posé, nous allons voir que, G, H et G' étant supposés
satisfaire à Ja relation (8), on peut trouver des entiers (a, b,c,d)
vérifiant les relations (9) et tels que H, soit l'inverse d'un nombre
entier D. La relation (8) devra alors être susceptible de prendre la
forme

(ac?)ol4-(a^)3lG-^-[(a^)o34-(q^JH+(a^)o,G>•4-(a^)23(H2 - GG' ) i
(^)bi-4-(^)3^G+[(a6)o3-i-^6)2jH-+-(^^,G'4-(a6)23(H2—GG') = D"



On aura donc

oo ( Dc/i - 61 ) - ai ( Dc/u - ^o ) == A ( W — W ),

fî3(^—bi)—at(Dd3—b3)==\(nq'—n'q),

aQ(Dds—b3)—as(Ddo—bo)==:\(qm'—q'm),
a^(î)di—bi)— a^(Ddî — b^)= \(np^— n1p),

ao(Ddî—bî)—a2(Ddo—bo)=^ \(pm'—p'm),

04(^3—63)— 03(^2—62)= X(^ —pq'),

À étant un nombre évidemment rationnel.
On déduit de ces équations, à l'aide des relations (6),

(^bis) D == \(qm'—mq'-^pn'—p'n),

et nous supposerons d'abord le coefficient de \ différent de zéro.
Les binômes nm'— mn1, n q ' — n ' q ^ ... , qp1— pq' n'étant pas

tous nuls, soit nm'— mn1 ± o.
Les équations précédentes se réduisent alors, en posant

D ^ o — — ^ 0 = A o , D^-^=AI , D ^ — — Ô 2 = A 2 , D ^ 3 — — è 3 = A 3 ,

à
j a^(nm' — mn')= ao(np1— n'p)-h a^pm'—p'm},

a^{nm'— mn')= a^^nq'— n'q)-h a^(qm'— q' /n),
A^(nm'— mn')= ^{np' — n'p)-+- A^pm'—p'm),

\ï(nm'—mn'}= ^(nq'—n'q)^- \^qm'—q'm),
aoAi—ai Ao == ^ ( nm—mn');

(10) { elles relations (9) se réduiront alors à

<^o ̂ 3 + (TI û?2 — a,^ d\ — 03 do = i,
^ ^3 + O^l ^2 — <^2 ^l — <ï3 CQ == O?

AoC3-{- AI C2 — Ao Ci — A3 CQ == — I ,

Ao^3-+- AI ^2— A2Û?l — A3Û?o== 0,

\ CQ d^ 4- Ci û?2 — <?2 <^1 — ^3 <^0 :::= 0.

11 s'agit maintenant de rechercher si l'on peut trouver des entiers
(a, A, c, rf), puis la quantité fractionnaire X, satisfaisant aux rela-
tions (10), et \ étant tel que la valeur de D tirée de l'équation
( 9 bis) soit entière.

îî. Nous simplifierons les calculs en supposant m'== o, n == o,
ce qui ne diminue en rien la généralité, car on peut supposer les
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deux relations entre les périodes (n° 3), écrites de telle manière
quelles ne renferment chacune que trois périodes; de plus on peut
considérer m, p^ q d'une part, et n!r, p ' y q' d'autre part, comme
premiers entre eux, et l'on a d'ailleurs me\.n' différents de zéro.

Les relations (10), après quelques modifications, vont alors
s'écrire

n' m 02 = n1p do 4- mp' 01, n' m A 2 == ît' p A o 4- mp' Ai
n177103 = n' q OQ 4- mq1 Oi, n' m A3 == n' q Ao-4- mq'\i,

0,1 == ). ( — 77171' C3 -4- TI'/?CI 4- 7l' OCo )?

09= —— X ( —— 77Î71' C^ -+- m?' c! -+- w(^ C9 )»

Ai = X(— 7717l7 034- n' ydo),
V I ^ Ao= — X( — mn' d^ 4- mp'di 4- my' do ),

\ [ ?nn'(c.2 ds — 03 d^ ) 4- 7?i/?' ( 0:3 o'i — Ci 03 )

-+-(mq'-{- n'p)(Cidî— c^di)

4- (jo^'—?' q)(Cudi -— Ci0o)4- n'q(cQdî — c^d^)} == i,

GO û?34- Ci û?2 — Cî d\ — ̂  ̂ o ==o.

Nous prendrons ) .==-» 9 désignant le plus grand commun
diviseur entre

77171', 77l/?', mq' -}- n'p, pq'—p1 q-i ^ q^

et l'on verra bien facilement que 9 divise mq1 et n ' p , en se rappelant
que m,/?, q d'une part, et n ^ p ' , y' d'autre part, sont premiers
entre eux.

Dans ces conditions, les valeurs de a^ âo^ Ai et Ao tirées des
équations précédentes seront entières, quels que soient les c et les
rf, et Von voit sans peine que, a^ âo et Ai, Ao étant ainsi choisis,
les valeurs de 03, a^ Aa et A3 tirées des quatre premières équa-
tions (11) sont également entières : on trouve en effet

02= \[îz'pCï— m p ' c ^ - \ - ( q p ' — p q ' ) c o ] ,
03= \[n'qCî— mq' Cz-\-{pq'—p' q)c^

et des valeurs analogues pour Ag et As.
Et de même la valeur de D tirée de l'équation (9 bis)^ qui

s'écrira
D = X ( — 771 <7'4-7? 7l'),

est bien aussi entière.
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Nous avons donc simplement à vérifier que l'on peut trouver des
entiers Co.Cf.c^.Cs et do, d^ d^ et d^ satisfaisant aux deux der-
nières des équations (i i). Ces équations sont

a(c2û?3—C3^2)-i- ^(c^di—Cids)

-^-Y(Clû?2—C2^l) -4-ê(Coû?l—ClCfo)-^- £ (Co^2—C2^o)= I »

CQ dz -{- c\dî — Ça di — c^do = o,

et les entiers a, {3, Y, S et £ sont premiers entre eux.
On s'assure aisément que l'on peut trouver des entiers (c ,<a?)

vérifiant ces équations (6). Fait-on, par exemple, d^= o, û?3== i,
€3 == o, si (3 et 8 ou S, Y, £ et a ne sont pas nuls à la fois, les équa-
tions deviendront

Co==C2Û?i ,

puis
Ca(o^ — 7 < ^ i — £û?o-+- a ) — C i ( p + 8 û ? o ) == l ;

telle est la seule relation entre c<, Ça, rfi et rfo- Prend-on convena-
blement rf^ et do,

(î-}-8^o et 8û?f—Y^i—£^o-+-a

seront premiers entre eux. Pour le voir bien nettement, remar-
quons que

j3, 8, s et ^d\—Yâ?i-+-a

seront, si d^ est convenablement pris, premiers entre eux, et l'on
peut d'ailleurs évidemment supposer que

^îd^—^d^ aô-i-ps

n'est pas nul, si S et £ ne sont pas tous deux nuls.
On a donc deux expressions

M + N < ^ , Mi-+-Niû?o,

où
M , N , M i et Ni

sont premiers entre eux et MNi — Mi N n'étant pas nul, et l'on a
alors simplement à vérifier que do peut être pris de manière que
ces expressions soient premières entre elles, comme on le voit
immédiatement. Si 8 et £ sont nuls à la fois, on reconnaît de suite
que

? et y^i s a
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seront, pour d\ convenablement choisi, premiers entre eux. Donc,
en résumé, on pourra satisfaire à Inéquation

C2(5^î — ̂ di— £Û?(H- a) — ci{^ 4- 8<^o) == i,

si j3 et 5 ou S, y, s et a ne sont pas nuls à la fois.
Le second de ces cas particuliers se traite immédiatement; que

l'on prenne alors, en effet,
d\ =o, ci == i ,

on aura les équations
^3-+-8^o=-I,

Co<^3-+- d.î = C3Û?o?

et l'on peut y satisfaire, puisque fi et S sont ici premiers entre eux.
Examinons enfin le cas où (3 et 5 seront nuls à la fois. Nous fe-

rons
Cî = o, dî == i,

et les équations deviendront
7 Ci-h £ C o — SIC3 = i,

Co<^3-l- Ci = C^do;

la seconde équation donne c\ et la première devient alors

c^ido— a ) - h C o ( £ — T ^ 3 ) = ï »

évidemment résoluble.

7. Dans les calculs précédents (n° 4), nous avons supposé que
n^— fnn1 était différent de zéro; mais, les binômes nm'— mn1\
nqf—n'q,...^ qp1—pq1 notant pas tous nuls, on pourra toujours
opérer en suivant une voie analogue à celle qui vient d^être indi-
quée. Il faut maintenant voir quel parti on peut tirer du résultat
précédent. Si la valeur de D, donnée par l'équation (9 bis)

D = \{qm!' — mq -\-pn' — p'n\

n'est pas nulle, la valeur de H( sera la quantité finie y.? et G< et G\
auront des valeurs finies bien déterminées. Nous aurons alors, dans
ce cas, un tableau de périodes intégrales normales

» . <•, B

• » B Gl
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mais une circonstance particulière doit nous arrêter maintenant :
je veux parler du cas où Fon aurait D == o ; les valeurs de G<, H<
et ïl\ seraient infinies et le résultat se présenterait sous une forme
illusoire. Nous allons montrer que cette circonstance ne peut se
rencontrer, c'est-à-dire que Pon ne peut avoir

qm'— mq' -\-pn'—p1 n = o.

La relation entre G, H et G' serait, en effet, dans ce cas (équa-
tion 8)

^ nm'— mn'+(pm'—p'm)G'-}-1(qmt— mq')ïî
(Ï2) ( -^(nq'—n'q)G-+-(qpl—ptqf)(W—GG')==o

avec la condition
qm'— mq' == np'—pn'',

et nous allons voir qu^une pareille relation ne peut exister entre les
trois quantités H, G et G', qui jouissent, comme on sait, de la pro-
priété suivante. On a, en désignant par A, g et g1 les coefficients
de i dans ces quantités,

h^-^^o.

Considérons d'abord le cas où p^q — p ' q == o. On peut alors sup-
poser qiie p'= o et ql= o, car les relations entre les périodes (n° 3)
peuvent, dans ce cas, être remplacées par deux autres, dont la
seconde ne renfermera que A et B. On aura donc

nm' — mn -hpm' G -+-1 qm! H — n'q G = o

avec la condition
qm' ==—pn r ;

on aura par suite
pm' g' -(- 2 qm'h — n'qg^ = o.

p et h ne sont évidemment pas nuls à la fois, ni m'et n1. Soit n

différent de zéro, on aura, en substituant /?==——r dans la se-
conde équation,

— qm1^ g'-+- iqm'n'h — n'^qg = o.

Or q n'est pas nul, parce que/? serait alors nul; on a donc

m72^— im'n'h 4- n'1 g == o,
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et, comme mf et n' ne sont pas nuls tous deux, il en résulte néces-
sairement

h^—gg^o,

ce qui est contre l'hypothèse.
La vérification directe du théorème précédent nous entraînerait

dans des calculs pénibles ; la voie indirecte que nous allons ex-
poser nous conduira bien plus simplement au résultat. Partons
d'un système d'intégrales normales pour lesquelles H, G et G', sa-
tisfaisant d'ailleurs à la relation nécessaire A2 — g g ^ < ^ o , vérifie-
raient l'équation (12), et l'on suppose d'ailleurs que p q ' — p ' q est
différent de zéro.

Effectuons une transformation correspondant à Rentier positif k.
Les coefficients (a, 6, c, d) de la transformation satisfont, comme
on sait, aux relations (HEKMITE, loc. cit.)

ct'Q 63 -+-0162 — ^2 6i — d'^bo ==• o,
Cto CQ -+- <%i Cg —— 02 Ci — 03 CQ == 0,

<^0 ̂ 3 4- 0^1 û?2 — ^2 ̂ 1 — Cl^dQ^==- ky

bo €3 4- 61 C2 — 62 ci — 63 CQ = ̂ 'î

60 0^3 4- 61 û?2 — 63 o?i — 63 do = o,
GO û?3 -+- Ci û?2 — C*2 di — €3 0?o == 0.

Nous allons prendre

60=7^, 6i ===71', 62=^, 63=^,

do==m, di = 7i, c?2 = .r?, ^3 == y »

l'avant-dernière des équations précédentes se réduit à
m'y -h ̂ p — /y/ — Tny' = o,

qui est bien effectivement vérifiée.

Soit enîore
02 ==0, ŒS == 0, C2 == 0, ('3 == 0 ;

on aura
aoq'-haip' = o, Co^'4- €17?'= — k,
aoq -+- «ip = À:, Co^ 4- Ci/? = o.

Prenons k égal à la valeur absolue de ( p q ' — p ' q ) ' , il est clair
qu'alors les équations précédentes donneront, pour (ûtg, û^, Co, c<),
des valeurs entières, et l'on aura alors tous les coefficients (a, 6, c, rf)
d'une transformation de degré k{k > o).
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Or, après cette transformation, G, H et G' sont remplacées par
G,, H, et G,, et l'on a

r^ -. WQI-+- (^).3i G -+• 2(^6)03 H -+- (db\^ G'-^- (db)^(W— GG)
(ab)oi-+- (ab)si G 4- 2(06)03 H 4- (ab)oz G'-+- (ab)^(W— GG)9

Hi et G', sont données par des expressions analogues ayant
même dénominateur; or le numérateur de Gi est précisément

mn'— nmt•^-(n'q — nq')G 4- 2(mfq-—mqf)H

+(mtp-mpf)Gf-^(pfq-pqf)(W^-GGf),

qui est nul d'après l'équation (12). D'ailleurs le dénominateur de
G! est

aon'—aim'—aiq'G-^- 2ao^H -\-aop'G\

qui n'est certainement pas nul ; le coefficient de ^/— i est, en effet,

— ^i q ' S -+- ïOQq'h -+- a o p ' g ' ;

or// et y' ne sont pas nuls à la fois, puisque p q ' — p ' q est diffé-
rent de zéro; OQ et a^ sont d'ailleurs proportionnels à /?' et à — 7',
et l'expression précédente est, à un facteur constant près, diffé-
rente de zéro

q ' ^ ^ l p ' q ' h - ^ p ' ^ ' ,

et elle n'est pas nulle, puisque A 2 — g g ' < o.
Le dénominateur de G, n'étant pas nul, on a donc G< = o, et H,

et G\ ont des valeurs finies parfaitement déterminées. Or on sait
que (HERMITE, foc. cit.), après une transformation de degré quel-
conque k, h2—^ ne change pas de signe; en désignant donc
par g^ A, et g\ les coefficients de i dans G<, H, et G<, on devra
avoir

h<t—ê'i^i<^

puisque l'on a
^—SS^Q^

mais l'inégalité
^i-êri^i<0

est impossible, puisque g ^ == o.
Nous arrivons donc à une contradiction, et il est par suite impos-

sible de supposer, entre G, H et G'^une relation de la forme (\^).
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8. L'analyse quî vient d'être développée nous permet donc
d'énoncer la proposition suivante :

S ' i l existe une intégrale de première espèce correspondant à
la relation algébrique

y^ == x(\ — x) (i — k^x) (i — l^x) (i — m^x\

qui ait seulement deux périodes, on pourra trouver un système
dJ intégrales normales y dont le tableau des périodes sera

o , G g

' ° 5 G'

où D désigne un entier réel et positif.

Ce théorème donne immédiatement les valeurs de A-2, I'1 et m2.
On sait, en effet, que, pour un système d'intégrales dont le tableau
des périodes serait

o i G H
i o H G'

on a les valeurs de /c2, /2, m2 données parles formules deRichelot.
Soient

2?5 ^12 ^34 ^0 C» Cl 2 C^ CQ

SToi 2r<)2 ^2 ^1 CQi 0 Ça 0

2^ ^03 ^3 ^04 A C4 Co3 0 0

^23 2ri3 ^24 ^14 [ c^ o o c^

les seize fonctions Sr hyperelliptiques de M. Weierstrass et leurs
valeurs correspondant aux arguments zéro ; on a

,, ^23^4 ,. go.3 Ca3 _< Co3C4l^i e= ——— , ^z === ———, nC" == —— »
CoiCo CiîCoi CiîCo

et les c sont des fonctions uniformes de G, H et G'. Fait-on dans

ces formules H == „ ) on obtient l'expression générale des modules

répondant au problème proposé, en y ajoutant toutefois, bien en-
tendu, ceux qui s'en déduisent par une transformation du premier
ordre. Écrivons donc

^= F» (G, ^, G'), /s--- F^G, ^, G'), m^- F^G, ̂ , .G^.
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Pour une valeur fixe donnée à Rentier D, À'2, l2 et m2 sont des
fonctions de G et G', et il est aisé d'établir qu'entre ces trois fonc-
tions existe une relation algébrique.

On peut, par exemple, raisonner comme il suit. Tous les mo-
dules qui se déduisent de A"2, l2 et m2 par une transformation du
premier ordre sont des fonctions algébriques de ces quantités ; une
fonction symétrique 0 de tous ces modules reste d'ailleurs inva-
riable quand on remplace G, H et G'par G < , H< elG'^Çvoirn^ i),0r^

quand H a la valeur particulière p.? il y a une infinité de ces sub-

stitutions qui laissent H invariables, G et G' se transformant linéai-
rement; G, par exemple, étant remplacé par

ci -+- c^G
ôi+^G'

6n 625 <^? <^2 étant des entiers, tels que

&lC2 ——^2^1 = I ,

avec les formes suivantes pour b^b\ et Cg?

62 == wD2, bi = nD—i, C 2 = 7 ? D — I ,

où- m, n, p sont des entiers.
Trois fonctions symétriques 0 sont donc des fonctions de G

et G' se reproduisant pour des groupes de substitutions effectuées
séparément sur G et G', ces groupes rentrant dans la catégorie de
ceux que M.Poincaré a appelés fuchsiens ; elles sont donc liées par
une relation algébrique, et il en est de même alors de F<, Fa et F3.

Nous avons donc, pour une valeur donnée à l'entier D, la rela-
tion algébrique

/(Â:2,^^2)=o,

et la réduction à deiix périodes peut s'effectuer, pour certaines in-
tégrales, quand À", l et m vérifient cette relation.

Les fonctions © de deux variables pour H = - peuvent d'ail-

leurs se ramener aisément aux fonctions © d\ine seule variable, et
c'est en suivant cette voie que l'on devra effectuer le calcul des
modules ky l et m.

9. Arrêtons-nous un instant sur un cas particulier. Tout d'a-
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bord, pour D == i, on a, comme on le voit immédiatement en se
reportant aux expressions de /r2, l2 et /n2,

^ = /S

et ce cas ne correspond pas, à proprement parler, à une intégrale
hyperelliptiquc.

Soit maintenant D == 2. A ce cas se rattache l'exemple suivant,
où l'on a

j2 = ̂ .6 _(- ax^ 4- 6a'2 -h c.

/ <^yTout d'abord, il est évident que les deux intégrales — ety
/ x—v•, se ramenant, en prenant x2 pour variable, à une intégraley
elliptique, n'ont que deux périodes ; mais effectuons complète-
ment la réduction pour nous assurer que ce cas correspond à
D=2.

Nous pouvons écrire
y^ (^-^)(^~a|)(^-aj).

Soient M! , Ma et Ms les points a\, a^, a^ et M^, Mg, Mç les points
symétriques par rapport à l'origine. Nous considérons d'abord
Pintégrale

r^dx
^0,yo y

ou yo est une des déterminations de y pour .r == o, et nous dé-
signons par A^, As, ..., Ae les valeurs de cette intégrale le long
de OM<, OMa,. . . , OMe.

On a évidemment

A ^ = — - A i , A s = — Â 2 , Ae=—As .

On peut prendre comme périodes normales de l'intégrale pré-
cédente

( O l = 2 A i — î A s , 0)2=3^2—2A3,

tû3== aAi— sAs-h î A a — a A ^ , 0)4= lA;,—îAs

(voir BRIOT, Théorie des/onctions abéliennes, cas des intégrales
hyperelliptiques), qui se réduisent, dans ce cas particulier, à

(Oj == 1\i— îA2, ^2 •=^ î A 2 — — ^AS,

103 = = 4 A i - - '2 A 2 ̂ - •?. A 3. (0^ = •J>. A 2 - - 9. A i,
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et, en prenant ensuite la seconde intégrale

r " x d x
^o"^

les valeurs des intégrales le lonç de OM<, . . . , OMe étant A^,
A^, . . ,, Ay, avec les relations évidentes

A ^ = A i , Ay ==Ag , A g = A s ,

nous avons les périodes

tû\ = 2 A^ — % Ag, (0^ =='2A2— 2 A3, C»/3= — 2 A 2 4- 2 As, CO^ = ï A\ —1 Aç

avec la relation entre les périodes

—— (x)i (Og 4- (rig (ri', — (rig (0^ -1- tO^ ̂ 3 = 0.

Mais on voit que
(x)3== 0)2 Ct (x)^ =——(x^i ,

en tenant compte de la relation

iAi—aAs- t -2 A3 === o,
et aussi

003==— Ct/p (ri4=t0'i,

Nous avons donc le système de périodes

t0i tria 0)2 ——CDi

101 ^2 ——^'î ^l

que, par une transformation du premier degré, on peut remplacer
par

0 (t)2 2(02 —t»)i

2(0i ——102 0 (0^

ce qui nous donne un système de périodes d^intégrales normales :

o 1 i^^ .
9. 2<x)2

(«/„ I
1 — ——T 0

2CO^ 2

On a par suite D === 2, comme nous voulions Rétablir.
Remarquons que le cas considéré autrefois par Jacobi, ou

j^== .rd— a")(i ̂ .ay)(i — bx)(\— abx^
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a et b étant deux constantes quelconques, rentre dans le cas que
nous venons d'examiner.

Soient en effet, d'une manière générale, a^ a^ 03,^4, a^ et a ç les
racines d'un polynôme du sixième degré ; on sait qu'on peut rem-
placer ce polynôme par un polynôme du cinquième degré, soit par
exemple le suivant :

(i—<)(i—a0(i-6<)(i-^),
en posant

^ ̂  (^2—^a)(^l--^3) , ̂  (g2—^6)(^l-~«3) _ (^2——^4) (d'i— ̂ 3) .

( « i — ^ X ^ — ^ ) ' ""(on— «e) (^2—^3) ' c ~(a l—a4) (a2—a3) ;

or, si le polynôme du sixième degré ne renferme que des puissances
paires de la variable, on aura

02 = — Oi, 04 = — 03, Og = — Og,

et l'on voit que dans ce cas c == ab,

10. Il résulte du théorème énoncé (n° 8) que s'il existe, pour un
polynôme donné R (.r), une intégrale correspondante n'ayant que
deux périodes, il en existera nécessairement une seconde. Dans
certains cas particuliers, il peut arriver qu'il n'y ait pas seule-
ment deux intégrales, mais une infinité : je vais indiquer un
exemple de cette circonstance singulière.

Je considère la courbe du second genre

y^x(x-î)(x-a)^

et soient les deux intégrales de première espèce

r•^{x—a)dx r^dx== i ———-——— ? u == i — •
r(x—a)dx r^dx

( 0 = 1 -^——————-——— , U = / ——^ y' J.. y.̂ y 1 J.. y
En posant

^(.-înp"-^, ^(,_.,)p.r-<^
«A» y */r y

^(.-^r^, L'==(,-^r^
•^o •/ ^i 'y

où
„ tV. . 27;/ = cos —+ sin — ?
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on a, pour le tableau des périodes correspondantes de ces inté-
grales,

Q, ^, Xo, XQ',
U, IT, X2U, X 2 U ;

on reconnaît d'ailleurs que

U = = — X 2 Q , 17=^.

Ceci posé, A et B étant deux constantes, l'intégrale Aco 4- Bu
a pour périodes

( A — B X 2 ) Q , (A+B)Q' , ( A — B ) X û , (AX+B^sy .

Si donc il est possible de choisir A et B de manière que

m ( A — B X 2 ) = ( A — B X ) ,
w'(A-hB) ==AX-{-B^S

m et m! étant des quantités réelles commensurables, l'expression
A(i) 4- Bu n^aura que deux périodes. Or réiimination de A et B
entre les équations précédentes conduit à Punique relation

mm'—— 771 -+- 2 771'4- 1 = 0 .

I/une de ces quantités, m par exemple, peut être prise arbi-
trairement et l'on en conclut que l'intégrale de première espèce

/.'(i — m\)Çx — a)-+- ( i— 77i X2)^———————————————————• duc

n^a que deux périodes, m étant une quantité réelle commensu-
râblé quelconque.

H. Bevenons maintenant au cas général. Pour une valeur don-
née à l'entier D et aux constantes G et G' dans les expressions de
A-2, l2 et m2 (n° 8), nous savons qu'il existe deux intégrales de pre-
mière espèce correspondant au polynôme R(.z*), n'ayant que deux
périodes.

Soit l'une d'entre elles
/•^(P+Qa-)^.

u === i ——————— ?^yo y
ayant précisément pour périodes o, i, G, — •

Nous voulons étudier maintenant la substitution algébrique qui



-- i9 —

transformera Fintégrale précédente en une intégrale elliptique.
Établissons à cet effet la proposition suivante ;

Soit la fonction 8 de Jacobi obtenue en faisant

2K=~ et ïiK'==G.

I/expression
F p^P+Q^)^ ^r r^(P+Q^_^
1 t/r»-Vn -^L ̂ 0^0 y \

OM a désigne une constante arbitraire, est une fonction du
point analytique (*r, y) qui a D racines.

Supposons que les racines de B-(^) se présentent autour du point
(a*o?yo) dams Perdre o<, 02,03, 04,05, et figurons par Oe le point
à rinfini (ce sera, si Fon veut, sur la sphère).

Un système de périodes normales de Fintégrale considérée
pourra être représenté {voir BRIOT, Fonctions abéliennes) par

9. Ai— i Aï, a A g — î A a , '2 A i — î A s - t - î A a — 2 A4, a A ^ — î î A s ,

en désignant par A/ Finlégrale rectilîgne prise depuis (.To<J'o) Jus-
qu^en o,.

Nous pouvons supposer ici que

aAi—2A2==i, sAg—îA3=G, îAi—aAa-t-aAa—2A.^==o, aA^—2A5==_-

Faisons dans le plan des coupures en joignant les points Oi ,
02, . • . , Oe au point .To-

i/intégrale u sera alors une fonction uniforme du point (^,y)
et la restriction apportée par les coupures ne change pas évidem-
ment le nombre des racines. Au point géométrique x corres-
pondent deux points analytiques x ^ y et x^ — y avec les valeurs
u et </== a A i — u . Nous avons donc à chercher le nombre des
racines du produit

e(M—a)e(^—a) .
Le nombre des racines sera donné par Fintégrale définie

,[ /^ ioge(^—a)e4- fo?ioge(^—a)1,

Fintégrale étant prise le long du contour dans le sens marqué par
les flèches; ou bien, en supposant Pune des intégrations faîte

xi. 4
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dans le sens direct, Fautre dans le sens inverse,

— — [ frfloge(M'-a)— / r f loge(M—a) | .

Désignons par m', le point variable sur le contour relatif à la
première intégrale et par m celui qui est relatif à la seconde, et
supposons que ces points marchent de manière à se correspondre
de part et d^autre d^une coupure a.

Nous allons calculer

-, i r , , e(u'—y.) i r,. „N= ——: 1 ûiïog —1————( = ——: f d\osH,
ÎT^lJ b e ( M — - a ) •2TTIJ ° î

en posant
u -— a ) -2 'JT i J

e(u'-a)
H- e ( M — a

Prenons successivement les lacets.
Nous avons, pour ai, î^' == M, donc H == i, et, par suite, la partie

de Pintégrale est nulle.
Pour le lacet a^ on a

u'— u = a As — 2 Ai = — i ,

donc H===i, et Fon a encore zéro dans Pintégrale.
Pour le lacet 03,

u'— u = 2 As — 2 As — (2 Ai — aAî)= G

donc
H = e(M-«+G-i) ̂  ̂ _^D(,,-« ;̂).

e ( M — a )
car on a

e/^4--) =e(M) et e(tt-+-G)==e-»1tlD(«+G)e^),

donc
d log H == — 17i iD. C?M,

et, en intégrant, on aura
—211^.^3.

Pour le lacet 04,
(//—. u == G,

et l'on a, dans l'intégrale,
•2'mD.2A4.
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Pour le lacel ̂ , il vient

u'— u = G 4- ^ ï

et 1 on a
— 2 T C î D . 2 A s .

H vient enfin, pour le lacet <7e,

u' — u = G 4- ^ 9

ce qui donne
î i iriD.aAe.

Nous avons donc, en faisant la somme,

27ClD(— 2 AS +2 A4 —2 Ag 4- ^Afi^

ou, ce qui est la même chose,

•27ti'D(2Ai —.aAî),

c'est-à-dire a'ïtî'D.

Le nombre des racines est, par suite, ——- ou D.
' r ' 27TI

12. Considérons maintenant l'équation

/•^(P-+-Q;r)^r
(^ / ——————————="î

W
y* ^o,.ro

la fonction ^ de u sera racine d^une équation algébrique dont les
coefficients seront des fonctions doublement périodiques de u.

Soit sn.z* la fonction elliptique correspondant aux valeurs indi-
quées précédemment de K et K/ et soit A< avec la même significa-
tion que plus haut; nous venons de montrer que le produit

Q(u)Q(îAi—u)

est une fonction du point (^y) ayant D racines. Or considérons
maintenant Impression

snusn(îAi—u);

il est clair quelle est une fonction rationnelle de x et y, car elle
n'a qu'une valeur pour chaque valeur de ce couple; mais aux
deux points analytiques (^*,y) et (*r, — y ) correspond aussi la
même valeur, car if et aA^ — u se permutent simplement. Le pro-
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duit précédent est une fonction rationnelle de x^ et, d'après le
théorème précédent, le numérateur et le dénominateur de cette
fraction rationnelle seront des polynômes de degré D. La fonction x
de u, déunie par l'équation (i), sera donc donnée par une équa-
tion de la forme

/(.r) == sn u sn (2Ai — u),
K(.r)

f et F étant des polynômes de degré D.
On voit, par suite, que l'entier D n'est autre chose que le degré

de l'équation algébrique donnant x en fonction de u.

13. On peut faire servir la relation précédente elle-même à la

détermination des coefficients de la fraction rationnelle -^ Remar-

quons tout d'abord que P et Q peuvent être considérés comme
connus. Dans le cas général, P et Q sont en effet exprimés par des
fonctions uniformes de G, H et G^, comme on le voit, dans le
Mémoire couronné de Rosenhain (Savants étrangers, i85i); il

suffira de faire H= — - D'ailleurs, le module et le multiplicateur
delà fonction sn.r, correspondant aux valeurs indiquées de K et
de K', s'exprimeront aussi à l'aide de G par des expressions bien
connues.

Or nous pouvons encore, pour simplifier, supposer que (XQ^VQ)
coïncide avec (o, o), et c'est alors l'expression

sn2[f.•''(P-hQ^^I
~y

qui est une fonction rationnelle de x^ dont le numérateur et le
dénominateur sont des polynômes de degré D. On développera
cette expression suivant les puissances croissantes de x. Entre
D+i coefficients de ce développement, à partir du second, devra
exister une relation récurrente dont on trouvera évidemment les
coefficients par des équations du premier degré. La connaissance
de cette relation entraînera celle du polynôme F (a?), et la méthode
des coefficients indéterminés donnera de même, uniquement par
des équations du premier degré, les coefficients du polynôme/(.r).
Le problème se trouvera alors complètement résolu, et d'une ma-
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nière explicite, car la transformation

fW ^.
F(^) '

transformera l'intégrale hyperelliptique en une intégrale ellip-
tique. Ajoutons, en terminant, que dans un de ses Mémoires du
Journal de Crelle et récemment dans son Ouvrage sur la théorie
des équations différentielles (Leipzig, 1882), M. Kœnigsberger a
donné de nombreux et intéressants exemples de réduction d'inté-
grales abéliennes aux intégrales elliptiques et s'est proposé de gé-
néraliser le problème de la transformation de Jacobi. On vient de
voir que le degré de cette transformation, quand elle est possible,
n'est autre que rentier D qui figure dans les expressions générîiles
que nous avons données de À'2, l2 et m2.


