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Sur la réduction du nombre des périodes des intégrales abé-
liennes et, en particulier, dans le cas des courbes du second
genre; par M. EmiLe Prcaro.

(Séance du 17 novembre 1882.)

1. Etant donnée une relation algébrique du genre p

Sz, y)=0,
considérons une intégrale abélienne de premiére espéce corres-
pondante
*Fl2,y)dz,
@ L 7

on sait que cette intégrale a en général 2 p périodes, mais il peuty
avoir une réduction et le nombre des périodes peut notamment se
réduire & deux. On voit immédiatement dans ce cas que 1’équation

f“"’mx,m dz _
(xoye) Jr (&)

s — 2,

définit une fonction z de 3z, qui est racine d’une équation algé-
brique dontles coefficients sont des fonctions uniformes double-
ment périodiques de 5. Soient en effet w et w’ les périodes de I'inté-
grale, et désignons par A(z) une fonction doublement périodique
aux mémes périodes; on aura

(x,y)
Lo, Yol :
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. @ F dy
or, pour une valeur donnée a z et y, I'intégrale f i n'a
. . . (%o, ¥0) Yy
qu'une valeur, abstraction faite des multiples de w et w’; on en dé-
duit de suite que le second membre de I'équation (2) est une fonc-

tion rationnelle de z et  : donc
Mz — 30) = P(2,y),

P étant rationnel, et par conséquent z, est bienracine d'une équa-
tion algébrique a coefficients uniformes doublement périodiques.

Supposons maintenant, d’une maniére plus générale, que, parmi
les intégrales abéliennes relatives a I’équation donnée, il y en
ait ¢

f’Fi(w,y)dx’ f’ Fy(z,y)dz e, f’”F,,(.z‘,_y)dx’

e Sy (B) e Sy (@) e Sy (BY)

ayant seulement 2¢ périodes distinctes, et cela, de telle maniére
que

Q1 Q9 ...y Loog
Q, 1 92,27 ERRE] Qi,zq,
cees ey ey eeeey
Qq,i, Qq,g, ceey Qq,gq,

désignant ces 2 ¢ systémes de périodes correspondantes, tout autre
systéme de périodes correspondantes soit de la forme
my Q1+ MmaQa—+...+ MigQs ey,
my Qg,i -+ mg Qz,g-!- coot Mag Qg'gq,
e ,

my Qq,l -+ mq Qq,g—l— oo o Mg Qq’gq,

olt My, My, ..., Myg sont, bien entendu, des entiers. Considérons
alors les équations

T4,Y1 F,dx (s, ya) F,dz (£g,¥q) F, dz
f '—f,——('" f, kR o f, =u1+h1,
(%0, ¥0) Y (g, o) Y (9, ¥ o) Y
(1'4,.7'1)F dz (x2, 7)o dz (Iq,J’f,)F dx
2
f —%;——f— '%—--i-“-—l- — = U+ h,,
(xo, o) y (o, 7o) y (xo, 70) y
e eessseesscsseseannans et searssesetestaaasesennane eereseany
(Ihyl)F dx (s, y2 F,dzx (g Xg) qu.Z‘
f —"—.,—+f e ¥ = ug—+ hy,
wors Sy wro Iy 2o, o) ¥

ol les 2 sont des constantes.
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On sait que, dans le cas d'un systéme abélien, c’est-a-dire quand
g =p, toute fonction symétrique de z,, z,,..., £, est une fonc-
tion uniforme de w,, u,,..., 4. Il n’en est plus ainsi quand ¢
est différent de p, mais nous allons voir que z,, z,..., 2, sont
encore racines d’équations algébriques dont les coefficients sont
fonctions uniformes de u,, us, ..., uy avec 2¢ systémes de pé-
riodes; de plus, ces fonctions périodiques pourront s’exprimer a
l'aide des fonctions @ de ¢ variables indépendantes.

2. Rappelons tout d’abord que, entre les périodes des deux in-
tégrales quelconques de premiére espéce u et v, correspondant a
une méme relation f(z, y) = o de genre p, périodes que nous

désignerons par
Wy, W2, «.., Wyp,

€1y €2y <oy e?py

il existe une relation de la forme

i=2pk=2p

~
: Z CikWiE)p= 0;
k=1

i=1
les c représentent des entiers et I'on a de plus
Cki=—Cik €t C;i=0

(voir, par exemple, Brior, Théorie des fonctions abéliennes,
p- 53).

On sait de plus que le déterminant | ¢;x|, qui est manifestement
un déterminant gauche, est égal a 'unité.

Supposons maintenant que u et ¢ désignent deux des ¢ inté-
grales admettant seulement 24 systémes de périodes : on peut ex-
primer toutes les périodes w par des expressions linéaires & coeffi-
cients entiers de ces 2¢ périodes; désignons ces derniéres, afin de
ne pas multiplier les notations, par les mémes lettres v, aucune
confusion n’étant possible,

Wi, W3y ..oy 0.)3,,,
et I'on a de méme, pour la seconde intégrale, les périodes
€1y €2y «vey S2g.

Entre les w et les ¢ existera une relation, et il est clair que cette
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relation aura la méme forme que plus haut : ce sera

i=2g9k=2¢q
Cig Wik = 0,
i=1 k=1
et I’'on aura
Cki=—Ciy €t C;=0;

seulement le déterminant gauche |c;x | ne sera plus nécessairement
égal a l'unité.

Désignons sa valeur par n2? (le déterminant étant, comme on
sait, un carré parfait).

On a donc
c Cig €13 ... Ci9g
Caq o Cs3 ... C22q
J— 2 —
A=n C31 C32 o ces C3g
Cgp,l . . e (]

Considérons les termes de la premiére ligne ; soit «, leur plus grand
commun diviseur.

Nous poserons w, = a, v, et en méme temps ¢, = a, ¢,, les autres
périodes restant les mémes; larelation entre les nouvelles périodes
aura toujours des coefficients entiers et le déterminant des coeffi-
n2
— et dans A, les éléments de la pre-

Lt
miére ligne et de la premiére colonne seront premiers entre eux.
On peut donc, par une transformation du premier ordre effectuée

sur les périodes

cients A, aura pour valeur

U
Wy, Wy, W3, ..., Waq
7

€1, €2y €3y <.y 52(1;

amener le tableau des coefficients dans la relation entre les pé-
riodes a avoir la forme

o I o
—1I1 O o o e o
o O dﬂ dlg ces di 29—2
(3) '
o dy o dy ...

o o dgq’ﬂ e o
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On le montrera en suivant la méme voie que M. Briot ( Théorie
des fonctions abéliennes, p. 56) :la valeur du déterminant ne
change pas par une transformation du premier ordre sur les pé-

. 2 -
riddes : sa valeur est donc encore g—a En définitive, c’est par une

i A
transformation d’ordre a, effectuée sur les périodes primitives wete,

c’est-a-dire en remplagant les w par

Q) = a1 Wi+ Ay Wo+...+ a4 9q Wag,
Qg = Ay Wi+ Qg Wa—t. ..+ ag’gq Wagq,

ng = a.“ W+ Qg 22 R e o aq’gq Weg,

les @ étant des entiers convenables dont le déterminant est égal
a oy, que nous amenons la relation entre les périodes 4 avoir la

forme
i:zq-—2 k=2q—2

Q8 — 0,8y + 2 2 dir Qi Cpra=o.
k=1

i=1

On continuera ce raisonnement de proche en proche et I'on éta-
blira dela sorte que, par une série de transformations successives
d’ordre a,, a2, ..., oy, le déterminant des coefficients peut étre
ramené a la forme canonique

o I 0o o0 ... cee
—1Ii o o .
o 1 .
o —1I )
. o o ... ees I
o o . .« ... —I O

Par conséquent, en effectuant sur les périodes primitives w et ¢
une transformation d’ordre o, ,,. .., a4, la relation entre les nou-
velles périodes Q et € a la forme

Qicg —Q, 61 + Q3 C_g —Q, 63 ...+ Qg,,-, C,q— Q’q C!q——l = 0.

11 est facile d’évaluer le produit a,, ,. . ., 2g. On voit, en effet,
qu’en effectuant sur les w une transformation quelconque, le nou-
veau déterminant des lettres c est égal au déterminant primitif divisé
par le carré du déterminant de la transformation. Or le nouveau



— 30 —
déterminant est égal & 'unité. On a donc

n2
]:—————-”
2,2 2
alag...a,l

et, par suite, le degré de la transformation est précisément égal a n.

3. Ceci posé, envisageons le nouveau tableau de périodes que
nous désignerons par

Q Qs ...y Q99
() Qq Qo ..., Qi
cen ebe eeny eeen
Qq,l Qq,g ceey Q!]_iqa

olt 'on a, entre les termes de ligne quelconque « et 3, la relation
Qa,I Qﬂ,g-— Qa,g Q'B,i +...4+ Qg,lq—i Qp,zl]— Qa,iq Qg,2q—i = 0.

On pourra, d’apreés ces relations, former a I'aide des fonctions 8
un systéme de ¢ fonctions

Fl(uly Uy ooey uq)a LR Fq(uh Uss ooy uq)’

indépendantes entre elles et admettant le systéme de périodes re-
présenté par le tableau (4). Considérons maintenant les équations

F,(ui-&—hh Uy~ hg, ceey Ug+ }L,])
i=q xi i=q x i=q ”i
=F1(2f d{J-h Zf d[.Lg, ooy 2/ dp.q>,
i=1"7e i=1 7o i=1 o
(5)  ( eeeneennnn. Getececat et ettt ectaeas et setesr et anansans ,
Fq(ui-i— hl, Ug+ hg, ceey Ug+ hq)
i=l] xi i:q xi
= Fq<2f dy.i, ooy 2/ dp.q>,

i=1 ° i=1 *o

ou l'on a posé

dP’I= F}fiz, d“ﬁ: F——z—;dz, evey dp,q= F_q,dz.
Yy /J' Y

Pour des valeurs données a z,, z,, ..., 24, les intégrales figu-
rant dans les seconds membres de ces équations auront seulement
un nombre limité de valeurs, abstraction faite de multiples des
périodes (4). On en conclut de suite que ces seconds membres
sont des fonctions algébriques de z,, z», ..., zq4, et réciproque-
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ment xy, Z, ..., Z, sont des fonctions algébriques de F,, F,, ..., F
comme nous voulions I'établir.

La démonstration précédente suppose essentiellement que le dé-

terminant formé avec les ¢ n’est pas nul. Nous allons montrer

'

maintenant que cette circonstance ne peut se présenter; nous nous
appuierons sur cette remarque fondamentale due 4 Riemann,
qu’en posant

w;=A;+ B,y =1,

les w représententles 2 p périodes d’une intégrale quelconque de
premiére espéce.

La somme
k=2p i=12p

E 2 cikA; By

A=1 i=1

est certainement différente de zéro.

Ceci posé, plagons-nous d’abord, pour plus declarté, dans le cas
simple ot 'on aurait ¢ = 2 ; on a alors le systéme des périodes pour
les intégrales uw et v,

Wy, Wy, W3, Wy,

€1, &2, €3, &4

et soit
0 Ci3 C13 Cyy
Cy1 O  Ca3 Cyy

9

C31 C32 O C3
Cut Chz Cy3 O

\

ou

Cilk = — Cki-
le déterminant des c.
D’aprés la remarque précédemment faite, tous les ¢ ne peuvent
étre nuls. Il peut arriver que tous les termes de la premiére et de la
troisiéme ligne soient nuls; alors la relation entre les périodes se

réduira a
Wy Wy, — W€ = 0.

Si nous laissons ce cas de c6té, nous pouvons supposer que tous
les termes de la premiére ligne ne sont pas nuls. Alors, en répé-
tant le raisonnement fait plus haut, par une transformation conve-
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nable d’ordre «, nous aménerons le déterminant 4 la forme

o1 0 o0
o o0 o
oo o0 al

00 a o

mais le déterminant étant nul, aprés comme avant celte transfor-
mation, a sera nécessairement nul, et la relation entre les périodes
transformées
Qu 927 QS; Qh
Cly 62) {-"37 Cb
se réduit a
28— 02, =0,

relation qui ala méme forme que dans le cas considéré d’abord.
Si, au lieu de partir des deux intégrales u et ¢, nous étions par-
tis des deux intégrales

U=Mu—+Ny, V=Mu+ Ny, (MN—MN#o0)
nous aurions eu le tableau des périodes

’ ~! !
Q’l’ Q” 93’ Qb’
C,ly C’zv Clsv C,b’
avec la relation
2, &, — 058 =o,

et I'on sait qu’en posant
Q; = A} +B;y—1,

la somme A B, — A B/ n’est pas nulle. Mais nous pouvons évi-
demment choisir M et N de maniére que Q| soit nul et par consé-
quent A, et B|, et alors I'expression précédente serait nulle, ce qui
nous améne a une contradiction.

La méme démonstration est applicable dans le cas ou ¢ est
quelconque. Les périodes étant, pour le systéme d’intégrales u,,
Usye ooy Ug, :
W11, W12, «.., Wg2g,

Wy, W, «..; Wa2g,

cevy sesy asey eeesy

Wq1, Wg2; «o.y Wgagq,
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on établira que, si le déterminant des ¢ figurant dans la relation

k=2q i=2q

—~
E : C,’k(x)u’,' (Ds'k =0
k=1

i=1
est nul, on peut, par unetransformation de degré convenable, rem-

placer le systéme des périodes par le suivant :

QH’ 9127 ey Qi,2qy
Qﬂa 922; vy 92,217'
ey ceey caey seeey

Qq,l) Qq,‘ly (RS Qq,2qa

et enire les périodes correspondant a deux lignes quelconques de
rang o et 8, on aura
Qa,,l Qg,z— Qaﬂ Qg,i -+ Qa‘s Qp,k
— Qs Qo arg Qoo —Quar Qap =0,
ou r est moindre que gq.
De plus, puisque r est moindre que ¢, on peut, en considérant,

au lieu de u,, u,,..., uy, des combinaisons linéaires de ces inté-
grales, supposer, en gardant les mémes notations, que

Q

b1 =0, 2,3=0, ..., Qo 1=0.

Mais nous savons que, en posant

Q. i=A;+ B[‘/—Tf,
la somme

AiBo— ABi+ A3 By — A Bs+. ..+ Agr 1 By — Ay By y

n’est pas nulle, ce qui nous améne encore & une contradiction,
puisque, ici,

Ai = 0, Bi = 0, A3= o, B3 =0, ... Ag,-_i =0, B2r—l = 0.

4. Nous allons nous borner dans ce qui va suivre au cas ou la
courbe considérée estdu second genre, en la prenant immédiate-
ment, comme il est permis, sous la forme

(6) »i=R@)=2(1—2)0— Rz)1— Lz)(1— m2z).
Nous nous proposons de traiter le probléme suivant :

Trouver les expressions générales de k2, I* et m?, telles qu’tl
XI. 3
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existe une intégrale de premiére espéce correspondant & la
courbe précédente, ayant seulement deux périodes.

Admettons donc que I’on puisse trouver un polyndéme du premier
degré f(x), de maniére que l'intégrale

* f(z)dr
Lo ‘/-“‘_(;j

ait seulement deux périodes.
Désignons par P(z) et Q(z) deux intégrales normales de pre-
miére espéce correspondant a la relation (6).
On aura comme tableau des périodes de ces intégrales
1 1 G H,
(7) g 1 o H G

On a d’ailleurs

| L&) AT AP (2)+BQ(x),
v R(z)
A et Bétant deux constantes convenables. Ses périodes sont donc
B, A, AG +BH, AH - BG,

et elles doivent, par hypothése, se réduire & deux. Par suite, on
doit avoir

m B+ nA+p (AG+BH) + ¢'(AH + BG) = o,

m' B+ n' A+ p'(AC -+ BH) + ¢'(AH 4+ BG) = o,
lesm, n, p, q étant des entiers, et)’on suppose, bien entendu, que
Pon n’a pas

_— — = - — 2,

Ces équations peuvent s'écrire
A(n+pG +~gqH) +B(m +~pH+ ¢ G) =o,
AR+ p' G+ g H)+B(m' +p'll+¢'G)= o,
d’oii, par suite,
‘ o= nm' — mn' +)pm' — p'm)G'
(8) +(gm'—qg'm+ np'—n'p)H
? -+(ng'—n'q)G +(gp'— pq') (H2— GG').

Telle est donc la relation qui doit exister entre les quantités G,
G' et II.
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5. Transformons tout d’abord ce premier résultat. Une trans-
formation du premier degré substitue aux intégrales normales
P(x) et Q(z) deux nouvelles intégrales pour lesquelles on a le
tableau de périodes

o 1 G, H
I o }!‘ Gl,

et 'on a, comme on sait [voir Heemite, Sur la transformation

des fonctions abéliennes (Comptes rendus de I’ Académie des
Sciences, 1855)],

G, = (db)op‘i-(db)uG‘*‘-‘Q(db)osH +(db>02G'+(db)z3(H2— GG’)
1= (ab)01+(ab)31 G+2(ab)03H +(ab)og G' + (ab),3(H2— GG’)’

H __(ad)or+(ad)31 G +[(ad)es +(ad)e JH+(ad)e: G' + (ad)ss (H2 — GG')
1= (ab)o1+(ab)3 G + 2(ab)os H+-(ab)s G'+ (ab).3 (H2— GG')

G = (ac)o1+(ac)31 G+ 2(ac)os H + (ac)os G'+ (ac)s; (H2+ GG')
17 (ab)o1+(ab)es G+ 2(ab)os H +(ab)oy G+ (ab)qe; (H2— GG')’

ou 'on a posé, d’une maniére générale,
(ad);j= a;dj— a;d;.
Les a, b, ¢, d sont des entiers vérifiant les relations

[ aods+ bocz— coby— dpaz = aydy+ bycs— c1by—dyas=1,
aody+ byey— coby— dyay = o,
aydy+ bocy— coby— dyas=o,
ajd;+byicz— c1by— dyaz = o,
asd; + bycy— c3b3— dsaz = o,

(9)

systéme qui a fait I'objet des recherches de M. Hermite (voir loc.
cit.).

Cela posé, nous allons voir que, G, H et G’ étant supposés
satisfaire a la relation (8), on peut trouver des entiers (a, b,c,d)
vérifiant les relations (g) et tels que H, soit I'inverse d'un nombre

entier D. La relation (8) devra alors étre susceptible de prendre la
forme

(ad)os +(ad)s; G+ [(ad)os+(ad)sy JH + (ad)es G'+ (ad)ss (H2— GG') 1

2

((lb)bl—i—(ab)” G+ [(ab)uz—\—((lb)zl _| H +(ab)uG’+(ab)n(H’-—- GG’) - D.
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On aura done¢

ay(Ddy -~ by)— a;(Dd,y — by) = h(nm' — mn’),
a3(Dd;— b,) — a;(Ddy— b3) = A(ng'—n'q),
ay(Ddy— by)— a3(Ddy— be) = A(gm’' — q' m),
ay(Dd\— by)— as(Dds — b;)= A(np,— n'p),
ao(Ddy— by)— a3 (Ddy— by) = A (pm’ — p'm),
as(Dd;— b3)— a3(Dds— by)= A(gp' — pq’),
A étant un nombre évidemment rationnel.
On déduit de ces équations, a I'aide des relations (6),
(g bis) , D=xi(gm'—mq +pn'—p'n),
et nous supposerons d’abord le coefficient de A différent de zéro.
Les bindmes nm'— mn', ng'— n'q, ..., gp'— pq' n’étant pas
tous nuls, soit nm' — mnr’' % o.
Les équations précédentes se réduisent alors, en posant

Ddo—bo= Ao, D(l1—61= Aiy Ddg——bzz Ag, Dd3—b3=A3'

a
[ ay(nm'— mn')=a,(np'— n'p)+ a,(pm'— p'm),
az(nm'— mn')= a,(nqg'— n'q)+ a;(gm’'— q'm),
As(nm' — mn') = Ay(np'— n'p)+ Ay(pm'— p'm),
As(nm' —mn')=Ao(ng'—n'q)+ Ay (qm'—q'm),
apAj—ag Ag= A(nm'— mn');
(10) et les relations (9) se réduiront alors a

aod; + aydy— ardy— az dy =1,
@y C3 + @y Coa— Ay €| — A3 Cy = O,
Agcs+Ajes—Ascy— Azep = —11,
Avdi+ Aydy— Agdy — Aydy=o,

Co d3+ Cidg— Co dl-—03do=0.

11 s’agit maintenant de rechercher si 'on peut trouver des entiers
(ay A, ¢, d), puis la quantité fractionnaire A, satisfaisant aux rela-
tions (10), et A étant tel que la valeur de D tirée de I'équation
(g bis) soit entiére.

8. Nous simplifierons les calculs en supposant m'=o0,n = o,
ce qui ne diminue en rien la généralité, car on peut supposer les
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deuxrelations entre les périodes (n° 3), écrites de telle maniére
qu’elles ne renferment chacune que trois périodes; de plus on peut
considérer m, p, g d’une part, et n/, p', ¢' d’autre part, comme
premiers entre eux, et I’on a d’ailleurs m et n’ différents de zéro.

Les relations (10), aprés quelques modifications, vont alors
s'écrire

Rmay=n'pay+mp a;, n'mAy=n'pA;+ mp'A,
nmas=n'qay+mq'a;, n'mAy=n'qA,+mq'A,,

ay= M — mn'c;+ n' pe;+ n'qey),
ay = — A(— mn'c, + mp' ci+ mq’¢y),
Ay=  N—mn'd;+ n'qd,),

(1) Ay=—2(—mn'dy+ mp'd, + mq'd,),

A[mn'(eyds — c3dy)+ mp'(c3dy— ¢, dy)
+(mq'+ n'p)(cidy— czdy) '
+ (pq'—p' q)(cvdi—cidy) -+ n'g(cods — cady)] =1,

Cod3-+- Cy dg —_ ngl — C3 do =0.

Nous prendrons %= -, § désignant le plus grand commun

|

diviseur entre
nln', nlp" mql+ ’l’p, pq,_qu’ nlq,

et 'on verra bien facilement que § divise mgq’ et n/p, en se rappelant
que m,p, g d'une part, et »/, p/, ¢’ d’autre part, sont premiers
entre eux.

Dans ces conditions, les valeurs de a,, a,, A, et A, tirées des
équations précédentes seront entiéres, quels que soient les c et les
d, etl’on voit sans peine que, a,, @, et A,, A, étant ainsi choisis,
les valeurs de a,, a;, A, et A, tirées des quatre premiéres équa-
tions (11) sont également entiéres : on trouve en effet

ay=A[n'pey—mp'c3+(gp'—pg')cols
as=A[n'ges—mq' c3+(pqg'—p'q)e1l,

et des valeurs analogues pour A, et A;.
Et de méme la valeur de D tirée de l'équation (g bis), qui
s’écrira
D = A(— mq'+ pn'),

est bien aussi entiére.
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Nous avons donc simplement a vérifier que ’on peut trouver des
entiers Co,C;,Ce,C3 €t dy, d,, ds et d; satisfaisant aux deux der-
niéres des équations (11). Ces équations sont

a(cads —c3ds )+ B(czdy—c1 dy)
—+ ‘[(Ctdg—ng‘)+a(00d1—Cldo)+E(Codg—ngo)= I,
Cods—l- c1dy— cydy— c3dy = o,

et les entiers «, 3, v, 8 et ¢ sont premiers entre eux.

On s’assure aisément que l'on peut trouver des entiers (¢, d)
vérifiant ces équations (6). Fait-on, par exemple, d;= o, d;=1,
c3=o0,si B et3oug, v, ¢ et « ne sont pas nuls a la fois, les équa-
tions deviendront

) co= c2dy,
puis

¢ (0d} —ydy—cedy+a)—ci(B+3dy)=1:

telle est la seule relation entre ¢,, c,, d, et d,. Prend-on convena-
blementd, et d,,

B+3dy et 8di—ydi—edy+ 2

seront premiers entre eux. Pour le voir bien nettement, remar-
quons que
B,d, ¢ et 3d}—ydi+a

seront, si d, est convenablement pris, premiers entre eux, et l'on
peut, d’ailleurs évidemment supposer que

32d} — 4ddy+ ad + B=

n’est pas nul, sid et ¢ ne sont pas tous deux nuls.
On a donc deux expressions

M+ Ndy, M;+ Nydo,

ou

M,N,M; et N,
sont premiers entre eux et MN, — M, N n’étant pas nul, et I'on a
alors simplement a vérifier que d, peut étre pris de maniére que
ces expressions soient premiéres entre elles, comme on le voit
immédiatement. Si 3 et ¢ sont nuls 4 la fois, on reconnait de suite
que

B et --yd-ia
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seront, pour d, convenablement choisi, premiers entre eux. Donc,
en résumé, on pourra satisfaire a I’équation

co(8d} —ydi—edy- a) — ¢ (B +3dy) =1,

si 3 et 8 ou g, v, ¢ et ane sont pas nuls a la fois.
Le second de ces cas particuliers se traite immédiatement; que
I'on prenne alors, en effet,
di=o, ¢ =1,
on aura les équations
8dy+0ody =—1,
cods;+ dy = c3d,

etl’on peut y satisfaire, puisque @3 et ¢ sont ici premiers entre eux.
Examinons enfin le cas ou $ et ¢ seront nuls a la fois. Nous fe-
rons
ca=0, dy=1,

et les équations deviendront

Yei+eco—acy =1,
cods+ ¢y = cady;

la seconde équation donne c, et la premiére devient alors
C3(‘.’do— a) -+ Co(i —_ 'Yd;;) =1,

évidemment résoluble.

7. Dans les calculs précédents (n° 4), nous avons supposé que
nm' — mnr' était différent de zéro; mais, les bindmes nm' — mnr/,
ng'—n'q, ..., qp'— pqg' n’étant pas tous nuls, on pourra toujours
opérer en suivant une voie analogue & celle qui vient d’étre indi-
quée. Il faut maintenant voir quel parti on peut tirer du résultat

précédent. Sila valeur de D, donnée par I’équation (g bis)
D = A(gm'— mq'+ pn'— p'n),

n’est pas nulle, la valeur de H, sera la quantité finie %, et G, et G,

auront des valeurs finies bien déterminées. Nous aurons alors, dans
ce cas, un tableau de périodes intégrales normales

onG',%

1 0 G,

L
b
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mais une circonstance particuliére doit nous arréter maintenant :
je veux parler du cas ou I'on aurait D = o; les valeurs de G,, H,
et H, seraient infinies et le résultat se présenterait sous une forme
illusoire. Nous allons montrer que cette circonstance ne peut se
rencontrer, c¢’est-a-dire que 'on ne peut avoir

gm' — mq'+ pn'— p'n = o.

La relation entre G, H et G’ serait, en effet, dans ce cas (équa-
tion 8)
{ nm'—mn'+ (pm' —p'm)G' +2(gm'— mq')H

() ( -~ (ng'—n'q)G+ (gp'—p'q’) (H2— GG') =0

avec la condition
gm' — mq' = np’'— pn/,
et nous allons voir qu’une pareille relation ne peut exister entre les
trois quantités H, G et G/, qui jouissent, comme on sait, de la pro-
priété suivante. On a, en désignant par %, g et g’ les coefficients
de ¢ dans ces quantités,
h2— gg'<o.

Considérons d’abord le cas ou p'q — p'qg = 0. On peut alors sup-
poser que p'=o et ¢'= o, car les relations entre les périodes (n°3)
peuvent, dans ce cas, étre remplacées par deux autres, dont la
seconde ne renfermera que A et B. On aura donc

nm'— mn'+ pm'G'+ 2gm'H — n'qgG =o
avec la condition
qm' =—pn';
on aura par suite
pm'g +2qm'h—n'qg =o.
p et k ne sont évidemment pas nuls a la fois, ni m'et '. Soit n
. , . 2
différent de zéro, on aura, en substituant p = —-——qn—'f- dans la se-
conde équation,
—gm?g +a2gm'n’'h —n'2qgg =o.
Or ¢ n’est pas nul, parce que p serait alors nul; on a donc

m'tg' —am'n'h+ n'tg = o,
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et, comme 7' et r' ne sont pas nuls tous deux, il en résulte néces-
sairement

n—gg'>o,
ce qui est contre I’hypothése.

La vérification directe du théoréme précédent nous entrainerait
dans des calculs pénibles; la voie indirecte que nous allons ex-
poser nous conduira bien plus simplement au résultat. Partons
d’un systéme d’intégrales normales pour lesquelles H, G et G/, sa-
tisfaisant d’ailleurs 4 la relation nécessaire k2 — gg’ <o, vérifie-
raient équation (12), et I'on suppose d’ailleurs que pg' — p'q est
différent de zéro.

Effectuons une transformation correspondant & I’entier positif £.
Les coefficients (a, b, ¢, d) de la transformation satisfont, comme
on sait, aux relations (Hermite, loc. cit.)

agbz + a1by— asby— az by = o,
@yC3+ A1Cy; — A€y — A3Co = O,
agdz+ aydy — asdy— azdy = k,
bocs + bycg —byey —bzco =k,
by d;+ bydy— bydy— b3dy = o,
cods+ ¢y dy— cadi— cydo=o.

Nous allons prendre

bo = m’, b1 = n’, bz =p" 'b3 = q,,

do=m, d.=n, dz:_p, d3=q;
I'avant-derniére des équations précédentes se réduit a
m'q 4+ n'p — np'— mq' = o,

qui est bien effectivement vérifiée..
Soit entore
ag =0, A3 =0, Cy=0, C3=0;
on aura
r 7. ’ ’
a g +ap'=o0, cg'+cp'=—k
ayq +a1p =k, cog +cip =o.

Prenons k égal a la valeur absolue de (pg’— p/q); il est clair
qu’alors les équations précédentes donneront, pour (a,, a4, ¢, ¢1),
des valeurs entiéres, et 'on aura alors tous les coefficients (a, b, ¢, d)
d’une transformation de degré k(k > o).
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Or, aprés cette transformation, G, H et G’ sont remplacées par

G, H etG),etl'ona

_ (db)o1~+ (db)s1 G +2(db)os H + (db)os G’ + (db)as (H1— GG')

Gy =
YT (ab)or+ (@b )31 G + 2(ab)os H + (ab)os G + (ab)es (H2— GG')

.

H, et G| sont données par des expressions analogues ayant
méme dénominateur; or le numérateur de G, est précisément

mn' — nm'+ (n'q — nqg')G + 2(m'q— mq')H
+(m'p —mp')G'+ (p'qg — pg’) (H*— GG),

qui est nul d’aprés I'équation (12). D’ailleurs le dénominateur de
G, est
agn’ —aym'— a1 q'G+2a,¢'H+ ayp'G,

qui n’est certainement pas nul; le coefficient de /— 1 est, en effet,
—a19'g+2a0q"h+aop'g’;

or p’ et ¢’ ne sont pas nuls a la fois, puisque pg’— p'q est diffé-
rent de zéro; a, et @, sont d’ailleurs proportionnels a p' et 4 — ¢/,
et Uexpression précédente est, & un facteur constant prés, diffé-
rente de zéro

9% +2p'q'h+ P28,

et elle n’est pas nulle, puisque A2 — gg’'<<o.

Le dénominateur de G, n’étant pas nul, on a donc Gy = o, et H,
et G, ont des valeurs finies parfaitement déterminées. Or on sait
que (Hermuite, loc. cit.), aprés une transformation de degré quel-
conque k, h*— gg' ne change pas de signe; en désignant donc
par g, h, et g’ les coefficients de i dans Gy, H, et G|, on devra
avoir

hi—g181<o,
puisque I'on a -
h*— gg'< o,
mais l'inégalité
hi—8181<o0

est impossible, puisque g, =o.
Nous arrivons donc a une contradiction, et il est par suite impos-
sihle de supposer, entre G, H et (', une relation de la forme (12).
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8. L’analyse qui vient d’étre développée nous permet donc
d’énoncer la proposition suivante :

S’il existe une intégrale de premiére espéce correspondant
la relation algébrique

r=z(1—=z)(—kz)(1— 8z)(1— mz),

qui ait seulement deux périodes, on pourra trouver un systéme
d’intégrales normales, dont le tableau des périodes sera

1
1 o = G

ot D désigne un entier réel et positif.

Ce théoréme donne immédiatement les valeurs de k2, {2 et m?®.
On sait, en effet, que, pour un systéme d’intégrales dont le tableau

des périodes serait
o1 GH

1 o H G

on a les valeurs de k2, {2, m? données parles formules de Richelot.
Soient

3'01 3 02 32 31 Cot o Cy o
35 303 . 3’3 305 ( Cy Co3 o o
323 313 325 3“

J5 T T "CG Cia €33 Co
et

C3 O 0 Cu

les seize fonctions 3 hyperelliptiques de M. Weierstrass et leurs
valeurs correspondant aux arguments zéro; on a

Cq3C,, Co3 Ca; Co3Cy
kr= 22370 pa 2037 e ZO3TH
Co1Cs C12Cot C12Cy

et les ¢ sont des fonctions uniformes de G, H et G'. Fait-on dans

1 i : foa
ces formules H = 5, on obtient I'expression générale des modules

répondant au probléme proposé, en y ajoutant toutefois, bien en-
tendu, ceux qui s’en déduisent par une transformation du premier
ordre. Ecrivons donc
] 1 ' 9 1 ' o > 1 '.
/i’:Pl(G, ﬁ, G)) 2= Fz(G.I—)LG)q ﬂl":‘.l‘;(G., ﬁ”(Gs)-
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Pour une valeur fixe donnée & 'entier D, A2, {2 et m? sont des
fonctions de G et G/, et il est aisé d’établir qu’entre ces trois fonc-
tions existe une relation algébrique.

On peut, par exemple, raisonner comme il suit. Tous les mo-
dules qui se déduisent de k2, {2 et m? par une transformation du
premier ordre sont des fonctions algébriques de ces quantités; une
fonction symétrique ® de tous ces modules reste d’ailleurs inva-

riable quand on remplace G, H et G’ par G,, H, et G| (voir n° 4). Or,

quand H a la valeur particuliére ]i), il y a une infinité de ces sub-

stitutions qui laissent H invariables, G et G’ se transformantlinéai-
rement; G, par exemple, étant remplacé par

Ci+CzG
b+ 6,G’

by, b,, ¢y, c, étant des entiers, tels que
bycg —bycy =1,
avec les formes suivantes pour by, b, et c,,
by=mD?, by=nD—1, c;=pD—1,

ol m, n, p sont des entiers.

Trois fonctions symétriques ® sont donc des fonctions de G
et G’ se reproduisant pour des groupes de substitutions effectuées
séparément sur G et G/, ces groupes rentrant dans la catégorie de
ceux que M. Poincaré a appelés fuchsiens; elles sont donc liées par
une relation algébrique, et il en est de méme alorsde F,, F, et F3.

Nous avons donc, pour une valeur donnée a I'entier D, la rela-
tion algébrique

J(k2, 12, m2) = o,

et la réduction & deux périodes peut s’effectuer, pour certaines in-
tégrales, quand 4, / et m vérifient cette relation.
Les fonctions © de deux variables pour H= IL) peuvent d’ail-

leurs se ramener aisément aux fonctions ® d’une seule variable, et
c’est en suivant cette voie que I'on devra effectuer le calcul des
modules %, [ et m.

9. Arrétons-nous un instant sur un cas particulier. Tout d’a-
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bord, pour D =1, on a, comme on le voit immédiatement en se
reportant aux expressions de k2, /2 et m?,

k2 =12,

et ce cas ne correspond pas, & proprement parler, a une intégrale
hyperelliptique.

Soit maintenant D = 2. A ce cas se rattache I’exemple suivant,
ol l'on a
Y=+ azt+ bxr?+ c.
, . , . ., dz
Tout d’abord, il est évident que les deux intégrales > et

zdz 9 . . .
8¢ ramenant, en prenant z* pour variable, a une intégrale

elliptique, n'ont que deux périodes; mais effectuons compléte-
ment la réduction pour nous assurer que ce cas correspond a
D=o.

Nous pouvons écrire

rr= (2= aj) (2~ aj) (2" —a3).

Soient M,, M, et M, les points a,, a,, a; et My, M5, M, les points
symétriques par rapport i I'origine. Nous considérons d’abord
I'intégrale

*do

oy ¥
ou ¥, est une des déterminations de y pour £ =0, et nous dé-
signons par A,, Ay, ..., Ag les valeurs de cette intégrale le long

de OM|, OMg, ce oy OMB.

On a évidemment
Av=—A, As=—A,, Aj=—A,.

On peut prendre comme périodes normales de I'intégrale pré-

cédente
wy = ZAi——ZAg, Wy = 2‘A2—2A3,

w3 = 2A1——2A2+ 2:\3—-‘2A[,, (1)5=2A5-——2A5
(voir Brior, Théorie des fonctions abéliennes, cas des intégrales
hyperelliptiques), qui se réduisent, dans ce cas particulier, &

wy=2A1-—-24A,, wy=2As—2Aj3,

w3==4A-2A-F2A;, wy=2A--2A,,
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et, en prenant ensuite la seconde intégrale
f‘r rdrx
—_—
0,50 ¥

les valeurs des intégrales le long de OM,, ..., OM, étant A’
A, ..., A}, avec les relations évidentes

A=A, A=A, A=A,
nous avons les périodes
o) =2A]—2A), wy=12A3—2A%, wj=—2A)+2A], o), =2A|—2A4A)
avec la relation entre les périodes
— W W+ Wy W) — W3, + w,w; = o.
Mais on voit que
wW3=w; et w,=—w,
en tenant compte de la relation

2A1— 2A1+2A3 =0,
et aussi

wh=—w), o),=uo),
Nous avons donc le systéme de périodes
W) Wy Wy —Wwy
W w, —w,

que, par une transformation du premier degré, on peut remplacer
par

o Wy 2We — Wy

U
20y —w; o W

ce qui nous donne un systéme de périodes d’intégrales normales :

I Wy
o - I ——
2 249
’
w'y 1
——= o0 -
20 2

On a par suite D = 2, comme nous voulions I’établir.
Remarquons que le cas considéré autrefois par Jacobi, ou

PM=r(t—2)(—ar)(1 — bz)(1— abx),
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@ et b étant deux constantes quelconques, rentre dans le cas que
nous venons d’examiner.

Soient en effet, d’une maniére générale, a,, as, as,a,, a; et agles
racines d’'un polyndme du sixiéme degré; on sait qu’'on peut rem-
placer ce polyndme par un polynéme du cinquiéme degré, soit par
exemplele suivant :

(1—t)(1—at)(1— bt)(1 — ct),

en posant
_(as—a;)(a 1—0!3) _(w—a)(am—as) _ (ay—a,)(a1—as) ,
(al—as)(az—aa) (a,—as)(az—-a;;)’ T (a1—a,) (a— a3)’

or, si le polyndme du sixiéme degré ne renferme que des puissances
paires de la variable, on aura

a; = —Qaq, a,= —Aaz ag— —ds,

et 'on voit que dans ce cas ¢ = ab.

10. Il résulte du théoréme énoncé (n° 8) que s'il existe, pour un
polynéme donné R (z), une intégrale correspondante n’ayant que
deux périodes, il en existera nécessairement une seconde. Dans
certains cas particuliers, il peut arriver qu’il n'y ait pas seule-
ment deux intégrales, mais une infinité : je vais indiquer un
exemple de cette circonstance singuliére.

Je considére la courbe du second genre

yi=z(z—1)(x—a),

et soient les deux intégrales de premiére espéce

f’(z——a)dx “dx
W= — v= —_—
xq <o )’

En posant
Q=(1—)\)/‘n(_"_'_‘7‘:_)i.r, Q= A)f = “)dz‘)

—-(:—1z)f d=, U'=(1[_-n)fl

2 = cos 2E 4 sin 2%
= €08 — SN —»
3 3
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on a, pour le tableau des périodes correspondantes de ces inté-

grales,
9, O, A\Q, AQ,

U, U, 22U, A2U;
on reconnait d’ailleurs que
U=—2xQ, U=20.
Ceci posé, A et B étant deux constantes, l'intégrale A w + Bu
a pour périodes
(A—BX?)Q, (A-+B)2, (A—B)ra, (AX-+Bi)Q.
Si donc il est possible de choisir A et B de maniére que
m (A — BA2)=(A — B)),
m'(A+B) =Al-+ B,

m et m' étant des quantités réelles commensurables, 1'expression
Aw + Bu n’aura que deux périodes. Or ’élimination de A et B
entre les équations précédentes conduit a I'unique relation

mm'—m 4+ 2m'+1=o.

L’une de ces quantités, m par exemple, peut étre prise arbi-
trairement et I'on en conclut que l'intégrale de premiére espéce

‘/"(1— mA\)(x — a.')—l— (1—mA2)y dr

o >

n’a que deux périodes, m étant une quantité réelle commensu-
rable quelconque.

11. Revenons maintenant au cas général. Pour une valeur don-
née a 'entier D et aux constantes G et G’ dans les expressions de
k2, 12 et m? (n° 8), nous savons qu’il existe deux intégrales de pre-
miére espéce correspondant au polyndéme R (), n’ayant que deux
périodes.

Soit I'une d’entre elles

o [P0

*o,Yo Y

ayant précisément pour périodes o, 1, G, %-

Nous voulons étudier maintenant la substitution algébrique qui
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transformera l'intégrale précédente en une intégrale elliptique.
Etablissons a cet effet la proposition suivante ;
Soit la fonction © de Jacobi obtenue en faisant

2K= et 2iK'=G.

i
D .

V(P +Qa)dr
e[‘]‘;'.ﬁ Y a],

ol o désigne une constante arbitraire, est une fonction du
point analytique (z,y) qui a D racines.

Supposons que les racines de R(x) se présentent autour du point
(#0sY0) dans 'ordre a,, a,, a3, as, as, et figurons par a, le point
a l'infini (ce sera, si 'on veut, sur la sphére).

Un systétme de périodes normales de l'intégrale considérée
pourra étre représenté (voir Bmior, Fonctions abéliennes) par

L’expression

‘).A;I—2A2, 2A3—2A3, 2A1—2A2+2A3—2A5, 2A,v,—2A5,

en désignant par A; l'intégrale rectiligne prise depuis (4, 17) jus-
qu’en a,.

Nous pouvons supposer ici que
I

2A1—2As=1, 2A,—2A;3=G, 2A;—2A,+2A;—2A,=o0, 2A‘—2A5=D

Faisons dans le plan des coupures en joignant les points a,,
ay, ..., ag au point z,.

L’intégrale u sera alors une fonction uniforme du point (z, )
et la restriction apportée par les coupures ne change pas évidem-
ment le nombre des racines. Au point géométrique z corres-
pondent deux points analytiques z,y et £, — y avec les valeurs
u et = 2A, — u. Nous avons donc a chercher le nombre des
racines du produit

B(u—a)8(u—a),

Le nombre des racines sera donné par I'intégrale définie

;—;—l [b/‘dloge(u —a)80 —!—fdloge(u’—u)].

I'intégrale étant prise le long du contour dans le sens marqué par
les fleches; ou bien, en supposant I'une des intégrations faite
XI, ] 4



dans le sens direct, 'autre dans le sens inverse,

#i [fdloge(u’-—- a)——fdlog@(u—a)].

Désignons par m'.le point variable sur le contour relatif a la
premiére intégrale et par m celui qui est relatif i la seconde, et
supposons que ces points marchent de maniére a se correspondre
de part et d’autre d’une coupure a.

Nous allons calculer

N_—-f ggz—a) EXT fdlogH

O(u—-a)
O(u—a)

en posant

Prenons successivement les lacets.

Nous avons, pour a,, &' = u, donc H=1, et, par suite, la partie
de l'intégrale est nulle.

Pour le lacet a,, on a

u—u=2A, —2A; =—1,

donc H=/1, et 'on a encore zéro dans l'intégrale.
Pour le lacet a;,

UW—u=12A—2A; —(2A1 —2A,)=G —1,

donc
8(u—a+ G—1) 2%i D ;
= — e— (1e—a+G).
H 5Ca—a) e—2xiD(n ;
car on a
9(u+%)=8(u) et 8(u+ G)= e *®Du+6Q(u),
donc

dlogH = —2niD.du,

et, en intégrant, on aura
—amniD.2A;.
Pour le lacet a,,
v—u=GgG,
et 'on a, dans I'intégrale,
amiD.2A,.



Pour le lacet a3, il vient
1
'—u =G+ —
u u -+ D’
et 'on a
—'ZﬂiD.2A5.

Il vient enfin, pour le lacet a,
1
wW—u=G+ D’
ce qui donne
aniD.2As.

Nous avons donc, en faisant la somme,
21'(1:[)(— 2A3+2A, —2A; + ZAG)
ou, ce qui est la méme chose,

) 21’fiD(2A1 —"A2x‘2),
c’est-a-dire 2miD.

. . aniD
Le nombre des racines est, par suite, a7 O D.

12. Considérons maintenant I’équation

"7 (P+Qa)dz _

(1)
0o Y

la fonction = de u sera racine d’une équation algébrique dont les
coefficients seront des fonctions doublement périodiques de u.

Soit snz la fonction elliptique correspondant aux valeurs indi-
quées précédemment de K et K’ et soit A, avec la méme significa-
tion que plus haut; nous venons de montrer que le produit

8(u)8(2A; —u)
est une fonction du point (z, ) ayant D racines. Or considérons
maintenant I'expression

snusn(2A; — u);
il est clair qu’elle est une fonction rationnelle de z et y, car elle
n'a qu'une valeur pour chaque valeur de ce couple; mais aux

deux points analytiques (z,y) et (x, —y) correspond aussi la
méine valeur, car v et 2A, — u se permutent simplement. Le pro-



— 52 —

duit précédent est une fonction rationnelle de z, et, d’aprés le
théoréme précédent, le numérateur et le dénominateur de cette
fraction rationnelle seront des polyndmes de degré D. La fonction =
de u, définie par I'équation (1), sera donc donnée par une équa-
tion de la forme

f(x)

F(_m =snusn(2A; — u),
/et F étant des polyndmes de degré D.
On voit, par suite, que 'entier D n’est autre chose que le degré
de I’équation algébrique donnant z en fonction de u.

13. On peut faire servir la relation précédente elle-méme a la
détermination des coefficients de la fraction rationnelle é Remar-

quons tout d’abord que P et Q peuvent étre considérés comme
connus. Dans le cas général, P et Q sont en effet exprimés par des
fonctions uniformes de G, H et G/, comme on le voit, dans le
Mémoire couronné de Rosenhain (Savants étrangers, 1851); il
suffira de faire H—= % D’ailleurs, le module et le multiplicateur
de la fonction snz, correspondant aux valeurs indiquées de K et
de K/, s’exprimeront aussi 4 I'aide de G par des expressions bien
connues. :

Or nous pouvons encore, pour simplifier, supposer que (x,,,)
coincide avec (0, 0), et c’est alors ’expression

sn,[f"(? + Qm)dz]
o yoo

qui est une fonction rationnelle de x, dont le numérateur et le
dénominateur sont des polyndémes de degré D. On développera
cette expression suivant les puissances croissantes de z. Entre
D —+1 coefficients de ce développement, a partir du second, devra
exister une relation récurrente dont on trouvera évidemment les
coefficients par des équations du premier degré. La connaissance
de cette relation entrainera celle du polynéme F (), et la méthode
des coefficients indéterminés donnera de méme, uniquement par
des équations du premier degré, les coefficients du polynéme f(z).
Le probléme se trouvera alors complétement résolu, et d’'une ma-
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niére explicite, car la transformation

1) _,
F(z)

transformera 'intégrale hyperelliptique en une intégrale ellip-
tique. Ajoutons, en terminant, que dans un de ses Mémoires du
Journalde Crelle et récemment dans son Ouvrage sur la théorie
des équations différentielles (Leipzig, 1882), M. Kenigsberger a
donné de nombreux et intéressants exemples de réduction d’inté-
grales abéliennes aux intégrales elliptiques et s’est proposé de gé-
néraliser le probléme de la transformation de Jacobi. On vient de
voir que le degré de cette transformation, quand elle est possible,
n’est autre que I'entier D qui figure dans les expressions générales
que nous avons données de k2, [* et m>.



