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Quelques théorémes de Géométrie & n dimensions;
par M. V. SchLEcEL.

(Séance du 7 juillet 1882.)

Introduction. — Parmi les notions de Géométrie susceptibles
d’étre étendues a n dimensions se trouve aussi celle de la figure
complétement limitée..Quant aux figures réguliéres (polygones et
polyédres), on sait qu’il y a dans l'espace & quatre dimensions
six figures de cette espéce, et, en général, qu’il y a trois séries de
figures réguliéres, dont les premiers termes sont : 1° le triangle
et le tétraddre ; 2° le carré et le cube; 3¢ le carré et Poctaddre ().

Mais il n’est pas nécessaire de se restreindre aux figures régu-

(*) Strixcusu, Regular figures in n dimensional space (Americ. Journal of
Math., Vol. 111, p. 1.)
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liéres. Dans un Mémoire intitalé : Théorie des figures composées
homogénement, qui va paraitre bient6t dans les Nova Acta Aca-
demice Leopold. Carol., vol. XLIV, j’ai établi la notion des figures
Jimitées homogénement. Je dis qu’une figure 4 n dimensions est
limitée homogénement si: 1° 4 chaque sommet se rencontrent le
méme nombre d’arétes, de plans, de corps, etc.; 2° suivant chaque
aréte se rencontrent le méme nombre de plans, de corps, etc., etc.
En disant, pour abréger, « homogéne » pour « limité homogéne-
ment », on voit que tous les polygones plans sont homogénes. On
peut démontrer que, dans I’espace a trois dimensions, il n’y a que
cinq espéces de polyédres homogénes, dont les cas spéciaux (les
polyédres réguliers) naissent par la supposition que les figures
limitantes soient réguliéres. Egalement, il y a six figures homo-
génes dans I'espace & quatre dimensions et trois dans tout autre
espace.

Dans ce qui va suivre, je vais démontrer qu'on peut étendre
quelques théorémes de Géométrie a I'espace a n dimensions. A cet
effet, il sera nécessaire d’examiner les trois séries de figures I'une
aprés l'autre.

Quant a laméthode de recherche, iln’y en a qu’une seule qu’on
puisse employer, si I'on veut obtenir les résultats géométriques
par des calculs simples : c’est la méthode de M. Grassmann. Pour
comprendre les recherches suivantes, il suffira de savoir que, si e,
et ey sont deux points d'une droite, chaque point z de la droite
peut étre représenté par 1'équation

(11 -+ a,)x=a1e1+ dg Cq,

ol «, et a; sont deux nombres réels, dont la somme peut étre
posée égale a 1. On tire de cette équation

ey—x - 73

r—es
Cette équation dit que le rapport des distances e,z et ze, est
égal a :‘i:- Il faut encore savoir que le « produit extérieur » de deux
points A et B estla longueur de la droite entre A et B; que
(AB) =—(BA),

d’ott il suit que
(AA) =o.
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(La distance A — B et la partie linéaire AB sont deux notions
différentes. Deux distances de méme longueur A — Bet A, —B,
sont égales, si elles sont situées sur la méme droite ou sur deux
paralléles‘ au contraire, deux parties linéaires AB et A, B, seule-
ment, si elles se trouvent sur la méme droite.)

Egalement on peut dériver un point z, situé dans le plan, de
trois points e, €, €3, au moyen des nombres a,, ., a3, par
Péquation

X =€+ Ugey+ dzez (o dy+ a3 =1);

et ainsi de suite.

I. — Ficures pE LA PREMIERE SERIE (').

Triangle. — Soient e,, e,, e; les sommets d’un triangle. Les
centres des arétes (zy, 3, Z;) sont déterminés par les équations

€y + €3 ez + € €1+ €3

(1) w1=‘T) Ty = - Z'3=-—2—1,
d’ott Pon tire
(2) ey €9+ €3= 2T+ € = 23 + €3 = AT3 + €3.

Ces équations disent que les droites z, e,, xy€,, x3€; passent par
un point (z) qui est donné par I'équation

(3) 3z =e; 4 ey + e;

par conséquent, x est le centre de gravité du triangle.
Si I'on remplace dans I'équation (3) ey ¢; par sa valeur 2,
on obtient )
_ 3x=e1+2x;
et, en retranchant 3 e,
3(g—e)=2(x1—ey)

ou
xr — ey 2
TG R
xr1— ey 3

ce qui exprime la propriété connue des transversales.

(') La premiére figure de cette série est, & proprement parler, la partie d'une
droite comprise entre deux points, mais elle n’offre pas de qualités remarquables
pour notre but.



- 175 —

- Tétraédre. — Soient ¢,, e,, €3, e, les sommets d’un tétraédre.
Alors les centres des arétes sont

er—+ €
2

Trs=
et les centres des faces

e+ es+ e;
Ty = ——g—— (r, s, t, u=r1, 2, 3, 4).

Soient y, el y, des points quelconques donnés sur les droites
xye, et xaey; on a ’

Yi=aj€e1+ 31@'1 (g + ﬂ,: 1),
Y2 = g€+ ﬂz@z (12+ ﬁz'—: I)

ou
Y11= a4 61“'%‘82*‘%63""%8“
}'g:%—’-ei-l— agegvf--‘;—ie,g—f—%eg.

Pour que les deux points y, et ¥, coincident en un point z, il faut
que les coefficients des points ¢,, es, ... soient égaux deux i deux,
parce qu'un point ne peut étre dérivé de quatre autres points que
d’une seule maniére. On a donc les conditions

_ B B

“1-—--5-’ Qg = §’ ﬁr—‘ﬁ:

ou

En ajoutant la condition

on obtient
21 2%’ @1 = %)
et les valeurs de y, et y; deviennent
€y + s+ ey €y
= ————-—z———————,
donc les droites z, e, et zye, passent par le centre de gravité du

tétraédre. En changeant les indices, on voit que les droites z; e,
et z;e, ont la méme propriété. On a donc le théoréme connu :

Les quatre droites qui joignent les sommets d’un tétraédre
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avec les centres de gravité des faces opposées passent par le
centre de gravité du tétraédre.

En remplagant dans la formule
AT =e31+ ey+ €3+ ¢,
ea—+ e;+ ¢, par la valeur 3 z,, on obtient
fx=e;+ 3>y
et, en retranchant 4 e, des deux cédtés,

4(x— €y) =3 (w1—ey)

ou
xr— ey
&ry— €4

=3
=%

ce qui exprime la propriété connue des transversales du tétraédre.

En remplacant, d’autre part, e,+ e; par 2z,, et e;+ e, par
2 3y, 1l vient

47 = 2213+ 2Ty
ou
= T12+ Tsp
2
De méme
— T13+Top _ Tut+ D3 |

x =
2 2

On a donc le théoréme :

Le centre de gravité d’'un tétraédre est au milieu de la droite
qui joint les centres de deux arétes opposées quelconques.

Pour le triangle z;; e, ey, les résultats obtenus donnent encore
le théoréme :

Les droites qui joignent deux sommets d’un triangle (e,,e,)
au milieu de la troisiéme transversale (3yx,2) divisent les

arétes (x3se,, Zarez) dans la proportion 1:2, et se divisent
entre elles dans la proportion 1 : 3.

La projection d’un tétraédre sur le plan est un quadrilatére avec
ses deux diagonales (il y a.deux formes de cette figure, selon
qu'un sommet est situé dans le triangle formé par les trois autres -



— 177 —

ou non). Les théorémes énoncés ci-dessus sur le tétraédre de~, .
viennent pour la projection les suivants :

Si Pon joint chaque sommet &un quadrilatére avec le centre
de gravité du triangle formé par les trois autres sommets, cés
quatre droites passent par le méme point et se divisent entre
elles suivant la proportion 1:3. Passent aussi par le méme
point les trois droites qui joignent les milieux de deux arétes
opposées et ceux des diagonales du quadrilatére, Ces droites se
divisent en parties égales.

Pentaédroide. — Nous appelons ainsi (suivant M. Stringham)
la figure & quatre dimensions. qui est limitée par cinq tétraédres,
dont quatre ont chaque fois un sommet commun.

Soient ey, €3, ..., e; les sommets de cette figure. Alors les
centres des dix arétes sont

e+ e
—_—

Xy =
! 2

les centres des dix faces
ey + e+ ey

Trst = 3

et les centres des cinq corps limitants

epr—+ e+ €+ €y

Xy = — (rys, t, u, v =1, 2, 3, 4 5).

4

Soient y, et y, des points quelconques donnés sur les droites
Z,e, et zye,; on a
r=we+ oy lag+By=1),
Ya2= %z€3+ ?sfl‘z (22 + ?: =1)

ou

yi=16 ~+ —e,+p'e,+?"e +E-'-e,,
yi= g_’e,+ dses + &e,—ki ey + a’e,.
4

Pour que les deux points y, et y, coincident en un point a:’, il
faut que les coefficients des points e,, e, ... soient égaux deux i
deux (comme ci-dessus). On a donc les conditions

b et

A= -_i-* 81 =5,
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En ajoutant la condition
) . ay + Bx =I,
on obtient
ay = %» si = %a

et les valeurs de y, et y, deviennent

_ et esre+etes
’ 5

Donc les droites «,e, et z;e, passent par un point qu'on peut

appeler, par analogie, « centre » du pentaédroide. En changeant

les indices, on voit que les droites zse;, zi€,, z5€5 ont Ja méme

propriété. On a donc le théoréme :

Les cing droites qui joignent les sommets d’un pentaédroide
avec les centres des corps opposés passent par le centre du pen-
taédroide.

En remplagant dans la formule
S52=e1+ ey+e3+¢,+ €5
e;+ ey e,+ e; par la valeur 4z,, on obtient
S5 =e+ 4,
et, en retranchant 5 e, des deux cétés,

5(3"-—81):4(1‘1—8‘)

ou
X — €4
xry— €

=4,
=3

Donc : Les cing droites ci-dessus mentionnées se divisent entre
elles suivant la proportion de 1: 4.

‘En remplagant, d’autre part, e, - e; par 2 2 el e;—+e,+ €5
par 3 23,5, il vient
S5z =a2xy9+ 3x3s

ou
5(x — x13) = 3(Zay— T12),
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ou
T —Xyy. _3_
T35 — T12 5
c’est-a-dire que : Les diz droites qui joignent le milieu de chaque
aréte avec le centre de la face opposée passent par le centre du

pentaédroide et se divisent entre elles’ suivant la proporuon
de 23 3. :

La projection d'un pentaédroide dans Pespace est un corps qui
affecte deux formes, selon qu’un sommet est situé dans le té--
traédre formé par les quatre autres ou non. On obtient les deux
formes en joignant un point (5) situé dans un tétraédre, ou en
dehors, avec les quatre sommets (1,2,3,4). Alors les cinq té-
traédres sont 1234, 1235, 1345, 1245, 2345. On voit aussi faci-
lement qu’aucune des arétes et des faces du pentaédroide n’a dis-
paru par la projection.

Les théorémes énoncés ci-dessus sur le pentaédroide, appliqués
a sa projection, deviennent les suivants :

Si lon joint un point avec les sommets d’un tétraédre et .
chacun de ces cing points avec le centre du tétraédre formé
par les quatre autres, ces cinq droites passent par le méme
point et se divisent entre elles dans la proportion de 1: 4.
Passent aussi par le méme point les dix droites qui joi-
gnent deux & deux les milieux des arétes avec les centres

des faces opposées. Ces droites se divisent dans la proportion
de 2:3.

Figure a n dimensions. — Sur la figure & n dimensions se
trouvent des figures limitantes a o, 1, 2,...(n —1) dimensions,
c’est-a-dire des sommets, arétes, faces (triangles), corps (té-

traédres), etc. Alors le nombre des figures limitantes 4 & dimen-
sions est (')

(n+D () (n—0. .[n—(k—1)] _ .
ra3 (k1) = (n + ).

(') Voir .Strisuuaw, loc. cit., p. 2. — Pour k = n—1, on obtient (n +1)®™ ou
n-+a.
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Par conséquent, il y a

(n +1) sommets,
(n —+1)* arétes,
(n +1)3 faces, etc.

Soient ey, ey, ..., €444 les sommets de la figure. Alors les
centres des arétes sont

er+ e,

’
2

les centres des faces
er -+ er e,
3
et, en général, les centres des figures limitantes a3 & dimen-
sions
er+ep+...+ €reie
k+1

(r=1,2,3,... 0 +1).

Chaque figure a & dimensions est située vis-a-vis d’une autre
4 (n— k—1) dimensions. Le nombre des unes est aussi grand
que celui des autres, i cause de 'identité

(n -+ 1)(k+l) — ( n-— l)(n——k4l+l).

Soient
e+ ey+...+ epiq

k__ €2t e3-t...+ €rpe
- k1

@X
1 k+1

k_
y Ty =

les centres de deux figures limitantes a & dimensions,

—k—1 Clart Chaf ...+ Eppq+ €4
" = ’
1
n—k
k1 — €ty Chap oo Cpyq—+ €9
2 n—k

les centres des figures situées vis-a-vis des premiéres.
En outre,
k —k—
1=, &+ Bix] k-t (a1 + B1=1),

Y= 121‘;‘4‘ B,x';_"_‘ (ag+ Fh: l)

deux points quelconques donnés sur les droites x’,‘x’,""" et

g 237%1. En remplacant les points z par leurs valeurs, on ob-
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tiendra
R R R =
Jr= kaf:‘[ + np-:—e!k; ,:f:’l Tt %ﬁ%
ook | Proen | Batnn

Pour que les deux points ¥, et y; coincident en un point z, il
faut avoir

B %2 X @z

n—%k ka1 k+1 n—k

oAy = dg,

et, par conséquent,
pl = 32:
ce qu’on peut écrire ainsi :

ay N 8, B2

Fri k+1 n—Fk n—Fk

En ajoutant la condition

a4+ Bi=1,
on obtient
a_k-i—l ﬁ__n——k
"= a TR

et les valeurs de y, et y; deviennent

e+ ey+...+ €pyy
r = ’
n--i

ce qui est le centre de la figure donnée a n dimensions.
On a donc le théoréme général :

Dans une figure de la premiére série et a n dimensions,
les (n 4 1)+ droites, qui joignent les centres de toutes les
figures limitantes a k dimensions avec les centres des figures
opposées a (n—k — 1) dimensions, passent par le centre de
la figure donnée et se divisent entre elles suivant la proportion

de (k +1) :(n—k).

Ce théoréme nc change pas si les # <=1 sommets de la figure
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donnée sont situés dans une étendue i moindre nombre de dimen-

sions. On a, en particulier, si les points sont situés dans I'espace
ou dans un plan :

1° Pour'k=o:

Etant donnés n + 1 points, les droites qui joignent chacun
d’eux avec le centre de gravité des n autres passent par le

centre de gravilé des (n 1) points et se divisent entre elles
suivant la proportion de 1: n.

2° Pour k=1":

St lon joint les (n + 1) points donnés deux & deux par des
droites, et le point milieu de chaque droite avec le centre de
gravité des (n— 1) autres points, ces derniéres(n -+ 1) droites
passent par le centre de gravité des (n+-1) points donnés =t
se divisent entre elles suivant la proportion de 2 : (n —1), etc.

Il est enfin aisé de voir qu'il y a encore d’autres propriétés du
triangle, susceptibles d’'étre étendues & la figure & n dimensions.
Mais il arrive quelquefois que ce n’est pas la figure générale qui
a la propriété dont il s’agit, mais une forme spéciale. Nous ver-
rons la méme chose dans ce qui suit.

JI. — FIGURES DE LA DEUXIEME SERIE.

Nous nous proposons maintenant d’étendre les propriétés' du
quadrilatére complet aux autres figures de cette série; mais il
faudra auparavant rechercher la figure analogue située sur la droite.
C’est, comme dans le premier cas, la partie comprise entre deux
points (e,e,), complétée par deux points harmoniques.

Points harmoniques. — Si deux points z, et z; sont har-
moniques par rapport i e; et e;, on a

(a1+ az) zy = aye;+ az €3,

(%1 — %3) Ty = 21 €1 — %z €35
car il suit de ces équations

11(.’171-“— 61) z=fa,(e,-——a:,),

% (xy— 1) = (22— €2)
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ou .
B _Hr—e 4'2—"01‘
a ey—Ty Ty— ey
ce qui est la relation connue entre les points harmoniques, En
oulre, on voit que, , étant choisi A volonté, z, est complétement
déterminé i l'aide des nombres a, et a,.
Avec les points A, B, C, on peut former les couples (A,B),
(B,C), (G, A). Alors on peut déterminer trois points C,, A,, By,
de fagon que les couples

(AvB)y(Ca Cl)’ (B’ C)»(Aa Al)) (Cr A))(B7 Bi)

soient harmoniques. On peut facilement établir les équations qui
expriment ce fait connu. ’

Quadrilatére complet (fig. 1). — Soit donné (fig. 1) um

Fig. 1.

point M dans le plan d’un triangle e, e;e; par I'équation
(1) M=oa,e,+ ayes+ azez (1).
Alors les points d’'intersection des droites Me,, Me,, Me; avec les
p ’ ’
arétes du triangle sont :
Mi=M—a ey = azyeq+ agey,
(2) My;=M —azey = aze3+ a4,
M;= M—aze; = a, ey -+ dgéey.

() Nous omettrons, pour abréger, le facteur numérique a-gauche, qui est tou-
jours égal a la somme des facteurs a droite.
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On a maintenant trois quadrilatéres, MM,e, M;, MM;e,M,,
MM, e;M,, dont les troisiémes d:agonales sont respectivement
€1€3, €3€y, e e;.

- Nous nous bornerons a étudier la premiére de ces figures,
MM, e, M,. Les diagonales sont M,M,, Me,, ese;. Les points d'in-
tersectlon de ces droites sont donnés par les équations

P1 =M2+M3 =M+a|81,

3) M, =ases+aze;3=M —a,ey,
( Moz =M,—M; =oz3e;—xze;.

On voit par ces équations que les couples
(P4 My, Me;), (M;M,;,eze3), (M:spn M:Ms)

sont harmoniques.

En permutant les indices circulairement, on obtient les mémes
résultats pour les deux autres quadrilatéres.

Comme

Mg~ Mps+ My = (My— M;) + (My— M)+ (M3—M;) = o,

on voit que les points M,,, Mas, M;, sont situés sur la méme
droite.

Les centres des diagonales M, M; et Me, (multipliés par 2)
sont
%z €3+ a1 €4 A e+ 2363

oy 4+ oy X+ Ay

(&) (e,—}—M)=(l+.a,)e,+a,e,+ase3.
On tire de (a)

(a) (M;+ M;) =

(ay+ag)(ay+oa3)(Me+M;)= ay[aze3+ azes+ (1 + 21 ) €1 |+ 2 03( ez +€y),
ou, a I'aide de (&),
(a1+ dz)(al-‘i— 13)(1“14- M3)=11(e‘+ M)+¢g¢a(eg+ 83).

~ Cette équation dit qu'il existe une relation numérique entre les
centres [$(M;+M;), $(es+ M), (e.+ e;5)] des diagonales du
quadrilatére complet, ou que ces centres sont situés sur la méme
droite.
Tous ces résultats sont bien connus, mais il fallait les démon-
trer ici, eu égard a I'analogie des figures 4 plus de deux dimen-
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sions et pour mieux préparer le lecteuraux calculs dont nous allons
faire usage. ‘ '
Ainsi nous allons démontrer I'analogie entre le quadrilatére

complet et la figure de quatre points harmoniques sur une droite:
~ 1° Si on multiplie extérieurement les équations des points har-
moniques

(4 as) zy = aj e+ as ey,

(t1— )Ty =aje1— oz,

par e, el par e,, on obtient (comme ¢, e, = e;e; =0)

(a4 a) (zre1) = az(eser), (a4 a2)(e2y) = ay(ezer),
(t1—a3) (Tr61) =—az(€2€1), (Wm1— %) (Z2€2) = a1(e1€3).
= as(eres).
Donc, par division,
(-1'161):(-’”:61).
(e271) (@a€3)

En remplacant (e,z,) par — (z,e;), on peut donner a cette
équation la forme
(z1€1) (22€3) _
(z1€3) (72€1)

-1

Multiplions alors extérieurement les équations du quadrilatére
complet MM, e M,;,

M; = a2,e;+ aze; par (ejes) et (ezey),
(2) « My=a3e3+ 2 ey par (ese;) et (erez),
( h]3= %y €1+ az€ez  par (egei) et (e,e;).

En ajoutant & gauche les facteurs omis, nous obtiendrons

(Mjyejes) = az(esejes), (Myeser) = as(esesey),
(3) (Mseses) = ar(ereses), (Mpeqes) =as(eseqes),
(Msezey) = as(eseser), (Msese;) = ag(ejeses).
Orona
(e1€263) = (€263€1) = (e3€103),

parce qu’un produit extérieur reste invariable par deux permuta-
tions de facteurs voisins.
Donc, par division,

(3a) (M1¢1¢:)=§a’ (M30361)=2, (Maeses) 2
(Myeser) @’ (Myese;)  ap (Maejer) a5’
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par conséquent

(Myeies) (Mgesey) (Maeses)

4) (Mieser) (Mseges) (Maeyes)

Comme un produit extérieur de trois points A, B, C représenta la
double aire du triangle ABC, on voit que la derniére équation éta-
blit, entre les triangles du quadrilatére complet, une relation tout
a fait analogue a celle qui existe entre les distances des points
harmoniques. .

Au surplus, on peut vérifier le dernier résultat par une simple
réflexion géométrique. On a évidemment

(Myeies) _ (Myes) =%
(Mjezey) (esM,) a2

et de méme les deux autres équations (34).

A cause de la relation (4), on peut dire quele groupe des points
M,, M,, M, est harmonique par rapport a ey, e,, €3, d’ou résulte
le théoréme :

Il y a dans le plan un nombre infini de groupes de trois
points, qui sont harmoniques par rapport & un groupe donné.
Avec ce groupe (eq, es, €3), chaque quatriéme point (M) déter-
mine trois autres points (M,, My, M) harmoniques par rapport
a (eys eq,e3).

2° Si I'on résout les équations des points harmoniques
(2 + o)y = 1€+ €3,
(ty—d) xy= 11— €3,
par rapport a e, et e,, en posant

g+ ay2= 2By, ay—adp= 2By,
on aura
(B1+B2) er= 121+ Baaa,

(B1—B2)es= 131271 — B2,

ce qui exprime ce théoréme connu :

Si le couple x,, x, est harmonique par rapport & (e, e:),
(ey, ex) est ausst harmonique par rapport @ z,, x».
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De :méme, en regardant les équations du quadrilatére complet

M= a,ei-{—(a,-#— aa)M,, v
M = a5+ (az+ a1 )M,
M = agez+ (g + %) M3,

on voit que les groupes (es, €3, €3), (My, My, M;) dépendent I'un
de I'autre par des équations analogues. Par conséquent, on peut
dire :

Si le groupe (M,,M,,M;) est harmonique par rapport a
Cei, ex,e3), (e, e2,e5) est aussi harmonique par rapport a

(Mly M27 M:l)'

Néanmoins, il faut remarquer que laréciprocité entre les groupes
(M,, M,, M;) et (ey, ez, e3) n’est pas aussi compléte que celle entre
les couples harmoniques (z,, z,) et (e, e2).

On voit, par exemple, que deux points e sont en ligne droite
avec un point M, mais non vice versa. 1l fallait s’attendre a cette
circonstance, parce qu’il y a réciprocité sur la droite entre deux
points, sur le plan entre un point et une droite; par conséquent,
il faut que la relation réciproque a celle de points soit une relation
de droites. En effet, soit

(e162) =¢e3, (e2€3) =¢1, (e3€1) =g¢y,

(M{M;) = g3, (M:M;) =y, (MsMy) = py;
alors on voit que deux droites . passent par le méme point avec
une droite ¢, ce qui est la relation réciproque a la susdite.

Donc on appellera exactement harmoniques entre eux les couples
(€1, 3y €3)y (1 pray ps) et (My, My, M), (&4, €2, €3).

3° Sil'on pose

a3=o0
dans les équations du quadrilatére complet (1), (2), (3), on voit
d’abord que le point ey est a l'infini; puis on aura

=M;, My=e;, Mi=es,
et les équations restantes sont

dzes= My—a ey,
Pi= M+ ayey,

¢’est-d-dire que les neuf points du quadrilatére: complet se sont
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transformés en quatre points harmoniques. Donc la derniére figure
est un cas particulier de la précédente, et 'on a le théoréme :

Soient donnés deux groupes de trois points harmoniques
(M,, M, M), (ey,es,e3). Siun point (es) est supposé a l’infini,
les autres points coincident en trois points (e, Ms, e,) d’une
droite, et la figure du quadrilatére complet, dont P, est le
point d’intersection des diagonales MyM; et M,e,, se trans-
Jorme en la figure des couples harmoniques (M, e,), (e, Py).

Hexaédre complet (fig. 2). — Soit donné un point M dans un
tétraédre e, e, e; e, par 'équation

(1) M = a e, + ase34 azes+ aje,.

Fig. 2.
&

Alors les points d’intersection des droites Me,, Me,, Me;, Me,
avec les faces du tétraédre sont
Mi =M— oy ey = tg€y- Uze3z—+ Ay, €4,
Me=M —ases = aze; -+ a, e, + 21 €4,
2
=) My;=M—a3e;= 2,6, %1€+ %z €3,

M,=M—ua,e,=aje -+ a5+ %365,
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Soit rst une permutation quelconque des nombres 2, 3, 4. Alors
les six droites e, M, coupent les arétes e, e, suivant les trois points
M,,; caron a

Mi=M;—ae,=M,—a3e5=M — aze3— a, e, = a €1+ az s,
{3) Mpyz=M,—xes=My— e, =M —a,e,—ases = aye;+ aze3,

My =My—a3e5=Mz—apes =M —ases — a3e3= 261+ a, .

Or les droites e, M, M, M., M3 M3, M, M, sont les axes diago-
naux d’'un hexaédre qui est une partie du tétraédre donné. Ily a
encore trois autres hexaédres qui en dérivent. Pour les obtenir, il
fautchangertrois fois circulairement lesindices des axes du premier.
En étudiant le premier hexaédre, nous verrons immédiatement que
ces corps, contrairement a ce qu'il fallait attendre, ne représentent
pas le cas général d’un hexaédre.

D’aprés les équations (2) et (3), les droites MM, e, M, 5, M, M,,
M;M,, passent par le point e,; car on a

My, =M —ase;, Mypz=121e1+ase,
M= M, —ae;, My = Mz— ases,
d’ot l'on tire
Qg Cg == M—Iﬂg: 1“1,— e = Mg— M13= Mg-—' M“.
De méme
aze3=M — M3 = M;3— a, 3 = Mg— My, = M, — My,
Ay €y = M— Nl;: Mlb_ 1181=M3—M1g= Mg— Mg;.

Or la troisi¢me série est une conséquence des deux précédentes,
ce qu’on voit en regardant les équations

M—M;=M,—Mg, M—My=M—My, Mp—ae;=MM,.
On a donc ce théoréme :

Soient aa', bl', cc' six plans formant un hexaédre, deux a
deux opposés. Si les quatre plans bb', cc' passent par le méme
point (e;) et les plans aad’, cc' par le méme point (es), les plans
ad', bb' passent aussi par le méme point (e;).

En d’autres termes : S¢ les sommets d’un hexaédre sont situés
deuz a deux sur les droites de deux faisceaux de quatre rayons,
il existe encore un troisiéme faisceau qui a la méme propriété.
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‘En outre, il suit des équations (1), (2), (3), si nous posons.

Pi=a245e;+ ayes+ aye3+ a, e,
(4) Py=M+aje;=My+ M= M+ M3 =M, + My,

c’est-3-dire que les awes de cet hexaédre passent par le méme
point (P,).
Si nous posons, en particulier,

{a) oy=1, doll o+ w3+ a,=o,

I'axe Me, est divisé en parties égales par le point P,. De méme,
P'axe M,M,, si

(b) Qg == Oz —+ Ay

{(car, en ce cas, les coefficients des points M, et M,, sont égaux

entre eux). Des deux conditions (a) et (b), il suit
(¢) %y == U3+ A, = O,

c’est-a-dire que le point e, est a I'infini.
L’axe M;M,; est divisé de méme si

(d) ) O3 == Ay—+ Ay«
On tire de (c) et (d)
%3 = 2, = 0,
c’est-a-dire que, dans ce cas, e, et e, sontaussi a I'infini, et l'axe
MM, , est divisé comme les autres. On a donc ce théoréme :

Si les axes d’un hexaédre passent par le méme point et st
trots axes se divisent entre eux en parties égales, il en est de
méme du quatriéme, et I’hexaédre est un parallélépipede.

Jusqu’a présent, nous n’avons parlé que du simple hexaédre.
Les six faces de ce corps, étendues jusqu’a leurs points d’inter-
section (ey, €3, €;), forment un hexaédre complet, dont chaque
face est un quadrilatére complet. Les troisiémes diagonales de
ces six quadrilatéres, deux 4 deux coincidentes, sont les droites
eses, e3e,, e e;. Nous appellerons les points e,, e;, ey som-
mets secondaires, les droites e,es, ese;, €;e; axes secondaires,
le plan e,eseq plan diagonal secondaire (7°) de I'hexaédre
complet.

Sil’on construit les diagonales principales des faces de I’hexaédre,
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chaque plan diagonal principal est aussi un quadrilatére complet
avec ses trois diagonales.
Les diagonales principales des six faces rencontrent les troi-

Fig. 3.

siémes diagonales, suivant les points ( fig. 3)

My, = My—ayey =M — My = aze;+ a, e,
(5) ‘ My=M;—a e, =M—M;3=a,e,+ ase,,
' My =M, —aje;=M— My, = 23€,+ 23¢€3,
( Miz= My, — My3= Mz— M, = z,e,— 33,
(6) Moy = Mjg— My =M, — My = 16, — 2,64,
( M3s = My3— My = My— M3 = a5e3— ay6,.

Comme

M3+ Mg, + M3 = o,

il en résulte que ces trois points sont situés sur la méme droite.
On a, en outre,
—M;: =M, + M,s,

6a
(6% M, —3a, ey = Mgy — M,3,

el deux autres couples d'équations par le changement des indices
2, 3, 4, d’ou résulte que les droites M,e,, M, €3, M, €, rencon-
trent la droite des points Myy, May, My,, suivant les quatriémes
points harmoniques conjugués a My, My, My,.
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Posons - o
Niy = ages+ a e, — dgeg = My + a;,, e, = aye;— fM',‘,_
(7) Nt = @y €, -+ g€y — agey= My + agey =1, 83— My,

N51 = Ggly—+ Uz€3— A€, = Mgg"l— %3 €3 == OgCy— Mgg.

On voit, par ces équations, que les droites M,se,, M,, €5, M3, e,
forment un triangle dont les sommets sont les points Ny, Ny, Ny,
et qu’il y a les couples harmoniques

(My3e2, N3y Nuy), (Mases, NyyNay), (Mjges, NoyNyy).

Le triangle N, Ny, N,; est circonscrit & e,eze,; le triangle
M,; M, M;; est inscrit; d’olt résultent des quadrilatéres trois fois
complets.

Les trois plans diagonaux passant par le sommet e, rencontrent
le plan diagonal secondaire suivant les droites e,Mj,, esM,,,
esM;;; les trois autres plans diagonaux rencontrent le méme plan
suivant les droites e, M,3, €3 M4, e M3, (V).

Nous avions remarqué qu'il y a des points harmoniques sur
toutes les arétes et diagonales du quadrilatére complet. De méme
ily a des quadrilatéres complets sur toutes les faces et plans dia-
gonaux de I'’hexaédre complet. Le septiéme plan diagonal (secon-

(*) Pour démontrer ces propositions, posons
(e, e,e5e) =1.
Alors (1) un des plans passant par e, est
(e.e;M,) = ay (e e,6,) + a (e e,6;),
et le plan diagonal secondaire est
(e,e;e;).
Multipliant ces deux expressions et omettant le facteur

(& ee,¢,),
on obtient
as(e,ey) + a;(€,6),

(e, My,)-
Dono cette ligne est la ligne d’intersection des deux plans. (2) Un des autres
plans est

ce qui est égal &

(M;; M e,) = a,a;(€e,65€¢,) + @, a,€,€,€, -+ 2,3,6, €6, €40
En opérant comme ci-dessus on obtient
a,as(ee) — a2 (€,6) = a,e,My,

ee qu’il fallait démontrer.
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daire) correspond 4 la troisiéme diagonale. Pour compléter cette
analogie, nous répétons les réflexions faites sur le quadrilatére :
1° Si 'on multiplie extérieurement les équations de 'hexaédre
complet
(1) M;= a6+ aye3+ a,e, par (ejeqze;) et (e,eqes),
My=age;+ a,e,+aje; par (eseze,) et (ejeses),
s M;=a,e,+ 2161+ %€y par (ese,e;) et (exe3ze,),

[ M, = 211+ 2pe2-+ 2363 par (e,eies) et (eze,eq),

(2)

on obtient
(Myejese;) = m(evereses), (Mye,erey) =az(eze eqes),
(Myeseze,) =ai(ererese,), (Mpejeres) = ay(eeqeqey),
(Mzeze,e)) = 23(eseze,er), (Mzeseze,) =aj(ereseze,),
(Myeyejen) = 23(eze,eiex), (Myeze,er) = az(esesze,e),
et, par les mémes opérations que plus haut, il vient

(8) (Myejeses) (Mye,eqe) (M;ese,ey) (Maezeze,) o
(M e eres) (Myeze,er) (Mzesese,) (Maeyeges)

Comme un produit extérieur de quatre points A, B, C, D représente
le triple volume du tétraédre ABCD, on voit que la derniére équa-
tion établit entre les tétraédres de '’hexaédre complet une relation
analogue aux précédentes. On peut aussi, d’'une fagon analogue,
vérifier cette relation par des considérations géométriques.

A cause de Ja relation (8), on dira que le groupe des points M,
M., M3, M, est. harmonique par rapport a e,, e,, e, e,; alors on a
ce théoréme :

Ily a dans Uespace un nombre infini de groupes de quatre
points, qui sont harmoniques par rapport & un groupe donné.
Avec ce groupe (e, ey, es, €s), chaque cinquiéme point (M) dé-
termine quatre autres points (M,, My, M3, M %) harmoniques par
rapport a(ey, es, e, ey).

2° Des équations (2), il résulte que les groupes (e, e, €3, €;),
(M,, M;, M;, M, ) dépendent I'un de P'autre par des équations ana-
logues. Par conséquent, on peut dire :

Si le groupe (M,, My, My, My) est harmonigque par rapport
a ey, exe;,ey),(ey, e, ey, ) est ausst harmonique par rapport
“l (Ml' M‘_‘, M:l- ]\14)

X. ‘ 13
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Si nous posons

(ereser) =y, (M.M;M;) = p,,

rstu étant une permutation quelconque des nombres 1, 2, 3, 4, il
y aune compléte réciprocité : 1° entre les points e et les plans p;
2° entre les points M et les plans .

3° Sil’on pose

o, =0

dans les équations de I'hexaédre complet (1), (2), (3), (4), (5), le

point e; est a I'infini ; on aura ensuite

M=M,,
M; = My3. My, = ey,
M; =My, M, = e,
My =M,;, M, =e,

et les équations restantes sont

M, =aje;+ aze2+ aze;, Mog = ases+ aze3,
Py =M+ oey, M3 = aze3+ 24 €4,

My = aje1+ asey,

c’est-a-dire que les seize points de '’hexaédre complet se sont trans-
formés en huit points qui deviennent les neuf points d'un quadri-
latére complet, st on leur ajoute le point M3, (6). Donc la derniére
figure est un cas particulier de la précédente,etl’on a ce théoréme :

Soient donnés deux groupes de quatre points harmoniques
(M, My, M5, My), (e, es, e3,€4). Si un point (e;) est supposé &
linfini, les autres forment deux groupes de trois points har-
moniques avec le point M, et la figure de Uhexaédre complet,
dont e, MyM;M, sont quatre sommets, se transforme en la
figure d’un quadrilatére complet.

Octaédroide complet (fig. 4). — Nous appelons octaédroide la
figure a quatre dimensions qui est limitée par huit hexaédres dont
chaque fois quatre ont un sommet commun. Cette figure a seize
sommets, trente-deux arétes, vingt-quatre faces.

La projection d’un octaédroide dans I'espace peut étre effectuée
de plusieurs maniéres. La plus commode est la suivante : on con-
struit un hexaédre au dedans d’un autre, de sorte que les faces de
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a-vis de celles de I'autre, et I'on joint par

ées vis-

un soient situ

'I’

des droites les sommets des deux corps deux a deux opposés.
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Nous avons vu que les figures complétes du quadrilatére et de
- I’hexaédre tirent leur origine du triangle et du tétraédre. Ainsi de
chacune des figures de la premiére série résulte une figure com-
pléte de la deuxiéme série, et nous allons voir que 'on passe du
pentaédroide a la figure de 'octaédroide complet par des construc-
tions tout & fait analogues aux précédentes.

Quoiqu’il soit impossible de se faire une idée de ces figures, on
peut aisément effectuer ces constructions en opérant sur les pro-
jections des figures dans I'espace, ou méme sur les projections sur
le plan.

On remarque aussi que I'existence (idéale) des figures de la pre-
miére série entraine celle des figures de la déuxiéme série.

Pour construire I'octaédroide complet, soit donné un point M
dans un pentaédroide e, e;e; e, e; par 'équation

(1) M =oaje;+ dgea—+...+ ases.

Alors les cinq points d’intersection des droites Me,, Me,, ..., Me;
avec les tétraédres limitants e, e;¢e,e5, €,ese,e5, ..., €,e:2¢3e,, qui
sont situés vis-a-vis des points e, €, ..., €5, sont

(2) My=M—aje; = ages—+ a3e3+ 2, €,+ A5€5, ....

Comme le point M, est situé dans le tétraédre e;e;e,e;, on peut
construire les droites M, e;, M, e, M, e;, M, e;, qui rencontrent
les faces opposées aux quatre points

(3) M355 =M1—dgeg=M—-G1€1—d2€2=1363—4— 15e5+1se5=i\12—11e,,..,.

Comme dans les formules (3) on peut remplacer le point M, par
M,, .... M;, le systéme (3) comprend vingt formules; mais les
points représentés par ces formules coincident deux a deux, de
sorte qu'il n’y a que dix points M_,-, ce qu'on voit aussi immé-
diatement,comme il n’y a que 5/ =r10combinaisons de cinqnom-
bres trois a trois.

Enfin, on construit dans la face eje,es les droites Mj,;es,
M;,ses, Myis€5, qui rencontrent les arétes opposées aux trois
points

Mk5= M3A5_13e3: Ml — Qg9 — Az €3 = M-—-ale,—— A9 €9— U3 €3

(4)

=aye,+ 2565 = Myys — apes = Myys — 24 €4,
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Comme dans les formules (4), on peut remplacer le point M,
par les neuf autres points M,,,; le systéme (4) comprend trente
formules, mais les points représentés coincident trois a trois, de
sorte qu’il 0’y a que dix points M.

Alors le pentaédroide est décomposé en cinq octaédroides. Les
constructions précédentes se simplifient, si l'on veut construire
seulement un octaédroide. Alors, par exemple, on omettra le
point M; et les constructions faites sur le tétraédre e,ese;e, et
ses faces; donc on n’a que les points

(2) My, My, M3, M,;
(3) M2, Miss, Mass, Muus, Mays, Mass;
(4) Mis, Mas, Mas, My,

qui font ensemble, avec les points M, e; les seize sommets de
Poctaédroide
es Mas Mz Mis Mass Mas Maus M,

(5)
M M3 M125 M5 MM5 M2 M135 M15'

Si I'on construit la projection de I'octaédroide de la maniére
susdite, la premiére ligne de (5) donne les sommets de ’hexaédre
extérieur; la seconde, les sommets de I'intérieur. Les points symé-
triques de la méme ligne sont les sommets opposés de I'hexaédre;
les points symétriques de lignes différentes sont les sommets des
hexaédres qu'’il faut joindre pour obtenir la figure de 'octaédroide.
Enfin deux points situés I'un sous I'autre sont des sommets opposés
de Voctaédroide.

D’apres les équations (2), (3), (4), les quatre couples de droites

L. 2. 3. &
M M, M5 My, My.s M3, M35 M,,
Myas Mys,  MausMus,  MagsMys,  e5 Mo

ou les six faisceaux de rayons 12, 13, 14, 23, 24, 34 passent par
lc point e,. On peut aussi dire que le point e; est commun aux
six corps (espaces) limitant I'octaédroide, qui contiennent les six
faisceaux susdits, ou que ces corps (espaces) limitants passent
par le point e,.

Cette relation est représentée par les équations

apee=M —M; =My —Mys=M; —Mys=M, — M3
= Mjgs— Mys = Mais— Mys = Moy = Mgy = May— ase;5.
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On a de méme

aze3=M —My =My —My =M, —My;=M, — Ma.s
= Mags— Mgy = Mgys— Mys = Mgs— Mys = Mys— ¢35,
ae, =M —M, =M; —Ms;=M; — Msys=M,; — My
= Mais— Mss = Mugs— Mas = Migs— Mys = Mys— ases,
ages=M —M; =M, —My;=M; — Mizs=M; — M,y
= Mugs = M5 = Mygs— Mgs = Mygs— Mas = Mys— a5 e;.

Or le dernier groupe d’équations est une conséquence des précé-
dents ; donc on a le théoréme :

Soient ad/, b¥/, cc', dd' huit espaces, formant un octaédroide,,
deux & deux opposés. Si les six espaces ad', b, cc’ passent par
le méme point (es), les siz espaces aa', bl, cc’ par le méme
point (e,) et les six espaces ad', cc', dd' par le méme point (e,),
les espaces bb', cc', dd' passent aussi par le méme point (es).

En d’autres termes : Si les seize sommets d’un octaédroide

sont situés deux a deux sur trois faisceaux de huit rayons, il
existe encore un quatriéme faisceau qui a la méme propriété.

Ce théoréme ne change pas, si ’on remplace I’octaédroide par
ses projections dans ’espace ou dans le plan. Alors on peut dire :

Si, dans lespace ou dans le plan, trois faisceaux de huit
rayons passent par les mémes seize points, il existe encore un
quatriéme faisceau qui a la méme propriété.

En outre, il suit des équations (1), (2), (3), (4), st nous posons
P5 = Gy €3 + Uy €3 + Azeg —- oy €, + 205€E5,

Ps=M -+ c;5e5=M;+ Myy= Myas+ Mays = M, + M,

6
©) = Mass+ Myps = Ma—+ Mgy = My,5+ M35 = M+ Mys,

c’est-a-dire que les axes de cet octaédroide passent par le méme

point (ps).
Si nous posons, en particulier,

(a) as=1 (aj-+ dg—+ ag— a, = 0),

I'axe Me, est divisé en parties égales par le point e;. De méme
l’axe M| M45, Si

(b) oy = %y -+ dz—+ %,
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De (a) et (D), il suit.
(C) a,=o=a2+ az - Ay,

c'est-a-dire que le point e, est & l'infini. L’'axe MyM,; est divisé
de méme, si :

(d) Ay = Az —+ Ay
De (c) et (d), 1l suit
{e) Ay == 0 = A3+ % ;

donc e, est 4 linfini. Enfin 'axe M;M;; est divisé en parties
égales, si
(f) A3 = Ay,
d’ou il suit que
a3 =0=a,.

En ce cas, e; et e, sont 4 I'infini, et I'on a ce théoréme :

Si les axes d’un octaédroide passent par le méme point et
st quatre axes se divisent entre eux en parties égales, il en est
de méme des autres quatre axes.

Dans I'étendue & quatre dimensions, deux espaces ou « se
coupent » suivant un plan, ou sont « paralleles », c¢’est-a-dire
qu’ils n’ont pas de points communs. Donc on peut ajouter, au
dernier théoréme, que les espaces opposés de notre octaédroide
sont paralléles deux & deux.

Les huit akes de 'octaédroide sont situés deux & deux dans un
plan. Le nombre de ces plans (quadrilatéres) est 8(» = 28. De
ces quadrilatéres, seize sont formés par deux arétes de Yoctaé-
droide et deux axes d’un hexaédre limitant, douze par quatre dia-
gonales des quadrilatéres limitants. Nous appellerons les seize plans
de la premiére espéce plans diagonauzx de I'octaédroide.

Ensuite les huit axes de 'octaédroide sont situés trois A trois
dans un espace. Le nombre de ces espaces (hexaédres) est 8(3) =56.
De ces hexaédres, douse sont formés par deux faces de I'octaé-
droide et quatre plans diagonaux des hexaé¢dres limitants. Nous
les appellerons espaces (corps) diagonauz de 1'octaédroide.
Mais en chacun de ces douze hexaédres coincident quatre des
cinquante-six corps susdits, puisque chaque fois quatre axes sont
réunis dans le méme espace. On a donc, outre les corps diagonaux,
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encore 56 — 4.12 =8 autres hexaédres, qui coincident en deux,
formés par les douze plans susdits.

Chacun des huit corps limitant 'octaédroide est un hexaédre
dont les axes passent par un point et qui devient complet par les
constructions qui produisent les trois autres octaédroides. Deux
hexa¢dres opposés -ont chaque fois les mémes trois sommets
secondaires, savoir

€1€62€3, €2€3€,, €3€,€1, €,€1€s:

Donc les quatre plans déterminés par ces points sont les plans
diagonaux secondaires des huit hexaédres, et le tétraédre e, e; €3 ¢,
est le corps diagonal secondaire (13°) de I'octaédroide.

Les axes des huit hexaédres rencontrent les septiémes plans

diagonaux dans les points (fig. 5)

() My, =M —My; =M, —oases= oge3+ %6, 653
M3,y =Ms— Mgss = Myp5— Mys = — agez+ o, €, + o €q,
(8) Myzi =M, — Myis=My55— Mys = azes—a,e,—+ agey,
M3, 7=M;— My;5=My,;— Mys =  azes+ ae,— o€y,

Fig. 5.

Piry

ou il faut encore changer Jtrois fois circulairement les indices 1,

2, 3, 4.
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De ces équations, on tire .
Mg — My,7= M3, + Mg, = 224¢

et deix équations analogues. Donc les droites qui joignent les
sommets du triangle My, , M,;, M,,; avecle point M;,, rencontrent
les arétes opposées suivant les points e;, es, es. Tous ces points
donnent lieu 4 un quadrilatére trois fois complet.

Puis on a :
M3, + Mgy + Mz =3¢y,

M;3,+ M3, + Moz, = 3a4ey,

d’ot il suit que ces sept points sont situés dans le méme plan. 11y
a, en tout, quatre plans de cette sorte, qui forment un tétraédre
circonscrit au tétraédre e, e;e5¢e;. Les deux tétraédres donnent lieu
a un hexaédre quatre fois complet. Les quatre couples de faces
correspondantes de ces tétraédres déterminent quatre droites
situées dans un plan et formant un quadrilatére correspondant au
tétraédre e, esese;.

Les points M,23, M;34, M54, M3 forment un tétraédre inscrit
A e e eze;, et les quatre droites qui joignent deux sommets cor-
respondants de ces tétraédres passent par le point M;.

Les sommets du tétraédre circonscrit a e,.e;e;e4 sont déterminés
par I'équation ’

(9) Pras=12M;3, —M3, =2aM, 35— M ,5=2Mz,, — Mg, , =M;—3a;3¢;

et trois autres qui en naissent par permutation circulaire des
indices 1, 2, 3, 4. . .

Six faces de 'octaédroide passent par le point e5; donc I'axe
passant par e; est situé dans six espaces diagonaux, c'est-a-dirc
dans MesM;, M, ou rs est une des six combinaisons des nom-
bres 1, 2, 3, 4. (Les six autres corps diagonaux sont

Mys My My,s My,
M,s M- M,.cs M5,
our,s,t=2,3,4.)
Si I'on multiplie les espaces (MesM;;M;,) et (e, ezesey), en

posant
(ejezese,es) =1,

on obtient
aza,(eze; My,).
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Donc les siz espaces diagonaux passant par es rencontrent le
treizieme espace diagonal suivant les siz plans (eresMey),
o rys,t,u=1, 2,3, 4. Ces plans coincident avec les plans
(MsM,:M,,), ce qui se voit, si 'on remplace My, M5, Mg, par
leurs valeurs et que 'on effectue la multiplication. En outre, ces
plans passent par le point M;.

Si I'on multiplie, d’autre part, (M,s M, M 35 M,,;5) et (e, escse4),
on obtient

aza, (2 €1 — ases) ese,.

Donc, en posant

(10) Nps= a,e,— ases (1),

les six autres espaces diagonauzx rencontrent le treiziéme espace
diagonal suivant les six plans (Nsecey), o r, s, t,u=1,2,3,4.

Fig. 6.

Npos

Ces plans, passant comme les précédents par les arétes du
tétraédre 1234, forment un hexaédre circonscrit a e, exe3 e, (fig. 6).

(*)Ona )
er+N,‘+N”=O,
N, +N,;+Ny+ N, =o0;

donc chaque fois trois points sont situés sur une droite et quatre dans un plan.
Par conséquent les six points N,, forment un quadrilatére complet.



— 203 —

Les quatre autres sommets de cet hexatdre sont déterminés par
I’équation
(11) Nyss=aje1+ agea+ d3e3— o,

et trois autres qui s’en déduisent par permutation circulaire des
indices 1, 2, 3, 4. Les axes de cet hexatdre se rencontrent au
point M.

On remarque que les points M, et N,; sont harmoniques par
rapport & e;e,, et que les droites e, M, 5, e2M, 53, esM, .5, s M3,
M,,Ns4, M3 Ny, M2y Ny, passent par le point N,,5; car on peut,
par exemple, écrire

Nigs = (g €4+ ages) + (a3e3— aze,) = Mya—+ Nj,.

Enfin on peut démontrer, par des calculs analogues aux précédents,
I'analogie qui existe entre I'octaédroide et I'hexaédre complet.

En pérmutant partout les indices 1, 2, 3, 4, 5, on obtient les
quatre autres octaédroides qui se déduisent du pentaédroide
donné. Chaque octaédroide a pour treiziéme corps diagonal un
des tétra¢dres limitant le pentaédroide.

Les corps limitant les deux pentaédroidese, ... e5, M, ... M; sont
deux a deux opposés et se rencontrent en cinq plans, dont I'un est

(MyM; M3M,) (egeze3es)
ou, les coefficients omis,
ejez3e3-+- ez ez e, + eze,ey-+- e,eqes.

Ces cinq plans sont situés dans le méme espace et forment un
corps correspondant au pentaédroide donné.

Figure a n dimensions. — Dans une figure & n dimensions se
trouvent des sommets, arétes, faces (quadrilatéres), corps (hexae-
dres), etc. Le nombre des figures limitantes a k& dimensions est

an—k pk)
Par conséquent, il y a
on sommets,

a”—1n  arétes,
an-2n() faces, etc. (1).

(*) Pour k = n —1 on obtient 22 en accord avec Stringham (loc. cit., p. 14).
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Le nombre des figures diagonales a (k + 1) dimensions est

on—k—1 k),

La figure compléte se réalise par des constructions tout a fait
analogues aux précédentes. Nous ajoutons encore ce théoréme :

Si les 2" sommets d’une figure a n dimensions (deuziéme
série) sont situés deux o deux sur (n—1) faisceaux de
2"~! rayons, il existe encore un nme faisceau qui a la méme
propriété. Les axes de cette figure passent par le méme point.

Ce théoréme subsiste encore si les a7 points sont situés dans
le méme plan ou dans I'espace.

III. — Ficures DE LA TROISIEME SERIE.

Les figures de cette série s’obtiennent par des constructions
précisément réciproques a celles de la précédente (1) :

1° Dans le plan, le point est réciproque a la droite; donc la
figure réciproque au quadrilatére est également un quadrilatére ;

2° Dans I'espace, le point est réciproque au plan et la droite a
elle-méme; donc la figure réciproque a I’hexaédre est I'octaédre.
De ce que le tétraédre est réciproque a lui-méme, on peut déduire
I'octaédre du tétraédre par les constructions réciproques a celles
qui s’employaient pour en déduire I'hexaédre.

A cet effet, soient ( fig. 7)

g1 = (eze3¢€,), ea=(e3€,€1),

€3 = (eloet ez), € = (61 ey e3)
les quatre faces d'un tétraédre et
vy = (M3 M3 My,)

un plan qui rencontre les plans e, €3, ¢; suivant les droites
M;sM,,, M;;M,,, M;,M,; et le plan ¢, suivant une quatriéme

(*) On remarque que les figures réciproques a celles de la premiére série sont les
mémes figures, et que le nombre des sommets (n + 1) est égal & celui des figures
limitantes & (n — 1) dimensions.
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droite m, et construisons les plans
pe= My3 My, e,

ps= My, Mye;, By = me;.
= My Myzey,

Le plan p, rencontre les trois faces du tétra¢dre passant par e,
suivant trois droites (e, My, .M, et une troisiéme). Chacune de
ces trois droites détermine avec la ligne d’intersection des deux

Fig. 7.

My

M2

autres faces (ere;, €€, et une troisiéme) un plan (e, €4 €t un
troisiéme). Alors v, et ¢, sont deux faces opposées de quatre
octaédres, dont les sommets sont les points

eseze,Mya M3 My,
e3¢, ey My3 My, My,
€y €163 M3, M3 M3,,
ejeses My My, Mys

les six points M, forment un quadrilatére complet).
P q P
L’un de ces octaédres a pour couples de faces opposées
p p PP

€1V1, E12lhe, €13 M43, €14 M
ou
(ezese,) (MiaMyisMy,), (Misese,) (e:Ms Myy),
(Myzesey) (esMiaMyy), (Myseae;) (e Mys Mys).
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Cet octaédre a, comme les autres, 13 pro 16té que les quatre
droites d'intersection des faces opposées. SOnt\g s dans le méme
plan.

En outre, comme les trois axes passent évidemment par le
méme point e, on conclura réciproquement :

St les quatre axes d'un hexaédre passent par le méme point,
les trois droites d’intersection des faces opposées sont situées
.dans le méme plan.

Pour le parallélépipéde, ce plan estle plan infiniment éloigné
de I'espace.
Puis on peut établir le théoréme :

Soient AA!, BB, CC! les sommets d’un octaédre, deux & deux
opposés. Si les quatre points BB/, CC sont situés dans le méme
plan (&;) et les points AA', CC' dans le méme plan (&), les
points AA', BB sont ausst situés dans le méme plan (s;).

En d’autres termes :

St les huit faces d’ un octaédre passent deux a deux par les
arétes de deux plans quadrilatéres, il existe encore un troi-
siéme quadrilatére qui a la méme propriété.

Le corps réciproque du parallélépipéde est un octaédre dont les
axes se divisent entre eux en parties égales.

On'établira, par des considérations réciproques aux précédentes,
les notions des « plans harmoniques » et de I’ « octaédre com-
plet ».

3° Dans l'étendue a quatre dimensions, la ﬁgure réciproque a
Poctaédroide est I’hexadécaédroide, limité par seize tétraédres,
dont chaque fois huit ont un sommet commun. Cette figure a huit
sommets, vingt-quatre arétes, trente-deux faces. La projection
d’un hexadécaédroide dans I'espace peut étre construite de la ma-
niére suivante : On construit un tétraédre al'intérieur d’un autre,
de fagon que les sommets de 1'un soient situés vis-a-vis des faces
de l'autre, et I'on joint, par droites, chaque sommet de I'extérieur
avec les trois sommets de la face opposée de l'intérieur.

En considérant que, dans I'étendue a quatre dimensions, point
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et espace, droite et plan sont réciproques entre eux, on peut
aisément établir les théorémes concernant I'hexadécaédroide.

4° Quant 4 la figure & n dimensions, il suffit de considérer que
le nombre des figures limitantes & & dimensions est égal au nombre
des figures limitantes & n — k — 1 dimensions de la figure réci-
proque. Donc, si I'on remplace & par n — k& —1 dans I'expression
27~kn(®  on trouve que le nombre des figures limitantes 4 & dimen-
sions pour une figure de la troisiéme série est

2/('—0—1 n(n—k—l) ou 2k+1 n(k+l);

Par conséquent, il y a

2n  sommets,
4n® arétes,
8n® faces, etc. (1).

D’aprés les recherches précédentes, il est possible d’étendre les
théorémes concernant le triangle, quadrilatére, tétraédre, hexaédre,
octaédre, a I'étendue a n dimensions. Mais il n’en est pas de méme
des autres polygones, ni du dodécaédre et icosaédre, dont les
figures analogues n’existent pas dans les étendues a plus de trois
dimensions, excepté la quatriéme dimension ou il y a encore trois
figures, limitées par vingt-quatre octaédres, cent vingt dodé-
caédres, six cents tétraédres, dont on ne connait pas encore les
relations avec les figures a deux et trois dimensions.

(*) Pour k = n —1 on obtient 2%, en accord avec Stringham (loc. cit., p. 14.)
(?) En publiant I'étude de M. Gascheau, la Rédaction déclare qu’elle laisse a
Pauteur toute la responsabilité de 'opinion qui y est soutenue, et elle ne ga-



