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POIDS DES DUAUX DES CODES BCH DE DISTANCE
PRESCRITE 2% +1 ET SOMMES EXPONENTIELLES

PAR ERIC FERARD

RESUME. —  Soit n un entier pair. On considére un code BCH binaire C,, de longueur
2™ — 1 et de distance prescrite 2% 4+ 1 avec a > 3. Le poids d’un mot non nul du dual
de C), peut s’exprimer en fonction d’une somme exponentielle. Nous montrerons que
cette somme n’atteint pas la borne de Weil et nous proposerons une amélioration de
celle-ci. En conséquence, nous obtiendrons une amélioration de la borne de Carlitz-
Uchiyama sur le poids des mots du dual de Cj,.

ABSTRACT (Weight of duals of BCH codes of designed distance 2* 41 and exponential
sums)

Let n be an even integer. We consider a binary BCH code C,, of length 2™ — 1 and
designed distance 2% + 1 with a > 3. The weight of a nonzero codeword of the dual
of Cy, is linked to the value of an exponential sum. We will show that this exponential
sum does not reach the Weil bound and we will improve this bound. Thus, we obtain
an improvement of the Carlitz-Uchiyama bound on the weights of the words of the
dual of Cjp,.

1. Introduction

Soit n un entier strictement positif. Soit C}, un code BCH binaire de longueur
q—1=2"—1 et de distance prescrite 2t 4+ 1. Le poids w d’'un mot de code non
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212 FERARD (E.)

nul du dual de C,, satisfait la borne de Carlitz-Uchiyama :
lw— 2771 < (t—1)2"/2.

On s’intéressera au cas ol n est pair.

Si p est un nombre premier et £ un entier, on notera F,. un corps fini a pt
éléments. Si K est un corps et L une extension finie de K, on désignera la trace
de L sur K par Try k.

Soit ¢ un mot de code du dual de C,,. Ce mot peut s’écrire sous la forme
c= (rI\rIFq/IFQ (f(a)))aé]F;

ot f est un polynéme a coefficients dans F, sans terme constant de degré
au plus 2t — 1 (voir [9]). Comme Trg, /r,(a?) = Trg, /5, (), on peut toujours
supposer que f est nul ou bien de degré impair. Le poids w(c) de ¢ est égal &
q—S(f)
w(c) = ——==
()= 472
ot S(f) est la somme exponentielle définie par

S(f) = Z (_1)Trwq/w2(f(I)).
z€F,

Si le degré de f est impair, la somme exponentielle S(f) vérifie la borne de
Weil :

|S(F)] < (deg f—1)V/a.
Remarquons que cette borne correspond a la borne de Carlitz-Uchiyama.
On pourra aussi noter que le nombre de points N du modele projectif de la
courbe y? +y = f(z) sur F, est donné par

N=q+1+5(f).

Dans le théoreme suivant, nous rappelons quelques résultats.

THEOREME 1.1. — Soit n un entier pair. Soit 6 un entier impair. Soient a, ¥
deux entiers strictement positifs. Soit C,, un code BCH binaire de longueur
2™ — 1 et de distance prescrite §. Si l'une des conditions suivantes est vérifiée
(i) 2a divise n, £ divise 2° +1 et § =0+ 2;
(i) 1<a< %n et 6 =2%+ 3,
alors la borne de Carlitz-Uchiyama est atteinte pour le dual de C), c’est-a-dire
il existe un mot dans le dual de C,, de poids w tel que

|w—2"7| = (6 - 3)2"/2L.
Le premier cas de ce théoréme a été montré par Wolfmann [18], puis de ma-
niére différente par van der Vlugt [16]. Le deuxiéme cas a été traité par van der

Geer et van der Vlugt (voir [4]). Pour des démonstrations différentes de cer-
tains cas particuliers de ce théoréme, on pourra voir Stepanov [13] et Bassalygo
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POIDS DES DUAUX DES CODES BCH 213

et Zinoviev [2]. Ces auteurs ont utilisé différentes méthodes pour donner des
familles de polynomes f de degré 6 — 2 tels que la somme exponentielle S(f)
soit maximale.

Dans cet article, nous étudierons les codes duaux des codes BCH C,, de
longueur g —1 = 2™ —1 et de distance prescrite § = 2* 41 quand a est un entier
supérieur ou égal a 3. Nous serons amené a étudier les sommes exponentielles
S(f) ou f est un polynome a coefficients dans F, de degré 2* — 1. On montrera
que S(f) n’atteint pas la borne de Weil et on obtiendra

1S(f)] < (2% — 2)\/g — a2/
ou [n/a] est la partie entiere de n/a (voir théoréme 8.3). Par conséquent, la

borne de Carlitz-Uchiyama n’est pas atteinte pour le dual de C),. Pour un mot
¢ non nul du dual de C,,, le poids w(c) de ¢ vérifie

lw(c) =27 < (2"~ 1)y/g — a-20"/7L

2. Polygone de Newton

Soit p un nombre premier. Soit Q,, le corps des nombres p-adiques. Notons
2 une cléture algébrique de Q,. On désignera par ord,(-) la valuation sur 2
normalisée par ord,(p) = 1.

Soit P = 2" B;t* " un polynéme & coefficients dans Q de degré 2r.
Posons

bi = OrdeQT,i.

Le polygone de Newton de P est I’enveloppe convexe inférieure des points
(i,0rd,b;) (voir [5]).

PROPOSITION 2.1. — Si un segment du polygone de Newton de P a une
pente X et une longueur horizontale £, alors P a exactement { racines
(comptées avec multiplicités) dans Q de valution p-adique —\.

Démonstration. — Voir [5]. O

On dira qu’'un point (Z,b;) est le deuzriéme sommet (respectivement avant-
dernier sommet) de ce polygone si pour tout entier j, 0 < j < i (respectivement
i < j < 2r), le point (j,b;) n'est pas un sommet. Par convexité, le point (i, ;)
est le deuxieme sommet si et seulement si

(bi—bo)/i<(bj—b0)/j Sij>i,
(bl—bo)/lg(bj—bo)/] sig <i.
De méme, le point (¢, b;) est I’avant-dernier sommet si et seulement si
(er—bi)/(QT‘—i) > (bzr—bj)/(Q’r‘—j) sij >,
(bgr — bl)/(2’l“ — Z) > (bgr — b])/(2’l" — ]) sig <.
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214 FERARD (E.)

Considérons maintenant un cas particulier. Supposons que
bi = n(r - Z) + bQT_i
ou n un entier strictement positif et ¢ =0, ..., 2r.

LEMME 2.2. — Supposons que le polynéme P vérifie ces hypothéses. Alors le
point (i,b;) est le deuxieme sommet du polygone de Newton de P si et seulement
si le point (2r — i,bar—;) en est avant-dernier sommet. En particulier, si le
polygone de Newton de P a au moins trois sommets, alors son deuxiéme sommet
a une abscisse inférieure ou égale a r.

Démonstration. — On avu que (i, b;) est le deuxieme sommet si et seulement si

(bi—bo)/i<(bj—b0)/j sij >,
(bz—bo)/ZS(bj—bo)/j sij <i.

Gréace a la relation entre les b;, on peut montrer que cette condition est
équivalente a

(bay — bap—i)/i > (bay — bap—j) /5 sij>1,
(bay — bap—i)/i > (bay — bap—j)/5 sij <.

Donc le point (2r — 4, ba,—_;) est 'avant-dernier sommet. O

3. Rappels sur les variétés abéliennes

Soient p un nombre premier et n un entier strictement positif. Posons ¢ = p™.

Soit k = IF, un corps fini a ¢ éléments.

On rappelle quelques résultats sur les variétés abéliennes. Le lecteur pourra
se référer & Tate [14], [15] et & Waterhouse [17].

Soit A une variété abélienne sur k de dimension g. Le polynéme caractéristi-
que h 4 de 'endomorphisme de Frobenius w4 sur k est un polynéme unitaire a
coefficients dans Z de degré 2g (on 'appelera aussi le polynéme caractéristique
de A sur k). Ce polynéme détermine la classe d’isogénie de A sur k.

THEOREME 3.1 (Tate). — Deur variétés abéliennes sont isogénes sur k si et
seulement si elles ont mémes polynomes caractéristiques sur k.

Soit E = Endy(A)®Q l'algebre des endomorphismes de A. C’est une algebre
semi-simple de centre F' = Q[r4].

Il existe une unique factorisation de A, & isogénie sur k pres, en un produit de
puissance de variétés abéliennes simples non isogenes sur k. Cette factorisation
correspond a la décomposition de E en facteurs simples E; et, par conséquent,
a ’écriture de son centre F' comme produit de corps Fj. Les corps F} corres-
pondent aux facteurs irréductibles P; de hy sur Q. On en déduit & ’aide du
théoreme précédent le résultat suivant :
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POIDS DES DUAUX DES CODES BCH 215

THEOREME 3.2. — Soit hy = Hijj la factorisation de hy dans Q. Pour
tout j, il existe un entier e; divisant m; et une variété abélienne A; simple
sur k, dont le polynome caractéristique de l’endomorphisme de Frobenius sur k
est PMil€i | tels que A soit isogéne sur k

o
1145
Supposons que A soit simple. Alors F' = Q(74) est un corps. D’apres Weil,
w4 est un entier algébrique tel que pour tout plongement ¢ : Q(w4) — C, on
ait |¢(7Ta)| = q1/2-
Comme A est simple, le polynéme caractéristique de w4 est égal a

ha = P°

ou P est un polynome irréductible sur Q. L’algebre des endomorphismes E est
alors un corps de dimension e? sur son centre F' = Q(m4).

Soit v une place de F. On notera inv, (F) 'invariant de E en v (voir [11]). Siv
est au-dessus de p, on désignera par ord,(-) la valuation sur F' correspondant
a v normalisée par ord,(p) = 1.

THEOREME 3.3 (Tate). — Soit A une variété abélienne simple sur k. Soit v
une place de F. Soit F, le complété de F en v. L’invariant de E en v est
congru, modulo Z, a

e 0 siv est complexe ou siv est au-dessus de £ # p;

. % si v est réel;

o ordy(ma)[Fy : Qp]/ordy(q) si v est au-dessus de p.

PROPOSITION 3.4. — La somme de tous les invariants de E est congrue a
zéro modulo Z. Le plus petit dénominateur commun de tous les invariants de
FE este.

On ne suppose plus que A est simple. Soient wy,wy,...,wy, Wy les racines
de ha dans C. Le polynome caractéristique de 74 sur Fe est donné par

g

hY ) =[] - b - o).

i=1

On dira ici que A est supersinguliére si h%)(l) est premier avec p pour tout
entier ¢ strictement positif (c¢f. Rosen [10] et Xing [19]).

REMARQUE. — Oort a donné une autre définition de variété abélienne super-
singuliére : A est supersinguliére si A est isogéne sur une extension finie de k a
la puissance d’une courbe elliptique supersinguliére (voir [6]). Pour les variétés
abéliennes de dimension 1 et 2, ces deux définitions sont équivalentes. Remar-
quons que si A est supersinguliere au sens de Oort, alors A est supersinguliere.
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216 FERARD (E.)

Mais si A est une variété abélienne de dimension supérieure a 3, la réciproque
n’est plus vraie.

Nous allons maintenant donner les polynoémes caractéristiques de certaines
variétés abéliennes.

PROPOSITION 3.5 (Deuring-Waterhouse [17]). — Les polynémes caractéristi-
ques des courbes elliptiques supersingulieres sur k sont

(i) t2£2,/qt + q sin est pair;

(i) t? 4 Vat + q sin est pair et si 3 ne divise pas p—1;

(iil) 2 4 p(" /2t 4 ¢ sin est impair et p =2 ou 3 ;

(iv) t2 + q sin est impair ou sim est pair et 4 ne divise pas p — 1.
PROPOSITION 3.6 (Waterhouse [17]). — Soit A une variété abélienne simple
sur k. Soit h s le polynéme caractéristique de A sur k. Soit m une racine de hy

dans C. Supposons que ™ a un conjugué réel. Si n est pair, alors A est une
courbe elliptique de polynome caractéristique

(t+ va)*.
Sin est impair, alors A est une variété abélienne de dimension 2 et de polynome
caractéristique

(t* —q)*.

4. Variétés abéliennes supersinguliéres
Le lemme suivant concerne les variétés abéliennes supersingulieres.
LEMME 4.1. — Soient y1,...,y24 des entiers algébriques de Q. Si pour tout

entier v strictement positif, on a

29

ord, (1= 41)) =0,

i=1
alors

ordy(y;) >0
pouri=1,...,2g.
Démonstration. — Supposons que ord,(y1) = 0. Comme le corps résiduel de
Qp(y1) est fini, il existe un entier r tel que

ord,(1 —yi) > 0.

Les y; sont des entiers algébriques, donc

2g 2g
ordp(H(l - y:)) = Zordp(l —y)>0
i=1 i=1
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POIDS DES DUAUX DES CODES BCH 217

et le lemme est démontré. [l
On rappelle que k est un corps fini a ¢ = p™ éléments.

PROPOSITION 4.2. — Soit A une variété abélienne sur k de dimension g,
g > 2. Soit ha(t) le polynéme caractéristique de A sur k. Soit w une racine
de ha(t) dans C. Soit v une place de Q(w) au-dessus de p. Si A est supersin-
guliéere, alors

ord, (w) >

2|3

Démonstration. — Soit A une variété abélienne supersinguliere sur k& de dimen-
sion g supérieure ou égale & 2. D’apres le théoréeme 3.2, si A n’est pas simple,
alors hy est le produit de polyndémes caractéristiques de variétés abéliennes
simples et supersingulieres. Si w est la racine d’un polynome caractéristique
d’une courbe elliptique supersinguliére sur k, alors ord,(w) > %n (prop. 3.5).
Par conséquent, il suffit de considérer le cas ou A est simple sur k.

Comme A est simple, le polynéme caractéristique h4 de A est égal a

ha = P°
ou P est un polynome de degré d irréductible sur Q et e un entier strictement
positif. Notons I’égalité : ed = 2g.

Si P a des racines réelles, alors, d’apres la proposition 3.6, n est impair et
ha(t) = (£ = q).

La proposition est vraie dans ce cas. On peut donc supposer que ha(t) n’a pas
de racines réelles. Par conséquent, I'entier d = 2r est pair.

Posons E = Endg(A) @ Q et F = Q(w). Soit P = H;-le P; la factorisation
de P dans Qp[t]. Soit v; la place de F' au-dessus de p correspondant au facteur
Pij(j =1,...,J). D’apres le théoreme 3.3, I'invariant de E en cette place est
congru a

_ ord,, (w)[Fy,; : Qp]

vi

n
modulo Z. Comme P; est irréductible sur @Q,, toutes ses racines ont méme
valuation p-adique w;. Donc i, est égal a

_ w;deg P

Gy, = ————.

/ n

Puisque e est le plus petit multiple commun des dénominateurs de tous les
invariants de E en les places de F' (proposition 3.4), il existe un entier positif b,
tel que

iy; = by, /e.
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D’apres le lemme précédent, comme A est supersinguliere, on a w; > 0
et by, > 1. On en déduit que

S n
wv —_—
7= edeg P;

Considérons le polygone de Newton du polynéme P. Si ce polygone n’a que
deux sommets, alors w; = %n pour tout j et la proposition est démontrée.
Supposons que ce ne soit pas le cas. Soit wj, le plus petit des w;. La pente
de la derniere aréte du polygone de Newton est donnée par —wj, (prop. 2.1).
D’apres le lemme 2.2, on a nécessairement deg P;, < r. Donc wj, > n/g et
comme wj, est minimum, la proposition est démontrée. [l

5. Poids binaire

Si d est un entier dont le développement dyadique est donné par

1=y,
i=1
alors on définit le poids binaire o(d) de d par
o(d) = s.

Si f est un polyndme a coefficients dans un corps fini, on définit le poids
binaire o(f) de f comme étant le maximum du poids binaire des exposants
de f.

LEMME 5.1. — Soient a et b deux entiers positifs. Alors
(i) o(a+b) <o(a)+o(b),
(ii) o(adb) < o(a)o(b).

Démonstration. — La preuve de la premieére assertion se trouve dans [3],
lemme 15.575. Supposons que le développement dyadique de b soit donné par

b= b2
ou b; est égal & 0 ou 1. On déduit de (i) que
o(ab) = U(Zaib 2%‘) <o0) > a; = ola)o(b). O

Nous aurons besoin d’une minoration du poids binaire des multiples de
2™ — 1. Ce sera l’'objet du lemme suivant.

LEMME 5.2. — Soient m et ¢ deux entiers strictement positifs. Le poids binaire
de c(2™ — 1) est supérieur ou égal a m.
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POIDS DES DUAUX DES CODES BCH 219

Démonstration. — On peut supposer que c¢ est impair. L’entier ¢ peut s’écrire
c=c1+cavec 1 < ¢ < 2™ et 2™ divise ¢3. On déduit du lemme 5.1 que
o(c2™—1)) =o((c—1)2™ —¢2) + (2™ — 1)
>o(c—1)—o(ca) +m—o(c; — 1) =m.

6. Sommes exponentielles

A partir de maintenant, on ne considérera plus que le cas ou p = 2. Soit
g =2". Soit f(x) = ijl a;jx% un polynéme & coefficients dans F, de degré
strictement positif. On suppose que d; < d;41 pour j =1,...,J —1 et que tous
les coefficients «; de f sont non nuls. Pour tout entier ¢ strictement positif, on
posera

Sé _ Z (_1)T1"]qu/]F2(f(z))'
a:Equ

Notre but est de donner une relation de congruence pour les sommes S5 ;. Nous
utiliserons essentiellement un théoréme de Stickelberger.

6.1. La relation de congruence de Stickelberger. — Soit s un entier.
Soit &, une racine primitive de W2 =1 = 1 dans Q. Notons K, = Q2(&s)
I'unique extension non ramifiée de Q3 de degré s contenue dans 2. Soit Ts =
{0,1,&,, . ..,£2 72} 'ensemble des représentants de Teichmiiller de Fos dans K.

158
Il y a un isomorphisme entre le groupe multiplicatif de Fqos et T = Ts — {0}.
Pour tout élément x de Fss, on notera &, son unique représentant dans 7.

On désignera par ts la trace de K sur Q2. Pour tout élément £ de T, on a
s—1
() =6+ +-+& .

Notons Zs l'anneau des entiers de Qy. En identifiant Zy/2Z2 et Fa, on a la
relation

(1) Trp,. /p, (7) = t5(€:)  (mod 2Z»).

Soit ¢ un entier strictement positif. Soit B(U) = Zfigl Ci(i)U? 'unique
polynome a coefficients dans K,,; de degré ¢° — 1 tel que
@) B = (-1

pour tout ¢ appartenant & T},;. D’autre part, pour tout entier i, 0 < i < ¢* — 1,
on définit la somme de Gauss Gy(i) par

Geli) = Y € (=1,

EeTnl
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Cette somme appartient a Qo car elle est stable sous l'action du groupe de
Galois de K,y sur Q2. On peut montrer que C¢(0) = 1, Cy(q*—1) = —¢*/(¢*—1)
et que

(¢" = D)Cu(i) = Gu(i)
pour i =1,...,¢" — 2 (voir [1]).
THEOREME 6.1 (Stickelberger [1]). — Pouri=1,...,¢* =2, on a
Ge(i) =2°9  (mod 200+,
On déduit de la congruence de Stickelberger le résultat suivant :
COROLLAIRE 6.2. — Pouri=1,...,¢* =1, on a
ordz (Cy(i)) = o (d).

6.2. Une expression de Sy. — Soit a le poids binaire de f. Soit X, l’en-
semble des J-uplets (7;) formés d’entiers non tous nuls vérifiant

J
D djij=0 (modg‘—1) et 0<i;<q'—1
j=1

Si y est un nombre réel, on notera [y] sa partie entiére supérieure. Pour un
entier positif r, on notera X, , le sous-ensemble de X, formé des J-uplets (i;)

satisfaisant
. In
E O'(Zj) = ’V;—‘ + .

Pour 7 = 1,...,J, on notera 3; le représentant de Teichmiiller de o;
dans K,,. Pour tout élément u = (i,) de X, on définit les éléments 5" et Cy(u)
de K,, par

B =5y By et Cy(a) = Cylin) -~ Coliy).

Dans [8], C. Moreno et O. Moreno ont montré, a ’aide de (1) et (2), que si f
est un polynéme de degré 7, alors S; pouvait s’exprimer en fonction des 3; et
des Cy(i). Ce résultat se généralise immédiatement ; on obtient

Se=q"+(¢" 1) Y B"Ci(u).

ueXy,

D’apres les lemmes 5.1 et 5.2, si (7;) est un élément de X, on a

> o(d;)olis) > nl.

Comme o(d;) est inférieur ou égal & a pour j =1,...,J, on a

oty = [¥].
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POIDS DES DUAUX DES CODES BCH 221

Donc la somme S, est égale a

o0

Se=q"+(" -1 Y B*Ci(w).

r=0 uEXz’T

Comme X, est fini, toutes les sommes sont finies.

Si d et s sont des entiers, on notera p,(d) le reste de la division euclidienne
de d par s.

Soient t et i deux entiers positifs. On suppose que i est strictement inférieur
4 ¢ et que son développement dyadique est donné par

1=2% 4 ... 420,
On définit une action de Z sur ’ensemble I des entiers positifs strictement
inférieurs & ¢° par
it = orne(arti) R 9pne(artt)
Par passage au quotient, on obtient une action de Z/nlZ sur I. L’orbite de 0 sous
cette action est {0}. L’ensemble I — {0} est isomorphe & Z/(q* — 1)Z. L’action
de Z/nlZ sur Z/(q¢" — 1)Z correspondant & cet isomorphisme est donnée par
toi=2".

En d’autres termes, si i est strictement positif, 'entier ¢ > ¢ est I'unique entier
congru & 2% modulo ¢ — 1 qui est strictement compris entre 0 et ¢.

On définit maintenant une action de Z sur X, par
o (i5) = (t>45)

ou (i;) appartient & X,. Pour tout entier r positif, X,, est invariant sous
Paction de Z. Pour un élément u de Xy, on notera O, son orbite et o(u) le
cardinal de celle-ci.

Soit u = (4;) un élément de X,. Remarquons que le cardinal s de 'orbite
de u divise nf. L’orbite de u est égale a

Ou:{u,lbu,...,(s—l)bu}.

D’autre part, si on pose d = nl/s et w = (p2s(4;))j=1,...,s, le J-uplet u peut se
mettre sous la forme
d—1

u= Z 205 w.

b=0

Donc si u appartient a Xy ., alors

(3) Za(ij) =0 (mod ¢n/o(u)).
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La somme Sy peut se réécrire

oo o(u)—1
1
Se=q"+(@" 1> > o) > BPUC(te ).
r=0ueXy , t=0

On a P = (6“)?. Par conséquent, g% appartient a Ts. D’autre part, on a
Cy¢(u) = Cy(t>u). On en déduit que
s—1

> BTEC(tea) = (%) Co(u).

t=0
Si on pose

Hyp= Y Lto(u)(ﬁ“)Ce(u),

UGXL,« O(U)
on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 6.3. — La somme Sy est égale a
oo
Se=q"+(¢"=1)>_ He,
r=0

6.3. Une relation de congruence pour Sx;

LEMME 6.4. — Soit £ un entier strictement positif. Soit u un élément de X,.
Soit s le cardinal de l'orbite de u sous l'action de Z sur Xy. Alors

ordats (") > ordel — orda(dn/s).
Démonstration. — La racine de I'unité g% appartient a T,,. Comme s est le
cardinal de 'orbite de u sous I'action de Z, elle appartient aussi a Ts. Soit h le

pged de n et s. L'intersection T, N Ty est égale a T}, car 2h — 1 est le pged de
2" —1 et 2° — 1 (voir [12], th. 10). Gréce & la transitivité de la trace, on obtient

£(8%) = 7in(8").

Donc l'ordre en 2 de cette trace est supérieur ou égal a celui de s/h. Comme n/h
est un entier, on a

¢
ordy > = ordy > + ordz — > ordz = = ordyf — ordz —-
h n s n s

Le lemme est démontré. O

Supposons que a divise n et posons p = n/a. Ce lemme et la proposition
précédente vont nous permettre d’obtenir une relation de congruence pour S» ;.
Un élément u = (i;) de X, appartient & X, , si et seulement si

Za(ij) =pl+r.
Si c’est le cas, alors ¢n/o(u) divise pf + r (voir (3)).
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PROPOSITION 6.5. — Soit A un entier positif (ou nul). Soit j un entier stric-
tement positif. On suppose que n = ap ot [ est un entier strictement positif.
Si a est supérieur ou égal a 2, alors

SQAJ' = —H2kj70 (mod 22Ajﬂ+)\+1).
Démonstration. — Soit ¢ un entier strictement positif. Nous allons montrer
que
4) Syp=—Hyo (mod 2twtordzttly

La proposition se déduit immédiatement de cette congruence.

Comme a est supérieur ou égal & 2, ¢° est congru a zéro modulo 2¢#+ordzé+1,
La proposition 6.3 donne une expression de Sy en fonction des Hy,. On en
déduit la congruence suivante :

Sg = — ZHE’T (mod 2€p+ord2€+l)'
r=0

On rappelle que la somme Hy, est égale a
S oy (3)Co(w)

oll u parcourt un systéme de représentants des orbites de Xp ...

Soit r un entier strictement positif. Soit u un élément de X, ,.. Pour montrer
la congruence (4), il suffit de prouver que

ordat () (8%)Ce(u) > Lu + ordal + 1.

D’apres le théoreme de Stickelberger, I'ordre en 2 de t,(y)(8%)Ce(u) est supé-
rieur ou égal a fu + r. Par conséquent, on peut supposer que 7 est inférieur ou
égal a 'ordre en 2 de /.

Posons d = ¢u/o(u).Le lemme précédent donne la minoration suivante :

ordat,(yw)(8%)Ce(u) > Ly + ordal + 1 — ordad.

Nous allons montrer que r est strictement supérieur a ordad.

Par hypothése, u appartient a Xy ,, donc, d’apres (3), d divise £u + r. Par
conséquent, 'ordre en 2 de d est inférieur ou égal a celui de fu + r. Puisque r
est inférieur ou égal a l'ordre de £ en 2, on a

ordad < orda (L + r) = ordar.

On en déduit que r est bien strictement supérieur a ordsd. La relation de
congruence (4) est donc vraie et la proposition est démontrée. [l
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7. Divisibilité de S(f)

La proposition 6.3 donne une expression de S(f) en fonction de H o, élément
de Q2 dont on sait minorer 'ordre en 2 (voir corollaire 6.2). On retrouve ainsi
un résultat de Litsyn, C. Moreno et O. Moreno (voir [7] et [8]).

THEOREME 7.1 (Litsyn, Moreno, Moreno). — Soit ¢ = 2™. Soit f un polyn-
ome a coefficients dans F,. Alors
n

ord2S(f) = =)

Soit f(z) un polynéme de degré 2* — 1 a coefficients dans F; ot a est un
entier, a > 2. On peut noter que le poids binaire de f est a. Soit « le coefficient
du terme de degré 2¢ — 1 de f et soit v le représentant de Teichmiiller dans K,
de a.

Dans la partie 7, on supposera que n = ap ou u est un entier strictement
positif.

Si f est un polynome de degré 7 (a = 3), alors 'ordre de S(f) en 2 est supé-
rieur a . C. Moreno et O. Moreno ont prouvé qu’il est égal a pu si et seulement
si la trace Try, /m, (0l77D/7) est égale & 1. Nous allons généraliser ce résultat.

PROPOSITION 7.2. — La somme H; o est égale a
Hyo= ta(,y(qfl)/(2“fl))c1 ((q —1)/(2% — 1))_
Démonstration. — Le polynéme f peut s’écrire

J
fl@) =) azt
j=1

avec ay = o, dg =2 —1, 05 #0,d; < dj41 pour j = 1,...,J — 1. Par
définition, pour calculer H; g, il suffit d’expliciter ’ensemble X g, c’est-a-dire
de résoudre le systeéme suivant :

{zj_l dji; =0 (mod q¢—1), Y7 o(ij) = p,
0<i; <qg—1, (i5)j=1,...0 # (0,...,0).

Soit (4;) une solution de ce systeéme. Il existe un entier ¢ strictement positif
tel que

Zdjij = C(q - 1)

D’apres les lemmes 5.1 et 5.2, on a

ap <o (Z djij> < Za(dj)a(ij).

> la—o(d]oli) +an<a) aliy).

Il s’ensuit que
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Puisque o(d;) < apourj=1,...,J—1et o(ds) = a, le J-uplet (i;) appartient
a X o si et seulement si 4; est nul pour 7 =1,...,J — 1 et i; est une solution
du systeéme suivant :

(20~ 1)i=0 (modq- 1),
o(i) = p.
Les entiers ¢ vérifiant les deux premieres conditions de ce systéme sont
i=clg—1)/(2% —1) = c(142% 4 --- 4 200=1)

pour ¢ = 1,...,2% — 1. Comme ¢ < 2% le poids binaire de ¢ vaut o(c)u. Par
conséquent, ¢ = c¢(¢g—1)/(2*—1) est une solution du systeme (x) si et seulement
si ¢ = 2% pour un entier k, 0 < k < a — 1. En conclusion, (i;) appartient X o
si et seulement si ¢; est nul pour j =1,...,J —1let iy =2%(¢g—1)/(2* - 1)
avec 0 < k < a— 1. Donc la somme H; o est égale a

Hyg=ta (¥ "D)C1 (g - 1)/(2° - 1)). =
COROLLAIRE 7.3. — Pour tout entier € strictement positif, on a

Hyo = to (v /N0y ((¢F — 1) /(2% — 1)).
Démonstration. — D’apres la proposition précédente, on a

Hyo = ta (7" 0)Ci((¢" - 1)/2" - 1)
Comme v € T;,, on a

(¢"=1)/(2°=1) — (@t ) (@12 1) — la=1)/(27-1)

Y
Le corollaire est démontré. [l
THEOREME 7.4. — Soit a un entier, a > 2. Soit u un entier strictement posi-

tif. Posons n = au et ¢ =2". Soit f un polynéome sur F, de degré 2% —1 dont
le coefficient du terme dominant est . L’ordre de S(f) en 2 est supérieur a .
L’égalité a lieu si et seulement si

Trr,a /¥, (a(qfl)/@“*l)) =1.

Démonstration. — La somme exponentielle S(f) est congrue & —H; o modulo
2#F1 (prop. 6.5). On vient de montrer que Hy ¢ dépend d’une somme de Gauss
et le théoreme de Stickelberger donne le début du développement dyadique de
cette somme. On en déduit que

S(f) = ta(v(q_l)/@a_l))ﬂ (mod 2+11).
D’apres la relation (1), Pordre en 2 de S(f) est p si et seulement si

Trey, (06D 0) = 1 0
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COROLLAIRE 7.5. — Pour tout entier € strictement positif, on a

orde Sy =l <= Try,, /F, (o/(q_l)/@a_l)) =1.

8. Borne de Weil

On a posé ¢ = 2™. On rappelle que f(z) est un polyndéme de degré 2* —1 sur
F, dont le coefficient du terme dominant est &. On supposera que a est supérieur
ou égal 3. Nous allons montrer que S(f) n’atteint pas la borne de Weil.

Soit J la jacobienne de la courbe y? +y = f(z) sur F,. C’est une variété
abélienne de dimension g = 2¢~' — 1. Soit h;(t) = 3277, A;#?9~" le polynéme
caractéristique de J. Soient wq,w1,...,wq, Wy les racines de hy dans C. Weil a

montré que
g

Sy = —Z(Wf +)

i=1
pour tout entier ¢ strictement positif.

Soit p la partie entiere de n/a. On supposera que u est strictement positif.
LEMME 8.1. — Pouri=1,...,2g, 2" divise A;.

Démonstration. — Dans [1], Ax donne une minoration de la valuation p-adique
des zéros et des poles de la fonction zéta d’une hypersurface (c¢f. th., p. 256).
Si on applique le méme raisonnement a la fonction

exp (Z Sgt£/€> =T - wit) (1 - mit),
=1

i=1

on obtient le résultat cherché. O

PROPOSITION 8.2. — La jacobienne de la courbe d’équation y?> +y = f(x)
sur IFy est supersinguliere.

Démonstration. — Soit ¢ un entier strictement positif. Supposons que le poly-
noéme caractéristique de la jacobienne de cette courbe sur F . s’écrive sous la
forme

29
R =3 ADRe
i=0
D’apres le lemme précédent, 24 divise AEZ) pour i = 1,...,2g. Comme hff)
est unitaire et p est strictement positif, hy(1) est impair. Donc cette jacobienne
est supersinguliere. O
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THEOREME 8.3. — Soit n un entier strictement positif. Posons q¢ = 2". Soit
a un entier, a > 3. Soit u la partie entiére de n/a. On suppose que u est
strictement positif. Soit f un polynome a coefficients dans F, de degré 2¢ — 1.
Sin est pair, alors S(f) n’atteint pas la borne de Weil :
S| < @2~ 27— a2
Démonstration. — Soit g4 (resp. g—) le nombre de w; égaux a +./q
(resp. —/q). Posons
g1=9-9+—9g-
Quitte a renuméroter les w;, on peut supposer que wi,...,w,, sont différents
de £,/g. Le polynéme caractéristique h;(t) de la jacobienne de la courbe
y> +y = f(z) sur F, est égal a
g1
ha(t) = (t = V@ (6 + v [ - wi(t - 0).
i=1
D’apres le théoreme 3.2, il existe deux variétés abéliennes A et B sur F, telles
que J soit isogene & AB. Comme J est supersinguliere (prop. 8.2), A et B
le sont aussi. De plus, les polynoémes caractéristiques de A et B sur F, sont
T —wi)(t —w;) et (t— /q)*9+ (t + /q)*9~ respectivement.
Soit K un corps de décomposition de hy sur Q. Soit v une place de K
au-dessus de p. Comme A est supersinguliere, d’apres la proposition 4.2, on a

ord, (w;) > {

n/gr sigr > 1,
n/2 sig1 =0,1

pour i = 1,...,g. Le méme résultat est valable pour ord, (w;). Il en résulte que
In sigr > 1,

(5) ordsS; = ord, Sy > /91 ) a
/2 sigr=0,1

pour tout entier ¢ strictement positif.
Nous allons montrer que g; est supérieur ou égal a a.

Considérons tout d’abord le cas ou n est un multiple de a. Nous allons
calculer 'ordre en 2 de la somme exponentielle Syx(22_1) pour un entier A assez
grand. Dans la proposition 6.5, on a obtenu la congruence suivante :

Aroga
Sorgza_1y = —Horga 1y (mod 22" (" 7DrFA+L)

On a déterminé une expression de Hyx(ga_1), (cor. 7.3) et, comme v est une
racine (¢ — 1)-iéme de 'unité, on en déduit que
Aga _
Hyx(ga_1),0 = aCxr(ge 1) ((q2 @1 _ 1)/(2* - 1))
Grace au théoreme de Stickelberger, on peut calculer I'ordre de Hax(2a_1) 0

en 2 :
OrdQHz)\(zafl)’O = Ord2a + 2>\(2a - 1)/1
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Donc, d’apres la congruence précédente entre Soxga 1,9 €t Hax(ga_1) 9, ON &
ordaSox (ga _1y = ordga + 22 (2% — 1)u

si A > ordaa. En comparant ce résultat avec la minoration (5) on remarque
que, puisque a est supérieur a 3, g; doit étre strictement supérieur a 1. Par
conséquent, pour A assez grand, on a

a <14 ordsa
g~ 2M20=1)p
En faisant tendre A vers 'infini, on voit que g; est supérieur ou égal a a.

Si n n’est pas un multiple de a, il suffit de considérer les extensions de I,
dont le degré est divisible par a. On déduit du cas précédent que I'ordre en 2
de Spr(20_1), vaut ordsa + 2*(2% — 1)n pour \ assez grand. On montre & 'aide
de (5) que g; est supérieur ou égal a a.

Rappelons que wy,...,wy, sont différents de +,/g. Posons

2./q w; + w; .
_27—1 et r;,=M+1+ o pouri=1,...,91.
Les nombres x; sont des entiers algébriques totalement positifs (lemme 8.1).
Comme la famille z1,...,z,, est stable par conjugaison sur Q, [[z; est un

entier strictement positif. D’apres I'inégalité de la moyenne, on a

. 1/
le >< Jil) gl>1.

g1 a

Il en résulte que

g1
—Z(WH—@') <g1-2"'M =2g1\/q—g1-2"
i=1
et, comme S(f) =—>7 ;(w; +w;) et g1 > a, on a

S(f) < (2" ~2)y7—a- 2"

Il reste a montrer que S(f) > —(2% — 2),/q + a - 2". Remarquons que si 0
est un élément de Fy dont la trace sur Fy vaut 1, alors S(f + ) = —S(f). Le
théoréme est démontré. O

Le résultat suivant se déduit immédiatement des théoremes 7.1 et 8.3.

COROLLAIRE 8.4. — Supposons que a soit impair et ne divise pas n. Sin est
pair, alors

SO <2 =2)vg—(a+1)- 2"
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9. Tables

229

Les tables suivantes donnent la borne de Weil et les résultats obtenus dans
la partie précédente (théoréeme 8.3 et corollaire 8.4) pour des polynémes de

degré 7, 15 et 31. Une étoile indique que la borne est atteinte.

6,/ —3-2"/3 si 3 divise n
m Ve {6&2——4~ﬂnw]mnon
6 48 36*
8 96 80
10 192 160
12 384 336
14 768 704
16 | 1536 1408
18| 3072 2880
20| 6144 5888
22 | 12288 11776
24 | 24576 23808*
26 | 49152 48128
28 | 98304 96256
30 | 196608 193536

n| 14,/q | 14,/q—4-20/4
8 224 208
10| 448 432
12 896 864
14| 1792 1760
16 | 3584 3520
18| 7168 7104
20 | 14336 14208
22| 28672 28544
24 | 57344 57088
26 | 114688 114432
28 | 229376 228864
30 | 458752 458240
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Table 1 : Degré 7

Table 2 : Degré 15

30/q —5-2"/> i 5 divise n
" 30V { 30? —6-2[/5 ginon
10 960 940
12 1920 1896
14| 3840 3816
16 | 7680 7632
18 | 15360 15312
20 | 30720 30640
22 | 61440 61344
24 | 122880 122784
26 | 245760 245568
28 | 491520 491328
30 | 983040 982720

Table 3 : Degré 31
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